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11 Grundlagen der Quantenme
hanik1.1 EinleitungDie klassis
he Physik, d.h. Me
hanik und Elektrodynamik, bes
hreibt viele Ph�anomene ausrei
hend.Es gibt jedo
h viele Ph�anomene (meistens Entde
kungen dieses Jahrhunderts), die gar ni
ht oder ni
htzufriedenstellend bes
hrieben werden:1. Atomphysik: Gr�o�e und Stabilit�at der Atome, Atomspektren: diskrete Linien, Linienaufspaltungin elektromagnetis
hen Feldern: Starke�ekt, Zeeman-E�ekt; We
hselwirkung von Li
ht und Ato-men2. Molek�ulphysik: Spektren, 
hemis
he (hom�oopolare) Bindung3. Kernphysik: Spektren, Kernreaktionen, radioaktiver Zerfall4. Teil
henphysik: Streuung, Zerfall, We
hselwirkung mit Strahlung5. makroskopis
he Ph�anomene: Strahlung des s
hwarzen K�orpers (Plan
k), Kondensationsph�ano-mene: Ferromagnetismus, SupraleitungDie Quantenme
hanik erkl�art alle diese Ph�anomene, jedenfalls im ni
htrelativistis
hen Berei
h quan-titativ und qualitativ. Ni
htrelativistis
her Berei
h: v � 
, mit v als die Ges
hwindigkeit der betra
h-teten Objekte.In den meisten F�allen ist die klassis
he Physik der Grenzfall der allgemeinen Quantenme
hanik , indem das Plan
k's
he WirkungsquantumPlan
k's
hes Wirkungsquantum�h = h2� = 1; 05 � 10�27erg se
gegen Null geht. Das geht jedo
h ni
ht immer, oft existiert ein sol
her Grenzfall ni
ht, d.h. es existiertkein klassis
hes Analogon.In der Quantenme
hanik werden wir gewisse Begri�e der klassis
hen Physik aufgeben bzw. erweiternm�ussen, z.B. ist der Begri� der de�nierten Bahn eines Teil
hens ni
ht mehr haltbar.Die Grundgesetze der Quantenme
hanik k�onnen wir ebensowenig ableiten, wie etwa die Newtons
henGlei
hungen der Me
hanik oder die Maxwell-Glei
hungen der Elektrodynamik. Wir wollen im Folgen-den jedo
h keinen deduktiven Weg bes
hreiten, sondern die Gesetzm�a�igkeiten induktiv, dur
h einenLernvorgang, aus experimentellen Fakten und Plausibilit�atsbetra
htungen abstrahieren.1.2 Quantennatur des Li
htesDie Optik bes
h�aftigt si
h mit Li
htwellen. Ebene WelleWelle!ebene in z-Ri
htung:Ex = Ez = By = Bz = 0Ey = �Bx = A 
os(kz � !t) = Re �Aei(kz�!t)�dann ist ! = 2�� Kreisfrequenzk = 2�� = 2���� = !
~k = (0; 0; k) Ausbreitungsvektor
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�Anderung der Frequenz ! �Anderung der kinetis
hen Energie.�Anderung der Intensit�at ! �Anderung der Anzahl der Elektronen.Abbildung 1: Photoe�ektIntensit�aten der Welle: (E2 +B2) � jAei(kz�!t)j2Die Wellennatur des Li
htes ist ersi
htli
h bei Interferenzen und Beugung. Interferenz ist die �Uberla-gerung von Wellen:  1(~r; t) = A1ei(~k1~r�!t) Zustand 1 (1.2. 1) 2(~r; t) = A2ei(~k2~r�!t) Zustand 2 (1.2. 2) 3(~r; t) =  1(~r; t) +  2(~r; t) Zustand3 (1.2. 3)I3 6= I1 + I2 (1.2. 4)Die Wellenbes
hreibung bri
ht zusammen bei Absorption und Emission.1.2.1 Photoe�ektDeutung: Elektronen absorbieren Li
htquanten, Photonen, s. Abbildung (1). Photonenenergie " = �h!(mono
hromatis
he Welle besteht aus vielen Photonen)EElektronkin = m2 v2 = p2Elektron2m = �h! �A A = Austrittsarbeit (1.2. 5)Der E�ekt �ndet erst statt, wenn �h! > A. Im Wellenbild sollten au
h bei sehr kleiner Frequenz !Elektronen austreten, wenn nur gen�ugend Intensit�at (d.h. Energie=Zeit) vorhanden ist.1.2.2 Comptone�ektAus der Energie " = �h! folgt, da� die Photonen au
h einen Impuls haben. Aus der Relativit�atstheoriefolgt: E = qm20
4 + p2
2 = m
2 (1.2. 6)Photonen oder andere Teil
hen mit v = 
 haben Ruhemasse m0 = 0, da sonst E =m =1. Also:p = j~pj = E
 = �h!
 = �h2���� = �h2�� = �hk (1.2. 7)~p = �h~k (1.2. 8)Da� diese Deutung ri
htig ist, wird dur
h den Comptone�ekt best�atigt, s. Abbildung (2)."0 +m0
2 = "+E Energiesatz (1.2. 9)�h~k0 = �h~k + ~p Impulssatz (1.2. 10)
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Photon
Photon

� ElektronAbbildung 2: Photon-Elektron-Sto� (Comptone�ekt)�h
(k0 � k) +m0
2 = qm20
4 + 
2�h2(~k0 � ~k)2 mit E = �h
j~kj (1.2. 11)quadrieren und Division dur
h 2�h2
2 liefert:k�k0(1� 
os�) + m0
�h � = m0
�h k0 (1.2. 12)� = �0 + �Compton(1� 
os�) (1.2. 13)�Compton = 2��hm0
 = hm0
 = Comptonwellenl�ange � 2; 4 � 10�12m (1.2. 14)Genau dies wird beoba
htet.Bemerkung: Die Quantennatur des Li
htes haben wir hier nur als Beispiel angef�uhrt. Die entspre-
hende Quantenme
hanik des Li
htes ist notwendig relativistis
h ! Quantenelektrodynamik bzw.Quantentheorie der Strahlung.Wir betra
hten in dieser Vorlesung nur die ni
htrelativistis
he Quantenme
hanik . Wir werden dasPhoton als relativistis
h gar ni
ht mitbehandeln. Die Untersu
hung des Comptonprozesses ist Aufgabeder Quantenelektrodynamik.1.3 Elektronenbeugung, Zustand, Zustandsfunktion, Statistis
he Deutung1.3.1 Versu
h von Davisson und Germer (1927)Beim Versu
h von Davisson und Germer, s. Abbildung (3), dur
hlaufen die Elektronen, die aus einerQuelle herauskommen, ein Potential und erlangen dabei eine EnergieE = p22m (1.3. 1)Na
h Dur
htritt dur
h einen Kristall zeigt si
h, auf einer Photoplatte oder anderem Detektum, dasglei
he Beugungsbild, wie bei der Li
htbeugung an GitternGitter bzw. R�ontgenli
htbeugung am Kri-stall. Elektronen haben ans
heinend Welleneigens
haften.Das Experiment kann mit anderen Teil
hen, z.B. Neutronen oder Atomen, wiederholt werden undliefert das glei
he Ergebnis.
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heinungAbbildung 3: Davisson Germer (1927)1.3.2 De Broglie und Beugung am SpaltFolgerung:1. Um die Beugungs�gur quantitativ zu deuten, k�onnen wir uns an die Regeln der Wellenlehrehalten daraus folgt die Wellenl�ange �.Die Zusammenh�ange sind wie beim Photon: E = �h!; ~p = �h~k; E = j~pj
Na
h de Broglie gilt au
h f�ur Teil
hen:E = �h!; ~p = �h~kaber z.B. f�ur Elektronen ist E = p22m .Z.B. Elektronenstrahl mit Impuls ~p, Energie p22m )  (~r; t) = Aei(~k~r�!t).Bei der Li
htbeugung am Spalt gehen wir so vor:Wir bes
hreiben die von den einzelnen Punkten des Spaltes ausgehenden Wellen dur
h die Wel-lenfunktion.  (x; t) = Aei(kx�!t) ebene Welle (1.3. 2)Und deuten die Beugungsintensit�at dur
h die Interferenz der von den einzelnen Spaltpunktenausgehenden ebenen Wellen. Das glei
he Prinzip f�uhrt au
h bei der Elektronenbeugung zumErfolg.2. Bedeutung von  (r; t)Wenn wir die Beoba
htungszeit verringern, also weniger Elektronen aus der Quelle kommen, sobleibt die Beugungs�gur erhalten, aber die Intensit�at nimmt ab. S
hlie�li
h l�ost si
h die Figurin eine k�ornige Struktur auf, daraus folgt die Punkte der Struktur entspre
hen den einzelneneingetro�enen Elektronen. Das k�onnte man au
h dur
h einen Geigerz�ahler na
hmessen. Es er-gibt si
h ein glei
h starkes Signal. Das bedeutet: Elektronen tre�en als ganze Teil
hen auf diePhotoplatte auf (es gibt keine halben Elektronen).Deutung: Die Elektronen, oder Materieteil
hen, verlaufen ni
ht auf einer wohlde�nierten Bahn,sondern k�onnen ans
heinend an einen beliebigen Ort der Photoplatte gelangen. Aber es gibt eineH�au�gkeitsverteilung.Bea
hte: Die Elektronen kommen einzeln an,d.h. unabh�angig voneinander. ! Gesamtheit iden-tis
her Teil
hen, alle im glei
hen Zustand. Zustand hei�t in diesem Fall: Jedes Elektron hat dieEnergie E = p22m und tritt dur
h den Kristall.
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heinli
hkeit �(r; t)dF (1.3. 3)da� das einzelne Elektronen am Ort r des Bilds
hirms im Intervall dF zur Beoba
htung kommt.Es gilt: �(r; t) =  �(r; t) (r; t) = j (r; t)j2 (1.3. 4) (r; t) = Wahrs
heinli
hkeitsamplitude f�ur den Zustand  = ZustandsfunktionF�ur ein einzelnes Elektron gibt es also eine Wahrs
heinli
hkeit  , an den Ort r zu gelangen.Wenn wir nun, wie im Experiment, viele Elektronen dur
h den Kristall s
hi
ken, ergibt si
h ausdem Punktmuster eine Beugungs�gur, d.h. eine Intensit�atsverteilung.Bemerkung: Wie wir beim Li
ht die Intensit�at beoba
hten, so beoba
hten wir au
h hier dieWahrs
heinli
hkeit j j2 . Zugrunde liegt aber die Zustandsfunktion. So wie in der Wellenlehre dieWellenfunktion si
h aus einer Wellenglei
hung ergibt (Maxwell Glei
hung f�ur Li
ht), so erwartenwir hier eine Glei
hung f�ur die Zustandsfunktion  (r; t).1.3.3 SuperpositionsprinzipWenn  1(~r; t) und  2(~r; t) m�ogli
he Zust�ande sind, dann au
h  =  1 +  2 (wobei � 6= �1 + �2).1.3.4 DoppelspaltEin einfa
hes Beispiel f�ur Zustand � Wellenfunktion � Wahrs
heinli
hkeitsamplitude ist der Dop-pelspalt, s. Abbildung (4).  (~r; t) =  1(~r; t) +  2(~r; t) (1.3. 5)�(~r; t) � j (~r; t)j2 = j 1j2 + j 2j2 +  �1 2 +  1 �2 (1.3. 6)Deutung: Kennzei
hnend f�ur eine Gesamtheit von Teil
hen im glei
hen Zustand  ist die Zustands-funktion  (~r; t). �(~r; t)d3r = j (~r; t)j2d3r (1.3. 7)ist die Wahrs
heinli
hkeit, das Teil
hen im Zustand  (~r; t) an der Stelle ~r; ~r+d~r zur Zeit t anzutre�en.Normierung: Z d3�(~r; t) = Z d3r �(~r; t) (~r; t) = 1 (1.3. 8)



6 1 Grundlagen der Quantenme
hanik (~r; t) ist zeitli
h ver�anderli
h, da der Zustand si
h �andern kann, aber die Gesamtwahrs
heinli
hkeit,das Teil
hen irgendwo anzutre�en, mu� eins sein, d.h. Gewi�heit, und zwar unabh�angig von t.1.4 S
hr�odingerglei
hungKlassis
he Me
hanik: Ein Teil
hen der Masse m in einem Potential V (~r) wird bes
hrieben dur
h dieHamiltonfunktion H = H(~p;~r) = ~p22m + V (~r) mit H(~p;~r) = E = Energie (1.4. 1)f�ur ein freies Teil
hen gilt: H0 = ~p22m (1.4. 2)Wir su
hen eine Glei
hung f�ur die Zustandsfunktion. (~r; t) = Aei( ~p�h~r�E�h t) ebene Welle (1.4. 3)Su
he DGL, die E = ~p22m erzwingt. i�h ��t = E (~r; t) (1.4. 4)r = ( ��x; ��y ; ��z ) (1.4. 5)r (~r; t) = i�h~p (~r; t) (1.4. 6)(�hir)2 (~r; t) = ~p2 (~r; t) (1.4. 7)i�h ��t (~r; t) = 12m(�hir)2 (~r; t) (1.4. 8)Glei
hung (1.4. 8) ist die S
hr�odingerglei
hung f�ur ein freies Teil
hen der Masse m. Der �Ubergangzur Quantenme
hanik folgt somit aus dem Korrespondenzprinzip.Korrespondenzprinzip: Ersetze E = i�h ��t und ~p = �hir! H0 = ~p22m = 12m (�hir)2 (1.4. 9)r2 = 4 = �2�x2 + �2�y2 + �2�z2 (1.4. 10)Die S
hr�odingerglei
hung folgt dann aus dem Energiesatz H = E.i�h ��t (~r; t) = � �h22m4 (~r; t) (1.4. 11)Die Gr�o�e ��t und r hei�en au
h Di�erentialoperator. Allgemein de�niert jede Transformation (~r; t)! �(~r; t)den Operator A: �(~r; t) = A (~r; t) (1.4. 12)Der Hamiltonoperator f�ur ein freies Teil
hen lautet:Ĥ0 = 12m ��hir�2 = � �h22m4 = p̂22m (1.4. 13)



1.5 Kontinuit�atsglei
hung, Mittelwerte 7Sei  (~r; t) = f(~r) (~r; t) eine einfa
he Multiplikation, dann ist f(~r) ebenfalls ein Operator.Der Hamiltonoperator Ĥ bei einem �au�eren Feld lautetĤ = � �h22m4+ V (~r) (1.4. 14)Allgemeine S
hr�odingerglei
hung:i�h ��t (~r; t) = Ĥ (~r; t) = (� �h22m4+ V (~r)) (~r; t) (1.4. 15)Dies ist die fundamentale Glei
hung, die den quantenme
hanis
hen Zustand  de�niert. Sie spielt dieglei
he Rolle wie die Newtons
he Bewegungsglei
hung m�~r = K(~r) zur Bestimmung der Klassis
henBahn eines Teil
hens.Bemerkung: Die Deutung der Zustandsfunktion hatten wir s
hon gegeben. Zusammen mit derS
hr�odingerglei
hung haben wir jetzt die Grundlage zur Behandlung quantenme
hanis
her Proble-me ges
ha�en. Wir haben die S
hr�odingerglei
hung ni
ht abgeleitet, sondern nur plausibel gema
ht.Ihre Bedeutung wird alleine dur
h die Erfahrung gere
htfertigt.Verallgemeinerung f�ur N Teil
hen:H(~p1; : : : ; ~pN ; ~r1; : : : ; ~rN ) = p212m1 + : : :+ p2N2mN + V (~r1; : : : ; ~rN ) (1.4. 16)~p1 ! �hir1 = ��~r1...~pN ! �hirN =  (~r1; : : : ; ~rN ; t)S
hr�odingerglei
hung: i�h ��t = Ĥ (1.4. 17)�(~r1; : : : ; ~rN ; t) = j (~r1; : : : ; ~rN ; t)j2 (1.4. 18)Glei
hung (1.4. 18) ist die Wahrs
heinli
hkeit zur Zeit t bei einer Messung Teil
hen 1 an Ort ~r1,Teil
hen 2 am Ort ~r2, . . . und Teil
hen N am Ort ~rN anzutre�en.1.5 Kontinuit�atsglei
hung, MittelwerteWir k�onnen axiomatis
h zusammenfassen:1. Der quantenme
hanis
he Zustand bestimmt si
h aus der Zustandsfunktion  (~r; t).2. Wenn wir  (~r; t) zur Zeit t kennen, folgt  (~r; t) f�ur alle sp�ateren Zeiten aus der S
hr�odingerglei-
hung. i�h ��t (~r; t) = Ĥ (~r; t) Kausalit�atWir pr�ufen na
h ob das, was wir �uber  (~r; t) s
hon gesagt hatten, widerspru
hsfrei ist.3. Superposition: Wenn  1 und  2 L�osungen der S
hr�odingerglei
hung , dann au
h  = a 1+ b 2.Beweis: (i�h ��t � Ĥ) = a (i�h ��t � Ĥ)| {z }=0  1 + b (i�h ��t � Ĥ)| {z }=0  2 = 0 (1.5. 1)



8 1 Grundlagen der Quantenme
hanik4. Deutung von j j2 als Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte: Nur sol
he Funktionen  (~r; t) sind als eigentli
heZustandsfunktionen zul�assig, die absolut quadratintegrabel sind:Z d3r �(~r; t) (~r; t) = C mit 0 < C <1 (1.5. 2)Da mit  (~r; t) au
h jedes � (~r; t) (� 
onst.) L�osung der S
hr�odingerglei
hung ist, l�a�t si
h Cjedenfalls zu einer Zeit t zu 1 bestimmen. Dann ist:�(~r; t) = j (~r; t)j2 = Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte (1.5. 3)O�enbar bleibt diese Eigens
haft erhalten, wenn wir zeigen k�onnen, da� f�ur alle sp�ateren Zeitengilt: Z j j2d3r = 1 (1.5. 4)Beweis: ��t�(~r; t) = _ � +  � _ (1.5. 5)Es gilt: i�h _ =  � �h22m4+ V ! (1.5. 6)�i�h _ � = (� �h22m4+ V ) � (1.5. 7)daraus folgt: Gl.(1:5:5) = 1i�h �((��h242m + V ) ) � 1i�h((� �h22m4+ V ) �) = � �h22m( �(4 )� (4 �) ) = �~r �h2m ( �r �  r �)= �~r � ~| (1.5. 8)mit dem Wahrs
heinli
hkeitsstrom:~| = �h2mi ( �r �  r �) (1.5. 9)Kontinuit�atsglei
hung: ��t�(~r; t) + div ~| = 0 (1.5. 10)Integration �uber d3r: Z d3r ��t�(~r; t) = ddt Z d3r�(~r; t) = � Z d3r~r � ~|= � ZOberfl�a
he d~F~|normal (1.5. 11)Die Abnahme der Gesamtwahrs
heinli
hkeit ist glei
h dem Wahrs
heinli
hkeitsstrom dur
h dieOber
�a
he. Da  ! 0 f�ur j~rj ! 1 ) j~|j ! 0) Z d~F~|normal ! 0Also gilt: ��t Z d3r�(~r; t) = 0) Z d3r�(~r; t) = 
onst. = 1Mit dem Begri� der Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte ist der Begri� Mittelwert verkn�upft.



1.5 Kontinuit�atsglei
hung, Mittelwerte 91.5.1 Ortsmittel< x >= Z 1�1 d3~rx�(x; y; z; t); < y >= Z 1�1 d3~ry�(x; y; z; t); : : : (1.5. 12)< ~r >= Z 1�1 d3r~r�(~r; t) = Z d3r �(~r; t)~r (~r; t) (1.5. 13)< ~r > bezei
hnet man als Ortsmittel.1.5.2 ImpulsmittelDer Impulsmittel ist mit ~p! �hir de�niert als:< ~p >= Z d3r �(~r; t)�hir (~r; t) (1.5. 14)De�nition 1.5.1: Die allgemeine De�nition eines Mittelwertes lautet mit A als beliebigen Operator:< A >= Z d3r �(~r; t)A (~r; t) (1.5. 15)Diese De�nition ist plausibel, da die klassis
he Beziehung:ddt < ~r >= 1m < ~p > (1.5. 16)folgt.Beweis: ddt < x >= ddt Z d3rx�(~r; t) (1.5. 17)= Z d3rx _�(~r; t) = � Z d3rx(r � ~|)= � Z d3rx� ��xjx + ��y jy + ��z jz� = Z d3rjx= �h2im Z d3r� � ��x � � ��x �� � = 1m Z d3r � �hi ��x = 1m < px > (1.5. 18)1.5.3 Satz von Ehrenfestm d2dt2 < x >= �hi Z d3r� _ � ��x +  � ��x _ �= Z d3r   ��h242m + V ! �! ��x �  � ��x  ��h242m + V ! != Z d3r�V  � ��x �  � ��xV  �  �V ��x �=< � ��xV >=< Kx > (1.5. 19)< � ��xV > ist der �ortli
he Mittelwert der Kraft Kx = � ��xV . Aus dem �ortli
hen Mittelwert derBes
hleunigung ergibt si
h der �ortli
he Mittelwert der Kraft. Der �ortli
he Mittelwert verh�alt si
h alsoso wie in der klassis
hen Me
hanik.



10 1 Grundlagen der Quantenme
hanik1.6 Station�are Zust�ande, Eigenzust�ande, Eigenwerte, Operatoren1.6.1 Station�are Zust�andeWir betra
hten einen speziellen Typ von Zustandsfunktionen: (~r; t) =  (~r) e�i�t (1.6. 1)Aus der S
hr�odinger Glei
hung folgt:Ĥ (~r)e�i�t = i�h _ = �h� (~r)e�i�t (1.6. 2) ̂(~r) = E (~r) mit E = �h� (1.6. 3)�(~r; t) = j (~r; t)j2 = j (~r)j2 = zeitunabh�angig (1.6. 4)Sol
he Zust�ande hei�en station�ar.1.6.2 Eigenwerte, Eigenwertglei
hungF�ur den Mittelwert folgt: < Ĥ >= Z d3r �(~r; t)Ĥ (~r; t) (1.6. 5)= Z d3r �(~r)Ĥ (~r) = E Z d3r �(~r) (~r) = E (1.6. 6)Somit ergibt si
h die zeitfreie S
hr�odingerglei
hung:Ĥ (~r) =  ��h242m + V (~r)! (~r) = E (~r) (1.6. 7)Dies ist eine Eigenwertglei
hung. Ni
ht alle Energiewerte sind erlaubt, sondern nur sol
he, f�ur die dieZustandsfunktion normierbar ist: Z d3rj j2 = 1 (1.6. 8)Die erlaubten Energiewerte E1; E2; : : : ; En hei�en Eigenwerte. Die zugeh�origen Zust�ande, Eigen-zust�ande  n. Neben einem diskreten Spektrum E1; E2; : : : ; En gibt es oft no
h einen kontinuierli
henBerei
h oder nur diesen. Die zugeh�origen Zust�ande (uneigentli
he Zust�ande) sind dann allgemein ni
htnormierbar.Beispiel: F�ur ein freies Teil
hen gilt: Ĥ0 = p̂22m = ��h242m (1.6. 9) (~r) = aei~k~r (1.6. 10)E = �h2~k22m (1.6. 11)mit der Nebenbedingung: j j2 = ist bes
hr�ankt folgtZ d3rj j2 = jaj2 Z d3r = jaj2 � Volumen !1 (1.6. 12)Funktionenklasse: f(~r) ist eindeutig und R d3rjf(~r)j2 existiert, d.h. es ist quadrat-integrabel. DieseFunktionen bilden einen Hilbertraum H.De�nition 1.6.1: < f jg >= Z d3rf�(~r)g(~r) = komplexe Zahl (1.6. 13)hei�t Skalarprodukt.



1.6 Station�are Zust�ande, Eigenzust�ande, Eigenwerte, Operatoren 111.6.3 OperatorenMit den Transformation f ! g mit f; g�H ist ein linearer Operator A de�niert als:g = Af (1.6. 14)wenn die Linearit�atsbedingung: A(
1f1 + 
2f2) = 
1Af1 + 
2Af2 (1.6. 15)erf�ullt ist.1.6.4 Hermites
he OperatorenWenn gilt: < f jAg >=< A+f jg > (1.6. 16)dann ist A+ adjungiert zu A. Gilt A = A+, dann hei�t A hermites
h oder selbstadjungierter Operator.Beispiel: Sei V (~r) hermites
her Operator und V (~r) reell, wenn gilt:< f jV (~r)g >= Z d3rf�V (~r)g (1.6. 17)< V +(~r)f jg >= Z d3rf�V (~r)g (1.6. 18)folgt: V = V + (1.6. 19)Wenn p̂ = �hir dann gilt: < f jp̂g >= Z d3rf��hirg (1.6. 20)= � Z d3r��hirf�� g (1.6. 21)= Z d3r��hirf�� g (1.6. 22)=< p̂f jg > (1.6. 23)Wenn A hermites
h ist, dann sind au
h A2; A3; : : : hermites
h. Allgemein gilt: F (A) ist hermites
h f�urjedes F (x), das als Potenzreihe darstellbar ist.Wenn A;B hermites
h sind, dann ist au
h A+B hermites
h.Damit folgt, da� au
h Ĥ = p̂22m + V (~r) hermites
h ist.Der Erwartungswert eines hermites
hen Operators ist reell.< A >=< f jAjf >= Z d3rf�(~r)Af(~r) = Z d3r �A+f(~r)�� f(~r) (1.6. 24)= Z d3r (Af(~r))� f(~r) =< A >� (1.6. 25)Physikalis
he Me�gr�o�en: Physikalis
he Me�gr�o�en werden mathematis
h dur
h Operatoren darge-stellt, z.B. Impuls, Energie, Drehimpuls, et
. In Frage kommen nur hermites
he Operatoren, damitalle Mittelwerte reell sind.



12 1 Grundlagen der Quantenme
hanikDaraus folgt, da� Physikalis
he Me�gr�o�en in der Quantenme
hanik dur
h Operatoren dargestelltwerden. Allgemein ist jede physikalis
he Me�gr�o�e F eine Funktion von Ort und Impuls.F = F (~r; ~p) (1.6. 26)Um zum Operator F̂ zu kommen, ersetzt man ~r und ~p dur
h die Operatoren r̂; p̂ = �hir.F̂ = F (r̂; p̂) (1.6. 27)Wenn F̂ hermites
h ist, sind wir fertig, wenn ni
ht, so m�ussen wir geeignet symmetrisieren.Beispiel: Seien A;B hermites
h, also A = A+ und B = B+, dann gilt:< f jABg >=< f jA(Bg) >=< (A+f)jBg >=< B+A+f jg > (1.6. 28)(AB)+ = B+A+ = BA (1.6. 29)Wenn AB 6= BA, so ist AB ni
ht hermites
h, z.B. A = p̂; B = x̂(AB �BA)f = �hi ��xxf � x�hi ��xf = �hi f (1.6. 30)[p̂; x̂℄ = p̂x̂� x̂p̂ = �hi Vertaus
hungsregel (1.6. 31)Symmetrisierung: Sei a! A und b! B ab = 12(ab+ ba) (1.6. 32)daraus folgt: 12(AB +BA) ist hermites
h (1.6. 33)1.6.5 Allgemeines EigenwertproblemEs gelte A = a ! f g = f 1;  2; : : :g (1.6. 34)so da� A n = an n (1.6. 35)mit an als Eigenwerten und  n als Eigenfunktion.Eigenwerte von hermites
hen Operatoren sind reell, daraus folgt:  n ist normiert.<  njA n >= an <  nj n >= an (1.6. 36)a�n =< A nj n >=< A+ nj n >=<  njA n >= an (1.6. 37)Satz: Eigenfunktionen zu vers
hiedenen Eigenwerten sind orthogonal.A n = an n <  mjA n >= an <  mj n > (1.6. 38)A m = am m < A+ mj n >=< A mj n >= am <  mj n > (1.6. 39)daraus folgt: 0 = (am � an) <  mj n > (1.6. 40)<  mj n >= 0 (1.6. 41)
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Abbildung 5: unendli
h hoher Potentialtopf1.7 Teil
hen im begrenzten Raumberei
hAllgemeine Randbedingungen: Die Zustandsfunktion  (~r; t) und damit die station�aren Zust�ande  (~r)m�ussen eindeutig und stetig sein. Im Allgemeinen ist ��x oder r au
h stetig, selbst wenn V unstetigist (Ausnahme: V ist jenseits einer ganzen Fl�a
he unendli
h gro�. Dort ist  = 0, aber keine Forderungan r . Dort wo V unendli
h ist, ist r endli
h. Dabei sind aber Punktsingularit�aten zugelassen.)Wir betra
hten als Beispiel folgendes eindimensionale Potential, s. Abbildung (5):V (x) = ( 1 x < 00 0 � x � a1 a < x (1.7. 1)Die S
hr�odingerglei
hung lautet hier:� �h22m d2dx2u(x) = Eu(x) mit 0 < x < a (1.7. 2)Mit den Randbedingungen u(0) = u(a) = 0 ergibt si
h aus der allgemeinen L�osung:u = C1eikx + C2e�ikx und E = �h2k22m (1.7. 3)f�ur x = 0: 0 = C1 + C2 (1.7. 4)u = C1 �eikx � e�ikx� = 2iC1 sinkx = C sinkx (1.7. 5)f�ur x = a: 0 = sinkx! ka = n� (1.7. 6)Normierung: 1 = Z a0 dx sin2 kx = C2k Z n�0 da sin2 a= nC2k Z �0 da sin2 a = nC2�2k = C2a2 (1.7. 7)C =r2a (1.7. 8)
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Abbildung 6: stehende Wellen im unendli
h hohen PotentialtopfSomit ergibt si
h f�ur die Eigenfunktionen:un(x) = r2a sinknx; kn = n�a ; n = 1; 2; 3; : : : (1.7. 9)und f�ur die Eigenwerte: En = �h2k2n2m (1.7. 10)Der Grundzustand u1 = q 2a sin� xa ist knotenfrei. Die un bezei
hnen stehende Wellen, s. Abbildung(6). Da u reell ist, folgt f�ur den Strom:Strom = �h2im � � ��x � � ��x �� � = 0 (1.7. 11)< p >= �hi Z dxu� ��xu = �hi Z dxu ��xu = �h2iu2ja0 = 0 (1.7. 12)Vers
hiebung der vorgegebenen Mitte liefert mit x = a2 + �, �a2 � � � a2sinknx = sin�kn� + n�2 � (1.7. 13)un(�) =r 2m� 
os kn� n = 1; 3; 5; : : : ungeradesinkn� n = 2; 4; 6; : : : gerade (1.7. 14)Die Mittelwerte ergeben si
h aus< � >n= Z a2�a2 d��u2n(�) = 0 da ungerade (1.7. 15)< p >n= 0 (1.7. 16)Die < p2 >, < �2 > sind im Grundzustand gemittelt.< �2 >= Z a2�a2 d��2 2a 
os2 k1� = 4ak31 Z �20 dxx2 
os2 x (1.7. 17)I = Z �20 dxx2 
os2 x = x+ sinx 
os x2 x2j�20 � Z �20 dxx (x+ sinx 
os x)



1.8 Linearer, harmonis
her Oszillator 15= �348 � x2 sin2 xj�20 + 12 Z �20 dx sin2 x = �348 + �8 (1.7. 18)< �2 >= a2�2  12 + �212! = a22�2  1 + �26 ! (1.7. 19)< p2 >= 2a Z a2�a2 d� 
os(k � 1�)(��h2) �2��2 
os k1�= 2ak21�h2 Z a20 d� 
os2 k1� = 2a2�h2k1 Z �20 dx 
os2 x = �2�h22a (1.7. 20)4p4� = q< �2 >< p2 > = �hs1 + �262 � �h (1.7. 21)Glei
hung (1.7. 21) ist die Uns
h�arferelation. Sie besagt, da� Impuls und Ort ni
ht glei
hzeitig s
harfsein k�onnen. p und x sind komplement�are Gr�o�en. Wenn x absolut s
harf w�are, 4x = 0, so w�are4p = lim4x!0 �h4x = 1 absolut uns
harf und umgekehrt. Sie erkl�art au
h die Tatsa
he, da� f�ur dieGrundzust�ande gilt E = �h2�22ma2 > 0. (Klassis
h w�are EGrund = 0, das Teil
hen l�age auf dem Boden).W�are < H >= < p2 >2m = (4p)22m (1.7. 22)somit w�are 4x =1 (1.7. 23)Das ist aber unm�ogli
h, da das Teil
hen eingesperrt ist.1.8 Linearer, harmonis
her OszillatorWir betra
hten das Potential: V (x) = m2 !2x2 ! K = �m!2x (1.8. 1)Der Hamiltonoperator lautet dann: Ĥ = p̂22m + m2 !2x̂2 (1.8. 2)und f�ur die S
hr�odinger-Eigenwertglei
hung folgt:� �h22m'00(x) + m!22 x2'(x) = E'(x) mit Z 1�1 dxj'(x)j2 = 1 (1.8. 3)12  m!�h x2 � �hm! d2dx2!'(x) = E�h!'(x) (1.8. 4)De�niere: �2 = �hm! = (L�ange)2 (1.8. 5)Damit ergibt si
h: 12  �x��2 � �� ddx�2!'(x) = E�h!'(x) (1.8. 6)Setze: b = 1p2 �x� + � ddx� ; b+ = 1p2 �x� � � ddx� (1.8. 7)F�ur f(x) beliebig gilt dann:bb+f = 12 �x� + � ddx� �x�f � �f 0� = 12 "x2�2 f � xf 0 + f + xf 0 � �2f 00#
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hanik= 12 "x2�2 � �2 d2dx2 # f + 12f (1.8. 8)b+bf = 12 �x� � � ddx� �x�f + �f 0� = 12 "x2�2 f + xf 0 � f � xf 0 � �2f 00#= 12 "x2�2 � �2 d2dx2 # f � 12f (1.8. 9)Daraus folgt: �bb+ � b+b� f = f (1.8. 10)bb+ � b+b = �b; b+� = 1 (1.8. 11)Glei
hung (1.8. 11) ist aber ni
hts anderes als die Vertaus
hungsregel:[p̂; x̂℄ = �hi mit p̂ = �hi ddx (1.8. 12)denn mit [p̂; p̂℄ = [x̂; x̂℄ = 0 folgt:�b; b+� = 12 � x̂� + � ddx; x̂� � � ddx� = 12 � x̂� + � i�hp̂; x̂� � � i�hp̂� (1.8. 13)= 12 i�h ([p̂; x̂℄� [x̂; p̂℄) = 1 (1.8. 14)Die Di�erentialglei
hung (1.8. 6) lautet mit Glei
hung (1.8. 11) dann:�b+b+ 12�'(x) = E�h!'(x) (1.8. 15)oder: b+b'(x) = � E�h! � 12�'(x) (1.8. 16)setze: � = E�h! � 12 (1.8. 17)E = �h!��+ 12� (1.8. 18)b+ ist adjungiert zu b, wie das Zei
hen andeutet.Beweis: < f jbg >= Z dxf+ 1p2 �x� + � ddx� g= Z dx� 1p2 �x� � � ddx� f+� g =< b+f jg > (1.8. 19)Damit ist b+b selbstadjungiert oder hermites
h:�b+b�+ = b+ �b+�+ = b+b (1.8. 20)< 'jb+b' >=< b'jb' >= Z 1�1 dx (b')+ b'= Z 1�1 dxjb'j2 = � Z 1�1 dxj'j2 = � < 'j' >= � � 0 (1.8. 21)Das Glei
hheitszei
hen in Glei
hung (1.8. 21) ist nur erf�ullt, wenn b'(x) = 0.



1.8 Linearer, harmonis
her Oszillator 17�b' = bb+b' = �b+b+ 1� b'! b+b (b') = (�� 1) b' (1.8. 22)d.h. wenn ' Eigenzustand zu b+b ist, so ist b' Eigenzustand mit Eigenwert (�� 1).�b+b� �b+'� = b+ �b+b+ 1�' = (�+ 1) �b+'� (1.8. 23)d.h. b+' ist Eigenzustand mit Eigenwert (�+ 1).Theorem: Aus dem Eigenzustand ' zum Eigenwert � erh�alt man weitere Zust�ande zu den Eigen-werten ��1; ��2; : : : dur
h Anwendung von b; b2; b3; : : : auf ' und zu den Eigenwerten �+1; �+2; : : :dur
h Anwendung von b+; (b+)2 ; (b+)3 ; : : : auf '. (b ist der Absteiger oder Absteige-Operator; b+ istder Aufsteiger oder Aufsteige-Operator)Man kann so zu negativen Eigenwerten dur
h fortgesetzte Anwendung von b kommen, das darf na
hGlei
hung (1.8. 21) ni
ht sein, also mu� es in der Reihe b'; b2'; b3'; : : : ein '0 geben, so da� b'0 = 0.Diese Bedingung ist notwendig. b+b'0 = b+ (b'0) = 0! �0 = 0 (1.8. 24)Grundzustand: 0 = b'0(x) = �x� + � ddx�'0 (1.8. 25)'00 = � x�2'0 ! '0 = Ce� 12 x2�2 (1.8. 26)1 = Z 1�1 dx'20 = C2 Z 1�1 dxe� x2�2 = C2p�� (1.8. 27)Normierter Grundzustand: '0(x) = 1q�p�e� 12 x2�2 (1.8. 28)Dur
h Anwendung von b+; (b+)2 ; : : : auf '0 erhalten wir Eigenzust�ande '1; '2; : : : zu den Eigenwerten�n = �0 + n = n.Es gilt also: H'n = En'n (1.8. 29)En = �h!��n + 12� = �h!�n+ 12� mit n = 0; 1; 2; : : : (1.8. 30)' = Cn �b+�n '0(x) (1.8. 31)Bestimmung von Cn:Sei 'n normiert: b+'n = N'n+1 (1.8. 32)< b+'njb+'n >= N2 < 'n+1j'n+1 >= N2 (1.8. 33)< b+'njb+'n >=< 'njbb+'n >=< 'nj �b+b+ 1�'n >= (n+ 1) < 'nj'n >= n+ 1 (1.8. 34)N2 = n+ 1 (1.8. 35)'n+1 = b+pn+ 1'n = (b+)2p(n+ 1)n'n�1 = : : : (1.8. 36)'n = 1pn! �b+�n '0 (1.8. 37)
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Abbildung 7: Energien des harmonis
hen OszillatorsOrthogonalit�at: < 'mj'n >= ÆnmDas System f'ng ist ein orthogonales und normiertes Eigenfunktionssystem, kurz: ein orthonormiertesSystem.Explizite Darstellung: b+f = 1p2 �x� � � ddx� f = � �p2e x22�2 ddx �e� x22�2 f� (1.8. 38)�b+�n f = (�1)np2n e x22�2 �� ddx�n �e� x22�2 f(x)� (1.8. 39)'n(x) = (�1)nq�p�2nn!e x22�2 �� ddx� e� x2�2 (1.8. 40)De�nition 1.8.1: Hermite-PolynomeHn(y) = (�1)ney2 � ddy�n e�y2 ; x� = y (1.8. 41)'n(x) = (�1)nq�p�2nn!Hn �x�� e� x22�2 (1.8. 42)Die 'n(x) sind somit Hermite-Funktionen.Wir haben zwei eindimensionale Systeme kennengelernt. wo es nur diskrete Eigenwerte gab. Die Ei-genfunktionen waren normierbar.Beim harmonis
hen Oszillator ergibt si
h f�ur die diskreten Eigenwerte, s. Abbildung (7):En = �h!�n+ 12� (1.8. 43)Diese sind �aquidistant. 'n(x) = (�1)nq�p�2nn!Hn �x�� e� x22�2 (1.8. 44)�2 = �hm! (1.8. 45)
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Abbildung 8: Eigenfunktionen des harmonis
hen OszillatorsDie n-te Anregung ist mit n Quanten angeregt, s. Abbildung (8).Klassis
her Fall: alle Energiewerte E > 0 sind erlaubt. Die maximale Amplitude der S
hwingung liegtbei: E = p22m + m2 !2x2 = 
onst.! xmax = s 2Em!2 (1.8. 46)Die Teil
henbewegung ist begrenzt auf den Berei
h:�xmax � x � xmax (1.8. 47)Quantenme
hanis
her Fall: Es gibt nur diskrete Energiewerte En. Der Bewegungsablauf ist ni
ht zuverfolgen, d.h. es gibt keine Bahn. Aber f�ur alle x mit �1 < x <1 gibt es eine ni
ht vers
hwindendeAufenthaltswahrs
heinli
hkeit: �n(x) = j'n(x)j2 > 0 (1.8. 48)Ein Operator A l�a�t si
h au
h in Form einer Matrix darstellen. Die Matrixelemente entspre
henfolgender Zuordnung: Operator A! Matrix Anm. Sei f'ng ein System von Funktionen, dann k�onnenwir de�nieren:De�nition 1.8.2: Matrixdarstellung des Operators A:Anm =< 'njA'm >=< 'njAj'm > (1.8. 49)1.9 Potentialtopf (eindimensionaler), Streuzust�ande, ImpulsdarstellungEin Teil
hen in einem begrenzten Raumgebiet und der lineare harmonis
he Oszillator waren Beispielef�ur Systeme, die nur ein diskretes Energiespektrum haben. Die entspre
henden Eigenzust�ande un(x)waren normiert. Wir betra
hten jetzt den eindimensionalen Potentialtopf, s. Abbildung (9).V (x) = � 0 jxj > a2�V jxj < a2 (1.9. 1)mit V > 0Klassis
her Fall:
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Abbildung 9: Eindimensionaler Potentialtopf1. E < 0, d.h. �V � E < 0 Das Teil
hen l�auft im Topf hin und her, man sagt au
h das Teil
hensei gebunden.2. E > 0 Teil
hen l�auft von �1 her kommend na
h +1 (oder umgekehrt). Dabei ist seine Gesam-tenergie E = m2 v2+V (x). Beim Passieren des Punktes �a2 springt die kinetis
he Energie um V ,beim Passieren des Punktes a2 geht die Energie auf den urspr�ungli
hen Wert zur�u
k.Quantenme
hanik :1. E < 0, ??????Es gibt nur diskrete Eigenwerte (diskretes Spektrum). Zugeh�orige Zust�ande un(x) sind gebun-dene Zust�ande.De�nition 1.9.1: Zust�ande in einem Potential hei�en gebundene Zust�ande, wenn die Auf-enthaltswahrs
heinli
hkeit ju(~r)j2 f�ur j~rj ! 1 gegen Null geht. (Ans
hauli
h: Das Teil
hen istmehr oder minder an das Potential gebunden.)2. E > 0: "� �h22m d2dx2 + V (x)# u(x) = Eu(x) (1.9. 2)d2dx2u(x) + 2m�h2 (E � V (x)) u(x) = 0 (1.9. 3)jxj > a2 : d2dx2u(x) + k2u(x) = 0 (1.9. 4)mit: �hk = �p2mE (1.9. 5)jxj < a2 d2dx2u(x) +K2u(x) = 0 (1.9. 6)mit: �hK = �q2m (E + V (x)) (1.9. 7)L�osung f�ur gro�e x: eikx, e�ikx Bestimme u so da� gilt:u(x) = � Aeikx +Be�ikx x!1Ceikx +De�ikx x! �1 (1.9. 8)Von den KoeÆzienten A;B;C;D sind aber nur zwei unabh�angig und die anderen k�onnen ausGlei
hung (1.9. 2) bere
hnet werden, da diese eine Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung in xist.



1.9 Potentialtopf (eindimensionaler), Streuzust�ande, Impulsdarstellung 21De�nition 1.9.2: uk(x) hei�t Streuzustand, wenn(a) uk(x) L�osung von Glei
hung (1.9. 2 ) zur Energie E = �h2k22m ist,(b) uk(x) folgendes asymptotis
hes Verhalten zeigt:uk(x) = � eikx + rke�ikx x! �(sign k)1tkeikx x! (sign k)1 (1.9. 9)Seien nun u1; u2 L�osungen zu glei
her Energie E:� �h22mu001 + V (x)u1 = Eu1 (1.9. 10)� �h22mu002 + V (x)u2 = Eu2 (1.9. 11)dann gilt: u2u001 � u1u002 = 0 (1.9. 12)u2u01 � u1u02 = 
onst =W (1.9. 13)Dies ist die Wronski-Determinante der Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung.Setze nun u1 = uk, u2 = u�k:u1u02 � u2u01 = �2ikjtkj2 f�ur x! sign k � 1 (1.9. 14)u1u02 � u2u01 = �eikx + rke�ikx���ike�ikx + ikr�keikx����ikeikx � ikrke�ikx��e�ikx + r�keikx�= �2ik �1� jrkj2� f�ur x! �(sign k)1 (1.9. 15)Aus der Konstanz der Wronski-Determinante folgt dann:1 = jrkj2 + jtkj2 (1.9. 16)mit R = jrkj2 = Re
exionskoeÆzientT = jtkj2 = TransmissionskoeÆzientx < �a2 uk = eikx + rke�ikx u0k = ik �eikx � rke�ikx� (1.9. 17)jxj < a2 uk = 
eiKx + be�iKx u0k = iK �
eiKx � be�iKx� (1.9. 18)x > a2 uk = tkeikx u0k = iktkeikx (1.9. 19)Als Randbedingungen ist zu bea
hten die Stetigkeit von uk und u0k bei jxj = a2 f�ur x = �a2 :e�ik a2 + rkeik a2 = 
e�iK a2 + beiK a2 (1.9. 20)kK he�ik a2 � rkeik a2 i = 
e�iK a2 � beiK a2 (1.9. 21)f�ur x = a2 : 
eiK a2 + be�iK a2 = tkeik a2 (1.9. 22)
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Abbildung 10: Stehende Welle im Potentialtopf
eiK a2 � be�iK a2 = kK tkeik a2 (1.9. 23)Dies ist ein lineares Glei
hungssystem f�ur vier Unbekannte. Die L�osung lautet mit � = kK � 1:tk = �e�ika� 
osKa� i1+�22 sinKa (1.9. 24)Tk = jtkj2 = 11 + 14 � 1� � ��2 sin2Ka (1.9. 25)F�ur die klassis
he Bewegung l�auft das Teil
hen immer dur
h, d.h. Tk = 1. In der Quantenme-
hanik wird Tk nur glei
h eins, wenn gilt Ka = n�, d.h. es tritt Resonanz auf.Diese Streuresonanz entspri
ht den Eigenwerten des unendli
h tiefen Topfes: stehende Welle imTopf, s. Abbildung (10). Der Wellenzug pa�t genau in den Topf. Wir sagen au
h, wir haben einvirtuelles Niveau im Kontinuum. Dieses Resonanzverhalten wird besonders klar f�ur einensehr tiefen Topf, d.h. V � E, s. Abbildung (11):� = kK = s EE + V � 1 (1.9. 26)F�ur sinka 6= 0 gilt Tk � 11 + 14�2 sin2Ka � 4�2sin2Ka � 1 (1.9. 27)au�er bei Ka = n�.1.9.1 ImpulsdarstellungDie S
hr�odingerglei
hung lautet hierH ��hi ��x; x� (x; t) = i�h _ (x; t) (1.9. 28) (x; t) sei normiert, damit folgt j (x; t)j2 = �(x; t) dies ist dieAufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
hte�Aufenthaltswahrs
heinli
hkeitsdi
hte.
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(n+ 1)� (n+ 2)�n� KaAbbildung 11: Verlauf des TransmissionskoeÆzientenFourierintegral: Sei f(x) quadratintegrabel, dann existiert eine Fouriertransformierte:~f(K) = 1p2� Z 1�1 dxf(x)e�iKx (1.9. 29)f(x) = 1p2� Z 1�1 dK ~f(K)eiKx (1.9. 30)wobei ~f(K) quadratintegrabel ist. Eine mathematis
h genauere Darstellung liefert: Sei f(x) quadra-tintegrabel und: ~fL(K) = 1p2� Z L�L dxf(x)e�iKx (1.9. 31)dann existiert ein quadratintegrables ~f(K), so da�:limL!1 Z 1�1 dKj ~fL(K)� ~f(K)j2 = 0 (1.9. 32)limL!1 ~fL(K) = ~f(K) fast �uberall (1.9. 33)Dira
's
he Æ-Funktionf(x) = 1p2� Z 1�1 dK ~f(K)eiKx = 12� Z 1�1 dK Z 1�1 dx0f(x0)eiK(x�x0)= Z 1�1 dx0f(x0) 12� Z 1�1 dKeiK(x�x0) = Z 1�1 dx0f(x0)Æ(x � x0) (1.9. 34)F�ur die Æ-Funktion gilt: Æ(x) = 0 f�ur x 6= 0 (1.9. 35)Z 1�1 dxÆ(x) = 1 (1.9. 36)Z 1�1 dxÆ(x� x0)f(x) = f(x0) (1.9. 37)Æ(x) = 12� Z 1�1 dKeiKx ! ~Æ(K) = 1p2� Fouriertransformierte (1.9. 38)Eigentli
h m�u�te man mathematis
h sauber formulieren: Aus der Erweiterung des Integralbegri�esfolgt die Distribution (s. Anhang Messiah, BI-Tas
henbu
h).Die Æ-Funktion Æ(x� x0) de�niert das lineare Funktional (Distribution)Æx0 [f(x)℄ = f(x0) = Z 1�1 dxÆ(x� x0)f(x) (1.9. 39)



24 1 Grundlagen der Quantenme
hanikf�ur jede im Punkt x0 stetige Funktion f(x).Formal gilt: Æ(x� x0) = � 0 x 6= x01 x = x0 (1.9. 40)In der Physik ist es �ubli
h die Funktionals
hreibweise zu benutzen, ohne das Wort "Distribution�erw�ahnen zu m�ussen. Das ist m�ogli
h, wenn wir uns an die Regeln halten.????�Ubung????Die Fouriertransformierte der Zustandsfunktion lautet: (x; t) = 1p2� Z dK ~ (K; t)eiKx (1.9. 41)Z dxf�(x)g(x) = Z dK ~f�(K)~g(x) (1.9. 42)1 = Z dx �(x; t) (x; t) = Z dK ~ �(K; t) ~ (K; t) (1.9. 43)< p̂ > = Z dx �(x; t)�hi ��x (x; t) (1.9. 44)= Z dx �(x; t) �hp2� Z dK ~ (K; t)KeiKx (1.9. 45)= �h Z dK 0 ~ �(K 0; t) Z dKK ~ (K; t) 12� Z dxei(K�K0)x (1.9. 46)= �h Z dKdK 0 ~ � �K 0; t�K ~ (K; t)Æ(K �K 0) (1.9. 47)= Z dK ~ �(K; t)�hK (K; t) (1.9. 48)p̂! p = �hK (1.9. 49)j ~ (K; t)j2dK ist die Wahrs
heinli
hkeit den Impuls �hK zwis
hen K;K + dK zur Zeit t zu �nden.Ebenso gilt: < x̂ >= Z dx _ �(x; t) = Z dK ~ �(K; t)��1i ��K� ~ (K; t) (1.9. 50)H (p̂; x̂) = p̂22m + V (x̂) (1.9. 51)H ��hi ��x; x� = � �h22m �2�x2 + V (x) (1.9. 52)i�h ��t (x; t) = 1p2� Z dK �i�h ��t ~ (K; t)� eiKx (1.9. 53)= 1p2� Z dK �H ��hi ��x; x� ~ (K; t)� eiKx (1.9. 54)= 1p2� Z dK �H ��hK;�1i ��K� ~ (K; t)� eiKx (1.9. 55)H(p̂; x̂) = H ��hK;�1i ��K� = 12m (�hK)2 + V ��1i ��K� (1.9. 56)Damit ergibt si
h die S
hr�odingerglei
hung in der K-Darstellung.H ��hK;�1i ��K� ~ (K; t) = i�h _ (K; t) (1.9. 57)



1.9 Potentialtopf (eindimensionaler), Streuzust�ande, Impulsdarstellung 25 (�hK)22m + V ��1i ��K�! ~ (K; t) = i�h _ (K; t) (1.9. 58)In der Hamiltonglei
hung H(p; x) ersetze man also p dur
h �hK und x dur
h �1i ��K . Wenn man stattK als Variable p = �hK verwendet, folgt dann:~ (p; t) = 1p�h ~ (K; t) (1.9. 59) (x; t) = 1p2��h Z dp ~ (p; t)ei px�h (1.9. 60)1 = Z dpj ~ (p; t)j2 (1.9. 61)und mit < p >= Z dp ~ (p; t)�p (p; t) (1.9. 62)< x >= Z dp ~ (p; t)� ���hi ��p� (p; t) (1.9. 63)folgt die Hamiltonglei
hung in der Impuls-Darstellung.H �p;��hi ��p� ~ (p; t) = i�h ��t ~ (p; t) (1.9. 64)Fazit: Fouriertransformationen vermitteln den �Ubergang von der Ortsdarstellung,  (x; t) des Zustan-des  , zur K-Darstellung, bzw. Impulsdarstellung.Damit folgt die Vertaus
hungsrelation:x-Darstellung: [p̂; x̂℄ = ��hi ��x; x� = �hi (1.9. 65)p-Darstellung: [p̂; x̂℄ = �p;��hi ��p� = �hi (1.9. 66)diese ist unabh�angig von der Darstellung: [p̂; x̂℄ = �hi (1.9. 67)Die zeitfreie S
hr�odingerglei
hung lautet in der Impulsdarstellung:H �p;��hi ��p� ~ (p) = E ~ (p) (1.9. 68)Beispiel: Harmonis
her Oszillator:H = p̂22m + m2 !2x̂2 = ( 12m ��hi ��x�2 + m2 !2x2p22m + m2 !2 ���hi ��p�2 (1.9. 69)Ebene Welle:  K(x) = 1p2�eiKx (1.9. 70)bzw.  p(x) = 1p2��hei px�h (1.9. 71)



26 2 Allgemeiner Formalismus der Quantenme
hanikDie Fouriertransformierte lautet hier formal:~ K(K 0) = Æ(K 0 �K) (1.9. 72)bzw. ~ p(p0) = Æ(p0 � p) (1.9. 73)denn f�ur die uneigentli
hen Zust�ande gilt: K(x) = 1p2� Z dK 0 ~ K(K 0)eiK0x = 1p2� Z dK 0Æ(K �K 0)eiK0x = 1p2�eiKx (1.9. 74)Somit folgt die Æ-Funktions-Normierung:<  K0 j K >= Z dx �K0(x) K(x) = 12� Z dxei(K�K0)x = Æ(K �K 0) (1.9. 75)<  p0 j p >= Z dx �p0(x) p(x) = Æ(p� p0) (1.9. 76)Wir hatten bei der Bespre
hung des endli
h tiefen Potentialtopfes Streuzust�ande kennen gelernt, dannhatten wir das Fourierintegral und Begri�e wie Ortsdarstellung,K-Darstellung und Impulsdarstellungeingef�uhrt. Wir wollen festhalten, was wir s
hon oft benutzt haben.Regel: Aus der Zustandsfunktion f�ur einen quantenme
hanis
hen Zustand folgt eine quadratintegrableoder normierbare Funktion. Ist f(x) quadratintegrabel und ~f(K) normierbar, so gilt:f(x) = 1p2� Z 1�1 dK ~f(K)eiKx (1.9. 77)Wir hatten s
hon fr�uher gesehen, wieder im Zusammenhang mit dem Streuzustand, da� au
h ni
htnormierbare Funktionen eine gro�e Rolle spielen, so z.B. f�ur die ebene Welle von freien Teil
hen.Regel: Eine ebene Welle ist kein quantenme
hanis
her Bewegungszustand, aber eine ebene Welle kannals Grenzfall eines eigentli
hen Zustands aufgefa�t werden, der uneigentli
he Zustand.z.B. f(x) aufgebaut aus ebenen Wellen mit Gewi
htskoeÆzient ~f(x).>2 Allgemeiner Formalismus der Quantenme
hanik2.1 Dira
-Formalismus, Mathematis
he GrundlagenWir hatten im 1. Kapitel die S
hr�odingertheorie der Quantenme
hanik hergeleitet und die Born's
heDeutung der Zustandsfunktion: Aus der Ortsdarstellung  (~r; t) folgt die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte desOrtes j (~r; t)j2 = �(~r; t) und aus der Impulsdarstellung  (~p; t) folgt die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte desImpulses j (~p; t)j2 = �(~p; t). i�h ��t � (~r; t) (~p; t)� = 8<: H ��hirr; ~r� (~r; t)H �~p;��hirp� (~p; t)9=; (2.1. 1)Es liegt nahe, da� si
h quantenme
hanis
he Aussagen au
h darstellungsfrei formulieren lassen. EineAussage wie z.B. Energiewerte des harmonis
hen Oszillators En = �h! �n+ 12� h�angen wohl ni
htdavon ab, ob wir die Eigenfunktion un(x) oder un(K) = 1p2� R1�1 dxe�iKxun(x) benutzen. Der Zustandun wird allein gekennzei
hnet dur
h die Quantenzahl n. Wir bezei
hnen den abstrakten Zustand dur
hjun >= Zustandsvektor, Zustand, Ket-Vektor



2.1 Dira
-Formalismus, Mathematis
he Grundlagen 27Wir betra
hten einen linearen Vektorraum von Elementen j >; j' >; jf >;jg >; : : : Diese Vektorenhei�en na
h Dira
 au
h Ket-Vektoren oder kurz Ket. Zu jedem Ket-Vektor gibt es eineindeutig dendualen Vektor, duale (zugeordnete) Vektoren bilden den dualen Raum.j >!<  j = Bra-Vektor (2.1. 2)Hierbei entspri
ht das Einordnen dem Adjungieren:(j >)+ �<  j (2.1. 3)(<  j)+ = j > (2.1. 4)mit a als Zahl a+ = a� (2.1. 5)Die Bezei
hnung Bra und Ket folgt aus der englis
hen Bezei
hnung Bra
ket f�ur die Klammer desSkalarproduktes. Wir hatten f�ur das Skalarprodukt < 'j > verwendet, somit folgt f�ur den linkenTeil der Klammer �Bra�und f�ur den re
hten Teil �Ket�.Die Wahrs
heinli
hkeitsamplitude daf�ur, da� man im Zustand  den Zustand ' antri�t (�Uberlap-pung zwis
hen  und ') lautet:< 'j >= Z d3r'�(~r) (~r) in Ortsdarstellung (2.1. 6)Beispiel: Sei jx > der Zustand eines Teil
hens, das genau am Ort x lokalisiert ist, dann ist:< xj n >�  n(x) (2.1. 7)dieWahrs
heinli
hkeitsamplitude, da� man im Zustand  n den Zustand x antri�t, bzw. da� im Zustand n das Teil
hen am Ort x ist.2.1.1 Der HilbertraumDie quantenme
hanis
hen Zust�ande sind Elemente im Hilbertraum H.1. H ist ein linearer Vektorraum, d.h.jf >; jg > �H ! ajf > +bjg > �H, mit a; b komplexe Zahlen (2.1. 8)Aus: jaf >= ajf > (2.1. 9)folgt, da� derselbe quantenme
hanis
he Zustand bes
hrieben wird.Es existiert ein Nullelement: jf > +0 = jf >; 0jf >= 0 (2.1. 10)Im dualen Raum gilt: < af j = a� < f j = (jaf >)+ (2.1. 11)2. Es existiert ein Skalarprodukt (Metrisierung des Hilbertraumes). Zu jedem Paar jf >; jg > gibtes eine komplexe Zahl < f jg >=< f jjg >. In der Physik hat das Skalarprodukt die Bedeutungeiner Wahrs
heinli
hkeitsamplitude. < f jg >= a (2.1. 12)(a) < f jg >=< gjf >�= (< gjf >)+ (2.1. 13)



28 2 Allgemeiner Formalismus der Quantenme
hanik(b) < f jg1 + g2 >=< f jg1 > + < f jg2 > (2.1. 14)(
) < f jag >= a < f jg > (2.1. 15)(d) < f jf >� 0 (= 0 nur f�ur jf >= 0); < f jf ><1 (2.1. 16)Die L�ange des Zustandsvektors sei de�niert als die Norm von f :jjf jj = +q< f jf > (2.1. 17)Die S
hwarzs
he Unglei
hung lautet hier:< f jf >< gjg >�< f jg >< gjf >= j < f jg > j2 (2.1. 18)Beweis: jf >= jg > < gjf >< gjg > + jp > (2.1. 19)jp >= jf > �jg > < gjf >< gjg > (2.1. 20)< gjp >= 0 (2.1. 21)< f jf >=< gjg > j < gjf > j2< gjg >2 + < pjp > (2.1. 22)Da < pjp >� 0 ist, folgt die Behauptung.3. dimH ist abz�ahlbar unendli
h (Die Dimension ist die maximale Zahl linear unabh�angiger Ele-mente jf1 >; jf2 >; : : :)De�nition 2.1.1: Die Elemente jf1 >; jf2 >; : : : sind linear unabh�angig, wenn gilt:0 = 
1jf1 > +
2jf2 > + : : :+ 
rjfr >! 
1 = 
2 = : : : = 
r = 0 (2.1. 23)4. H ist vollst�andig. Jede Cau
hy-Folge von Elementen aus H konvergiert in H, d.h zu jedem " > 0gibt es n;m > N", so da� jjfn � fmjj < ". Also: das Grenzelement einer Cau
hy-Folge geh�ortau
h zu H.5. Wir betra
hten in der Physik speziell den Hilbertraum, der au
h separabel ist:H ist separabel, d.h. es gibt eine inH di
hte, abz�ahlbare Menge. (bei Zittartz: abz�ahlbare Menge= Folge) Beispiel: Die rationalen Zahlen (abz�ahlbar, Folge) liegen di
ht in den reellen Zahlen.2.1.2 Operatoren im HilbertraumJede Zuordnung jg >7! jf > de�niert einen Operator jf >= Ajg >= jAg >. Wir betra
hten nunlineare Operatoren:Linearit�at: Aja1f1 + a2f2 >= a1Ajf1 > +a2Ajf2 > (2.1. 24)(AB)jf >= A(Bjf >) = A jBf >| {z }=jg> = Ajg > (2.1. 25)(A+B)jf >= Ajf > +Bjf > (2.1. 26)Wi
htige Operatoren f�ur die Physik:



2.1 Dira
-Formalismus, Mathematis
he Grundlagen 291. Der Einheitsoperator: 1jf >= jf > (2.1. 27)2. Adjungierte Operatoren: < A+f jg >=< f jAg > (2.1. 28)bzw.: jg >= Ajf >)< gj = (Ajf >)+ = (jf >)+A+ =< f jA+ (2.1. 29)mit: (A+B)+ = A+ +B+; (AB)+ = B+A+; (A+)+ = A (2.1. 30)3. Hermites
he Operatoren (entspre
hen physikalis
hen Me�gr�o�en, z.B. H; p̂; x̂, et
.)A = A+ (2.1. 31)4. Unit�are Operatoren: U hei�t unit�ar, wennUU+ = 1; U+ = U�1; U+U = UU+ (2.1. 32)Eigens
haften: unit�are Operatoren sind normerhaltend< Uf jUg >=< f jU+Ug >=< f jg >! jjUf jj = jjf jj (2.1. 33)Die Vorteile der Dira
-S
hreibweise:1. ju >= Ket-Vektor2. < uj (� (ju >)+) = Bra-Vektor (= adjungierter oder dualer Vektor).3. < ujv >= einer komplexen Zahl und der Wahrs
heinli
hkeitsamplitude f�ur die �Uberlappung vonju > und jv >.4. < ujv >= 0 bedeutet, da� wenn ein Teil
hen im Zustand jv > ist, so kann es ni
ht im Zustandju > sein.5. ju >< vj ist ein Operator, denn:ju >< vjjf >= ju > < vjf >| {z }Zahl 
 = 
ju > (2.1. 34)ju >< vj ist sogar ein linearer Operator, also:A = ju >< vj
 mit Ajf >= ju > (2.1. 35)6. Speziell haben wir Projektionsoperatoren. Sei < uju >= 1, dann ist Pu = ju >< uj der Projek-tionsoperator, der jeden beliebigen Zustand auf den Vektor ju > projiziert.Pujf >= ju >< ujf >= f(u)ju > (2.1. 36)P 2 = P (2.1. 37)denn: ju >< ujju >< uj = ju >< uju >< uj = ju >< uj = P (2.1. 38)



30 2 Allgemeiner Formalismus der Quantenme
hanik2.1.3 OrthonormierungEin Sytem jun > hei�t orthonormiert, wenn:< unjum >= Ænm = � 1 n = m0 n 6= m (2.1. 39)Dabei ist Ænm das Krone
ker-Symbol.De�nition 2.1.2: Ein System hei�t vollst�andig, wenn es orthonormiert ist und wenn:1 =Xn jun >< unj (2.1. 40)Diese De�nition entspri
ht der �ubli
hen De�nition, da f�ur beliebige jf > gilt:jf >= 1jf >=Xn jun >< unjf >=Xn f(un)jun > (2.1. 41)Ein orthonormiertes und vollst�andiges System hei�t Basis. Wir sagen au
h: jf > ist in der Basis jun >dargestellt, die Zahlen f(un) =< unjf > hei�en Darstellung von f in der u-Darstellung.Das Skalarprodukt wird wie folgt dargestellt:< f jg >=< f j1jg >=Xn < f jun >< unjg >=Xn f�(un)g(un) (2.1. 42)2.1.4 Darstellung von OperatorenA = 1A1 =Xnm jun > < unjAjum >| {z }Anm < umj =Xnm jun > Anm < umj (2.1. 43)Anm =< unjAjum >=< unjAum >=< A+unjum > (2.1. 44)Die Matrix Anm (unendli
hdimensional) hei�t die Darstellung von A in der u-Basis.Beispiel: Die Hermite Funktionen un(x) sind eine Basis. Die Operatoren b; b+ bzw. p̂; x̂ werdendargestellt dur
h die Matrix: < unjbjum >= bnm (2.1. 45)bzw. < unjb+jum >= �b+�nm (2.1. 46)�b+b�nm = nÆnm (2.1. 47)2.1.5 Das OperatorproduktC = AB = 1A1B1 (2.1. 48)= Xnml jun >< unjAjum >< umjBjul >< ulj (2.1. 49)= Xnml jun > AnmBml < ulj (2.1. 50)= Xnl jun > Cnl < ulj (2.1. 51)Cnl =Xm AnmBml = (AB)nl = Darstellung des Produkts (2.1. 52)



2.1 Dira
-Formalismus, Mathematis
he Grundlagen 31Dem Operatorenprodukt entspri
ht also in der Darstellung die Matrizenmultiplikation.�A+�mn =< umjA+jun >=< umjA+un >=< Aumjun > (2.1. 53)=< unjAum >�=< unjAjum >�= A�nm (2.1. 54)Die Matrix des Adjungierten entspri
ht der transponierten und komplex-konjungierten Matrix.Sei A hermites
h, dann folgt Amn = A�nm ! Ann = A�nn (2.1. 55)d.h. die Diagonalelemente sind reell.2.1.6 Der Basiswe
hselSeien jun > und jvn > zwei vers
hiedene Basen,d.h.1 =Xn jun >< unj =Xm jvm >< vmj (2.1. 56)damit folgt f�ur den �Ubergang: jun >= 1jun >=Xm jvm > < vmjun >| {z }Umn (2.1. 57)Die Matrix Umn vermittelt den �Ubergang von der v-Basis zur u-Basis.2.1.7 Darstellungswe
hsel f�ur Vektorenjf >=Xn jun >< unjf >=Xn f(un)jun > u-Darstellung (2.1. 58)jf >=Xn jvn >< vnjf >=Xn f(vn)jvn > v-Darstellung (2.1. 59)damit folgt:f(un) =< unjf >= unj1jf >=Xm < unjvm >< vmjf >=Xm U�mnf(vm) (2.1. 60)Wir zeigen jetzt, da� U unit�ar ist.�UU+�nm =Xl Unl �U+�lm =Xl UnlU�ml =Xl < vnjul >< vmjul >�=Xl < vnjul >< uljvm >=< vnj1jvm >=< vnjvm >= Ænm (2.1. 61)UU+ = 1 (2.1. 62)2.1.8 Darstellungswe
hsel f�ur Operatoren~Amn =< vmjAjvn >=< vmj1A1jvn >=Xlr < vmjul >< uljAjur >< urjvn > (2.1. 63)=Xlr UmlAlr �U+�rn = �UAU+�mn = �UAU�1�mn (2.1. 64)



32 2 Allgemeiner Formalismus der Quantenme
hanikFazit: Wir werden quantenme
hanis
he Zustandsvektoren von Fall zu Fall in vers
hiedenen Dar-stellungen bes
hreiben, z.B. x-Darstellung, p-Darstellung, usw. Der �Ubergang wird vermittelt dur
hunit�are Transformationen, so da�: jf >! U jf > (2.1. 65)< f >! (U jf >)+ =< f jU+ (2.1. 66)A! UAU�1 = UAU+ (2.1. 67)Davon wird die Wahrs
heinli
hkeitsamplitude ni
ht beein
u�t, denn< gjAjf >!< gjU+UAU�1U jf >=< gjAjf > (2.1. 68)ist invariant.Bemerkung: Da quantenme
hanis
he Aussagen nur Wahrs
heinli
hkeitsamplituden (Matrixdarstel-lung) enthalten, die invariant gegen Darstellungswe
hsel sind, so ist es glei
hg�ultig, wel
he Darstellungwir w�ahlen. Vorteil: zwe
km�a�ige Wahl der Darstellung, um die Re
hnung zu vereinfa
hen.2.2 EigenwertproblemSei A ein linearer Operator, dann betra
hten wirAj >= aj > (2.2. 1)mit a als Zahl, dem Eigenwert. j > ist dann der Eigenvektor, Eigenzustand oder Eigen-Ket.Mit j > =̂ja > s
hreibt man au
h suggestiv:Aja >= aja > (2.2. 2)d.h. wir bezei
hnen den Eigen-Ket dur
h den Eigenwert.Beispiel: Harmonis
her Oszillator: Hjn >= �h!�n+ 12� jn > (2.2. 3)wobei �h! �n+ 12� der Eigenwert ist.Sei nun A hermites
h, dies ist der einzige Fall von praktis
hem Interesse f�ur die Physik.1. Die Eigenwerte sind reell, wie s
hon gezeigt wurde.2. Wie s
hon gezeigt gilt: < a1ja2 >= 0 f�ur a1 6= a2 (2.2. 4)Sei U unit�ar U ju >= uju > (2.2. 5)< ujU+ =< Uuj =< uju� (2.2. 6)1. < UujUu >=< ujU+U ju >= u�u < uju >=< uju > (2.2. 7)juj = 1 (2.2. 8)Sei u = ei' mit ' reell, dann gilt: u� = e�i' = 1u (2.2. 9)



2.2 Eigenwertproblem 332. Sei U ju1 >= u1ju1 >, U ju2 >= u2ju2 > und u1 6= u2, dann gilt:< u1ju2 >=< Uu1jUu2 >= u�1u2 < u1ju2 > (2.2. 10)und wegen: u�1u2 = u2u1 6= 1 (2.2. 11)folgt die Orthogonalit�at: < u1ju2 >= 0 (2.2. 12)2.2.1 Matrixmethode zur L�osung des EigenwertproblemsSei Aja >= aja > und jun > beliebige Basis, dann gilt:a < unja >=< unjaja >=< unjAja >=< unjA1ja >=Xm < unjAjum >< umja >=Xm Anm < umja > (2.2. 13)In einem Raum endli
her Dimension N , mit ju1 >; ju2 >; : : : ; juN > als Basis, ist dies ein System vonN linearen, homogenen Glei
hungen f�ur die Unbekannten < unja >. Die Bedingung f�ur die L�osunglautet: det (Anm � aÆnm) = 0 (2.2. 14)Daraus folgt ein Polynom N -ten Grades in a und somit ergeben si
h N L�osungen f�ur a, woraus dieEigenwerte a folgen. Die Methode ist sehr geeignet f�ur kleine Dimensionen. F�ur N !1 (Hilbertraum)eignen si
h meistens andere Methoden etwas besser; z.B. Behandlung des harmonis
hen Oszillatorswie vorgef�uhrt.2.2.2 EntartungSei j' > Eigenvektor zu einem diskreten Eigenwert, so ist au
h 
j' > Eigenvektor, so da� wir o.B.d.A.j' > als normiert ansehen k�onnen. < 'j' >= 1 (2.2. 15)Sei A hermites
h, dann sind die Eigenvektoren zu vers
hiedenen Eigenwerten automatis
h orthogonal.Sei a n-fa
h entartet, d.h. j'1 >; j'2 >; : : : ; j'n > sind Eigenvektoren zum glei
hen Eigenwert a unddie j'� > (� = 1; : : : ; n) sind linear unabh�angig, dann ist jede Linearkombination
1j'1 > +
2j'2 > + � � �+ 
nj'n >= j' > (2.2. 16)ebenfalls Eigenvektor, denn:Aj' >= A (
1j'1 > +
2j'2 > + � � �+ 
nj'n >)= 
1aj'1 > +
2aj'2 > + � � �+ 
naj'n >= aj' > (2.2. 17)Die fj'� >g lassen si
h dann ebenfalls orthonormieren (Erhard S
hmidt). Die Gesamtheit der Eigen-vektoren j' > zu diskreten Eigenwerten, lassen si
h also zu einem orthonormierten System zusam-menfassen.



34 2 Allgemeiner Formalismus der Quantenme
hanik2.2.3 Eigenwertproblem von ObservablenWir haben gesehen, da� si
h die Eigenvektoren zu diskreten Eigenwerten zu einem orthonormiertenSystem zusammenfassen lassen.Betra
hten wir no
hmals das Eigenwertproblem, dann ist Aj' >= aj' >, wenn A hermites
her Opera-tor ist. Das System eines sol
hen Operartors ist im allgemeinen diskret und kontinuierli
h. Allgemeingilt, da� das Spektrum aus Punktspektrum plus Linienspektrum besteht.Wir kommen jetzt zum Begri� der Observablen.De�nition 2.2.1: Ein hermites
her Operator hei�t Observable, wenn das zugeh�orige System vonEigenvektoren vollst�andig ist und somit eine Basis.Damit ist gemeint:1. Rein diskretes Spektrum: 1 =Xn jan >< anj mit Ajan >= anjan > (2.2. 18)2. Rein kontinuierli
hes Spektrum:1 = Z d�ja� >< a�j mit Aja� >= a�ja� > (2.2. 19)3. Gemis
htes Spektrum: 1 =Xn jan >< anj+ Z d�ja� >< a�j (2.2. 20)mit: Ajan >= anjan >; Aja� >= a�ja� >Dies ist die entspre
hende Verallgemeinerung des Falles (1).Feststellung: ja� > ist ni
ht normierbar im �ubli
hen Sinne, wir k�onnen aber eine verallgemeiner-te Normierung einf�uhren (Dira
). Die ja� > sind uneigentli
he Eigenvektoren (keine Elemente desHilbertraumes, aber eine Erweiterung dessen).Wir bes
h�aftigen uns jetzt nur no
h mit Observablen, denn physikalis
he Me�gr�o�en sind immer Ob-servable. Dieses l�a�t si
h allgemein gar ni
ht beweisen. Wir wollen diese Tatsa
he als Regel einf�uhren.Regel: Aus den physikalis
he Me�gr�o�en (wie z.B. Ort, Impuls, Drehimpuls, Energie) folgen dieObservablen.Anmerkung: F�ur die meisten Me�gr�o�en l�a�t si
h die Regel beweisen. Im Prinzip mu� aber die Regelin jedem Spezialfall na
hgewiesen werden.Bemerkungen zu den einzelnen F�allen:1. Reines Punktspektrum. Sei A Observable mit Ajan >= anjan > und an diskret, dann gilt:Xn jan >< anj = 1Spektraldarstellung:A = A1 = AXn jan >< anj =Xn an jan >< anj| {z }P (an) =Xn anP (an) (2.2. 21)



2.2 Eigenwertproblem 35mit P (an) = Projektionsoperator. Das ist die Spektraldarstellung der Observablen in seinerEigenbasis, z.B. f�ur den harmonis
hen Oszillator gilt dann:H =Xn �h!�n+ 12� j'n >< 'nj (2.2. 22)2. Reines Linienspektrum (z.B. Impulsoperator, Eigenwerte p, �1 < p < 1). Es gilt also f�urAja� >= a�ja� > und A Observable: Z d�ja� >< a�j = 1 (2.2. 23)Darstellung der Observablen A:A = A1 = A Z d�ja� >< a�j = Z d�a�ja� >< a�j= Z d�a�P (a�) Spektraldarstellung (2.2. 24)Sei nun jf > �H mit < f jf ><1, z.B. Fouriertransformation:f(x) = Z dK ~f(x) eiKxp2�| {z }ja�>jf >= 1jf >= Z d�ja� > < a�jf >| {z }f(�) = Z d�f(�)ja� > (2.2. 25)Symbolis
h sieht jf > wie folgt aus, mit f(�) als Darstellung von f im kontinuierli
hen �-Spektrum: jf >= 0BBBB� f(�1)f(�2)...f(�n) 1CCCCA (2.2. 26)f(�) =< a�jf >=< a�j1jf >= Z d�0 < a�ja�0 >< a�0 jf >= Z d�0< a�ja�0 >| {z }Æ(���0) f(�0) (2.2. 27)also ist < a�0 ja� >= Æ(� � �0) = � 0 � 6= �01 � = �0 (2.2. 28)und hei�t Æ-Funktions-Normierung.Die Æ-Funktions-Normierung f�ur uneigentli
he Vektoren ist die sinnvolle Erweiterung der �ubli
henNormierung f�ur eigentli
he Vektoren im Hilbertraum.Satz: Haben zwei vers
hiedene Observablen eine gemeinsame Eigenbasis, dann sind A und Bvertaus
hbar.Voraussetzung: Aj'n >= anj'n >; Bj'n >= bnj'n >; Xn j'n >< 'nj = 1 (2.2. 29)



36 2 Allgemeiner Formalismus der Quantenme
hanikBeweis: [A;B℄ = AB �BA = (AB �BA)1 =Xn (AB �BA)j'n >< 'nj=Xn (anbn � bnan)j'n >< 'nj = 0 (2.2. 30)In der Physik ist allerdings die Umkehrung wi
htiger.Satz: Wenn zwei Observablen kommutieren, so existiert eine simultane Eigenbasis.Voraussetzung: Aj'n >= anj'n >; Xn j'n >< 'nj; AB = BA (2.2. 31)Beweis:(a) Sei a ein ni
htentarteter Eigenwert, d.h. Aj' >= aj' >:BAj' >= aBj' >= ABj' > (2.2. 32)Aus Glei
hung (2.2. 32) folgt mit j' > ist au
h Bj' > Eigenvektor. Da j' > einfa
h, folgtda� Bj' >= bj' >.(b) Sei a K-fa
h entartet: Aj'k >= aj'k >, mit k = 1; : : : ;K und fj'k >g sind linear un-abh�angig. BAj'k >= aBj'k >= ABj'k > (2.2. 33)Da Bj'k > Eigenket von A zum Eigenwert a, so liegt jedenfalls Bj'k > imK-dimensionalenRaum der fj'k >g. Eine Entwi
klung liefert: Bj'k >=PKi=1 �ikj'i >. Somit haben wir esmit einem K-dimensionalen Eigenwertproblem f�ur die Bj'k > zu tun. Das l�a�t si
h na
hder Matrixmethode l�osen.Ergebnis: Bj ~'k >= bkj ~'k >; j ~'k > " fj'k >g (2.2. 34)mit Aj ~'k >= aj ~'k >.Damit haben die Observablen A;B eine gemeinsame Eigenbasis.Verallgemeinerung: Paarweise vertaus
hbare Operatoren A;B;C; : : : haben eine gemeinsame Ei-genbasis.De�nition 2.2.2: Ein System von vertaus
hbaren Operatoren A;B;C; : : : hei�t vollst�andig,wenn seine gemeinsame Eigenbasis eindeutig festliegt, d.h.Aj'k >= akj'k >; Bj'k >= bkj'k >; Cj'k >= 
kj'k >; : : : (2.2. 35)Zu jedem k ist dann mindestens ein ak; bk; 
k; : : : einfa
h.Die Funktion eines Operators lautet: g(A) = 1Xn=0 
nAn (2.2. 36)Aj'n >= anj'n >! g(A)j'n >= g(an)j'n > (2.2. 37)und g(A) =Xn g(an)jan >< anj (2.2. 38)



2.3 Deduktiver Aufbau der Quantenme
hanik 373. Kombiniertes Spektrum: Xn jan >< anj+ Z d�ja� >< a�j (2.2. 39)mit < anjam >= Ænm (2.2. 40)< anja� >= 0 (2.2. 41)< a�ja�0 >= Æ(�� �0) (2.2. 42)A =Xn anjan >< anj+ Z d�a�ja� >< a�j (2.2. 43)Bemerkung: P (�1; �2) = Z �2�1 d�ja� >< a�j = Projektionsoperator (2.2. 44)denn P 2 = Z �2�1 d� Z �2�1 d�0ja� >< a�ja�0 >< a�0 j= Z �2�1 d�ja� >< a�j = P (2.2. 45)Beispiel: Ebene Welle: 'K(x) = 1p2�eiKx (2.2. 46)denn < 'K0 j'K >= Z dx'�K0(x)'K(x)= 12� Z dxei(K�K0)x = Æ(K �K 0) (2.2. 47)2.3 Deduktiver Aufbau der Quantenme
hanikNa
h bisherigen Betra
htungen sind wir jetzt in der Lage, die quantenme
hanis
hen Grundregelndeduktiv zu formulieren:1. Der quantenme
hanis
he Bewegungszustand wird bes
hrieben dur
h einen Vektor im Hilber-traum: w�ahle j (t) > so, da� zu jeder festen Zeit t0, j (t0) > den Zustand 
harakterisiert. Dabeiist < 'j (t) > die Wahrs
heinli
hkeitsamplitude daf�ur, da� der Zustand  zur Zeit t mit demZustand ' zusammenf�allt oder �uberlappt.2. Physikalis
he Me�gr�o�en werden in der Quantenme
hanik in Observablen, d.h. hermites
he Ope-ratoren mit vollst�andigem Eigenwertspektrum, �uberf�uhrt. Damit werden dann die Me�werte derphysikalis
hen Me�gr�o�en dur
h die Eigenwerte der Observablen dargestellt.Quantenme
hanikPhysikalis
he Me�gr�o�e ! OperatorExperiment # #Me�wert $ EigenwerteIdenti�zierung



38 2 Allgemeiner Formalismus der Quantenme
hanik3. Fundamentale Vertaus
hungsrelationen:~̂r = (x̂1; x̂2; x̂3) = x̂i; ~̂p = (p̂1; p̂2; p̂3) = p̂i (2.3. 1)[x̂i; x̂k℄ = [p̂i; p̂k℄ = 0 (2.3. 2)[p̂i; x̂k℄ = �hi Æki1 (2.3. 3)Man erh�alt Operatoren f�ur physikalis
he Me�gr�o�en, indem man f�ur den Ort und Impuls (bzw.f�ur andere Abh�angigkeiten) die entspre
henden Operatoren in die Funktion einsetzt.F = F (~r; ~p)! F̂ = (~̂r; ~̂p) (2.3. 4)4. Die zeitli
he �Anderung eines Zustandes j (t) > bes
hreibt die S
hr�odingerglei
hung, mit H demHamiltonoperator: i�h ��t j (t) >= Hj (t) > (2.3. 5)Bemerkungen zu den einzelnen Punkten:1. Die Tatsa
he, da� j > ein Ket im Hilbertraum ist, impliziert folgendes: Die Quantenme
hanikist eine lineare Theorie, damit ist die Superposition von Zust�anden zul�assig. Direkte physikalis
heBedeutung hat das Skalarprodukt als Wahrs
heinli
hkeitsamplitude.2. Wenn wir eine physikalis
he Gr�o�e messen, so �nden wir eine reelle Zahl a. Es mu� dann erlaubtsein zu sagen, da� der entspre
hende Operator in dem Zustand den Wert a annimmt. Von einemOperator kann man aber nur sagen, da� er einem Zahlenwert entspri
ht, wenn der Zustandein Eigenzustand ist, a ist also ein Eigenwert. Die Verkn�upfung der reellen Me�werte mit denEigenwerten des Operators ist daher die einzig m�ogli
he S
hlussweise. F�ur dieWahrs
heinli
hkeit,da� ein beliebiger Zustand  den Eigenwert ai repr�asentiert, folgt mit jai >; j > normiert:W (ai;  ) = j < aij > j2 (2.3. 6)Wenn gilt jai >= j >, folgt W (ai; ai) = 1.Dann sagen wir: A hat mit Si
herheit den Wert ai. Nur in diesem Falle ist die physikalis
he Gr�o�eA s
harf: ai. Jede Messung an identis
hen Systemen im Zustand jai > liefert mit Si
herheit denEigenwert ai.Erwartungswert: Sei < A >=<  jAj > mit <  j >= 1, wenn gilt:A =Xi aijai >< aij+ Z d�a�ja� >< a�j (2.3. 7)dann folgt f�ur den Erwartungswert:< A >=Xi aij < aij > j2 + Z d�a�j < a�j > j2 �XZ aij < aij > j2 (2.3. 8)Der spezielle Me�wert ai tritt mit der Wahrs
heinli
hkeit j < aij > j2 auf. Bei der Einzelmessungan einem System der Gesamtheit �nden wir ai, bei der Einzelmessung an einem anderen Systemder Gesamtheit �nden wir aj , et
. Die Mittelung �uber viele Messungen liefert dann < A >.Genauer: die Anzahl der Messungen sei N und man habe Ni-mal den Wert ai, mit PiNi =N ,dann gilt < A >= limN!1Xi NiN ai ! limN!1 NiN = j < aij > j2 (2.3. 9)



2.4 Allgemeine Uns
h�arferelation (Heisenberg) 393. Die Glei
hung (2.3. 4) gibt die Vors
hrift an, wie man physikalis
he Me�gr�o�en, die ein klassis
hesAnalogon haben, in die Quantenme
hanik �ubersetzt.Bea
hte: Es gibt typis
he quantenme
hanis
he Gr�o�en wie zum Beispiel den Spin.Anmerkung: Die Operatoren k�onnen explizit zeitabh�angig sein, z.B. ein zeitabh�angiges Poten-tial V (~r; t), aber sie k�onnen keine dynamis
he Zeitabh�angigkeit haben, d.h. x̂i; p̂i sind zeitun-abh�angig.4. Glei
hung (2.3. 5) ist die allgemeine S
hr�odingerglei
hung. j > ist determiniert, wenn wir  0(t0)f�ur t > t0 kennen.2.4 Allgemeine Uns
h�arferelation (Heisenberg)Wir betra
hten zun�a
hst den Mittelwert eines Operators (hermites
h).< A >=< 'jAj' >= Mittelwert, mit < 'j' >= 1 (2.4. 1)F�ur das S
hwankungsquadrat folgt:(4A)2 =< ' �(A� < A >)2� j' >=< (A� < A >)2 >� 0=< 'jA2 � 2A < A > + < A >2 j' >=< 'jA2� < A >2 j' >=< A2 > � < A >2 (2.4. 2)Setze Aj' >=< A > j' > +j� >!< 'j� >= 0< 'jA2j' >=< A'jA' >=< A >2 + < �j� > (2.4. 3)(4A)2 =< �j� > (2.4. 4)4A ist nur glei
h null, wenn j� >= 0 ist, daraus folgt, da�Aj' >=< A > j' > (2.4. 5)und daraus folgt, da� j' > ein Eigenvektor und < A > ein Eigenwert ist.Betra
hte nun zwei Observable A;B. Wenn gilt [A;B℄ = 0, dann existiert eine gemeinsame EigenbasisundA;B sind glei
hzeitig s
harf me�bar. Sol
he Operatoren bezei
hnet man als kompatible Operatorenbzw. Me�gr�o�en.Wir gehen jetzt �uber zur Heisenbergs
hen Uns
h�arferelation f�ur ni
ht vertaus
hbare Operatoren. SeienA;B Observablen und es gelte: [A;B℄ = AB �BA = �hi (2.4. 6)dann folgt mit < 'j' >= 1, f�ur die Uns
h�arfe 4A4B in einem beliebigen Zustand:4A4B � �h2 (2.4. 7)Beweis: Setze A0 = A� < A > und B0 = B� < B >(4A)2 = (4A0)2 =< A02 > (2.4. 8)(4B)2 = (4B0)2 =< B02 > (2.4. 9)(4A)2(4B)2 =< 'jA02j' >< 'jB02j' >=< A0'jA0' >< B0'jB0' >� j < A0'jB0' > j2 (2.4. 10)



40 2 Allgemeiner Formalismus der Quantenme
hanik(2.4. 10) ist die S
hwarzs
he Unglei
hung.< A0'jB0' >=< 'jA0B0j' >= < 'jA0B0 +B0A02 j' >| {z }K= reell +< 'jA0B0 �B0A02 j' >| {z }�h2i= imagin�ar (2.4. 11)j < A0'jB0' > j2 = K2 + �h24 � �h24 (2.4. 12)! (4A)(4B) � �h2 (2.4. 13)Damit das Glei
hheitszei
hen gilt, mu� gelten:1. die S
hwarzs
he Unglei
hung mit Glei
hheitszei
hen:A0j' >= 
B0j' > (2.4. 14)2. 0 = K =< 'jA0B0 +B0A0j' >= (
� + 
) < 'jB02j' > (2.4. 15)Es folgt somit: 
 ist rein imagin�ar, mit 
 = i
. Der entspre
hende Zustand j' > folgt aus der Glei
hung(2.4. 14): (A� < A > �i
 (B� < B >)) j' >= 0 (2.4. 16)Speziell gilt hier, mit [~p; ~x℄ = �hi : (p� p0 � i
 (x� x0)) j' >= 0 (2.4. 17)als Bedingungsglei
hung.2.5 Zeitli
he Entwi
klung: S
hr�odingerbild und HeisenbergbildDie S
hr�odingerglei
hung: i�h ��t j (t) >= Hj (t) > (2.5. 1)k�onnen wir formal l�osen. Wenn H ni
ht explizit zeitabh�angig ist, d.h. ��tH = 0, dann ist:j (t) >= e� i�hHtj (0) > (2.5. 2)L�osung bei vorgegebenem j (0) >.Der Operator: U(t; 0) = e� i�hHt (2.5. 3)hei�t Evolutionsoperator. U ist unit�ar, da gilt:U+ = e i�hHt = U�1 (2.5. 4)Allgemein: U(t1; t0) = e� i�hH(t1�t0) (2.5. 5)Glei
hung (2.5. 5) transformiert j (t0) > in j (t1) >:j (t1) >= U(t1; t0)j (t0) >= e� i�hH(t1�t0)j (t0) > (2.5. 6)Die Transformation ist normerhaltend, da U unit�ar ist.<  (t1)j (t1) >=<  (t0)j (t0) > (2.5. 7)Es gibt nun zwei m�ogli
he Bes
hreibungen des dynamis
hen Systems.



2.5 Zeitli
he Entwi
klung: S
hr�odingerbild und Heisenbergbild 411. S
hr�odingerbild: Die Vektoren sind zeitabh�angig.j S(t) >= U(t)j S(0) > (2.5. 8)Die Operatoren sind zeitunabh�angig. A = AS (2.5. 9)2. Heisenbergbild: Die Vektoren sind zeitunabh�angig. F�ur alle Zeiten gilt:j H >= j S(0) > (2.5. 10)Die Operatoren sind zeitabh�angig.AH(t) = e i�hHtASe� i�hHt = U�1(t)ASU(t) (2.5. 11)und f�ur t = 0: AH = AS (2.5. 12)d.h. Die Zeitabh�angigkeit wird auf die Operatoren mittels unit�arer Transformation ges
hoben.Beide Bilder sind vollkommen �aquivalent, da die Matrixelemente ni
ht betro�en sind, denn:<  S(t)jAS j'S(t) >=<  S(0)jU�1ASU j'S(0) >=<  H jAH(t)j'H > (2.5. 13)Im Heisenbergbild gilt: ddtAH(t) = � ��t�A| {z }explizit, ni
ht dynamis
h+ i�h [H;A℄H| {z }zeitabh�angig (2.5. 14)Speziell f�ur ni
ht von der Zeit abh�angige Operatoren gilt:ddtAH(t) = i�h [H;A℄H (2.5. 15)und f�ur den Hamiltonoperator gilt: ddtH(t) = 0; da H(t) = H (2.5. 16)Wir betra
hten nun die zeitli
he Entwi
klung des Erwartungswertes:< A >=<  (t)jAj (t) >=<  H jAH j H > (2.5. 17)ddt < A >=<  H j� ��tA�expl. j H > + i�h <  H j [H;A℄H (t)j H > (2.5. 18)bzw. = i�h <  H j [H;A℄H (t)j H > (2.5. 19)wenn A ni
ht explizit von t abh�angt.De�nition 2.5.1: A hei�t Bewegungskonstante, wenn A ni
ht explizit zeitabh�angig � ��tA = 0� undwenn [H;A℄ = 0. Daraus folgt A hat mit H eine gemeinsame Eigenbasis, dann:ddt < A >= 0 (2.5. 20)bzw. AH(t) = e i�hHtASe� i�hHt = AS (2.5. 21)
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Abbildung 12: Drehung um z-A
hse3 Symmetrien, Drehimpuls, Zentralsymmetris
he Probleme3.1 SymmetrietransformationenDer Bewegungszustand eines quantenme
hanis
hen Systems wird bes
hrieben dur
h die S
hr�odinger-glei
hung (S
hr�odingerbild): i ��t j (t) >= Hj (t) > (3.1. 1)Der wi
htigste der physikalis
hen Operatoren ist der Hamiltonoperator.Alle Operatoren F , die explizit zeitunabh�angig seien und f�ur die gilt:[F;H℄ = 0 (3.1. 2)nannten wir Bewegungskonstante oder Erhaltungsgr�o�en. Diese h�angen mit den Symmetrien des Pro-blems zusammen. Ein Problem hei�t symmetris
h, wenn es Transformationen gibt, die an den dyna-mis
hen Gegebenheiten, d.h. den Kr�aften bzw. dem Potential aus denen der Hamiltonoperator folgt,ni
hts �andern.Wir betra
hten nun Transformationen, die von einem oder mehreren Parametern abh�angen.Beispiel:1. Drehungen des Koordinatensystems um eine feste A
hse (ein Parameter = Drehwinkel) oderDrehung des Koordinatensystems um eine allgemeine A
hse (drei Parameter = Eulers
he Dreh-winkel).2. Translationen (drei Vers
hiebungsparameter) f�ur freie Systeme, wenn kein �au�eres Potentialexistiert.Sol
he Transformationen entspre
hen einem Darstellungswe
hsel, zum Beispiel, s.h. Abbildung (12):~r-Darstellung Drehung! ~r0-Darstellung (3.1. 3)Der Darstellungswe
hsel wird vermittelt dur
h unit�are Operatoren.UU+ = 1 (3.1. 4)so da�: j 0 >= U j > (3.1. 5)A0 = UAU�1 (3.1. 6)Die Physik bleibt dabei unge�andert.< '0jA0j 0 >=< 'jU�1UAU�1U j >=< 'jAj > (3.1. 7)



3.1 Symmetrietransformationen 43Wir betra
hten nun Transformationen U(�) mit dem stetigen Parameter �. Wir parametrisieren so,da� gilt: U(0) = 1 (3.1. 8)und setzen: U(�) = e�i�F (3.1. 9)mit F = F+ hermites
h, da U unit�ar.Die in�nitesimale Transformation mit �! 0 lautet dann:U(�) = 1� i�F +O(�2) (3.1. 10)F ist hier der Generator der Transformation.F�ur die Operatoren folgt dann:A0 = UAU�1 = (1� i�F )A (1 + i�F ) +O(�2) = A� i� [F;A℄ +O(�2) (3.1. 11)De�nition 3.1.1: Eine Transformation hei�t Symmetrietransformation, wenn H invariant ist, danngilt: H = H 0 = UHU�1 (3.1. 12)= H � i� [F;H℄ +O(�2) (3.1. 13)[F;H℄ = 0 (3.1. 14)Es gibt also einen hermites
hen Operator F , der mit H kommutiert, also eine Bewegungskonstanteoder eine Erhaltungsgr�o�e.3.1.1 SpiegelinvarianzSei: H = ~̂p22m + V �~̂r� ; V (~r) = V (�~r) (3.1. 15)Dieses Problem ist invariant gegen�uber der Spiegelung am Ursprung. Der zugeh�orige unit�are Operatorist der Parit�atsoperator P . Pf(~r) = f(�~r) (3.1. 16)H 0 = PHP�1 � H (3.1. 17)Die Eigenwerte von P lauten 1 und �1, denn:P 2f(~r) = Pf(�~r) = f(~r) (3.1. 18)Daraus folgt der Eigenwert von P 2 mu� eins sein.P = P+ = P�1 wegen P 2 = 1 (3.1. 19)Wenn P und H vertaus
hen, d.h. [P;H℄ = 0 (3.1. 20)dann existiert eine gemeinsame Eigenbasis und die Energie-Eigen-Zust�ande k�onnen in gerade undungerade eingeteilt werden, denn f�ur den Eigenwert 1 gilt:f(�~r) = Pf(~r) = f(~r) (3.1. 21)und f�ur �1: f(�~r) = Pf(~r) = �f(~r) (3.1. 22)



44 3 Symmetrien, Drehimpuls, Zentralsymmetris
he Probleme3.1.2 TranslationsinvarianzF�ur ein freies System gilt:H = ~̂p22m = 12m �p̂21 + p̂22 + p̂23� ; ~p = (p̂1; p̂2; p̂3) (3.1. 23)Der zugeh�orige unit�are Operator lautet mit dem kontinuierli
hen (stetigen) Parameter ~a = (a1; a2; a3):T (~a) = e� i�h (a1p̂1+a2p̂2+a3p̂3) (3.1. 24)O�ensi
htli
h gilt, da p̂1;2;3 untereinander vertaus
hen:H 0 = THT�1 = H (3.1. 25)Eigens
haften: < ~pjT (~a) =< ~pje� i�h~a~p (3.1. 26)< ~pjT (~a)j~r >= e� i�h~a~p < ~pj~r >= 1(2��h) 32 e� i�h (~a+~r)~p =< ~pj~r + ~a > (3.1. 27)Multiplikation mit R d3pj~p > liefert wegen R d3pj~p >< ~pj = 1:T (~a)j~r >= j~r + ~a > (3.1. 28)Dies ist eine Vers
hiebung um ~a.Analog gilt: < ~r + ~aj =< ~rjT�1(~a) =< ~rjT (�~a) (3.1. 29)Daraus folgt: < ~rjT (~a)j >=  (~r � ~a) (3.1. 30)3.2 Rotationsinvarianz (Drehungen), VektoroperatorenWir betra
hten ein zentralsymmetris
hes Problem mitH = ~̂p22m + V̂ (r); r = j~rj (3.2. 1)Das Problem ist invariant gegen�uber Drehungen um eine beliebige A
hse. Die Drehung l�a�t si
h dur
heinen unit�aren Operator darstellen. D(~�) = e i�h ~�~L (3.2. 2)Dabei ist die Dreha
hse festgelegt dur
h den Vektor ~� mit dem Drehwinkel � im Re
htssinn.~L ist der verallgemeinerte Impuls, woraus der Drehimpuls folgt:~L = ~̂r � ~̂p (3.2. 3)Mit ~r = xi = (x1; x2; x3), ~p = pi = (p1; p2; p3) und"ijk = ( 1 f�ur ijk = 123; 231; 312�1 f�ur ijk = 213; 132; 3210 sonst (3.2. 4)folgt dann: Li = "ijkxjpk (3.2. 5)
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Abbildung 13: Drehung um den Winkel �Hierbei wurde die Einsteins
he Summenkonvention verwendet, das hei�t, �uber doppelt auftretendeIndizes wird summiert.Beweis: Wir legen nun die Dreha
hse ~� in z-Ri
htung und w�ahlen die Polarkoordinatendarstellungmit ~r; �; �. Lz = �hi �x ��y � y ��x� = �hi ��� (3.2. 6)Damit folgt f�ur die Drehung: D(~�) = e� ��� (3.2. 7)und die Taylorentwi
klung liefert:D(~�) (~r; �; �) = e� ��� = 1X�=0 1�!�� �����  (~r; �; �) =  (~r; �; �+ �) (3.2. 8)Ein Zustand verh�alt si
h unter einer Drehung wie folgt:j >! j 0 >= D(~�)j > (3.2. 9)und f�ur einen Operator folgt: A! A0 = D(~�)AD�1(~�) (3.2. 10)Eine in�nitesimale Transformation lautet hier:D(~�) = 1 + i�h~�~L+O(�2) (3.2. 11)Damit folgt f�ur einen Operator:A! A` = A+ i�h~� h~L;Ai+O(�2) = A+ i�h�j [Lj ; A℄ (3.2. 12)Wir betra
hten nun Vektoren im R3. Bei einer in�nitesimalen Drehung, s. Abbildung (13), geht ~a �uberin: ~a0 = ~a+~b = ~a+ ~�� ~a (3.2. 13)Ein Skalar �andert si
h unter einer Drehung ni
ht, er bleibt erhalten, z.B.~a02 = ~a2; ~a~b = ~a0~b0 (3.2. 14)
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he ProblemeDe�nition 3.2.1: Ein Vektor der klassis
hen Me
hanik wird in der Quantenme
hanik zu einemVektoroperator. ~a! ~A = Ai (3.2. 15)Zum Beispiel:� Ort ~r ! ~̂r = (x̂1; x̂2; x̂3) = x̂i (3.2. 16)� Impuls ~p! p̂i (3.2. 17)� Drehimpuls ~L! L̂i (3.2. 18)� et
.De�nition 3.2.2: Ein Skalar der klassis
hen Me
hanik wird in der Quantenme
hanik zu einem Ska-laroperator. a! A (3.2. 19)Zum Beispiel: ~̂r2; ~̂p2; ~̂L2;�~̂r~̂p� ;�~̂p~̂L� ; et
.Wir kombinieren jetzt die Transformationseigens
haften:Skalaroperator: a inf. Drehung�! a0 = a# #Quantenme
hanik: A A0 = ADur
h Verglei
hen mit Glei
hung (3.2. 12) folgt:[Li; A℄ = 0 (3.2. 20)d.h. der Drehimpuls vertaus
ht mit dem Skalaroperator, da der Skalaroperator erhalten bleibt.Vektoroperator: ai Drehung�! a0i = ai + (~�� ~a)i = ai + "ijk�jak# #Quantenme
hanik: Ai �! A0i = ai + "ijk�jAkDur
h Verglei
h mit Glei
hung (3.2. 12) folgt:i�h�j [Lj ; Ai℄ = "ijk�jAk (3.2. 21)Es folgt, da � beliebig: [Li; Aj ℄ = i�h"ijkAk (3.2. 22)Glei
hung (3.2. 22) ist die Vertaus
hungsregel f�ur den Drehimpuls mit dem Vektoroperator. Explizitlautet Glei
hung (3.2. 22) dann: [Lx; Ay℄ = i�hAz und zyklis
h (3.2. 23)[Lx; Ax℄ = [Ly; Ay℄ = [Lz; Az℄ = 0 (3.2. 24)



3.3 Drehimpuls, Eigenwerte und Eigenzust�ande 47Speziell gilt f�ur Vektoroperatoren: [Li; xj ℄ = i�h"ijkxk (3.2. 25)[Li; pj ℄ = i�h"ijkpk (3.2. 26)[Li; Lj ℄ = i�h"ijkLk (3.2. 27)und f�ur Skalaroperatoren: hLi; ~p2i = hLi; ~L2i = hLi; ~r2i = [Li; (~p~r)℄ = 0 (3.2. 28)[Li;H℄ = 0 wenn H zentralsymmetris
h, d.h. V = V (r) (3.2. 29)h~L2;Hi = h~L2; ~p2i = h~L2; ~r2i = 0 da H mit Li vertaus
ht (3.2. 30)Betra
hten wir wieder das zentralsymmetris
he ProblemH = ~̂p22m + V̂ (r); r = j~rj (3.2. 31)H; ~L2; Lz bilden dann ein vertaus
hbares Operatorsystem. Dieses System ist vollst�andig, d.h. die ge-meinsame Eigenbasis liegt eindeutig fest. Bei zentralsymmetris
hen Problemen existiert eine simultaneEigenbasis zu H;L2; Lz.3.3 Drehimpuls, Eigenwerte und Eigenzust�andeDe�nition 3.3.1: Der Vektoroperator ~J mit der Vertaus
hungsrelation[Ji; Jj ℄ = i�h"ijkJk (3.3. 1)hei�t Drehimpuls.Bemerkung: Wir fordern ni
ht speziell ~J = ~L = ~̂r � ~̂p; diesen Operator nennen wir dann Bahndre-himpuls.Wir setzen: ~J = �h~� (3.3. 2)[�i;�j ℄ = i"ijk�k (3.3. 3)[�x;�y℄ = i�z (3.3. 4)[�y;�z ℄ = i�x (3.3. 5)[�z;�x℄ = i�y (3.3. 6)De�nition 3.3.2: �� = �x � i�y (3.3. 7)Da �x;y hermites
h: (��)+ = �+ (3.3. 8)



48 3 Symmetrien, Drehimpuls, Zentralsymmetris
he Probleme[�z;��℄ = [�z;�x � i�y℄ = i�y � i(�i)�x = �(�x � i�y) = ��� (3.3. 9)�+�� = (�x + i�y)(�x � i�y) = �2x +�2y � i [�x;�y℄ = ~�2 � �2z +�z (3.3. 10)���+ = (�x � i�y)(�x + i�y) = ~�2 � �2z � �z (3.3. 11)Aus Glei
hung (3.3. 10) und Glei
hung (3.3. 11) folgt dann:[�+;��℄ = 2�z (3.3. 12)h~�2;��i = 0 (3.3. 13)h~�2;�zi = 0 (3.3. 14)Wir su
hen eine gemeinsame Eigenbasis f�ur ~�2 und �z.3.3.1 Eigenwerte und Eigenzust�ande~�2jab >= ajab > (3.3. 15)�zjab >= bjab > (3.3. 16)jab > sei normiert, d.h. < abjab >= 1. a und b sind reell.a =< abjajab >=< abj~�2jab >=< abj�2x +�2y +�2zjab >= b2 +< abj�2x +�2yjab >| {z }�0 � b2 (3.3. 17)a � b2 � 0 (3.3. 18)Wegen Glei
hung (3.3. 9) ist:�z��jab >= [���z � ��℄ jab >= ��(b� 1)jab > (3.3. 19)�z�+jab >= (b+ 1)�+jab > (3.3. 20)�z��jab >= (b� 1)��jab > (3.3. 21)Ferner folgt aus Glei
hung (3.3. 14): �2��jab >= a��jab > (3.3. 22)D.h. ��jab > geh�oren entweder zu den Eigenwerten (b� 1) (Aufsteigeoperator �+, Absteigeoperator��) oder ��jab >= 0; jeweils bei unver�anderten Eigenwert a von �2.Behauptung: Ausgehend von jab0 >6= 0, mit a; b0 fest, dann bre
hen beide Reihen ab.Angenommen: (�+)njab0 >6= 0 ! Eigenwert b0 + n (3.3. 23)(��)mjab0 >6= 0 ! Eigenwert b0 �m (3.3. 24)Es mu� immer gelten: a � b2 (3.3. 25)



3.3 Drehimpuls, Eigenwerte und Eigenzust�ande 49F�ur gen�ugend gro�e n,m gilt aber: a < (b0 + n)2 = b2 (3.3. 26)a < (b0 �m)2 = b2 (3.3. 27)Glei
hung (3.3. 26) und Glei
hung (3.3. 27) f�uhren mit Glei
hung (3.3. 25) aber zum Wiederspru
h.(F�ur gen�ugend gro�e n;m gibt es daher ein: �b = b0 + �n (3.3. 28)b = b0 �m (3.3. 29)f�ur die die Unglei
hungen gerade no
h gelten, also �b2 < a, b2 < a.)Es folgt dann: Es gibt �b; b, so da� gilt: �+ja�b >= 0 ja�b >6= 0 (3.3. 30)��jab >= 0 jab >6= 0 (3.3. 31)0 = ���+ja�b >= �~�2 � �2z � �z� ja�b >= �a� �b2 � �b� ja�b > (3.3. 32)0 = �+��jab >= �~�2 � �2z +�z� jab >= �a� b2 + b� jab > (3.3. 33)a = �b2 +�b (3.3. 34)a = b2 � b (3.3. 35)Andererseits gilt aber au
h: (�+)njab >= ja�b > (3.3. 36)�b = b+ n (n = 0; 1; 2; 3; : : :) (3.3. 37)Re
hnung: �b2 +�b = b2 � b = �b2 � 2�bn+ n2 � �b+ n (3.3. 38)2(n+ 1)�b = n(n+ 1) (3.3. 39)�b = n2 � j j = 0; 12 ; 1; 32 ; : : : (3.3. 40)�b = j (3.3. 41)b = �j (3.3. 42)Ergebnis: Eigenwerte von ~�2: a = j(j + 1) j = 0; 12 ; 1; 32 ; : : : (3.3. 43)Zu jedem festen j lauten die Eigenwerte von �z:b = m (bzw. mj) m = �j;�j + 1; : : : ; j � 1; j (3.3. 44)Es gibt also 2j + 1 Eigenwerte von �z zu festen j.Beispiel: Quantelung des Drehimpulses, Ri
htungsquantelung.j = 0 ! m = 0 (3.3. 45)j = 12 ! m = �12 ; 12 (3.3. 46)j = 1 ! m = �1; 0; 1 (3.3. 47)
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he Problemeet
.Wir bezei
hnen die normierten Eigenvektoren jetzt mit jjm >, so da�:~J2jjm >= �h2j(j + 1)jjm > (3.3. 48)Jzjjm >= �hmjjm >; m = �j; : : : ; j (3.3. 49)~J2; Jz sind also glei
hzeitig s
harf me�bar, Jx und Jy sind dann uns
harf.Erwartungswerte: < Jx >=< jmjJxjjm >= �h2 < jmj�+ +��jjm >= 0 (3.3. 50)F�ur < Jy > analog.S
hwankung: < J2x >= �h24 < jmj(�+ +��)2jjm >= �h24 < jmj�2+ +�2� +�+�� +���+jjm >= �h24 < jmj�+�� +���+jjm >= �h24 < jmj~�2 � �2zjjm >�h24 �j(j + 1)�m2� � �h22 j > 0 au�er f�ur j = 0 (3.3. 51)Bahndrehimpuls in Kugelkoordinaten (r; �; ') mit z als Polara
hse:~JBahn = ~L = ~̂r � ~̂p (3.3. 52)Lz = �hi ��' (3.3. 53)Wir ersetzen in der Bezei
hnung jetzt j dur
h l, bzw. m dur
h ml.Lzjlm >= �hmjlm > (3.3. 54)In der Ortsdarstellung folgt dann:�hm < ~rjlm >=< ~rjLzjlm >= �hi ��' < ~rjlm >| {z }'lm(~r) (3.3. 55)Als L�osung f�ur 'lm(~r) aus Glei
hung(3.3. 55) ergibt si
h f�ur die '-Abh�angigkeit:< ~rjlm >= 1p2�eim'Fl;m(r; �) (3.3. 56)Aus der Eindeutigkeit von e2�im = 1 folgt, da� m ganzzahlig sein mu� und somit gilt: l = 0; 1; 2; 3; : : :.F�ur den Bahndrehimpuls kommen nur die ganzzahligen l-Werte in Frage; man w�ahlt folgende Bezei
h-nung (Spektroskopie): l = 0 �! s� Zust�andel = 1 �! p� Zust�andel = 2 �! d� Zust�ande...Die halbzahligen j-Werte h�angen mit dem Spin zusammen.



3.4 Ortsdarstellung der Bahndrehimpulszust�ande; Kugelfunktionen 513.4 Ortsdarstellung der Bahndrehimpulszust�ande; KugelfunktionenWir werden zeigen, da� in der Ortsdarstellung gilt:< ~rjlm >= fl(r)Ylm(�; ') (3.4. 1)Die Ylm(�; ') sind die Kugelfunktionen.Aus der Normierung folgt, mit d
 = sin �d�d':1 =< lmjlm >= Z d3r < lmj~r >< ~rjlm >= Z d3rjfl(r)j2jYlm(�; ')j2= Z 10 d3rjfl(r)j2| {z }1 Z d
jYlm(�; ')j2| {z }1 (3.4. 2)Wir betra
hten nun:< ~rj��jlm >=< ~rj�x � i�yjlm >= 1�h < ~rjypz � zpy � i(zpx � xpz)jlm >= 1i �y ��z � z ��y � i�z ��x � x ��z�� < ~rjlm > (3.4. 3)Mit folgenden Ersetzungen: x = r sin � 
os' (3.4. 4)y = r sin � sin' (3.4. 5)z = r 
os � (3.4. 6)folgt f�ur Glei
hung(3.4. 3): = e�i' �� ��� + i 
ot � ��'� < ~rjlm > (3.4. 7)Mit Glei
hung(3.3. 56) folgt aus Glei
hung(3.4. 7):= 1p2�ei(m�1)' �� ��� �m 
ot ��Fl;m(r; �) (3.4. 8)Da f�ur l = m gilt: �+jll >= 0 (3.4. 9)folgt: 0 =< ~rj�+jll > (3.4. 10)und weiter gilt: � ��� � l 
ot ��Fl;l(r; �) = 0 (3.4. 11)Aus Glei
hung(3.4. 11) ergibt si
h als L�osung f�ur Fl;l(r; �):Fl;l(r; �) = (�1)l2ll! s(2 + 1)!2| {z }Normierungsfaktor al fl(r) sinl � (3.4. 12)Da weiterhin gilt: jlm >= �lm (��)l�m jll > (3.4. 13)folgt: < ~rjlm >= �lm < ~rj (��)l�m jll >
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he Probleme= �lm �e�i' �� ��� + i 
ot � ��'��l�m < ~rjll >= �lmp2� �e�i' �� ��� + i 
ot � ��'��l�m eil'alfl(r) sinl � = fl(r)Ylm(�; ') (3.4. 14)Die Funktionen lauten explizit:Ylm(�; ') = (�1)ls2l + 14� s(l �m)!(l +m)!Pml (
os �)eim' (3.4. 15)Pml (
os �) = (�1)m sinm � dmd 
os �mPl(
os �) (3.4. 16)Pl(x) = 12ll! dldxl (x2 � 1)l (3.4. 17)Glei
hung(3.4. 17) ist das Legendre-Polynom vom Grade l, mit Pl(1) = 1.Glei
hung(3.4. 15) ist die Kugel
�a
henfunktion, ein vollst�andiges System auf der Einheitskugel.Aus der Orthonormierung folgt:Z d
Y �lm(�; ')Yl0m0(�; ') = Z 2�0 d' Z �0 sin �d�Y �lmYl0m0 = Æll0Æmm0 (3.4. 18)Jede Funktion g(�; ')l�a�t si
h na
h den Ylm entwi
keln:g(�; ') = 1Xl=0 lXm=�l almYlm(�; ') (3.4. 19)alm = Z d
Y �lm(�; ')g(�; ') (3.4. 20)Anmerkung: Die Radialkomponente fl(r) h�angt allein von l ab, s. Glei
hung(3.4. 14).Der Parit�atsoperator Pf(~r) = f(�~r)wirkt si
h hier wie folgt aus, s. Abbildung (14):Pf(r; �; ') = f(r; � � �; � + ') (3.4. 21)Damit folgt: � ! � � � ) �
os �! � 
os �sin �! sin � (3.4. 22)'! � + ') eim' ! (�1)meim' (3.4. 23)Der Parit�atsoperator angewendet auf Glei
hung (3.4. 15), Glei
hung (3.4. 16) und Glei
hung (3.4. 17)liefert: Pl(
os �)! Pl(� 
os �) = (�1)lPl(
os �) (3.4. 24)Pml (
os �)! Pml (� 
os �) = (�1)l+mPml (
os �) (3.4. 25)Ylm(�; ')! Ylm(� � �; � + ') = (�1)l+m(�1)mYlm(�; ') = (�1)lYlm(�; ') (3.4. 26)PYlm(�; ') = (�1)lYlm(�; ') (3.4. 27)Daraus folgt, da� Ylm die Parit�at (�1)l hat.
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Abbildung 14: Auswirkung des Parit�atsoperators3.5 Zentralsymmetris
he Probleme, das Wassersto�atomSei: H = ~̂p22m + V̂ (r) (3.5. 1)mit r = jrj, der Hamiltonoperator eines Teil
hens in einem Zentralpotential, z.B. das Wassersto�atommit V = � e2r .Das Eigenwertproblem lautet hier dann: Hj >= Ej > (3.5. 2)und f�ur die Ortsdarstellung in Polarkoordinaten folgt:< ~rj >=  (~r) =  (r; �; ') (3.5. 3)Da H mit ~L2 und Lz kommutiert, haben die drei Operatoren eine gemeinsame Eigenbasis: (r; �; ') = fl(r)Ylm(�; ') (3.5. 4)~L2 = �h2l(l + 1) (3.5. 5)Lz = �hm (3.5. 6)Wie aus der �Ubung bekannt ist, gilt: (???????)~L2 = ~r2~p2 � (~r~p)2 � �hi (~r~p) (3.5. 7)mit: ~r~p = �hi �x ��x + y ��y + z ��z� = �hi r ��r (3.5. 8)De�nition 3.5.1: Der Radialimpuls ist de�niert als:pr = �hi � ��r + 1r� (3.5. 9)
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he ProblemeEs gilt dann: rpr = �hi r ��r + �hi = ~r~p+ �hi (3.5. 10)und mit prr = rpr + �hi folgt: (~r~p)2 + �hi (~r~p) = �(~r~p) + �hi �~r~p= rpr �rpr � �hi � = r2p2r (3.5. 11)Somit folgt: ~p2 = p2r + ~L2r2 (3.5. 12)Wir zeigen jetzt die Hermitizit�at von pr:0 =<  jpr > � <  jpr >�= Z d
 jYlm(�; ')j2| {z }1 Z 10 drr2 �f��hi � ��rf + fr�+ f �hi � ��rf� + f�r ��= �hi Z 10 drr2 � ��r (f�f) + 2r f�f� = �hi Z 10 dr ��r (rf�)(rf)= ��hi jrf j2����1r=0 (3.5. 13)Damit lauten die Bedingungen f�ur die Hermitizit�at: rf(r)! 0, wenn r ! 0 oder f = y(r)r mit y(0) = 0.Die station�are S
hr�odingerglei
hung lautet mit Glei
hung (3.5. 1), Glei
hung (3.5. 4) und Glei
hung(3.5. 12) dann:H (r; �; ') =  p2r2m + ~L22mr2 + V (r)! fl(r)Ylm(�; ') = Elfl(r)Ylm(�; ') (3.5. 14) p2r2m + Veff (r)! fl(r) = Elfl(r) (3.5. 15)mit: Veff (r) = V (r) + �h2l(l + 1)2mr2 (3.5. 16)�h2l(l+1)2mr2 ist ein absto�endes Zentrifugalpotential oder au
h eine zentrifugale Barriere, die f�ur l 6= 0 dasTeil
hen vom Zentrum fernh�alt.Wir betra
hten nun Potentiale, s. Abbildung (15), f�ur die gilt:limr!1V (r) = 0 (3.5. 17)V (r) geht s
hw�a
her gegen Null als 1r2 f�ur r ! 0.Es gibt dann im allgemeinen gebundene Zust�ande f�ur E < 0. F�ur E > 0 gibt es nur ungebundeneZust�ande, Streuzust�ande, d.h. wir haben ein kontinuierli
hes Spektrum: 0 � E <1.Sei nun E < 0, dann gibt es zu jedem l ein diskretes Spektrum. Wir setzen jetzt mit n diskret:El ! Enl (3.5. 18)fl ! fnl = ynlr (3.5. 19)
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Veff
r

et
.

l = 0, Veff = V

l = 2l = 1

Abbildung 15:prf = �hi � ��r + 1r� yr = �hi �y0r � yr2 + yr2� = �hi y0r (3.5. 20)p2rf = ��h2 y00r (3.5. 21)Mit Glei
hung (3.5. 21) und ynl(0) = 0 lautet Glei
hung (3.5. 15) dann:� �h22m d2dr2 ynl + Veffynl = Enlynl (3.5. 22)3.5.1 Das Wassersto�atomF�ur das Wassersto�atom lautet das Potential:V (r) = �e2r (3.5. 23)Wir f�uhren nun folgende Gr�o�en ein:1. Der Bohr-Radius: a0 = �h2me2 = 0:53 � 10�8
m (3.5. 24)2. Die Rydberg-Energie: R = e22a0 = me42�h2 = 13:55eV (3.5. 25)



56 3 Symmetrien, Drehimpuls, Zentralsymmetris
he ProblemeWir setzen nun: E = �R�2 (3.5. 26)und: x = 2� ra0 (3.5. 27)mit � > 0; Zahl (3.5. 28)Somit lautet die S
hr�odingerglei
hung: � �h22m 4�2a20 d2dx2 + 4�h2l(l + 1)2m�2a20 1x � 2e2�a0 1x + R�2! y = 0 (3.5. 29) d2dx2 � l(l + 1)x2 + �x � 14! y = 0 (3.5. 30)y ist normierbar und es gilt y(0) = 0.Wir betra
hten nun folgende Grenzf�alle:x! 0 :  d2dx2 � l(l + 1)x2 ! y = 0) y = xl+1 (3.5. 31)Die zweite L�osung y = x�l erf�ullt ni
ht die Bedingung y(0) = 0.x!1 :  d2dx2 � 14! y = 0) y = e� 12x (3.5. 32)Die zweite L�osung y = e 12x ist ni
ht normierbar.Wir ma
hen jetzt folgenden Ansatz: yl = xl+1e� 12xvl(x) (3.5. 33)y0l = (l + 1)xle� 12xv � 12xl+1e� 12xv + xl+1e� 12xv0 (3.5. 34)y00 = l(l + 1)xl�1e� 12xv � (l + 1)xle� 12xv + 2(l + 1)xle� 12xv0+14xl+1e� 12xv � xl+1e� 12xv0 + xl+1e� 12xv00 (3.5. 35)Einsetzen in Glei
hung (3.5. 30) liefert: x d2dx2 + (2l + 2� x) ddx � (l + 1� �)! vl(x) = 0 (3.5. 36)Die einzige L�osung der Glei
hung (3.5. 36), die am Ursprung (x = 0) endli
h ist, ist die kon
uentehypergeometris
he Reihe:vla = F (l + 1� �j2l + 2jx) = 1Xp=0 �(l + 1� � + p)�(l + 1� �) (2l + 1)!(2l + 1 + p)! xpp! (3.5. 37)Sei nun � beliebig, dann gilt f�ur x!1: F �X xpp! � ex (3.5. 38)
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Ekontinuierli
h
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Abbildung 16: E�ektives Potential Veff (l)y � xl+e 12x !1 (3.5. 39)Somit ist y ni
ht normierbar.Ein Ausweg ist, zu setzen: � = n = l + 1 + n�r (n�r = 0; 1; 2; : : :) (3.5. 40)Mit dieser Wahl bri
ht dann die Reihe ab, da dann Glei
hung (3.5. 37) lautet:F (�n�r j2l + 2jx) = n�rXp=0(�1)p n�r!(2l + 1)!(n�r � p)!(2l + 1 + p)!p!xp (3.5. 41)Glei
hung (3.5. 41) ist ein Polynom n�r-ten Grades.F�ur die Energieeigenwerte gilt dann: En = � Rn2 n = 1; 2; 3; : : : (3.5. 42)Mit n als Hauptquantenzahl und n�r als Radialquantenzahl.Wegen n�r + l + 1 = n; n�r = 0; 1; 2; 3; : : : gilt f�ur ein gegebenes n:0 � l � n� 1 l = Drehimpulsquantenzahl (3.5. 43)Zu jedem l gibt es (2l + 1) vers
hiedene Ylm (m = magnetis
he Quantenzahl).Somit gilt f�ur die Entartung von En:n�1Xl=0(2l + 1) = n+ 2n(n� 1)2 = n2 (3.5. 44)Die orthonormierten Eigenfunktionen lauteten: nlm(r; �; ') = fnl(r)Ylm(�; ') (3.5. 45)
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he Problemefnl(r) = 1a 320 2n2s(n� l � 1)!((n+ l)!)3 Fnl � 2rna0� (3.5. 46)~Fnl(x) = xle� 12xL2l+1n�l�1(x) (3.5. 47)Hierbei sind die L die verallgemeinerten Laguerre-Polynome.LKp = (�1)K dKdxKL0p+K(x) (3.5. 48)L0p = ex dpdxp �e�xxp� (3.5. 49)Glei
hung (3.5. 48) und Glei
hung (3.5. 49) sind Polynome vom Grade p.F�ur die (Ortho-)Normierung folgt: Z 10 drr2fn0l(r)fnl(r) = Æn0n (3.5. 50)Z d3r �n0l0m0 nlm = Ænn0Æll0Æmm0 (3.5. 51)Zusammenfassung:Die S
hr�odingerglei
hung lautet hier: � �h22m4� e2r ! (r; �; ') = E (r; �; ') (3.5. 52)F�ur E < 0 gilt: Es existieren diskrete Eigenwerte En = � Rn2 mit n = 1; 2; 3; : : : (im allgemeinen: Enl,f�ur das H-Atom gilt: n = 1 + l + nr). Die Eigenfunktionen lauten: nlm = fnl(r)Ylm(�; ') 0 � l � n� 1 � l � m � l (3.5. 53)Zu jedem n gibt es n2 Zust�ande (Entartung).  nlm ist die simultane Eigenfunktion zu H; ~L2; Lz.A
htung: Die  nlm bilden keine Basis, da sie ni
ht vollst�andig sind, weil no
h Eigenwerte zu E > 0fehlen. Symbol Eigenfunktion Eigenwerte vonH ~L2 Lz1s  100 �R 0 02s  200 �R4 0 02p  210 �R4 2�h2 02p  211 �R4 2�h2 �h2p  21�1 �R4 2�h2 ��h3s : : :...Man verwendet folgende Kennzei
hnung:l = 0; 1; 2; 3; : : : ! s� p� d� f � g : : :n = 1; 2; 3; 4; : : : �
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w 1-s-Orbital

a0 r< r10 >Abbildung 17: Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit des 1s Orbitals! 1s; 2s; 2p; 3s; 3p; 3d; 4s; 4p; 4d; 4f; : : : (3.5. 54)Na
h der Magnetis
hen Quantenzahl m wird ni
ht klassi�ziert, denn f�ur beliebige Atome ist Enlabh�angig von n und l, aber ni
ht von m. Nur beim Wassersto�atom (mit e2r ) h�angt Enl ni
ht von lab.Allgemein: Atomare Zust�ande werden gekennzei
hnet dur
h Enl, (2l + 1)-fa
h entartet, wenn keinMagnetfeld wirksam ist, das die Rotationsinvarianz aufhebt (all dies gilt nur vorl�au�g, da der Spinfehlt).F�ur den Erwartungswert des radialen Abstandes gilt:< r >nl= a02 �3n2 � l(l + 1)� (3.5. 55)Speziell: < r >10= 32a0 (3.5. 56)Der Grundzustand lautet:  100 = f10(r)Y00(�; ') = 2qa30 e� ra0 1p4� (3.5. 57)F�ur die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit des Elektrons in der Kugels
hale zwis
hen r und r + dr gilt, s.Abbildung (17): W10(r)dr = Z d
j 100j2r2dr = r2f210(r)dr (3.5. 58)W10(r) = 4r2a30 e�2 ra0 (3.5. 59)W10 ist maximal bei ddrW10 = 0: 8ra3o � 8r2a40 = 0 (3.5. 60)r = a0 (3.5. 61)Dieses Maximum entspri
ht der Bohrs
hen Bahn in der �alteren Quantentheorie.
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he Probleme3.6 Normaler Zeeman-E�ektWir s
halten zum Potential V (r) no
h ein homogenes Magnetfeld ~H ein.Somit lautet das Vektorpotential: ~a = 12( ~H� ~r) (3.6. 1)~H = rot ~a (3.6. 2)Damit lautet dann der kinetis
he Impuls: ~p! ~p� e
~a (3.6. 3)Mit Glei
hung (3.6. 3) lautet dann der Hamiltonoperator:H = 12m �~̂p� e
~a�2 + V (r) (3.6. 4)= ~̂p22m + V (r)� e2m
 �~a~̂p+ ~̂p~a�+O( ~H2) (3.6. 5)F�ur s
hwa
he, d.h. te
hnis
h herstellbare Magnetfelder, kann der H2-Term verna
hl�assigt werden.~̂p = �hir (3.6. 6)~̂p~a = �hir~a = �hi (~ar+ (r~a)) = ~a~̂p (3.6. 7)da r~a = div ~a = 0. ~a~̂p = 12 � ~H� ~r� ~̂p = 12 ~H �~r � ~̂p� = 12 ~H~L = 12 j ~HjLz (3.6. 8)mit ~H in z-Ri
htung.Mit Glei
hung (3.6. 7) und Glei
hung (3.6. 8) lautet dann der Hamiltonoperator:H = H0 � em
~a~̂p = H0 � ej ~Hj2m
Lz = H0 � ~� ~H (3.6. 9)Hierbei ist ~� = e2m
 ~L das magnetis
he Bahn-Moment.Da Lz mit H0 kommutiert, hat H die glei
hen Eigenfunktionen wie H0. Die Eigenfunktionen lautetenabstrakt: jnlml >, so da�: < ~rjnlml >=  nlml(r; �; ') (3.6. 10)H0jnlml >= E0nljnlml > (3.6. 11)Lzjnlml >= �hmljnlml > (3.6. 12)Glei
hung (3.6. 11) und Glei
hung (3.6. 12) eingesetzt in Glei
hung (3.6. 9) liefert:Hjnlml >=  E0nl � e�hj ~Hj2m
 ml! jnlml > (3.6. 13)Es gilt also: Enlm( ~H) = E0nl � e�hj ~Hj2m
 ml (3.6. 14)Jeder (2l+1)-fa
h entartete Eigenwert spaltet auf (somit ist die Entartung aufgehoben, s. Abbildung(18)) mit der Vers
hiebung: 4E = �Bmlj ~Hj (3.6. 15)



3.7 Zweik�orperproblem, kontinuierli
hes Spektrum 61

..
........................................
................................................... .. .. .. .. .. .. .. .. ...............................................................................

...............................
..............

.................................
............................................................................

......................................

......................................H ) Enlm
4E 2l + 1Enl l � 2l � 1l

�l

Abbildung 18: Auswirkung des Parit�atsoperators�B = � e�h2m
 > 0 da e < 0 (3.6. 16)�B ist das Bohrs
he Magneton, eine nat�urli
he Ma�einheit f�ur Magnetmomente.Die Bohrs
he Frequenzbedingung lautet: Bei Li
htabsorption oder Emission beoba
htet man�Uberg�ange zwis
hen den einzelnen Energieniveaus.!nlm;n0l0m0 = Enlm �En0l0m0�h = Enl �En0l0�h + �B j ~Hj�h (m�m0) (3.6. 17)Die Frequenz !L = �B j ~Hj�h = jejj ~Hj2m
 hei�t Larmorfrequenz oder 
harakteristis
he Frequenz.Die Auswahlregel lautet: Nur sol
he �Uberg�ange sind erlaubt, f�ur die gilt:4l = �1 (3.6. 18)4m = �1; 0;+1 (3.6. 19)Die wirkli
he Linienbreite ist komplizierter, da sie au
h vom Spin abh�angt, dies wird beim anomalenZeeman-E�ekt behandelt.3.7 Zweik�orperproblem, kontinuierli
hes SpektrumWir betra
hten nun zwei Teil
hen mit gegenseitiger We
hselwirkung. Als Beispiel kommen das H-Atom, also ein lei
htes Elektron mit einem s
hweren Proton in Frage.F�ur sol
he Probleme lautet der Hamiltonoperator:Ĥ = ~̂p122m1 + ~̂p222m2 + V (~r1 � ~r1) (3.7. 1)~̂pi = �hi�~ri (i = 1; 2) (3.7. 2)Nat�urli
h kommutieren die ~̂p1; ~r1 mit ~̂p2; ~r2 (denn vers
hiedene Teil
hen haben vers
hiedene Koordi-naten, daher vertaus
hen ihre Operatoren).
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he ProblemeWir transformieren jetzt auf S
hwerpunkts- und Relativkoordinaten:M = m1 +m2 (3.7. 3)m = m1m2M (3.7. 4)~R = m1~r1 +m2~r2M (3.7. 5)~r = ~r1 � ~r2 (3.7. 6)~PSp = ~p1 + ~p2 (3.7. 7)~prel = m2~p1 �m1~p2M (3.7. 8)Man zeigt dann lei
ht, da� gilt: hP̂i; R̂ji = �hi Æij (3.7. 9)hP̂i; p̂ji = hP̂i; r̂ji = hp̂i; R̂ji = 0 (3.7. 10)[p̂i; r̂j℄ = �hi Æij (3.7. 11)~p212mi + ~p222m2 = ~p22m + ~P 22M (3.7. 12)H = ~P 22M + ~p22m + V (~r) = HR +Hr (3.7. 13)mit: HR = ~P 22M (3.7. 14)Hr = ~p22m + V (~r) (3.7. 15)Das Problem ist dann dynamis
h entkoppelt, da gilt: [HR;Hr℄ = 0.Als L�osung ergibt si
h: HR�(R) = ER�(R) (3.7. 16)Hr'(r) = Er'(r) (3.7. 17) (R; r) = �(R)'(r) (3.7. 18)H (R; r) = H�(R)'(r) = (HR�(R))'(r) + �(R) (Hr'(r))= (ER +Er)| {z }E  (R; r) (3.7. 19)Dieses Problem ist dur
h Separation l�osbar.Der S
hwerpunkt bewegt si
h wie ein freies Teil
hen (ebene Welle).HR�(R) = � �h22M4R�(R) = ER�(R) (3.7. 20)ER = �h2K22m (3.7. 21)Das eigentli
he Problem ist somit vers
hoben auf die Relativbewegung ~r. Dies ist ein Ein-Teil
hen-Problem.Beim Wassersto�problem ergibt si
h eine kleine Korrektur in der Rydbergenergie:mel ! mred: = melmProt:mel +mProt: ' mel �1� 11860� (3.7. 22)



3.8 Kontinuierli
hes Spektrum f�ur das Zentralproblem 633.8 Kontinuierli
hes Spektrum f�ur das ZentralproblemF�ur H = ~p22m + V (~r), limr!1 V (~r) = 0 betra
hten wir no
hmal das Eigenwertproblem in der Ortsdar-stellung: H (r; �; ') = E (r; �; ') (3.8. 1) (r; �; ') = fl(r)Ylm(�; ') (3.8. 2)fl(r) = yl(r)r mit yl(0) = 0 (3.8. 3)F�ur E > 0 setzen wir: E = �h2K22m (3.8. 4)V (~r) = �h22mU(~r) (3.8. 5)� = Kr (3.8. 6)Die Radialglei
hung lautet dann: d2d�2 + 1� l(l + 1)�2 � U(�)! yl(�) = 0 (3.8. 7)bzw.  d2d�2 + 2� dd� + 1� l(l + 1)�2 � U(�)! fl(�) = 0 (3.8. 8)mit fl = yl� . Glei
hung (3.8. 8) lautet f�ur freie Teil
hen: d2d�2 + 2� dd� + 1� l(l + 1)�2 ! fl = 0 (3.8. 9)Glei
hung (3.8. 9) ist die sph�aris
he Bessels
he Di�erentialglei
hung zweiter Ordnung.L�osungen f�ur Glei
hung (3.8. 9) ergeben si
h aus:1. Sph�aris
he Besselfunktion jl(�), sie ist regul�ar am Ursprung:jl � �l f�ur �! 0 (3.8. 10)2. Neumann-Funktion nl(�), sie ist singul�ar am Ursprung:nl � ��l�1 f�ur �! 0 (3.8. 11)Aus Glei
hung (3.8. 10) und Glei
hung (3.8. 11) ergibt si
h (dur
h Linearkombination) die Hankel-funktion: h(�)l = nl � ijl (3.8. 12)F�ur spezielle Werte von l gilt: j0(�) = sin�� (3.8. 13)n0(�) = 
os �� (3.8. 14)h(�)0 = e�i�� (3.8. 15)
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os �� (3.8. 16)n1 = 
os ��2 + sin�� (3.8. 17)et
.Der asymptotis
he Verlauf f�ur �!1 sieht wie folgt aus:jl ' 1� sin(�� 12 l�) (3.8. 18)nl ' 1� 
os(�� 12 l�) (3.8. 19)h(�)l ' 1�e�i(�� 12 l�) (3.8. 20)Das Pluszei
hen, bzw. das Minuszei
hen, steht hier f�ur eine auslaufende, bzw. einlaufende, Kugelwelle,s. Abbildung (19). h(�)l ' 1K e�i(Kr� 12 l�)r = (�i)lK e�iKrr (3.8. 21)F�ur ein freies Teil
hen gilt: Da yl = rfl am Ursprung vers
hwinden mu�, kommt als L�osung nur inFrage (Eigenwerte in Radial-Darstellung): E(r; �; ') = a(E)lm Ylm(�; ')jl( Kr|{z}regul�ar bei �=0) (3.8. 22)Dies ist ein vollst�andiges System mit den Quantenzahlen (E = �h2K22m ; l;m).Andererseits existiert die ebene Welle als vollst�andiges System (eines dur
h das Andere darstellbar): E(~r) = ei~k~r (3.8. 23)mit den Quantenzahlen (Kx;Ky;Kz) mit E = �h2 ~K22m .Beide Syteme sind vollst�andig, d.h. wir k�onnen daher die ebene Welle ei~k~r zur festen Energie E = �h2K22mentwi
keln na
h den Ylmjl zur reellen Energie.ei~k~r = 1Xl=0 lXm=�l almYlm(�; ')jl(Kr) (3.8. 24)
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Kugelwelle ebene Welleebene Welle

Abbildung 20: Kugelwelle, Streuung an einem TargetW�ahle nun die z-A
hse in Ri
htung von ~k: ~k~r = Kr 
os � (3.8. 25)ei~k~r = eikr 
os � = 1Xl=0 il(2l + 1)jl(Kr)Pl(
os �) (3.8. 26)da nur Yl;m=0 = AlPl(
os �) auftreten darf.4 Streutheorie4.1 Streuquers
hnitt, PartialwellenVoraussetzung: V (~r) geht st�arker gegen Null f�ur R ! 1 als 1r (kein Coulombpotential).(Es s
heintso zu sein, da� alle in der Physik (Kernphysik) auftretenden Potentiale diese Bedingung erf�ullen; dasCoulombpotential ist auf weite Entfernungen immer abges
hirmt.)F�ur E > 0 hatten wir ein kontinuierli
hes Energiespektrum, keine normierbaren L�osungen oder ge-bundene Zust�ande.De�nition 4.1.1: Streuzust�ande sind L�osungen der S
hr�odingerglei
hung: � �h22m4+ V (~r)! k(~r) = E k(~r); E = �h2k22m (4.1. 1)mit dem asymptotis
hen Verhalten: k(~r) �!r !1 ei~k~r|{z}ebene Welle+f(
) eikrr|{z}ausl. Kugelw.; 
 = (�; ') (4.1. 2)Die Idee dabei ist, da� wir Teil
hen auf ein Streuzentrum s
hie�en (Target) und da� vom Target ausStreuwellen in Form von Kugelwellen ausgehen, s. Abbildung (20); dabei h�angt der Streuanteil vonder Ri
htung ab.Was messen wir bei einem Streuexperiment ? (s. Abbildung (21))
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 Fl�a
henelement ds~r
Abbildung 21: StreuexperimentEinlaufender Strahl: Man hat die von der Quelle ausgehende Anzahl der Teil
hen und ihre Ges
hwin-digkeit: jein = einf. Stromdi
hte = Teil
hendi
hte � Ges
hw. = � 1
m3 
mse
� (4.1. 3)Streustrahl: Man beoba
htet den Raumwinkel d
 und z�ahlt die pro Sekunde in den Z�ahler laufendenTeil
hen. jrdS = Radialst. � Ober
�a
he dS = Teil
hend.� Ges
hw. � Fl�a
he= � 1
m 
mse

m2� = 1se
 (4.1. 4)F�ur die Stromdi
hte gilt: ~| = �h2im ( � (r )�  (r �)) (4.1. 5)F�ur eine ebene einfallende Welle gilt:  0 = ei~k~r (4.1. 6)jein = j~|einj = ���� �h2im �e�i~k~ri~kei~k~r � ei~k~r(�i~k)e�i~k~r����� = ������h~km ����� = �hkm (4.1. 7)F�ur den Streustrom gilt mit ~n = Einheitsvektor in Ri
htung 
:Wir setzen:  Str: = f(
)eiKrr (4.1. 8)jr = (~n~|) = �h2im � �Str: ��r Str: �  Str: ��r �Str:�= �h2im jf(
)j2 e�iKrr  iKeiKrr � eiKrr2 !� eiKrr  �iKeiKrr � e�iKrr !!jr = �hKm jf(
)j2r2 (4.1. 9)j1dS = �hKm jf(
)j2d
 (4.1. 10)De�nition 4.1.2: Der di�erentielle Streuquers
hnitt:d�(
) = jrdSjein (4.1. 11)d�(
) = d�(�; ') = jf(
)j2; f(
) = Streuamplitude (4.1. 12)
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Fl�a
henelement ds
~k Abbildung 22:De�nition 4.1.3: Der totale Streuquers
hnitt:�total = Z d�(
) = Z d
jf(
)j2 (4.1. 13)4.1.1 Partialwelle f�ur ein ZentralpotentialSei V = V (r) ein Zentralpotential.O�ensi
htli
h ist das Problem rotationsinvariant um die ~k-A
hse, d.h. der Streuanteil h�angt ni
ht von' (Azimut) ab, s. Abbildung (22).Die Zustandsfunktion f�ur den Streuzustand lautet dann: k(~r) =  k(r; �) (4.1. 14)Der asymptotis
he Grenzfall lautet: ei~k~r + f(�)eiKrr (4.1. 15)Entwi
klung na
h der Kugelfunktion liefert, wobei  k(r; �) die feste Energie E = �h2K22m hat: (r; �) = 1Xl=0 lXm=�l alm yl(r)r Ylm(�; ') = 1Xl=0 yl(r)r Pl(
os �)| {z }Partialwelle (4.1. 16)Da  ni
ht von ' abh�angt, tritt re
hts nur Yl;m=0 = 
onst Pl auf.Die Entwi
klung der Streuamplitude lautet:f(�) = 1Xl=0 flPl(
os �) (4.1. 17)Bestimmung der L�osung der Radialglei
hung yl(r): � �h22m d2dr2 + V (r) + �h2l(l + 1)2mr2 ! yl = Eyl (4.1. 18)Mit E = �h2K22m und V (r) = �h22mU(r) folgt: d2dr2 +K2 � U(r)� l(l + 1)r2 ! yl = 0; yl(0) = 0 (4.1. 19)
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hes Verhalten der L�osung:yl(r) �!r !1al sin(Kr � 12 l� + Æl) (4.1. 20)Dies gilt nur, wenn V st�arker als 1r bei r !1 vers
hwindet, s. Glei
hung (3.8. 18).Æl ist eine Phasenvers
hiebung dur
h Streuung an U(r); Æl = 0 f�ur U(r) = 0.Aus der Asymptotik folgt: (r; �) �!r !1 1Xl=0 Pl(
os �)1ral sin(Kr � 12 l� + Æl)= 1Xl=0 Pl(
os �)r  al e� i2 l�+Æli2i eiKr � al e i2 l��Æli2i e�iKr! (4.1. 21)Andererseits gilt: (r; �) �!r !1ei~k~r + f(�)eiKrr = 1Xl=0 il(2l + 1)jl(Kr) + fl eiKrr !Pl(
os �) (4.1. 22)Da gilt: jl(Kr) ' 1Kr sin�Kr � 12 l�� = 12iKr �eiKre 12 l�i � e�iKre� 12 l�i� (4.1. 23)folgt:  (r; �)! 1Xl=0 Pl(
os �)r ��fl + 2l + 12iK � eiKr + (�1)l+1 2l + 12iK e�iKr� (4.1. 24)Dur
h Verglei
h von Glei
hung (4.1. 21) und Glei
hung (4.1. 24) folgt:al = il 2l + 1K eiÆl (4.1. 25)2l + 12iK + fl = 2l + 12iK e2iÆl (4.1. 26)fl = 2l + 12iK �e2iÆl � 1� = 2l + 1K eiÆl sin Æl (4.1. 27)Wir s
hreiben no
hmals die erste Entwi
klung hin und setzen al ein, Glei
hung (4.1. 27) in Glei
hung(4.1. 24):  (r; �)! 1Xl=0 Pl(
os �)r 2l + 12iK 0BBBBBBB� i2le�iKr| {z }einlaufende+ e2iÆleiKr| {z }auslaufende| {z }Kugelwelle
1CCCCCCCA (4.1. 28)Die Wirkung des Potentials besteht also darin, da� die auslaufende l-Welle eine Phasenvers
hiebung2Æl gegen�uber der einlaufenden l-Welle erh�alt.Die Streuamplitude lautet dann:f(�) = 1K 1Xl=0(2l + 1)eiÆl sin ÆlPl(
os �) = 1Xl=0 flPl(
os �) (4.1. 29)
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he N�aherung 69und f�ur den Streuquers
hnitt gilt dann: dd
�(�) = jf(�)j2= 1Xl;l0=0 (2l + 1)(2l0 + 1)K2 sin Æl sin Æl0ei(Æl�Æl0 )Pl(
os �)Pl0(
os �) (4.1. 30)und f�ur den totalen Streuquers
hnitt:Z d
Pl(
os �)Pl0(
os �) = Æll0 4�2l + 1 (4.1. 31)�total = Z d�(
) = Z d
jf(�)j2= 4�K2 1Xl=0(2l + 1) sin2 Æl = 1Xl=0 �l (4.1. 32)�l = 4�K2 (2l + 1) sin2 Æl � 4�K2 (2l + 1) (4.1. 33)Glei
hung (4.1. 33) liefert den gr�o�ten Beitrag, wenn Æl = �(n+ 12), man sagt au
h bei der maximalenStreuung liegt Resonanz im l-Kanal vor (l Partial Welle).Ein Verglei
h von Glei
hung (4.1. 27) und Glei
hung (4.1. 32) liefert mitIm fl = 2l + 1K sin2 Æl = K4��l (4.1. 34)�total = Z d
jf(�)j2 = 1Xl=0 �l = 4�K 1Xl=0 Im fl= Im 4�K 1Xl=0 fl = 4�K Im f(� = 0); wegen Pl(1) = 1 (4.1. 35)Diese Relation zwis
hen dem Gesamtquers
hnitt und dem Imagin�arteil der Vorw�artsstreuamplitudeist das Optis
he Theorem.4.2 Bere
hnung der Streuphasen, Borns
he N�aherungBei der Bere
hnung der Streuphasen geht man von den L�osungen der Radialglei
hung aus.Gegeben seien zwei Potentiale: U(r) = 2m�h2 V (r) (4.2. 1)�U(r) = 2m�h2 �V (r) (4.2. 2)Eingesetzt in die Glei
hung (4.1. 18) liefern die Radialglei
hungen zur glei
hen Energie E = �h2K22m inder Integraldarstellung: y00l + �K2 � U � l(l + 1)r2 � yl = 0 (4.2. 3)�y00l + �K2 � �U � l(l + 1)r2 � �yl = 0 (4.2. 4)mit der Asymptotik: yl(1) ' sin(Kr � 12 l� + Æl) (4.2. 5)



70 4 Streutheorie�yl(1) ' sin(Kr � 12 l� + �Æl) (4.2. 6)Glei
hung (4.2. 3) mit �yl und Glei
hung (4.2. 4) mit yl multipliziert und subtrahiert, liefert:yl�y00l � �yly00l = ddr (yl�y0l � �yly0l) = �(U � �U)yl�yl (4.2. 7)Integration von 0 bis 1 liefert:� Z 10 dr(U � �U)yl�yl = Z 10 dr ddrW [yl; �yl℄ =W [yl; �yl℄1 �W [yl; �yl℄0| {z }=0da: yl(0) = �yl(0) = 0 (4.2. 8)= �yl(1)�y0l(1)� �yl(1)y0l(1)� (4.2. 9)mit Glei
hung (4.2. 5) und Glei
hung (4.2. 6) folgt dann:= �sin�Kr � 12 l� + Æl�K 
os�Kr � 12 l� + �Æl�� �Æ $ �Æ��= K sin(Æl � �Æl) (4.2. 10)sin(Æl � �Æl) = � 1K Z 10 dr(U � �U)yl�yl = � 2mK�h2 Z 10 dr(V � �V )yl�yl (4.2. 11)G�ultig f�ur alle V; �V , die f�ur r !1 st�arker als 1r vers
hwinden.Speziell f�ur �V (r) = 0 gilt: �yl(r) = Krjl(Kr) (4.2. 12)und �Æl = 0 da jl(Kr) ' sin(Kr � 12 l�)Kr (4.2. 13)sin Æl = �2m�h2 Z 10 drrV (r)jl(Kr)yl(r) (4.2. 14)Wir folgern daraus: Sei U = �U +�U , �U klein und positiv: yl = �yl +�yl, Æl = �Æl +�Æl:sin(Æl � �Æl) = sin�Æl ' �Ælund mit Glei
hung (4.2. 11) folgt: = � 1K Z 10 dr�Uyl(yl ��yl) (4.2. 15)�Æl � � 1K Z 10 dr�Uy2l < 0 (4.2. 16)Wenn also U zunimmt, dann nimmt Æ ab. Wir k�onnen jetzt Æl eindeutig festlegen, bisher unbestimmtbis auf 2�n. Man beginnt mit U = 0, Æl = 0 und baut das endli
he U aus in�nitesimalen �U auf, s.Abbildung (23). Damit ergibt si
h ein eindeutiges Æl.Insbesondere: U < 0 �uberall ! Æl > 0 anziehendes Pot.U > 0 �uberall ! Æl < 0 absto�endes Pot.



4.3 Potential endli
her Rei
hweite, Niederenergie-Streuung 71......................................
......................................

......................................... ......................................
.......................................................... ......................................

............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
........

.......... .......... .......... .......... ............................................................................................................................................................................................................................ .......... .......... .......... .......... .......... .......... ....................................................................................

.......... .......... .......... .......... .......... .......... ........................................................................................................................ .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... ........................................................... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... ........................................ .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... ..
U(r)

rU1U2U8 U

U20 = UAbbildung 23: Zerlegung von U(r)Borns
he N�aherung: Sei jU j < K2 � l(l+1)r2 und 1. Ordnung in V, dann ist U eine kleine St�orung.Die Phasen Æl sind klein und yl wird nur unwesentli
h vony0l = Krjl(Kr) (4.2. 17)abwei
hen. Glei
hung (4.2. 17) eingesetzt in Glei
hung (4.2. 14) liefert die Streuphase in erster N�ahe-rung in V : sin Æl � Æl = �2m�h2 K Z 10 drr2j2l (Kr)V (r) (4.2. 18)Ebenso kann man V dur
h ein �V ann�ahern, dessen Streuphase man kennt:Æl = �Æl � 2mK�h2 Z 10 dr�y2l (r) �V (r)� �V (r)� (4.2. 19)4.3 Potential endli
her Rei
hweite, Niederenergie-StreuungWir betra
hten jetzt ein Potential endli
her Rei
hweite:V (r) = 0 f�ur r � r0 (4.3. 1)Anmerkung: Sol
he Potentiale sind in der Kernphysik von Interesse, extrem gro�e Kr�afte mit endli
herRei
hweite: r0 � 10�13
m. (s. Abbildung (24))4.3.1 Klassis
he StreuungWir betra
hten no
h einmal die klassis
he Streuung. b sei der Sto�parameter. Es ist klar, da� f�urb > r0 keine Streuung erfolgt. (s. Abbildung (25))Der Drehimpuls lautet: j~Lj = j~r � ~pj = bp = b�hK (4.3. 2)Klassis
h tritt keine Streuung auf, wenn j~Lj > �hKr0 oder mit ~L2 = �h2l(l+1) gilt j~Lj = �hpl(l + 1) � �hlund daraus folgt l > Kr0.Quantenme
hanis
h haben wir etwa dasselbe Ergebnis.Eine Abs
h�atzung mit r0 � 10�13
m liefert:Kr0 = 1! K � 1013
m�1 (4.3. 3)
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he Streuung
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jl
pl(l + 1)Kr0 Abbildung 26: Sph�aris
he BesselfunktionE = �h2K22mpr: � 108eV = 100MeV Protonenenergie (4.3. 4)Wenn also die Protonenenergie kleiner 100 MeV ist sollte man im wesentli
hen nur s-Wellenstreuung(l = 0) erwarten.4.3.2 Quantenme
hanis
he StreuungIn der Quantenme
hanik ergibt si
h:sin Æl = �2m�h2 Z r00 drrV (r)jl(Kr)yl(Kr) (4.3. 5)jl hat sein erstes Maximum beipl(l + 1) (s. Abbildung (26)). Wenn also l > Kr0, so gen�ugt f�ur jl(Kr)die asymptotis
he Entwi
klung bei Kr = 0:jl(Kr) ' (Kr)l(2l + 1)!! mit: (2l + 1)!! = 1 � 3 � 5 � 7 � : : : � (2l + 1) (4.3. 6)Also gilt die Abs
h�atzung f�ur l� Kr0, d.h. Kr0l ! 0:j sin Ælj ' 2m�h2 (Kr0)l(2l + 1)!! �����Z r00 drr� rr0�l V (r)yl(r)�����| {z }bes
hr�ankt ! 0 (4.3. 7)Alle Streuphasen mit l� Kr0 sind verna
hl�assigbar.4.3.3 Niederenergie-StreuungF�ur E ! 0, also K ! 0 gilt: sin Æl = �2m�h2 Z r00 drrV (r)jl(r)yl(r)setze: � = Kr = �2m�h2 1K2 Z �00 d��V � �K� jl(�)yl(�) (4.3. 8)Da �0 ! 0 gilt, gen�ugt im Integranden die asymptotis
he Entwi
klung f�ur jl und yl:jl(�) ' �l(2l + 1)!! �! 0 (4.3. 9)
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 �l+1(2l + 1)!! �! 0; 
 = 
onst (4.3. 10)(V (r) s
hw�a
her als 1r2 bei r = a)Man erh�alt: sin Æl ' �2m
�h2 K2l+1((2l + 1)!!)2 Z r00 drr2l+2V (r) (4.3. 11)Es gilt also: sin Æl � Æl � K2l+1 (4.3. 12)limK!0 ÆlK = � 0�2m
�h2 R r00 drr2V (r) = �a (l 6= 0)(l = 0) (4.3. 13)Allgemein gilt: limK!0 Æ0K = �a (4.3. 14)a = Streul�ange 6= 0 (a > 0 f�ur V > 0, a < 0 f�ur V < 0, a = �1 m�ogli
h). Damit ist na
h G.(4.1. 27):limK!0 fl = � 0 l 6= 0�a l = 0 (4.3. 15)Die isotrope s-Streuung f�ur E ! 0 folgt aus (s. G.(4.1. 29),G.(4.1. 33)):limK!0 f(�) = (lim f0)P0(
os �) = �a (4.3. 16)limK!0�l = � 0 l 6= 04�a2 l = 0 (4.3. 17)Daraus folgt: limK!0�total ' 1Xl=0 lim�l ! 4�a2 (4.3. 18)Das entspri
ht der Streuung eines klassis
hen Teil
hens an einer Kugel vom Radius 2jaj (jaj 6= r0).4.4 Harte Kugel; s-Wellenstreuung am Potentialtopf; ResonanzDas Konzept der Streuphase, das der asymptotis
hen Bes
hreibung f�ur r ! 1 entnommen ist, l�a�tsi
h auf das Problem der harten Kugel �ubertragen.F�ur die harte Kugel gilt: V (r) = � 0 r > r01 r � r0 (4.4. 1)Wir gehen zur�u
k zur Radialglei
hung:y00l + �K2 � U(r)� l(l + 1)r2 � yl = 0 (4.4. 2)y00l + �K2 � l(l + 1)r2 � yl = 0 f�ur r > r0 (4.4. 3)yl = 0 f�ur r � r0 (4.4. 4)Die Stetigkeitsbedingung f�ur yl bei r = r0 erfordert, da� die L�osung der freien Glei
hung f�ur r > r0bei r = r0 vers
hwindet.F�ur r > r0 folgt dann mit der Bessel- und Neumannfunktion:yl = Kr (Ajl(Kr) +Bnl(Kr)) (4.4. 5)



4.4 Harte Kugel; s-Wellenstreuung am Potentialtopf; Resonanz 75Mit der Asymptotik ergibt si
h dann:yl(1) ' sin(Kr � 12 l� + Æl) = 
os Æl sin(Kr � 12 l�) + sin Æl 
os(Kr � 12 l�) (4.4. 6)Weiter folgt: A = 
os Æl (4.4. 7)B = sin Æl (4.4. 8)da gilt: jl � sin(Kr � 12 l�)Kr (4.4. 9)nl � 
os(Kr � 12 l�)Kr (4.4. 10)Die Stetigkeitsbedingung bei r = r0 legt dann Æl fest.0 = yl(r0) = jl(Kr0) 
os Æl + nl(Kr0) sin Æl (4.4. 11)Æl < 0 da V > 0 (4.4. 12)tan Æl = � jl(Kr0)nl(Kr0) (4.4. 13)sin2 Æl = j2l (Kr0)j2l (Kr0) + n2l (Kr0) (4.4. 14)Also: �l = 4�K2 (2l + 1) sin2 Æl = 4�K2 (2l + 1) j2l (Kr0)j2l (Kr0) + n2l (Kr0) (4.4. 15)Spezialisierung f�ur hohe Energien, d.h. Kr0 � l(setze � = Kr0):jl(�) ' 1� sin(�� 12 l�) (4.4. 16)nl(�) ' 1� 
os(�� 12 l�) (4.4. 17)�l ' 4�K2 (2l + 1) sin2(�� 12 l�)! 0 f�ur K !1 wie 1K2 (4.4. 18)F�ur kleine Energien, d.h. Kr0 � l: jl(�) ' �l(2l + 1)!! (4.4. 19)nl(�) ' (2l � 1)!!��l�1 (4.4. 20)�l ' 4�K2 (2l + 1) (�)4l+2((2l + 1)!!(2l � 1)!!)2 ! 0 f�ur l = 1; 2; 3; : : : (4.4. 21)F�ur l = 0 gilt exakt: �0 = 4�r20 �sin�� �2 (4.4. 22)da j0 = sin �� und n0 = 
os �� . limK!0�0 = 4�r20 ! r0 = a = Streul�ange (4.4. 23)
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Abbildung 28: PotentialtopfMan kann zeigen, da� f�ur K !1 gilt: limK!1�total = 2�r20 (4.4. 24)F�ur klassis
he Teil
hen ist der totale Wirkungsquers
hnitt unabh�angig von der Energie:�klassis
h = �r20 (4.4. 25)Quantenme
hanis
h ist der niederenergetis
he Streuquers
hnitt �totaljK=0 = �0 also = 4�kl:. Aberau
h bei hohen Energien ist der quantenme
hanis
he Streuquers
hnitt immer no
h doppelt so gro�wie der Klassis
he. Der Wellenaspekt l�a�t si
h also au
h ni
ht f�ur K !1 verna
hl�assigen. Das h�angtdamit zusammen, da� das Potential si
h bei r = r0 abrupt �andert. Ans
hauli
h kann eine Welle in denS
hatten der Kugel eindringen, der ja f�ur das klassis
he Teil
hen verboten ist. (s. Abbildung (27))Das glei
he Ph�anomen ist von der Beugung von Li
ht an der perfekt re
ektierenden Kugel in derOptik bekannt. Wir spre
hen daher au
h von S
hattenstreuung.4.4.1 s-Wellen-Streuung am PotentialtopfSei (s. Abbildung (28)): V (r) = � 0 r > r0�V0 r < r0 (4.4. 26)V0 = �h22mK20 ; K20 = U0Die Radialglei
hung f�ur l = 0 lautet: d2dr2 + k2! y0 = 0 r > r0 (4.4. 27) d2dr2 +K2! y0 = 0 r < r0 (4.4. 28)



4.4 Harte Kugel; s-Wellenstreuung am Potentialtopf; Resonanz 77K2 = K20 + k2; sei k2 � K20 (4.4. 29)Als L�osung f�ur die Radialglei
hung ergibt si
h:y0 = �sin(kr + Æ0) r > r0A sinKr r < r0 (4.4. 30)Stetigkeit von y und y0 bei r = r0 liefert:sin(kr0 + Æ0) = A sinKr0 (4.4. 31)k 
os(Kr0 + Æ0) = KA 
osKr0 (4.4. 32)tan(kr0 + Æ0) = kK tanKr0 (4.4. 33)oder: Æ0 = �kr0 + ar
tan� kK tanKr0� (4.4. 34)A = kq1 +K20 
os2Kr0 (4.4. 35)Wir betra
hten jetzt einen hinrei
hend tiefen Topf mit kK � 1 und kr0 � 1:1. Kr0 ni
ht bei (n+ 12)�, n = 0; 1; 2; : : :.Æ0;� �kr0 + kK tanKr0 = �kr0 �1� tanKr0Kr0 � (4.4. 36)�total � �0 = 4�k2 sin2 Æ0 � 4�r20 �1� tanKr0Kr0 �2 (4.4. 37)Wenn tanKr0 = Kr0, so vers
hwindet �: �total � 0.Das erkl�art den Ramsauer-E�ekt, n�amli
h, da� ein Potential (Atom, Kern) f�ur bestimmte Ener-gien dur
hsi
htig ist, d.h. es kommt zu keiner Streuung.2. Sei Kr0 = �(n + 12) und Kr � K, Er = �h2k2r2m die Resonanzenergie und K2r = K20 + k2r , dannliefert die Entwi
klung um K = Kr:Kk 
otKr0 = Kk 
ot (Krr0 � (Kr �K)r0) � Krkr tan(Kr �K)r0= Krkr (Kr �K)r0 � K2r �K22krr0 = k2r � k22k krr0 = Er �E�2 (4.4. 38)mit � = �h22m 4krr0 (4.4. 39)Mit krr0 � 1 folgt: Æ0 � ar
tan �2Er �E (4.4. 40)oder: tan Æ0 = �2Er �E (4.4. 41)Es folgt: eiÆ0 sin Æ0 = tan Æ01� i tan Æ0 = �2Er �E � i�2 = � �2E �Er + i�2 (4.4. 42)
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Abbildung 29: Lorentzkurve bei Resonanzf0 = 1k eiÆ0 = � 1kr �2E �Er + i�2 (4.4. 43)� � �0 = 4�kr2 sin2 Æ0 = �24(E �Er)2 + �24 (4.4. 44)In der N�ahe der Resonanz w�a
hst � also pl�otzli
h an, insbesondere, wenn � sehr klein ist. (s.Abbildung (29)) Die Streuphase Æ0 geht dur
h �2 .Wie f�ur s-Wellen kann man au
h l-Wellen-Resonanz studieren.Verallgemeinert gilt: Æl = ar
tan �2Er �E (4.4. 45)wenn in der l-Welle bei Er Resonanz auftritt.Wir betra
hten die Radialfunktion im Resonanzfall r < r0:y0 = A sinKr (4.4. 46)A = sin(kr0 + Æ0)sinKr0 � sin Æ0sinKrr0 = sin Æ0= sign (Er �E) �2q(Er �E)2 + �24 (4.4. 47)Die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit im Inneren ist proportional zu y20 , also proportional zu:A2 = �24(Er �E)2 + �24 (4.4. 48)Beim Dur
hgang dur
h die Resonanz, w�a
hst die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit also pl�otzli
h stark an.Wenn wir mit einem ni
htstation�aren Wellenpaket gere
hnet h�atten, so w�urden wir �nden, da� dasTeil
hen im Resonanzfall besonders lang im Inneren des Potentials bleibt. Wir haben einen sogenanntenquasistation�aren Zustand, ein virtuelles Niveau im Kontinuum oder Resonanz.Im Gegensatz zu den e
hten station�aren Zust�anden mit der Zustandsfunktion (t) � e�i i�hEt (4.4. 49)



4.5 Bes
hreibung des Streuproblems mittels der Green's
hen Funktion; elastis
he Streuung am Atom 79haben wir es hier mit E = Er � i2� zu tun. quasistat:(t) � e� i�h (Er� i2�) = e�i i�hErt� �t2�h (4.4. 50)Die Wahrs
heinli
hkeit: � = j quasistat:j � e���h t = e�t� (4.4. 51)klingt exponentiell ab. � = �h� hei�t Lebensdauer.In diesem Sinne lassen si
h radioaktive Zerf�alle als Zerf�alle eines quasistation�aren Zustandes deuten.Anderes Beispiel: In der Kernphysik spri
ht man bei der Streuung von zwei KernenA undB aneinanderim Resonanzfall vom Compound-Kern: (A+B) mit der Lebensdauer � .4.5 Bes
hreibung des Streuproblems mittels der Green's
hen Funktion; elastis
heStreuung am AtomWir haben bisher nur die asymptotis
he Form der Streuzust�ande betra
htet; das rei
ht zur Betra
htungder Streuung an si
h aus, aber ni
ht, wenn wir sukzessive N�aherungen entwi
keln wollen.1. Ziel: Umformung der S
hr�odingerglei
hung in eine Integralglei
hung.2. Ziel (im n�a
hsten Abs
hnitt): Verallgemeinerung des Streuproblems auf komplexe St�o�e, d.h.Verallgemeinerung der Potentialstreuung.Die S
hr�odingerglei
hung f�ur den Streuzustand lautet:�h22m (4+K2) k(~r) = V (r) k(~r); E = �h2K22m > 0 (4.5. 1)Die L�osung f�ur V = 0 sind ebene Wellen:�h22m(4+K2)'k(~r) = 0 (4.5. 2)< ~rj'k >= 'k(~r) = ei~k~r(2�) 32 (4.5. 3)De�nition 4.5.1: Die Funktion Gk(~r; ~r0) hei�t Green's
he Funktion:�h22m(4~r +K2)Gk(~r; ~r0) = Æ(~r � ~r0) (4.5. 4)Æ(~r � ~r0) = Z d3k 1(2�)3 ei~k(~r�~r0) (4.5. 5)Erkl�arung: Gk(~r; ~r0) bes
hreibt die Ausbreitung von Wellen, die von einer Quelle bei ~r0 ausgehen.Gk(~r; ~r0) hei�t au
h freier Propagator2.Wir w�ahlen folgenden Ansatz, mit Hilfe der Green's
hen Funktion l�a�t si
h die L�osung von Glei
hung(4.5. 1) in der Form einer Integralglei
hung s
hreiben: k(~r) = 'r(~r) + Z d3r0Gk(~r; ~r0)V (~r0) k(~r0) (4.5. 6)Dies ist geeignet f�ur eine iterative L�osung.2propagieren = ausbreiten
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...............................................................................................................................................v
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......................................K + iÆK � iÆ
Abbildung 30: RandfunktionenBeweis: �h22m(4~r +K2) k(~r) = 0 + Z d3r0Æ(~r � ~r0)V (~r0) k(~r0) = V (~r) k(~r) (4.5. 7)Konstruktion: Da die Di�erentialglei
hung f�ur Gk translationsinvariant ist, folgt:Gk(~r � ~r0) = Z d3q 1(2�)3 ~Gk(~q)ei~q(~r�~r0) (4.5. 8)Æ(~r � ~r0) = Z d3q 1(2�)3 ei~q(~r�~r0) (4.5. 9)Z d3q 1(2�)3 ei~q(~r�~r0) = Z d3q 1(2�)3 �h22m(4~r +K2) ~Gk(~q)ei~q(~r�~r0)= Z d3q 1(2�)3 �h22m(K2 � ~q2) ~Gk(~q)ei~q(~r�~r0) (4.5. 10)(K2 � ~q2) ~Gk(~q) = 2m�h2 (4.5. 11)~Gk(~q) = 2m�h2 1K2 � ~q2 (4.5. 12)Vorsi
ht: Bei K2 = ~q2 liegt eine Singulari�at vor.Sei zun�a
hst K komplex, dann ist ~Gk(~q) wohl de�niert. Wir betra
hten dann in der komplexen K-Ebene die Randfunktionen G(�)k wenn K gegen die reelle A
hse strebt. (s. Abbildung (30))De�nition 4.5.2: G(�)k (~q) = 2m�h2 1(K � iÆ)2 � ~q2 = 2m�h2 1K2 � iÆ � ~q2 (4.5. 13)�K > 0 : (K + i0)2 = K2 + 2iK0+ � 02+ = K2 + i0+�Wir zeigen jetzt, da� G(+)k (~q) uns die gew�uns
hte asymptotis
he Form liefert.G(+)k (~r) = Z d3q 1(2�)2 2m�h2 1(K + iÆ)2 � ~q2 ei~q~r= 14�2 Z 10 q2dq2m�h2 Z �0 (�)d(
os �) eiqr 
os �(K + iÆ)2 � ~q2 (4.5. 14)
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he Streuung am Atom 81� Z �0 d(
os �)eiqr 
os � = eiqr � e�iqriqr (4.5. 15)Mit Glei
hung (4.5. 15) lautet Glei
hung (4.5. 14):= 14�2ir Z 10 qdq2m�h2 eiqr � e�iqr(K + iÆ)2 � q2= 14�2ir Z 1�1 dq2m�h2 (�) qeiqr(q �K � iÆ)(q +K + iÆ)= � 12�r 2m�h2 Resq = K + iÆ qeiqr(q �K � iÆ)(q +K + iÆ)= � m2��h2 eiKrr| {z }ausl. Kugelw. (4.5. 16)G(+)k (~r � ~r0) = � m2��h2 eiKj~r�~r0jj~r � ~r0j (4.5. 17)Die zu G geh�orige L�osung nennen wir  :< ~rj (+)k >=  (+)k (~r) (4.5. 18)(+) weist auf auslaufende Kugelwellen hin. (+)k (~r) = 'k(~r)� m2��h2 Z d3r0 eiKj~r�~r0jj~r � ~r0j V (~r0) (+)k (~r0) (4.5. 19)Glei
hung (4.5. 19) ist die Integralglei
hung f�ur den Streuzustand  (+)k (~r).F�ur die Asymptotik gilt: V sei so bes
ha�en, da� wir lim~r!1 mit dem Integral vertaus
hen k�onnen(d.h. V (~r) st�arker als 1r f�ur r !1).j~r � ~r0j = rs1 + �r0r �2 � 2�~r0r2 (4.5. 20)r�1� ~r � ~r0r2 � = r � ~r~r0r (4.5. 21)Sei: ~k0 = K ~rr , jk0j = K, dann gilt: (s. Abbildung (31))eiKj~r�~r0jj~r � ~r0j ' eiKrr e�i~k0~r0 (4.5. 22) (+)k (~r) ' 'k(~r)� m2��h2 eiKrr Z d3~r0e�i~k0~r0V (~r0) (+)k (~r0)= 1(2�) 32  ei~k~r + f(k0; k)eiKrr ! (4.5. 23)mit: f(�; ') = f(k0; k) = �4�2m�h2 Z d3r0 e�ik0~r0(2�) 32 V (~r0) (+)k (~r0) (4.5. 24)
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;'k(~r)! Gk(~r; ~r0)!Integralglei
hung:
~r~k ~k ~k

~k ~k ~k~k

~r ~r
~r ~r ~r ~r0

~r0= +
 (+)k (~r)!

Abbildung 32: Graphis
he Deutung der Integralglei
hungGlei
hung (4.5. 24) ist unsere alte Streuamplitude. In einer abstrakten Darstellung sieht Glei
hung(4.5. 24) wie folgt aus: f(k0; k) = �4�2m�h2 < 'k0 jV j (+)k > (4.5. 25)denn: < 'k0 jV j (+)k >= Z d3r < 'k0 jV j~r >< ~rj (+)k >= Z d3rV (~r) < 'k0 j~r >< ~rj (+)k >= Z d3r'�k0(~r)V (~r) (+)k (~r) (4.5. 26)4.5.1 Borns
he N�aherung, DiagrammeDiagrammatis
he Deutung der Integralglei
hung: (s.Abbildung (32)) (+)k (~r) = 'k(~r) + Z d3r0G(+)k (~r; ~r0)V (~r0) (+)k (~r0) (4.5. 27)Dabei wird �uber die inneren Punkte ~r0 integriert.Innere Punkte (Vertex): An jedem Vertex ~r0 kommt ein Faktor V (~r0) hinzu.Die Iteration liefert f�ur die:0. N�aherung: (s. Abbildung (33))  (+)0k = 'k (4.5. 28)
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Abbildung 34: 1. N�aherung (Borns
he N�aherung)1. N�aherung: (s. Abbildung (34)) (+)1k (~r) = 'k(~r) + Z d3r0Gk(~r; ~r0)V (~r0)'k(~r0) (4.5. 29)2. N�aherung: (s. Abbildung (35)) (+)2k (~r) = 'k + Z d3r0Gk(~r; ~r0)V (~r0)'k(~r0)+ Z d3r0d3r00Gk(~r; ~r0)V (~r0)gk(~r0; ~r00)V (~r00)'k(~r00) (4.5. 30)n-te N�aherung: (s. Abbildung (36)) (+)nk (~r) = '+GV '+GVGV '+ : : :+GVGVGV : : : GV| {z }n-mal '+ : : : (4.5. 31)Die erste Borns
he N�aherung f�ur die Streuamplitude lautet:fB(k0; k) = �4�2m�h2 < 'k0 jV j'k >= � m2��h2 Z d3re�i~k0~rV (~r)ei~k~r= � m2��h2 Z d3rV (~r)e�i~q~r����~q=~k0�~k= � m2��h2 ~V (~q)����~q=~k0�~k (4.5. 32)t t....................................................................................................................................................... ............................................................................................................ .................................................................................................................................................................................................................
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............................ .......................... t t ttt ............................................................................................................................................................ ......................................................................... .........................................................................................................................
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Abbildung 36: n-te N�aherung~q2 = j~k0 � ~kj2 = K2 +K 02 � 2KK 0 
os �����K=K0= 2K2(1� 
os �) = 4K2 sin2 �2 (4.5. 33)Beispiel: Die elastis
he Streuung von Elektronen am Atom. (Die Borns
he N�aherung ist gere
htfertigtf�ur s
hnelle Elektronen)Der Kern des Atoms mit Z-Protonen be�nde si
h am Ort ~r = 0.F�ur die Elektronenverteilung �(~r) um ~r = 0 gilt:Z d3r�(~r) = Z (4.5. 34)�total(~r) = ZÆ(~r)� �el (4.5. 35)�el(~r) = j el(~r)j2 (4.5. 36)und f�ur das Potential: 4'(~r) = �4�e�total(~r) = �4�e (ZÆ(~r)� �(~r)) (4.5. 37)V (~r) = �e'(~r) (4.5. 38)Wir bilden jetzt die Fourier-Transformierte von '(~r) und �(~r):'(~r) = Z d3q 1(2�)3 ~'(~q)ei~q~r (4.5. 39)~'(~r) = Z d3r'(~r)e�i~q~r (4.5. 40)�(~r) = Z d3q 1(2�)3F (~q)ei~q~r (4.5. 41)~�el(q) = F (q) = Z d3r�(~r)e�iq~r � Z +O(q2) f�ur q2 ! 0 (4.5. 42)�q2 ~'(q) = �4�e (Z � F (q)) (4.5. 43)~V (q) = �e ~'(q) = �4�e2q2 (Z � F (q)) (4.5. 44)Die Streuamplitude lautet dann mit dem Bohr-Radius, s. Glei
hung (3.5. 24):fB(k0; k) = 2me2�h2 Z � F (q)q2 j~q=~k0�~k (4.5. 45)



4.6 Komplexe Streuungen, Abstrakte Formulierungen 85und f�ur den di�erentiellen Streuquers
hnitt gilt dann:d�Bd
 = jf(k0; k)j2 = 4m2e4�h4 �Z � F (q)q2 �2 j~q=~k0�~k (4.5. 46)F (q) ist der Formfaktor.Wenn wir F (q) vergessen und q2 = 4K2 sin2 �2 einsetzen, so erhalten wir die Rutherford-Streuformel:jfBj2 = � dd
�B�Rutherford = m2Z2e44�h2 1K2 1sin4 �2 (4.5. 47)Bei � = 0 tritt Divergenz auf.Das entspr�a
he der Streuung an einem reinen Coulombpotential. Tats�a
hli
h liegt bei Atomen alselektris
h neutrale Gebilde keine sol
he Divergenz vor, da (s. Glei
hung (4.5. 42) und Glei
hung (4.5.45)): FB(k0; k) = 2a0 O(q2)q2| {z }O(1) q ! 0 (4.5. 48)Dagegen: F�ur gro�e �, also j~qj = 2K ���sin �2 ��� gro�, so gilt F (q) � 0. Dann ist die Rutherfordformelbere
htigt.Betra
hte speziell das Wassersto�atom im Grundzustand (Z = 1):�(~r) = ��� Wasserstoff100 (~r)���2 = 1�a30 ; a0 = �h2me2 (4.5. 49)F (q) = 1�1 + a20q24 �2 (4.5. 50)Somit folgt: dd
�B = �2 + 14a20q2�2�1 + 14a20q2�4 a204 (4.5. 51)�Btot: = Z d
� dd
�B�= �K2  73 � 11 + a20K2 � 1�1 + a20K2�2 � 13 1�1 + a20K2�3! (4.5. 52)Es gilt dann f�ur die Streul�ange: aB = a0fB (4.5. 53)limK!0�Btot: = 4�a20 (4.5. 54)4.6 Komplexe Streuungen, Abstrakte FormulierungenWir hatten bisher: die Streuung eines Teil
hens an einem starren Potential, damit haben wir aberau
h den Fall:a) Elastis
he Streuung zweier Teil
hen aneinandererledigt.



86 4 StreutheorieDenn, wie wir s
hon gesehen hatten, k�onnen wir das Zweiteil
henproblemH = p212m1 + p222m2 + V (~r1 � ~r2) (4.6. 1)auf ein Einteil
henproplem reduzieren. (Einf�uhrung von Relativ- und S
hwerpunktskoordinaten undSeparation des Problems.)Im allgemeinen haben aber Teil
hen innere Freiheitsgrade:1. Elementarteil
hen: innerer Freihetsgrad Spin (s. Kapitel(6))2. Komplexe Teil
hen: Atome, Ionen und Kerne, sie bestehen aus Elementarteil
hen; M�ogli
hkeitin angeregten Zust�anden zu existieren; innere Quantenzahl (z.B. jnlm > f�ur Atome)Im allgemeinen lassen si
h drei Arten von Streuung unters
heiden:1. Elastis
he Streuung: A+B ! A+B Streuung von A an B, ohne da� si
h die inneren Quanten-zahlen �andern (Beispiel: Potentialstreuung, Elektronenstreuung am Atom, ohne da� das Atomangeregt wird).2. Inelastis
he Streuung: A+B ! A0+B0 Streuung von A an B, wobei innere Anregungen auftretenk�onnen (Beispiel: Atom geht in einen angeregten Zustand �uber).3. Reaktion: A+B ! C+D+(E+ : : :) A und B gehen in zwei andere Teil
hen �uber (z.B. ��Meson+Proton ! �0Meson+ Neutron ).Im allgemeinen ist also die We
hselwirkung zwis
hen zwei Teil
hen imstande sol
he �Uberg�ange wieunter (2) und (3) zu bes
hreiben.4.6.1 Verallgemeinerung unserer Bes
hreibungj (+)a > ist der Streuzustand; a 
harakterisiert den Ausgangszustand vor der Streuung mit der EnergieEa.(j (+)a > geht in j (+)k > �uber, wenn der Impuls �h~k zur Bes
hreibung ausrei
ht.)j'a > ist der Zustand ohneWe
hselwirkung (j'a > geht in j'k > (ebene Welle) �uber, wenn k ausrei
ht.)Der Hamiltonoperator lautet dann: Ĥ = Ĥ0 + V̂ (4.6. 2)(V bes
hreibt die We
hselwirkung) Hj (+)a >= Eaj (+)a > (4.6. 3)Ea im Kontinuum (Ea ! Ek = �h2K22m f�ur die Potentialstreuung).H0j'a >= Eaj'a > (4.6. 4)Somit lautet die Integralglei
hung f�ur j a > (Lippmann-S
hwinger-Glei
hung):j (+)a >= j'a > + 1Ea + iÆ �H0V j (+)a > (4.6. 5)Beweis: (H0 �Ea)j (+)a >= (H0 �Ea)j'a >| {z }=0 �V j (+)a > (4.6. 6)Der Operator 1Ea+iÆ�H0 entspri
ht der Greens
hen Funktion bei der Potentialstreuung.



87De�nition 4.6.1: Die Green's
he Funktion:G(+)a = 1Ea + iÆ �H0 (4.6. 7)Re
htfertigung: Aus der Potentialstreuung wissen wir:H0 = � �h22m4 mit H0j~q >= �h2~q22m j~q > (4.6. 8)Ea = �h2K22m (4.6. 9)In der Ortsdarstellung gilt:< ~rj (+)a >= ~rj'a > + Z d3r0 < ~rj 1Ea + iÆ �H0V j~r0 >< ~r0j (+)a > (4.6. 10) (+)a (~r) = 'a(~r) + Z d3r0Ga(~r; ~r0)V (~r0) (+)a (~r0) (4.6. 11)Gesu
ht ist jetzt Ga(~r; ~r0):Ga(~r; ~r0) =< ~rj 1Ea + iÆ �H0 j~r0 >= Z d3q < ~rj 1Ea + iÆ �H0 jq >< qj~r0 >= Z d3q < ~rjq > 1�h2K22m � �h2~q22m + iÆ < qj~r0 >= 2m�h2 Z d3q 1(2�)3 eiq(~r�rv0)K2 + iÆ � ~q2 (4.6. 12)Glei
hung (4.6. 12) entspri
ht unserer alten De�nition.5 Station�are N�aherungsverfahrenNur wenige Probleme der Quantenme
hanik k�onnen exakt gel�ost werden. In den meisten F�allen vonpraktis
her Bedeutung sind wir auf N�aherungsverfahren angewiesen. Wir wollen uns in diesem Kapitelmit der angen�aherten Bere
hnung von Energieeigenwerten und den zugeh�origen station�aren Zust�andenbes
h�aftigen. Diese Verfahren sind in erster Linie wi
htig bei der Deutung der Feinstruktur von Spek-tren in der Atom-, Molek�ul- und Kernphysik. Wir haben s
hon im vorherigen Abs
hnitt 4.3 die Born-s
he N�aherung in der Streutheorie kennengelernt. Das werden wir sp�ater no
hmals aufgreifen in einemallgemeinen Kapitel �uber die Theorie der Quanten�uberg�ange (s. Kapitel 7), wo wir einen zeitabh�angi-gen Formalismus kennenlernen werden.5.1 Rayleigh-S
hr�odinger St�orungsentwi
klung, ni
htentarteter FallWir nehmen an, da� der zeitunabh�angige Hamiltonoperator H unseres Systems aufgespalten werdenkann: H = H0 + V (5.1. 1)Dabei sei H0 vollkommen bekannt, d.h. wir kennen die Eigenwerte und Eigenzust�ande. V sei einekleine St�orung der Form: V = �W (5.1. 2)� sei ein reeller Parameter (Kopplungskonstante), W sei ein hermites
her Operator.F�ur das Spektrum von H0 gilt: H0jE0i ; � >= E0i jE0i ; � > (5.1. 3)
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H0

En
H = H0

E0n
Abbildung 37:Die Quantenzahl � soll zwis
hen den vers
hiedenen Zust�anden unters
heiden, die bez�ugli
hH0 entartetsind, z.B. H-Atom: H0jn lm|{z}� >= Enjn lm|{z}� > (5.1. 4)Das Spektrum von H wird stetig mit � variieren, so da� f�ur � = 0 die Spektren von H und H0zusammanfallen.Wenn das Spektrum von H0 entartet ist, so tritt beim Eins
halten der St�orung V meistens eine Auf-hebung der Entartung ein (Aufspaltung des Energieniveaus). (s. Abbildung (37)) Das ist unmittelbarverst�andli
h. Entartungen h�angen immer mit Symmetrien zusammen, z.B. atomare Energieeigenwerteh�angen ni
ht ab von der magnetis
hen Quantenzahlm wegen der Rotationssymmetrie. Beim Eins
hal-ten einer St�orung, die einen geringeren Symmetriegrad als H0 besitzt, erwarten wir dabei zumindesteine teilweise Aufspaltung, da der reelle Hamiltonoperator geringe Symmetrie besitzt.Betra
hte zun�a
hst ein diskretes, ni
htentartetes Niveau E0n: Es gilt also:(H0 �E0n)jE0n >= 0 (5.1. 5)Da jE0n > einfa
h, ist eine weitere Quantenzahl � zur Charakterisierung �uber
�ussig. E0n und jE0n >sind bekannt.Gesu
ht wird jetzt: (H �En)jEn >= 0 (5.1. 6)so da� gilt: lim�!0En = E0n (5.1. 7)und lim�!0 jEn >= jE0n > (5.1. 8)0 =< E0njH �EnjEn >=< E0njH0 + V �EnjEn >=< E0njE0n �En + V jEn >= (E0n �En) < E0njEn > + < E0njV jEn > (5.1. 9)�En = En �E0n = < E0njV jEn >< E0njEn > (5.1. 10)Der Projektionsoperator lautet hier: Pn = jE0n >< E0nj (5.1. 11)



5.1 Rayleigh-S
hr�odinger St�orungsentwi
klung, ni
htentarteter Fall 89mit H0Pn = E0njE0n >< E0nj = E0nPn = PnE0n = PnH0 (5.1. 12)Es gilt: Qn = 1� Pn (5.1. 13)mit Qn(H0 �E0n) = H0 �E0n � Pn(H0 �E0n) = H0 �E0n (5.1. 14)S
hreibe f�ur Glei
hung (5.1. 6): (H0 �E0n)jEn >= (�En � V )jEn > (5.1. 15)Multiplikation mit Qn liefert: (H0 �E0n)jEn >= Qn(�En � V )jEn > (5.1. 16)F�ur den Anfang gilt: jEn >= jE0n > + QnH0 �E0n (�En � V )jEn > (5.1. 17)Dies ist �aquivalent mit Glei
hung (5.1. 16), so da� lim�!0 jEn >= jE0n >.QnH0 �E0n = Xm6=n jE0m >< E0mjE0m �E0n (5.1. 18)Glei
hung (5.1. 18) ist ni
htsingul�ar, da wir Entartung ausges
hlossen hatten.Da gilt: < E0njQn =< E0nj(1� jE0n >< E0nj) = 0 (5.1. 19)folgt, wegen < E0njE0n >= 1 (Normierung):< E0njEn >=< E0njE0n >= 1 (5.1. 20)jEn > ist daher no
h ni
ht ri
htig normiert, ni
ht auf eins normiert. Glei
hung (5.1. 20) in Glei
hung(5.1. 10) eingesetzt liefert: �En =< E0njV jEn > (5.1. 21)Setzen wir Glei
hung (5.1. 17) in Glei
hung (5.1. 21) ein, so folgt:�En = < E0njV jE0n >| {z }O(�) +< E0njV QnH0 �E0n (�En � V )jEn >| {z }O(�2) (5.1. 22)F�ur die erste Ordnung in � (bzw. V ) gilt:�E(1)n =< E0njV jE0n > (5.1. 23)Dies ist der Erwartungswert der St�orung zwis
hen den ungest�orten Zust�anden.Da QnjE0n >= 0 gilt: jEn >(1)= jE0n > + QnH0 �E0n (�E(1)n � V )jE0n > (5.1. 24)jEn >(1)= �1 + QnE0n �H0V � jE0n > (5.1. 25)Indem man Glei
hung (5.1. 25) in Glei
hung (5.1. 23) einsetzt, erh�alt man jEn >(2) und sukzessiveweiter.



90 5 Station�are N�aherungsverfahrenSomit gilt f�ur die k-te N�aherung von �En:�E(k)n =< E0njV jEn >(k�1) (5.1. 26)F�ur die zweite Ordnung gilt: �E(2)n =< E0njV jEn >(1)=< E0njV jE0n > + < E0njV QnE0n �H0V jE0n >= �E(1)n + Xm(6=n) < E0njV jE0m >< E0mjV jE0n >E0n �E0m= �E(1)n + Xm(6=n) j < E0njV jE0m > j2E0n �E0m (5.1. 27)F�ur den Ein
u� von E0m auf E0n gilt:E0m > E0nE0m < E0n AbsenkungErh�ohung �) (5.1. 28)Niveau-Absto�ung (das Spektrum zieht si
h auseinander)Die Bere
hnung von h�oheren N�aherungen ist m�ogli
h, aber praktis
h ni
ht von allzu gro�em Interesse.Die zweite N�aherung ist jedo
h besonders wi
htig, wenn die erste N�aherung vers
hwindet, was h�au�gpassiert: Die St�orung hat dann kein Diagonalelement im Zustand jE0n >.Speziell gilt f�ur den Grundzustand: mit E01 < E0m (m = 2; 3; : : :)�E(2)n ��E(1)n = Xm6=n) j < E01 jV jE0m > j2E01 �E0m < 0 (5.1. 29)d.h. Absenkung in zweiter N�aherung f�ur den Grundzustand.Konvergenz: Im allgemeinen l�a�t si
h �uber die Konvergenz der Entwi
klung wenig sagen. Ein Ma�f�ur die G�ute der N�aherung ist jedo
h die �Uberlappung des Zustandes jEn >(1) mit dem ungest�ortenZustand jE0m > (m 6= n):< E0mjEn >(1)=< E0mj QnE0n �H0V jE0n >= < E0mjV jE0n >E0n �E0m (5.1. 30)Somit lautet die notwendige Bedingung f�ur die Konvergenz:����< E0mjV jE0n >E0n �E0m ����� 1 (5.1. 31)Beispiel: Grundzustand des Heliumatoms, bzw. von Z-2-fa
h ionisierten Atomen (Li+,Be++,. . . ).H = p212m + p222m � Ze2r1 � Ze2r2| {z }H0 + e2r12|{z}V (5.1. 32)Z = 2 f�ur He. r1 = j~r1j, r2 = j~r2j, r12 = j~r1 � ~r2j.Dieses Drei-K�orperproblem (Kern + zwei Elektronen) ist ni
ht exakt l�osbar. Sei V die St�orung, dannbes
hreibt H0 das Wassersto�problem f�ur zwei ni
htwe
hselwirkende Elektronen. F�ur den Grundzu-stand gilt: E01 = �2Z2me42�h2 = 2Z2R(ydberg) = �2Z2 � 13; 6eV (5.1. 33)



5.2 St�orungsre
hnung im Falle von Entartung bzw. Fastentartung 91F�ur die Wellenfunktion folgt:jE01 >! '(~r1; ~r2) = 1�a3 e� 1a (r1+r2); a = a0Z = �h2Zme2 (5.1. 34)F�ur die St�orung in erster Ordnung gilt:�E(1)1 =< E01 jV jE01 >= (�a3)�2 Z d3~r1d3~r2e� 2a (r1+r2) e2j~r1 � ~r2j= 8e2a Z 10 dr1r22e�2(r1+r2) Z �0 sin�d�qr21 + r22 � 2r1r2 
os�= 8e2a Z 10 dr1r1 Z 10 dr2r2e�2(r1+r2) �q(r1 + r2)2 �q(r1 � r2)2�= 16e2a 2 Z 10 dr1r21e�2r1 Z 1r1 dr2r2e�2r2 = 58 e2a = 53 Zme42�h2 = 54ZR (5.1. 35)Ein Verglei
h von Glei
hung (5.1. 33) und Glei
hung (5.1. 35) liefert f�ur Helium (Z = 1):E01 = �108; 8eV (5.1. 36)�E(1)1 = 34eV (5.1. 37)E(1)1 = �74; 8eV in erster Ordnung (5.1. 38)Eexp:1 = �78; 6eV (5.1. 39)Die Ann�aherung an das experimentelle Ergebnis ist s
hon re
ht gut.5.2 St�orungsre
hnung im Falle von Entartung bzw. FastentartungWenn die Bedingung: ���< E0mjV jE0n >���� ���E0n �E0m��� �= 0� 1 entartetfast entartet (5.2. 1)ni
ht erf�ullt ist, ist die St�orungstheorie im allgemeinen ni
ht anwendbar. Wir k�onnen jedo
h im fol-genden Spezialfall die St�orungsentwi
klung modi�zieren. Das Spektrum von H0 zerfalle in Gruppenvon endli
h vielen di
ht beieinander liegenden Niveaus, w�ahrend die Gruppen sehr weit auseinanderliegen. (s. Abbildung (38))F�ur das H0-Spektrum gilt E0Kn, mit jE0Kn >, dabei sei K der Gruppenindex und n = 1; 2; : : : ; gKdur
hlaufe die gK Niveaus einer Gruppe.Wir spre
hen dann von Fastentartung. Dieser Fall umfa�t den Fall der Entartung. Dann ist gK derEntartungsgrad und alle E0Kn zu festen K sind glei
h.Beispiel: F�ur das Wassersto�atom gilt En mit jnlm > und somit ist die Entartung n2-fa
h.Die St�orung sei klein im Verglei
h zu dem Abstand zweier bena
hbarter Gruppen.Der Projektionsoperator: PK = gKXn=1PKn = gKXn=1 jE0Kn >< E0Knj (5.2. 2)projiziert auf die K-te Gruppe, bzw. den zugeh�origen Unterraum des Gesamthilbertraumes.Wegen der Vollst�andigkeit von H0 gilt: 1 =XK PK (5.2. 3)



92 5 Station�are N�aherungsverfahren......................................

H0-Spektrum

(K + 1). Gruppe
K. Gruppe
(K � 1). GruppeAbbildung 38: H0-SpektrumV l�a�t si
h zerlegen wie folgt:V = 1 � V � 1 = XKK0 PKV PK0 =XK PKV PK + XK 6=K0 PKV PK0 = V0 + V 0 (5.2. 4)V0 verkn�upft nur Zust�and innerhalb einer Gruppe miteinander, w�ahrend V 0 nur Zust�ande aus vers
hie-denen Gruppen verkn�upft. V 0 kann daher wie im Abs
hnitt(5.1) st�orungstheoretis
h behandelt werden,da es vers
hiedene Gruppen miteinander verkn�upft, und die Energieniveaus 1EKn�EK0n0 (K 6= K 0) gro�sind.V0 dagegen ist relativ gro�, da die entspre
henden Energieniveaus zwei Energien der glei
hen Gruppeumfassen, deren Abstand klein ist.Da V0 jedo
h nur innerhalb einer Gruppe wirkt, k�onnen wir H0+V0 na
h der Matrixmethode in jedemUnterraum (Gruppe) mit der Dimension gK diagonalisieren.Betra
hte: H1 = H0 + V0 (5.2. 5)H0jE0Kn >= E0KnjE0Kn > (5.2. 6)< E0K0njV0jE0Kn >=< E0K0njPKV PK jE0Kn >= ÆKK0 < E0KnjV jE0Kn > (5.2. 7)Die Eigenzust�ande von H1 k�onnen also als Linearkombination der Zust�ande jE0Kn > aus jeweils einerGruppe aufgebaut werden. H1jE(1)K >= E(1)K jE(1)K > (5.2. 8)jE(1)K >= gKXn=1 aKn jE0Kn > (5.2. 9)< E0KnjE(1)K >= aKn (5.2. 10)E(1)K aKn =< E0KnjE(1)K jE(1)K >=< E0Knj H0 +XK0 PK0V PK0! gKXm=1 aKmjE0Km >= E0KnaKn + gKXm=1 < E0KnjV jE0Km > aKm (5.2. 11)
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hungssystem(5.2. 11) lautet:det�< E0KnjV jE0Km > +Ænm �E0Kn �E(1)K �� = 0 (5.2. 12)Diese Glei
hung GK-ten Grades in E(1)K liefert gK L�osungen: E(1)Kn mit den Zust�anden jE(1)Kn >, so da�gilt: H1jE(1)Kn >= E(1)KnjE(1)Kn > (5.2. 13)Damit ist H1 diagonalisiert. Wir k�onnen dann die Restst�orung V 0 st�orungstheoretis
h behandeln.H = H1 + V 0 (5.2. 14)Aus: < E(1)KnjV 0jE(1)Km >= XK0 6=K00 < E(1)KnjPK0V PK00 jE(1)Km >= 0 (5.2. 15)folgt, da K 0 6= K 00, nur eine Korrektur zweiter Ordnung:E(2)Kn = E(1)Kn + XK0(6=K);n0 j < E(1)K0n0 jV 0jE(1)Kn > j2E(1)Kn �E(1)k0n0 (5.2. 16)Zum S
hema siehe Abbildung (39).Beispiel: Der Starke�ekt am H-Atom mit elektris
hen Feld in z-Ri
htung:H0 = p22m � e2r (5.2. 17)V = �eFz = �eFr 
os� (5.2. 18)Dies ist die potentielle Energie im elektris
hen Feld, mit ~F = (0; 0; F ) und F sehr klein.< ~rjnlm >=  nlm(~r) = fnl(r)Ylm(�; ') (5.2. 19)Wegen V (~r) = �V (�~r) folgt mit Glei
hung (5.2. 19): nlm(~r) = (�1)l nlm(�~r) (5.2. 20)



94 5 Station�are N�aherungsverfahren< nlmjV jn0l0m0 >= Z d3r �nlm(~r)V (~r) nlm(~r)= � Z d3r(�1)l �nlm(�~r)V (�~r) n0l0m0(�~r)= (�1)l+l0+1Æmm0 + Z d3r �nlm(~r)V (~r) nlm(~r) (5.2. 21)= 0 wenn l; l0 beide gerade, bzw. ungerade (5.2. 22)= 0 wenn m 6= m0 da V (~r) unabh�angig vom Azimut ' (5.2. 23)Grundzustand: Da j100 > ni
htentartet ist, folgt:< 100jV j100 >= 0! (�E)Grundzust: = O(F 2) quadratis
her Starke�ekt (5.2. 24)Der zweite Eigenwert E02 = �R4 ist vierfa
h entartet. F�ur die Zust�ande gilt: 200(~r) = 1p4� 1(2a0) 32 �2� ra0� e� r2a0 = '1 210(~r) = �q 34� 
os� 1p24a30 ra0 e� r2a0 = '2 211(~r) = : : : = '3 21�1(~r) = : : : = '4Wegen der Entartung m�ussen wir erst in diesem Unterraum H0 + V diagonalisieren, bevor wir perSt�orungstheorie Korrekturen dur
h Beimis
hung anderer Zust�ande mit n = 1; 3; 4; : : : vornehmenk�onnen. Vmn =< 'mjV j'n >= 0BBB� 0 V12 0 0V21 0 0 00 0 0 00 0 0 0 1CCCA (5.2. 25)V12 =< '1jV j'2 >= eF8a40 Z 10 drr4 �2� ra0� e� ra0 Z d
 14� 
os2� (5.2. 26)Mit: Z d
 14� 
os2� = 12 Z �0 d�sin� 
os2� = 13 (5.2. 27)folgt f�ur Glei
hung (5.2. 26):= 124eFa0 Z 10 dxx4(2� x)e�x = �3eFa0 = V21 (5.2. 28)0 = det0�Vmn + Æmn(E(0)2 �E(1)2|{z}=" )1A (5.2. 29)0 = E(0)2 � " �3eFa0�3eFa0 E(0)2 � " (5.2. 30)"1 = E(0)2 + 3eFa0 (5.2. 31)"2 = E(0)2 � 3eFa0 (5.2. 32)"3 = E(0)2 (5.2. 33)"4 = E(0)2 (5.2. 34)
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4 fa
h
1 fa
h

3eF 2 fa
hE(1)21

Diagonalisieren St�orungstheoriequadratis
herStarke�ekt

E(1)22
linearerStarke�ektAbbildung 40:F�ur die zugeh�origen Zust�ande gilt: E(1)21 = E(0)2 + 3eFa0 (5.2. 35)E(1)22 = E(0)2 � 3eFa0 (5.2. 36)E(1)23 = E(1)24 = E(0)2 (5.2. 37)'(1)1 = 1p2('1 � '2) (5.2. 38)'(1)2 = 1p2('1 + '2) (5.2. 39)'(1)3 = '3 (5.2. 40)'(1)4 = '4 (5.2. 41)Zur s
hematis
hen Darstellung der Aufspaltung siehe Abbildung (40).5.3 VariationsverfahrenDie Methode, Variationsverfahren zur angen�aherten Bere
hnung von Energieeigenwerten und Eigen-zust�anden zu benutzen, beruht auf folgendem Theorem:Theorem: Sei j > beliebig aus dem Hilbertraum und H der Hamiltonoperator. Sei E [ ℄ = < jHj >< j >der Energiemittelwert.Jeder Zustandsvektor, f�ur den der Mittelwert station�ar ist bez�ugli
h Variationen des Zustandsvekktors,ist ein Eigenzustand von H. Der Eigenwert ist der station�are Wert des Funktionals E [ ℄.Beweis: Ausgehend von j > betra
hten wir Variationen jÆ >. Dabei haben wir j > und <  junabh�angig variiert, denn: j >= j 1 > +ij 2 >!<  j =<  1j � i <  2j (5.3. 1)Statt j 1 > und j 2 > als unabh�angig anzusehen, k�onnen wir au
h <  j und j > als unabh�angigansehen.



96 5 Station�are N�aherungsverfahrenDie Variation liefert: ÆE [ ℄ = < Æ jHj ><  j > � <  jHj ><  j > < Æ j ><  j > = 0 (5.3. 2)< Æ jHj >= E < Æ j > (5.3. 3)da < Æ j willk�urli
h, folgt: Hj >= Ej > (5.3. 4)Lemma: F�ur jedes j > gilt:E [ ℄ = <  jHj ><  j > � E0; Grundzustand (5.3. 5)Beweis: Sei Hjun >= Enjun > und Pn jun >< unj = 1.E [ ℄ = Pn <  jHjun >< unj >Pn <  jun >< unj >= PnEnj < unj > j2Pn j < unj > j2 � PnE0j < unj > j2Pn j < unj > j2 = E0 (5.3. 6)Anwendung: Sei H = H0 + V , H0j'0 >= E(0)0 j'0 >, < '0j'0 >= 1.E0 � E ['0℄ = < '0jH0 + V j'0 >< '0j'0 > = E(0)0 + < '0jV j'0 > (5.3. 7)D.h. der Wert, der si
h in st�orungstheoretis
her Ordnung ergibt, liegt oberhalb des exakten Wertes.5.3.1 Variationsverfahren f�ur den GrundzustandWenn der Grundzustand von H ni
ht exakt gefunden werden kann, so kann man von einem Ansatz =  (�; �; 
; : : :) f�ur den Grundzustand ausgehen und Parameter einbauen. Dur
h Aufsu
hen desMinimums von E = E ( (�; �; 
; : : :)) gewinnt man den bestm�ogli
hen Wert f�ur E0 im Rahmen dieserVariationszust�ande.Anmerkung: Dieses Verfahren eignet si
h zur Bestimmung von E0 sehr gut. Der Variationszustandj (�; �; 
; : : :) > ist jedo
h nur mit Vorsi
ht als gute N�aherung f�ur das exakte j 0 > anzusehen.Beispiel: Der Grundzustand des Heliumatoms.H =  p212m � Ze2r1 !+  p222m � Ze2r2 !+ e2r12 (5.3. 8)Als Grundzustandsansatz w�ahlen wir:�a(~r1; ~r2) = 1�a3 e� 1a (r1+r2) (5.3. 9)Wir w�ahlen jedo
h ni
ht wie bei der st�orungstheoretis
hen Re
hnung a = a0Z sondern setzen: a = a0Z0und variieren Z 0.Re
hnung: Z dr1dr2j�0j2 = 1 (5.3. 10)< p212m >= 1�a3 Z d3r1e� r1a ��h242m e� r1a = Z 02R (5.3. 11)



97< �Ze2r1 >= �2ZZ 0R (5.3. 12)< e2r12 >= 54Z 0R (5.3. 13)Dann gilt: E(Z 0) = < �Z0 jHj�Z0 >< �Z0 j�Z0 > = 2R�Z 02 � 2�Z � 516�Z 0� (5.3. 14)Der st�orungstheoretis
he Ausdru
k von Z 0 = Z lautet:E(Z) = 2R��Z2 + 58Z� (5.3. 15)Die Variation liefert dann: ��Z 0E(Z 0) = 0 (5.3. 16)Z 0 = Z � 516 (5.3. 17)EV ariation = �2R�Z � 516�2 < E(Z) (5.3. 18)F�ur Z = 2 gilt dann: ESt�orungsth: = �112 R = �74; 8eV (5.3. 19)EV ariation = �2�2716�2R = �76; 6eV (5.3. 20)Eexp: = �78; 6eV (5.3. 21)Dur
h Erweiterung des Ansatzes f�ur die Wellenfunktion mit bis zu a
ht Parametern kann man denexperimentellen Wert beliebig genau veri�zieren.6 Spin (des Elektrons)6.1 Spin und SpinorenDie bisher bespro
hene Quantenme
hanik steht in Analogie zur klassis
hen Me
hanik. Hamiltonope-rator, Impuls, Drehimpuls, et
. k�onnen wir aus der klassis
hen Me
hanik per Korrespondenzprinzip�ubernehmen. Wir werden uns jetzt mit zwei Faktoren bes
h�aftigen, die kein klassis
hes Analogon ha-ben. Zun�a
hst der Spin des Elektrons und allgemein der Spin von Elementarteil
hen. Sp�ater kommtno
h das Pauliprinzip hinzu.F�ur ein Atom mit Z Elektronen gilt:H0 = ZXi=1 p2i2m � Ze2ri !+Xi<j e2rij ; rij = j~ri � ~rjj (6.1. 1)~pi; ~ri sind der Impuls und die Koordinate des i-ten Elektrons.Mit einem homogenen Magnetfeld gilt: ~pi ! ~pi � e
 ~A(~ri) (6.1. 2)



98 6 Spin (des Elektrons)mit: ~A(~r) = 12 ~H� ~r; ~H = 
onst (6.1. 3)Der Hamiltonoperator lautet dann, wie s
hon behandelt:H = H0 � e2m
 ~H~L+O(H2) (6.1. 4)~L = ZXi=1 ~Li|{z}Bahndrehimpuls = ZXi=1 ~ri � ~pi Gesamtdrehimpuls (6.1. 5)Wir stellen uns vor, jedes Elektron besitzt ein magnetis
hes Moment, das Bahnmoment, mit:~�i = e2m
~Li (6.1. 6)~M = e2m
~L Gesamtmoment (6.1. 7)H = H0 � ~M ~H (6.1. 8)Da H0 rotationsinvariant ist, gilt: [H0; Lx;y;z℄ = 0 (6.1. 9)hH0; L2i = 0 (6.1. 10)Da H0 mit Lz =Pi Lzi und L2 vertaus
ht, folgt:j >= jnLM > (6.1. 11)mit: H0jnLM >= EnL0 jnLM > (6.1. 12)LzjnLM >= �hM jnLM > (6.1. 13)L2jnLM >= �h2L(L+ 1)jnLM > (6.1. 14)~L ist die Summe von Einzelbahndrehimpulsen, damit ergeben si
h folgende m�ogli
he L-Werte: L =0; 1; 2; 3; : : : (ganzzahlig) und m�ogli
he M -Werte: M = �L;�L+ 1; : : : ; L f�ur jedes L.Jeder Eigenwert EnL0 ist (2L+ 1)-fa
h entartet.F�ur die Eigenwerte von H = H0 � e2m
( ~H~L), mit ~H in z-Ri
htung gilt:EnLM = EnL0 +M j ~Hj�B ; �B = � e�h2m
 > 0 (6.1. 15)Man erwartet:1. Aufspaltung in (2L+1) Werte (s. Abbildung (41)), Gesamtzahl 2L+1 ungerade, da L ganzzahlig.2. < �E >= 0 (6.1. 16)3. Abstand bena
hbarter Niveaus = �BjHj unabh�angig vom Atom.Experimenteller Befund:1. Wenn Z ungerade ist, dann sind alle Multipletts gerade und somit ist L halbzahlig (12 ; 32 ; 52 ; : : :).
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Abbildung 41: Multiplett2. < �E >6= 0 normalerweise.3. Abstand bena
hbarter Niveaus = g�B jHj, g ist der Land�e-Faktor, h�angt vom speziellen Atomab.Aus (1) s
hlie�en wir, z.B. Stern-Gerla
h-Experiment, da� neben dem Bahndrehimpuls, der nur un-gerade Multipletts mit L ganzzahlig zul�a�t, no
h Eigendrehimpulse vorhanden sind, die mit einemEigen-Magnetmoment verkn�upft sind.Bezei
hnung: Der Eigendrehimpuls wird Spin genannt.Der Spin des Elektrons ergibt si
h automatis
h aus der relativistis
hen Theorie des Elektrons na
hDira
 (Dira
-Glei
hung).Hypothese (Uhlenba
h-Goudsmit 1925):1. Jedes Elektron besitzt einen Spin ~s (inneres Bahnmoment) der Gr�o�e �h2 , d.h. ~s ! ~J mit ~J2 )�h2j(j + 1), j = 12 . Wir s
hreiben: ~s2 = �h2s(s+ 1); s = 12 (6.1. 17)sz = �hm (m = �12) (6.1. 18)2. Mit dem Spin ist ein magnetis
hes Moment assoziiert:~�s = gs e2m
~s (6.1. 19)Dabei ist: gs = 2|{z}(a) + �2� +O(�2)| {z }(b) (6.1. 20)� = e2�h
 = 1137 = Feinstrukturkonstante (6.1. 21)Wobei (a) das normale Moment und (b) das anomale magnetis
he Moment, relativistis
henUrsprungs ist.Wir werden im folgenden gs = 2 setzen.Verallgemeinerung: Nukleonen (Protonen und Neutronen) haben ebenfalls den Spin 12 . Die zugeh�origenmagnetis
hen Momente sind im wesentli
hen anomal. Alle Elementarteil
hen haben diesen Spin.1. Teil
hen mit Spin 12 (bzw. 32 ; 52 ;et
.): Fermi-Dira
-Teil
hen.2. Teil
hen mit Spin 0,1,2,3,. . . : Bose-Teil
hen.



100 6 Spin (des Elektrons)Zust�ande: Die Spinzust�ande folgen aus unseren Untersu
hungen des Drehimpulses.Mit j = 12 , mj = �12 folgt: j+ >= j12 ;+12 >! ~s2j� >= �h2 34 j� > (6.1. 22)j� >= j12 ;�12 >! szj� >= �h(�12)j� > (6.1. 23)Da ~s2 = 34�h2, also j = 12 , festliegt, brau
hen wir dies ni
ht besonders zu kennzei
hnen. Nehmen wirj� > als Basis, so folgt in der Eigendarstellung f�ur einen beliebigen Spinzustand:j >= j+ >< +j > +j� >< �j >=  +j+ > + �j� > (6.1. 24)Wir f�uhren folgende Projektoren ein: P+ = j+ >< +j (6.1. 25)P� = j� >< �j (6.1. 26)Wir setzen ~s = �h2~� und erhalten in der Eigendarstellung die Pauli-Matrizen:�x =  0 11 0 ! (6.1. 27)�y =  0 �ii 0 ! (6.1. 28)�z =  1 00 �1 ! (6.1. 29)Das ist die Standarddarstellung, in der �z diagonal ist.Eigens
haften: �2x = �2y = �2z = 1 (6.1. 30)�x�y = ��y�x = i�z und zyklis
h (6.1. 31)Spur �x;y;z = 0 (6.1. 32)det �x;y;z = �1 (6.1. 33)Antikommutator: �x�y + �y�x = 0 (6.1. 34)sxsy + sysx = 0 und zyklis
h (6.1. 35)Observable und Zust�ande:1. Bahn-Observable: ~r; ~p; ~L = ~r � ~p, et
.2. Spin-Observable: ~sF�ur die Vertaus
hungsrelationen gilt:[xi; pj℄ = iÆij�h (Korrespondenzprinzip) (6.1. 36)[si; sj ℄ = i"ijksk�h Allg. Drehimpulsvert. Relation (6.1. 37)Der Raum der Zustandsfunktionen setzt si
h zusammen aus dem tensoriellen Produkt aus dem Hil-bertraum der Bahnzust�ande und dem zweidimensionalen Hilbertraum der Spinzust�ande.



6.1 Spin und Spinoren 101Sei j� >= fj+ >; j� >g dann gilt: j~r; � >= j~r > j� > (6.1. 38)F�ur einen allgemeinen Zustand j > folgt: (~r; �) =< ~r�j >= Funktion von ~r = x; y; z und von � = �12 (6.1. 39)Wir s
hreiben au
h:  (~r;�12) =  �(~r) (6.1. 40) = � +(~r) �(~r)� =  +(~r)�+  �(~r)� (6.1. 41)� = �10� ; � = �01�Die Zustandsfunktion  (~r) ist also zweikomponentig � + �� oder au
h ein Spinor.F�ur den Gesamtdrehimpuls gilt: ~j = ~L+ ~s (6.1. 42)und weiterhin gilt: [Li; sj℄ = 0 (6.1. 43)[Li; Lj ℄ = i"ijkLk (6.1. 44)[si; sj℄ = i"ijksk (6.1. 45)[ji; jj ℄ = i"ijkjk�h (6.1. 46)Die Pauli-Matrizen wirken auf die Spinoren �; � wie folgt:�x� =  0 11 0 !�10� = �01� = � (6.1. 47)�z� =  1 00 �1 !�10� = �10� = � (6.1. 48)�x� =  0 11 0 !�01� = �10� = � (6.1. 49)�z� =  1 00 �1 !�01� = � 0�1� = �� (6.1. 50)et
.6.1.1 Verallgemeinerung auf N ElektronenJedes Elektron i besitzt ~ri; ~pi und ~si, so da� f�ur die Basis gilt:j~ri; �i >; �i = �12 (6.1. 51)Der Hilbertraum ist dann das Tensorprodukt von N Einteil
henhilbertr�aumen. Der Basis-Zustandsieht dann wie folgt aus:j~r1�1; ~r2�2; : : : ; ~rN�N >= j~r1�1 > j~r2�2 > : : : j~rN�N >= j~ri�i > (6.1. 52)



102 6 Spin (des Elektrons)bzw.: < ~ri�ij >=  (~r1�1; ~r2�2; : : : ; ~rN�N ) (6.1. 53)Der Gesamt-Bahndrehimpuls lautet dann:~L =Xi ~Li =Xi ~ri � ~pi (6.1. 54)und f�ur den Gesamt-Spin gilt: ~S =Xi ~si (6.1. 55)Somit lautet der Gesamtdrehimpuls: ~J = ~L+ ~S (6.1. 56)6.2 Spinabh�angige We
hselwirkungenF�ur ein Atom in einem s
hwa
hen Magnetfeld gilt:H = H0 � e2m
 � ~H~L�| {z }Bahnmoment�Xi ~�si|{z}Spinmoment ~H+O(H2) (6.2. 1)Es gilt also: H �H0 = � e2m
 ~H �~L+ 2~S� mit gs ' 2 (6.2. 2)denn: Xi ~�si = gs e2m
Xi ~si ' em
 ~S (6.2. 3)Neben dem Bahndrehimpuls ~L tritt also der Spin ~S zweimal auf. Daneben gibt es relativistis
heKorrekturen, die aus der Dira
-Glei
hung folgen wie die Spin-Bahnkopplung f�ur ein Elektron.HS�B = �12~�s �EAtom � ~v
� (6.2. 4)mit E als elektris
hes Feld und ~v = 1m~p.Interpretation: Vom Elektron aus gesehen bewegt si
h der Kern des Atoms. Eine bewegte Ladung(Feld E) erzeugt also ein Magnetfeld ~v
 � E , an das das Spinmoment ankoppelt.Der Faktor 12 (Thomasfaktor) ist klassis
h ni
ht zu verstehen, ergibt si
h aber zwangslos aus derDira
-Theorie.Ber�u
ksi
htigen wir nur das Feld des Kerns (und ni
ht der �ubrigen Elektronen), so folgt:eE = �~rr ddrV (6.2. 5)E � ~v
 = � 1e
r ddrV �~r � ~pm� = � 1em
r ddrV ~L (6.2. 6)HSpin�Bahn = 12m2
2 1r ddrV �~Li~si� (6.2. 7)HGesamtSpin�Bahn = 12m2
2 Xi 1ri ddriV �~Li~si� (6.2. 8)Es folgt: H = H0 � e2m
 ~H �~L+ 2~S�+HSpin�Bahn +HKin:rel: (6.2. 9)



6.3 Addition von Drehimpulsen 103F�ur die relativistis
he Korrektur zur kinetis
hen Enrgie gilt:HKin:rel: = q
2p2 +m2
4 �m
2 = m
20�s1 + p2m2
2 � 11A� m
20�12 p2m2
2 � 18  p2m2
2!2 + : : :1A = p22m � p48m3
2 +O� 1
4� (6.2. 10)6.3 Addition von DrehimpulsenDas Problem eines Elektrons im Zentralfeld und �au�erem Magnetfeld ist jetzt gegeben dur
h:H = 12m0 �~p� e
 ~A�2 + V (r)� ~�s ~H+HS�B +Hrel: (6.3. 1)mit: HS�B = 12m2
2 1r ddrV �~L~S� (6.3. 2)und: Hrel: = � p48m3
2 (6.3. 3)oder bei einem s
hwa
hen Magnetfeld, mit ~A = 12 ~H� ~r:H = p22m0 + V (r)� e2m
 ~H �~L+ 2~S�+HS�B +Hrel: +O(H2) (6.3. 4)Neben den drei Bahnquantenzahlen (z.B. nlm beim H-Atom) haben wir eine weitere Quantenzahl f�urden Spin: Sz = ��h2 Projektion auf eine vorgegebene z-A
hse.Wir setzen ~H = 0: H = p22m0 + V (r)| {z }H0 +HS�B +Hrel: = H0 +HS�B (6.3. 5)Wenn HS�B = 0, dann vertaus
hen folgende Operatoren mit H:L2 ! �h2l(l + 1) (6.3. 6)Lz ! �hml; ml = �l;�l + 1; : : : ; l (6.3. 7)S2 ! �h2 12(12 + 1) = �h2 34 (6.3. 8)Sz ! �hms; ms = �12 (6.3. 9)S2 gibt keine interessante Quantenzahl, da S2 = 34�h2 festliegt. Wenn HS�B 6= 0, f�allt die Quantenzahlml weg, denn es gilt [H;Lz℄ 6= 0, wegen [HS�B; L℄ 6= 0.Ebenso f�allt ms weg, da [HS�B; Sz℄ 6= 0.Wir haben vielmehr folgende mit H vertaus
hbare Operatoren:~L2 ! l(l + 1)�h2 (6.3. 10)~S2 ! 34�h2 (6.3. 11)



104 6 Spin (des Elektrons)~J2 ! J(J + 1)�h2 (6.3. 12)Jz !M�h = (ml +ms)�h2 (6.3. 13)Da ~J2 = ~L2 + ~S2 + 2(~L~S) mit H vertaus
hen (hH0; ~J2i = 0; hHS�B; ~J2i = 0), ist J eine gute Quan-tenzahl. Weiterhin vertaus
hen alle Komponenten Jx; Jy; Jz mit H. Da die Jx;y;z ni
ht untereinandervertaus
hen, liefert jedenfalls Jz eine gute Quantenzahl.Es existiert also f�ur H; ~L2; ~J2 und Jz (und ~S2 = �h2 34) eine gemeinsame Eigenbasis.Wir werden also auf das Problem gef�uhrt, die Eigenzust�ande des Gesamtdrehimpulses ~J = ~L + ~Saufzusu
hen. Verallgemeinerung:6.3.1 Addition von ~J1 + ~J2 = ~J~J1; ~J2 seien unabh�angig voneinander: [J1i; J2j ℄ = 0 (6.3. 14)Die zugeh�origen Eigenzust�ande sind:1. jj1m1 > mit: ~J21 jj1m1 >= �h2j1(j1 + 1)jj1m1 > (6.3. 15)J1zjj1m1 >= �hm1jj1m1 > (6.3. 16)2. jj2m2 > mit: ~J22 jj2m2 >= �h2j2(j2 + 1)jj2m2 > (6.3. 17)J2zjj2m2 >= �hm2jj2m2 > (6.3. 18)Seien j1; j2 fest, dann haben wir (2j1+1) Zust�ande jj1m1 > und (2j2+1) Zust�ande jj2m2 >. O.B.d.A.gelte j1 � j2. Wiederum sei der Hilbertraum das Tensorprodukt der Einzelhilbertr�aume.F�ur die Zust�ande gilt: jj1m1; j2m2 >= jj1m1 > jj2m2 > (6.3. 19)so da�: ~J21 jj1m1; j2m2 >= �h2j1(j1 + 1)jj1m1; j2m2 > (6.3. 20)usw.Dies sind o�enbar au
h Eigenzust�ande zu Jz = J1z + J2z:Jz jj1m1; j2m2 >= �hM jj1m1; j2m2 >; M =m1 +m2 (6.3. 21)aber im allgemeinen keine Eigenzust�ande von ~J2. Die Anwendung von ~J2 f�uhrt allerdings ni
ht ausdem Raum der (2j1 + 1)(2j2 + 1)-Zust�ande heraus, da die Komponenten Jx;y;z ni
ht herausf�uhren.Gesu
ht sind die Eigenzust�ande zu ~J2; Jz : jj1j2JM > so da� gilt:~J2jJM >= �h2J(J + 1)jJM > (6.3. 22)JzjJM >= �hM jJM > (6.3. 23)O�enbar gilt: jJM >= Xm1m2 jj1m1; j2m2 >< j1m1; j2m2jJM >= Xm1;m2(M=m1+m2)Cj1j2(JM jm1m2)jj1m1; j2m2 > (6.3. 24)
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m2
m1
a)b)

M = m1 +m2 =
onst M = m1 +m2 = 
onstAbbildung 42:Die Cj1j2(JM jm1m2) hei�en Clebs
h-Gordan-KoeÆzienten (tabelliert).Anwendung von Jz auf beide Seiten liefert sofort: M = m1 +m2, andernfalls vers
hwindet Cj1j2 . Dashei�t, jedes jJM > ist eine Linearkombination derjenigen jj1m1; j2m2 > f�ur die m1 +m2 =M ist.Wel
he Werte von J kommen jetzt in Frage?1. Betra
hte maximales M = m1 +m2: Mmax = �J = j1 + j2 (6.3. 25)Dazu geh�ort ein Zustand: jj1j1; j2j2 > daraus folgt dann M = j1 + j2 und �J = j1 + j2, denn J2und Jz kommutieren, haben daher gemeinsame Eigenzust�ande. Da jj1j1; j2j2 > einfa
h bez�ugli
hJz folgt der Eigenzustand von ~J2.Also: jj1j1; j2j2 >= j �J;M = �J > (6.3. 26)mit: ~J2j �J �J >= (J2z + Jz + J�J+)j �J �K > s.G.(3.3. 11) (6.3. 27)Mit J+j �J �J >= 0 gilt: = (J2z + Jz)j �J �J >= �h2 �J( �J + 1)j �J �J > (6.3. 28)In diesem maximalen �J = j1 + j2 konstruieren wir in �ubli
her Weise dur
h Anwendung desAbsteigeoperators J� = J1� + J2� die �ubrigen Zust�ande (s. Abbildung (42)) mit:~J2j �JM >= �h2 �J( �J + 1)j �JM > (6.3. 29)Jzj �JM >= �hM j �JM > (6.3. 30)Das liefert 2 �J + 1 = 2(j1 + j2) + 1 Zust�ande.



106 6 Spin (des Elektrons)2. Sei: M = �J � 1 = j1 + j2 � 1 (6.3. 31)Dazu geh�oren zwei Zust�ande: jj1m1 = j1 � 1; j2j2 > (6.3. 32)und: jj1j1; j2m2 = j2 � 1 > (6.3. 33)Eine Linearkombination davon wurde bereits in (1) verbrau
ht n�amli
h J�j �J �J >. Die andere,dazu orthogonale j� >, ist dann Eigenzustand zu ~J2 mit J = �J � 1, denn einerseits gilt:< �jJ�j �J �J >= 0 (6.3. 34)also folgt: < �J �J jJ+j� >= 0 (6.3. 35)andererseits gilt: J+j� >= �j �J �J > (6.3. 36)Es folgt � = 0 und damit gilt:J2j� >= (J2z + Jz + J�J+)j� >= �h2 �( �J � 1)2 + �J � 1� j� >= �h2( �J � 1) �J j� > (6.3. 37)Somit folgt: j �J � 1; �J � 1 > (6.3. 38)Denn da M = �J � 1 gilt, kann J nur glei
h �J � 1 oder �J sein. �J f�allt aber aus, da alle Zust�andemit J = �J s
hon erfa�t sind.Ausgehend von j �J � 1; �J � 1 > (s. Abbildung (42)) konstruieren wir mit J� alle Zust�ande f�urdie gilt: ~J2j �J � 1;M >= �h2( �J � 1)( �J � 1 + 1)j �J � 1;M > (6.3. 39)Jzj �J � 1;M >= �hM j �J � 1;M > (6.3. 40)Insgesamt bekommen wir 2( �J � 1) + 1 = 2 �J � 1 Zust�ande.3. Sei M = �J � 2 dann erhalten wir drei Zust�ande:(a) m1 = j1; m2 = j2 � 2 (6.3. 41)(b) m1 = j1 � 1; m2 = j2 � 1 (6.3. 42)(
) m1 = j1 � 2; m2 = j2 (6.3. 43)Davon sind s
hon zwei Linearkombinationen verbrau
ht, die dritte geh�ort zu:J = �J � 2 (6.3. 44)Somit erhalten wir 2( �J � 2) + 1 Zust�ande.



6.3 Addition von Drehimpulsen 107Wir sehen also, da� J die Werte �J; �J � 1; �J � 2; : : : annehmen kann. Wir bezei
hnen das minimale Jmit J . O�ensi
htli
h mu� gelten:JXJ= �J(2J + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1) = A (6.3. 45)A = �JXJ=0(2J + 1)� J�1XJ=0(2J + 1)= (J + 1)2 � J2 = (j1 + j2 + 1)2 � J2 = (2j1 + 1)(2j2 + 1) (6.3. 46)J = jj1 � j2j = j1 � j2 (6.3. 47)da gelten soll j1 � j2.Zusammenfassung: jJM >= Xm1+m2=M Cj1j2(JM jm1m2)jm1m2 > (6.3. 48)mit: J = j1 + j2j1 + j2 � 1...j1 � j2 (6.3. 49)und jeweils (2J + 1)-Zust�anden.Beispiel: Zwei Spin(12)-Systeme (zwei Elektronen bzw. Nukleonen) mit den Spins:~s1; ~s2 (6.3. 50)und den Zust�anden: j+1 +2 >; j+1 �2 >; j �1 +2 >; j �1 �2 > (6.3. 51)Der Gesamtraum besteht aus vier Zust�anden. Aus:j1 = j2 = 12 (6.3. 52)folgt: J = 1 oder J = 0 (6.3. 53)F�ur die Triplettzust�ande des Gesamtspins gilt:~S = ~s1 + ~s2 (6.3. 54)~S2 = �h2J(J + 1) = 2�h2 (6.3. 55)Dazu geh�ort: Sz = �hM (6.3. 56)mit: M = 1 : jJ = 1;M = 1 >= j++ > (6.3. 57)M = 0 : j1; 0 >= 1p2 (j+� > +j �+ >) (6.3. 58)M = �1 : j1;�1 >= j � � > (6.3. 59)F�ur den Singlett-Zustand des Gesamtspins gilt.~S = ~s1 + ~s2 (6.3. 60)



108 6 Spin (des Elektrons)~S2 = 0 (6.3. 61)Dazu geh�ort: Sz = �hM = 0 (6.3. 62)mit: jJ = 0;M = 0 >= j0; 0 >= 1p2 (j+� > �j �+ >) (6.3. 63)6.4 Feinstruktur der Atome, speziell des Wassersto�sS
hauen wir uns jetzt die Vers
hiebung der Energieeigenwerte im Atom dur
h den Spin-Bahn-Terman.F�ur ein Elektron gilt:H = p22m + V (r)| {z }H0 � 12m
2  p22m!2 + HS�B| {z }s:Glei
hung(6:2:7)+ HKin:rel:| {z }s:Glei
hung(6:2:10) (6.4. 1)H0 vertaus
ht mit folgenden Operatoren ~L2; Lz; ~S2; Sz.Mit H vertaus
hen dann die Operatoren:~L2 ! �h2l(l + 1) Quantenzahl l (6.4. 2)~J2 ! �h2j(j + 1) Quantenzahl j (6.4. 3)Jz ! �hmj Quantenzahl mj (6.4. 4)~S2 ! �h2s(s+ 1) Quantenzahl s (6.4. 5)Dann gilt f�ur den Gesamtdrehimpuls:~J2 ! j(j + 1) mit j = l � 12 (6.4. 6)und f�ur die Eigenzust�ande: j >= jnljmj > (6.4. 7)F�ur die Energieeigenwerte folgt: H0 liefert die Energie E(0)nl .E(1)nlj = E(0)nl + < HS�B > St�orungstheorie 1. Ordnung (6.4. 8)~L~s = 12 � ~J2 � ~L2 � ~s2�! �h22 �j(j + 1)� l(l + 1)� 34� (6.4. 9)Also gilt: E(1)nlj = E(0)nl + �h2(2m
)2 < 1r ddrV >nl �j(j + 1)� l(l + 1)� 34�mit: j = l � 12= E(0)nl + �h2(2m
)2 < 1r ddrV >nl � l�(l + 1) (j = l + 12)(j = l � 12) (6.4. 10)Das ist die wohlbekannte Dublettaufspaltung, z.B. der Alkaliatome, die gelbe Natriumlinie. Term
ha-rakterisierung: nlj ! 1s 12 ; 2s 12 ; 2p 12 ; 2p 32 , et
.



6.4 Feinstruktur der Atome, speziell des Wasserstoffs 109Wir betra
hten speziell das H-Atom, wo wir zur Erkl�arung der vollen Feinstruktur au
h die relativi-stis
he Korrektur der kinetis
hen Energie mitnehmen wollen.Wir f�uhren die Feinstrukturkonstante ein: � = e2�h
 = 1137 (6.4. 11)und es sei: E0n = � Rn2 = � me42�h2n2 = �m
2 �22n2 (6.4. 12)V = �e2r (6.4. 13)1r ddrV = e2r3 (6.4. 14)< 1r3 >nl= 1a30 2l(l + 1)(2l + 1)n3 a0 = �h2me2 (6.4. 15)< HS�B >= �h2e24m2
2 m3e6�h6 2n3(2l + 1)� 1l+1�1e (j = l + 12)(j = l � 12)= �E(0)n �2n(2l + 1)� 1l+1�1l (j = l + 12)(j = �12) (6.4. 16)Der relativistis
he kinetis
he Energie-Korrekturterm lautet dann:< Hkin:rel: >= � 12m
2 <  p22m!2 >nl (6.4. 17)Mit: p22m = H0 + e2r +O( 1
2 ) (6.4. 18)< H0 >= E(0)n < H2o >= E(0)2n (6.4. 19)folgt dann: � 12m
2 < H20 + 2H0 e2r + e4r2 >= � 12m
2 �E(0)2n + 2e2E(0)n < 1r >nl +e4 < 1r2 >nl�= � 12m
2  E(0)2n + 2E(0)n e2a0n2 + 2e4a20n3(2l + 1)!= E(0)n �2n2  nl + 12 � 34! (6.4. 20)Die korrekte relativistis
he Entwi
klung der Wassersto�eigenwerte ist dann:Enlj = E(0)nl  1 + �2n2  nl + 12 � 34 � n2l + 1  1l+1�1l !!! (j = l + 12)(j = l � 12) (6.4. 21)F�ur j = l + 12 gilt: nl + 12 � 34 � n(2l + 1)(l + 1) = n2l + 1 �2� 1l + 1�� 34= nl + 1 � 34 = nj + 12 � 34 (6.4. 22)
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2p; 2sE0n8 fa
h entartet2n2Spin

4 fa
h
obige Formel 2s 122p 32

Lamb - Shift 19471076Mhz2s 12 ; 2p 12 2p 120:4 � 10�4eV = 104MHz
Abbildung 43: Terms
hema f�ur n = 2und f�ur j = l � 12 gilt:nl + 12 � 34 + n(2l + 1)l = n2l + 1 �2 + 1l �� 34 = nl � 34 = nj + 12 � 34 (6.4. 23)Es gilt also: Enlj = E(0)n + < HS�B > + < Hkin:rel: > +O� 1
4�= E(0)n 0BBBB�1 + �2n2  nj + 12 � 34!| {z }Feinstruktur +O(�4)1CCCCA (6.4. 24)Die Aufspaltung ist in Abbildung (43) dargestellt.Die Aufspaltung des 2s 12 ; 2p 12 Niveaus wird erst in der Quantenelektrodynamik klar, d.h. We
hselwir-kung vom Elektron mit quantisierter Strahlung (Vakuum
uktuationen). Dies wurde 1847 von Lambgemessen und von Bethel bere
hnet.6.5 Anomaler Zeeman-E�ekt, Land�e-FaktorWir gehen von einem s
hwa
hen Magnetfeld in z-Ri
htung aus.H = HH=0 � e2m
 jHj(Lz + 2Sz) = HH=0 + �B jHj1�h (Lz + 2Sz)| {z }=Jz+Sz (6.5. 1)H = H0 + 12m2
2 1r ddrV ~L~S|{z}= 12 (J2�L2�S2) (6.5. 2)H = H0 � e2m
Hz(Lz + 2Sz| {z }=(Jz+Sz) ) (6.5. 3)vertaus
hbare QuantenzahlenOperatorenf�ur G.(6.5. 2) gilt: L2S2J2Jz ! l; s = 12 ; j;mjf�ur G.(6.5. 3) gilt: L2S2LzSz ! l; s = 12 ;ml;msDer anomale Zeeman-E�ekt ist eine s
hwa
he Magnetfeldkorrektur bei dominanter Spin-Bahn-Kopplung.



6.5 Anomaler Zeeman-Effekt, Land�e-Faktor 111Die Vers
hiebung im Magnetfeld ist gegeben dur
h:�Enlj = �BjHj1�h < Jz + sz > (6.5. 4)< Jz + sz >=< nljmjjJz + szjnljmj >= gmj�h (6.5. 5)�Enlj = gmj�BjHj (anstelle von m� l�BjHj ohne Spin) (6.5. 6)g ist hierbei der Land�e-Faktor.Re
hnung: Jzjnljmj >= �hmjjnljmj > (6.5. 7)g = 1 + < sz >�hmj (6.5. 8)Die Re
hnung ist etwas langwierig und sei ohne lange Kommentare dur
hgef�uhrt.1. �~L~s� jnljmj >= 12 � ~J2 � ~L2 � 34�h2� jnljmj >= ajnljmj > (6.5. 9)mit: a = �h22 �j(j + 1)� l(l + 1)� 34� (6.5. 10)2. hJx;y;z; ~L~si = 0 (6.5. 11)3. < h~s� ~J; �~L~s�i >=< �~s� ~J� �~L~s�| {z }s.G(6.5. 9)� �~L~s�| {z }s.G(6.5. 9) �~s� ~J� >= 0 (6.5. 12)4. [sj; sm℄ = "jmni�hsn (6.5. 13)5. �~s ~J� jnljmj >= 12 � ~J2 + ~s2 � ~L2� jnljmj >= �h22 �j(j + 1) + 34 � l(l + 1)� jnljmj > (6.5. 14)6. "ijk"jmn = "jki"jmn = ÆkmÆin � ÆknÆim (6.5. 15)7. ~L ~J = � ~J � ~s� ~J = ~J2 � ~s ~J (6.5. 16)



112 7 Theorie der Quanten�uberg�ange (Allgemeine zeitabh�angige Entwi
klungen)h�~s� ~L�i ; ~L~si = "ijk hsjJk;�~L~s�iMit Glei
hung (6.5. 11) folgt: = "ijk [sj; smLm℄Jk= "ijk [sj; sm℄LmJkWegen Glei
hung (6.5. 13) gilt: = i�h"ijk"jmnsnLmJkMit Glei
hung (6.5. 15) folgt: = i�h(ÆnmÆin � ÆknÆim)snLmJk= i�h �si �~L ~J�� Li �~s ~J��Mit Glei
hung (6.5. 16) gilt: = i�h �si ~J2 � Ji �~s ~J�� (6.5. 17)speziell gilt dies f�ur i = z.Aus Glei
hung (6.5. 12) und Glei
hung (6.5. 17) folgt dann:< sz ~J2 >=< Jz �~s ~J� > (6.5. 18)< sz ~J2 >= �h2j(j + 1) < sz >= �h22 �j(j + 1) + 34 � l(l + 1)�< Jz >| {z }�hmj (6.5. 19)Somit folgt f�ur den Land�e-Faktor:g = 1 + < sz >�hmj = 1 + j(j + 1) + 34 � l(l + 1)2j(j + 1) = 1 + � 12l+1� 12l+1 j = l + 12j = l � 12 (6.5. 20)7 Theorie der Quanten�uberg�ange (Allgemeine zeitabh�angige Ent-wi
klungen)Der zeitabh�angige Formalismus, den wir bespre
hen wollen, ist das wi
htigste Verfahren zur Bes
hrei-bung von �Uberg�angen in der Quantenme
hanik, eignet si
h aber ebensogut f�ur st�orungstheoretis
heEntwi
klungen in der Theorie von Vielteil
hensystemen (Diagramme).Ein quantenme
hanis
hes System sei bes
hrieben dur
h H0. F�ur die station�aren Zust�ande j'a > gilt:H0j'a >= Eaj'a > (7.0. 21)Das Spektrum von Ea ist kontinuierli
h und (oder) diskret.Sei V (t) eine zeitabh�angige St�orung, die �Uberg�ange des quantenme
hanis
hen Systems vom Ausgangs-zustand j'a > zum Endzustand j'b > bewirkt.F�ur V (t) gibt es zwei M�ogli
hkeiten:1. V (t) ist explizit zeitabh�angig, somit ist j'a > diskret bzw. kontinuierli
h, womit j'b > ebensodiskret bzw. kontinuierli
h ist.Sei A der Operator der Ankn�upfung ans System und F (t) ein zeitabh�angiges �Au�eres Feld aberkein Operator, dann gilt: V (t) = AF (t) (7.0. 22)
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Abbildung 44: Streuung zweier Teil
henBeispiel: V (t) = �exE(t) (7.0. 23)E(t) ist hier das �au�ere elektris
he Feld. Dies gilt z.B. f�ur Absorbtion und Emission von Strahlung(optis
he Spektroskopie), aber au
h f�ur die Neutronenspektroskopie et
.V (t) = �V (t)0 t1 < t < t2sonst (7.0. 24)Das System be�ndet si
h also unter dem Ein
u� der St�orung im Zeitintervall zwis
hen t1 undt2, und wir messen die �Ubergangsrate von j'a > na
h j'b >.2. V (t) ist zeitunabh�angig, woraus Streuvorg�ange folgen.Das System besteht aus zwei Teil
hen (A) und (B) (s. Abbildung (44)), bei dem die Teil
henf�ur t ! �1 entkoppelt sind, da sie sehr weit voneinander entfernt sind. Dann �ndet eineStreuung statt und f�ur t ! 1 sind die Teil
hen wieder sehr weit voneinander entfernt, alsoentkoppelt. j'a > bes
hreibt das entkoppelte Gesamtsystem f�ur t! �1, j'b > das entkoppelteGesamtsystem f�ur t!1.Es gibt drei m�ogli
he F�alle f�ur die Streuung:j'a > j'b >(a) Elastis
he Streuung: (A) + (B) ! (A) + (B)(b) Inelastis
he Streuung: (A) + (B) ! (A0) + (B0)(
) Reaktion: (A) + (B) ! (C) + (D)Formal setzt man: V (t) = V e�Æjtj (7.0. 25)Æ ist in�nitesimal (adiabatis
hes Eins
halten der St�orung).Wir bes
hreiben beide F�alle mit dem glei
hen Formalismus.



114 7 Theorie der Quanten�uberg�ange (Allgemeine zeitabh�angige Entwi
klungen)7.1 We
hselwirkungsbild (Dira
 bzw. Tomanaga-Bild)Der Hamiltonoperator sei: H = H0 + V (t) (7.1. 1)i�h ��t j (t) >= H(t)j (t) > j (t) >= j S(t) > (7.1. 2)De�nition 7.1.1: We
hselwirkungsbildj ~ (t) >= e i�hH0tj S(t) > (7.1. 3)~A(t) = e i�hH0tAe� i�hH0t (7.1. 4)Im Falle V = 0 gilt: j ~ >= j Heisenberg > (7.1. 5)Die Bewegungsglei
hung lautet dann:i�hj ��t ~ (t) >= e i�hH0t (�H0 +H0 + V (t)) e� i�hH0te i�hH0tj S(t) >= ~V (t)j ~ (t) > (7.1. 6)Der Zustand �andert si
h also nur unter dem Ein
u� der St�orung mit:~V (t) = e� i�hH0tV (t)e� i�hH0t (7.1. 7)Die Anfangsbedingung lautet: limt!�1 j ~ (t) >= j ~ (t = �1) >= j'a > (7.1. 8)Dies ist ein station�arer Zustand von H0.Die Endbedingung lautet: limt!1 j ~ (t) >= j ~ (t =1) >= j'b > (7.1. 9)Dies ist ein station�arer Zustand von H0.Gesu
ht wird jetzt die �Ubergangswahrs
heinli
hkeit Wba.Seien U; ~U die unit�aren Operatoren, so da� gilt:j S(t2) >= U(t2; t1)j S(t1) > (7.1. 10)und im We
hselwirkungsbild: j ~ (t2) >= ~U(t2; t1)j ~ (t1) > (7.1. 11)Zusammenhang U; ~U :~U(t2; t1)j ~ (t1) >= e i�hH0t2 j S(t2) >= e i�hH0t2U(t2; t1)j S(t1) >= e i�hH0t2U(t2; t1)e� i�hH0t1| {z }~U j ~ (t1) > (7.1. 12)Somit h�angen U und ~U wie folgt zusammen:~U(t2; t1) = e i�hH0t2U(t2; t1)e� i�hH0t1 (7.1. 13)



7.1 We
hselwirkungsbild (Dira
 bzw. Tomanaga-Bild) 115Speziell gilt f�ur V (t) = V : U(t2; t1) = e� i�hH(t2�t1) von fr�uher bekannt (7.1. 14)~U(t2; t1) = e i�hH0t2e� i�hH(t2�t1)e� i�hH0t1 (7.1. 15)Die Di�erentialglei
hung f�ur ~U lautet:i�h ��t j ~ (t) >= i�h ��t ~U(t; t1)j ~ (t1) >= ~V (t)j ~ (t) >= ~V (t) ~U (t; t1)j ~ (t1) > (7.1. 16)i�h ��t ~U(t; t1) = ~V (t) ~U (t; t1) mit ~U(t1; t1) = 1 (7.1. 17)Die Integralglei
hung lautet dann:~U(t; t1) = 1� i�h Z tt1 d� ~V (�) ~U (�; t1) (7.1. 18)Die L�osung erh�alt man dur
h Iteration (St�orungtheorie):= 1 + 1Xn=1��1�h �n Z tt1 d�1 Z �1t1 d�2 : : : Z �n�1t1 d�n ~V (�1) ~V (�2) : : : ~V (�n) (7.1. 19)t � �1 � �2 � : : : � �n � t1 geordnete ZeitFormal folgt: ~U(t; t1) = Te� i�h R tt1 d� ~V (�)= 1 + 1Xn=1��i�h �n 1n! Z tt1 : : : Z tt1 d�1 : : : d�nT � ~V (�1) : : : ~V (�n)� (7.1. 20)T (Zeitordnungssymbol) bedeutet die Anordnung der zeitli
hen Reihenfolge.T (A(�1)B(�2)) = �A(�1)B(�2)B(�2)A(�1) �1 > �2�2 > �1 (7.1. 21)Das Integrationsgebiet t1 � �1; �2; : : : ; �n � t zerf�allt in n! Gebiete mit de�nierter Zeitordnung:t1 � �i1 � �i2 � : : : � �in � t (7.1. 22)Jedes Gebiet liefert bei der Integration den glei
hen Beitrag.j ~ (t) >= ~U(t; t1)j ~ (t1) >Sei t1 beliebig, somit kann man au
h setzen t1 = �1:= ~U(t;�1)j ~ (�1) >= ~U(t;�1)j'a > (7.1. 23)Denn f�ur unendli
h ferne Zeiten ist das System im Zustand j'a > mit H0j'a >= Eaj'a >.< 'bj ~ (t) >=< 'bj ~U(t;�1)j'a > (7.1. 24)Dies ist die Wahrs
heinli
hkeit, da� das System zur Zeit t in den Zustand j'b > �ubergegangen ist.Die �Ubergangswahrs
heinli
hkeit lautet dann:Wa!b(t) = j < 'bj ~U(t;�1)j'a > j2 (7.1. 25)Die Gesamt�ubergangswahrs
heinli
hkeit w�ahrend der Zeitdauer der St�orung lautet dann, f�ur limt!1:Wa!b = j < 'bj ~U(1;�1)j'a > j2 (7.1. 26)



116 7 Theorie der Quanten�uberg�ange (Allgemeine zeitabh�angige Entwi
klungen)De�nition 7.1.2: Streumatrix: Sba =< 'bj ~U(1;�1)j'a > (7.1. 27)Wa!b = jSbaj2 (7.1. 28)De�nition 7.1.3: Streuoperator: S = ~U(1;�1) (7.1. 29)Dies ist derjenige Operator, der a in b �uberf�uhrt.7.2 Kleine St�orung, erste N�aherung, Goldene RegelSei a 6= b, d.h. < 'bj'a >= 0. ~U(t; t1) = 1� i�h Z tt1 d� ~V (�) +O(V 2) (7.2. 1)Wa!b(t) = ����< 'bj1� i�h Z t�1 d� ~V (�)j'a >����2= 1�h2 ����< 'bj Z t�1 d� ~V (�)j'a >����2 + j < 'bj'a > j2| {z }=0 (7.2. 2)1. Sei V (t) explizit zeitabh�angig, d.h.V (t) = AF (t) = A Z 1�1 d! 12� �F (!)e�i!t (7.2. 3)F (t) sei das �au�ere Feld, z.B. das elektris
he Feld, damit F (t) reell ist, gilt F �(!) = F (�!).< 'bj ~V (�)j'a >=< 'bje i�hEb�AF (�)e� i�hEa� j'a >= e i�h (Eb�Ea)�F (�)| {z }��abh�angig < 'bjAj'a > (7.2. 4)Z 1�1 d�e i�h (Eb�Ea)�F (�) = Z 1�1 d! 12�F (!) Z 1�1 d�ei��Eb�Ea�h �!�= Z 1�1 d!F (!)Æ(! � !ba) = F (!ba) (7.2. 5)mit: !ba = 1�h(Eb �Ea) (7.2. 6)Es folgt f�ur t!1: W1. Ordnunga!b = ���< 'bj ~U(1;�1)j'a >���21. Ordnung (7.2. 7)Wa!b = 1�h2 j< 'bjAj'a >j2 �� �F (!ba)��2 (7.2. 8)Es wird also genau die Di�erenzfrequenz !ba dem Feld F (t) entnommen.



7.2 Kleine St�orung, erste N�aherung, Goldene Regel 117!ba > 0: Absorbtion, das �au�ere Feld gibt Energie an das System ab.!ba < 0: Emission, das System gibt Energie an das �au�ere Feld ab.F (!) ist die Amplitude des �au�eren Feldes und jF (!)j2 entspri
ht der Intensit�at der Feldkom-ponente der Frequenz !. Wa!b ist proportional zur Intensit�at des �au�eren Feldes.Das Matrixelement < 'bjAj'a > ist 
harakteristis
h f�ur die Ankopplung der St�orung, dies liefertdie Auswahlregeln.2. Sei V (t) zeitunabh�angig, d.h. �Uberg�ange im Kontinuum:V (t) = V e�Æjtj Æ in�nitesimal (7.2. 9)< 'bj ~V (�)j'b >= e i�h (Eb�Ea)� < 'bjV j'a > (7.2. 10)De�nition 7.2.1: �Ubergangswahrs
heinli
hkeit pro Zeiteinheit oder �Ubergangsrate:Wa!b �T2 ;�T2 � = 1�h2 �����< 'bj Z T2�T2 d� ~V (�)j'a >�����2 (7.2. 11)
wa!b = limT!1Wa!b �T2 ;�T2 �T= limT!1 1�h2 j < 'bjV j'a > j2 R T2�T2 d�e i�h (Eb�Ea)�T| {z }1 wegen Æ(Eb�Ea) Z T2�T2 d�e� i�h (Eb�Ea)�| {z }2��hÆ(Eb�Ea) (7.2. 12)wa!b = 2��h j < 'bjV j'a > j2Æ(Eb �Ea) Goldene Regel von Fermi (7.2. 13)Die Æ-Funktion dr�u
kt aus, da� bei zeitunabh�angiger St�orung (Streuung) nur �Uberg�ange mitEnergierhaltung statt�nden, d.h. nur �Uberg�ange mit glei
her Energie.Interpretation der Æ-Funktion:Da es si
h um �Uberg�ange im Kontinuum handelt, ist:< 'bj'a >= Æ(b � a) (7.2. 14)z.B. < '~kj'~k0 >= Æ3(~k � ~k0) bei elastis
her Teil
henstreuung an einem Potential.Bei der Messung der �Uberg�ange, k�onnen wir ni
ht s
harf den Zustand j'b > beoba
hten, wegen desendli
hen Au
�osungsverm�ogens unserer Apperatur zur Messung der Energie. Wir messen vielmehr alleZust�ande b�B so da� E � Eb � E +�E.Die �Ubergangswahrs
heinli
hkeit in diesem Berei
h ist daher:wa!B =Xb�B wa!b = Z E+�EE �(Eb)dEb!a!b (7.2. 15)�(E) ist die Energiezustandsdi
hte und �(E)�E die Zahl der Zust�ande zwis
hen E;E +�E.wa!B = 2��h j < 'bjV j'a > j2�(Ea) (7.2. 16)



118 7 Theorie der Quanten�uberg�ange (Allgemeine zeitabh�angige Entwi
klungen)�(Ea) = Z E+�EE �(Eb)Æ(Eb �Ea)dEb (7.2. 17)Beispiel: Potentialstreuung: V = V (~r)j'a >= j~k >; j'b >= j~k0 >Ea = Eb = �h2K22m j~kj = KDie Zustandsdi
hte lautet dann.d3~k 1(2�)3 = K2dKd
(2�)3 = �(E)dE = �(E)�h2Km dK (7.2. 18)�(E) = mK8�3�h2 d
 (7.2. 19)jein ist die einfallende Stromdi
hte, oder die Teil
henzahl pro Zeiteinheit und pro Fl�a
heneinheit.j~k >! jein = 1(2�)3 �hKm (7.2. 20)(bereits behandelt in der Streutheorie)Der di�erentielle Streuquers
hnitt lautet dann:d� = wa!bjein = Zahl der Streuteil
hen / ZeiteinheitZahl der einfallenden Teil
hen / Zeit � Fl�a
he (7.2. 21)d� = 2��h ���< ~k0jV j~k >���2 mK8�3�h2 d
8�3m�hK (7.2. 22)d�(
)d
 = ���f(~k0; ~k)���2 = 2�m2�h4 ���< ~k0jV j~k >���2 (7.2. 23)(entspri
ht der alten Formel in Borns
her N�aherung)7.3 Exakte Streutheorie, S-Matrix,T -MatrixSei V (t) = V e�Æjtj. ~U(t2; t1) = e i�hH0t2e� i�hH(t2�t1)e� i�hH0t1= e i�hH0t2e� i�hHt2e i�hHt1e� i�hH0t1= ~U(t2; 0) ~U (0; t1) (7.3. 1)De�nition 7.3.1: j +a >= ~U(0;�1)j'a > (7.3. 2)j +a > entwi
kelt si
h aus j'a > bis zur Zeit t = 0. Da bei t = 0 V (t) = V gilt, sollte j +a > ein exakterZustand von H = H0 + V zur Energie Ea sein.Also da: H0j'a >= Eaj'a > (7.3. 3)gilt: Hj +a >= Eaj +a > H = H0 + V (7.3. 4)



7.3 Exakte Streutheorie, S-Matrix,T -Matrix 119Wir su
hen jetzt eine Glei
hung f�ur j +a >:~U(0; t) = 1 + i�h Z 0t d� ~V (�) ~U(�; t) = 1� i�h Z 0t d� ~V (�) ~U(�; 0) ~U (0; t) (7.3. 5)Damit folgt die Lippmann-S
hwinger-Glei
hung:j +a >= j'a > + 1Ea + iÆ �H0V j +a > (7.3. 6)j +a >= exakt einlaufender Zustand.j �a >= j'a > + 1Ea�iÆ�H0V j �a >= exakt auslaufender Zustand.(H0 �Ea)j �a >= �V j �a > (7.3. 7)(H �Ea)j �a >= 0 (7.3. 8)De�nition 7.3.2: �Ubergangsmatrix (bzw. Operator)V j +a >= T (Ea + iÆ)j'a > (7.3. 9)Es gilt: V j +a >= V j'a > +V iEa + iÆ �H0V j +a > (7.3. 10)Da: V j +a >= T j'a > (7.3. 11)folgt: T = V + V 1Ea + iÆ �H0T (7.3. 12)Sei: G0 = 1Ea + iÆ �H0 (7.3. 13)dann gilt: T = V + V G0T (7.3. 14)T = V + V G0V + V G0V G0V + : : : = V + TG0V (7.3. 15)Wir betra
hten die �Ubergangswahrs
heinli
hkeit:Wa!b = ���< 'bj ~U(t;�1)j'a >���2 (7.3. 16)Wenn Wa!b(t) f�ur t!1 linear mit der Zeit t anw�a
hst, so ist:wa!b = limt!1 ddtWa!b(t) (7.3. 17)die �Ubergangswahrs
heili
hkeit �uber lange Zeit pro Zeiteinheit.i�h ��t ~U(t;�1) = ~V (t) ~U (t;1) (7.3. 18)



120 7 Theorie der Quanten�uberg�ange (Allgemeine zeitabh�angige Entwi
klungen)wa!b = limt!1 ddt �< 'bj ~U(t;�1)j'a >�< 'bj ~U(t;�1)j'a >�= limt!1 1i�h (< 'bj ~V ~U j'a >< 'bj ~U j'a >�� < 'bj ~V ~U j'a >�< 'bj ~U j'a >)= 2�h limt!1 Im < 'bj ~V (t) ~U(t; 0) ~U (0;�1)j'a >� < 'bj ~U (t; 0) ~U (0;�1)j'a >�= 2�h limt!1 Im < 'bj ~V (t) ~U(t; 0)j +a >< 'bj ~U (t; 0)j +a >�= 2�h limt!1 Im < 'bje i�hH0tV e� i�hH0te i�hH0t| {z }1 e� i�hHtj +a >� < 'bje i�hH0te� i�hHtj +a >� (7.3. 19)= 2�h limt!1 Im < 'bje i�hEbtV e� i�hEatj +a >< 'bje i�hEbte� i�hEatj +a >�= 2�h Im < 'bjV j +a >< 'bj +a >� (7.3. 20)< 'bj +a >=< 'bj'a > + < 'bj 1Ea + iÆ �EbV j +a >= Æ(b� a) + < 'bjT j'a >Ea �Eb + iÆ (7.3. 21)Mit Glei
hung (7.3. 21) folgt f�ur Glei
hung (7.3. 20):= 2�hÆ(b� a)Im < 'ajT j'a > +2�h Im j < 'bjT j'a > j2Ea �Eb � iÆ (7.3. 22)Im 1x� iÆ = Im iÆx2 + Æ2 = Æx2 + Æ2 ) �Æ(x) (7.3. 23)Im 1x+ iÆ ) ��Æ(x) (7.3. 24)Dann folgt mit Glei
hung (7.3. 23) und Glei
hung (7.3. 24) aus Glei
hung (7.3. 22):wa!b = 2�hÆ(b� a)Im < 'ajT j'a >+2��h j < 'bjT j'a > j2Æ(Ea �Eb) (7.3. 25)Sei b 6= a: wa!b = 2��h j < 'bjT j'a > j2Æ(Ea �Eb) (7.3. 26)Das ist die alte Formel mit V ersetzt dur
h T .Re
hengang: Bere
hne Tba =< 'bjT j'a > wobei T de�niert ist aus:T = V + V 1Ea + iÆ �H0T (7.3. 27)



7.3 Exakte Streutheorie, S-Matrix,T -Matrix 1217.3.1 S-Matrix und T -MatrixWa!b = j < 'bj ~U(1;�1)j'a > j2 = jSbaj2 S = ~U(1;�1) (7.3. 28)Allgemein gilt: ~U(t; t0) ist unit�ar, d.h. ~U(t; t0) ~U+(t; t0) = 1, insbesondere SS+ = S+S = 1.Daher gilt: Xb Wa!b(t) =Xb j < 'b ~U(t;�1)j'a > j2=Xb < 'aj ~U+(t;�1)j'b >< 'bj ~U(t;�1)j'a >=< 'aj ~U+(t;�1) ~U(t;�1)| {z }1 j'a >=< 'aj1j'a >= 1 (7.3. 29)Und somit folgt: Xb wa!b =Xb limt!1 ddtWa!b(t) = 0 (7.3. 30)Im Kontinuum gilt dann: Xb ! Z db (7.3. 31)Daher lautet das optis
he Theorem:Im < 'ajT j'a >= �� Z db(Ea �Eb) j< 'bjT j'a >j2 (7.3. 32)oder: Im Taa = �� Z dbÆ(Ea �Eb)jTbaj2 (7.3. 33)7.3.2 Verkn�upfung von S-und T -MatrixEs gilt: j �a >= ~U(0;1)j'a > (7.3. 34)Dur
h wiederholen der Regel f�ur j +a > erh�alt man:j �a >= j'a > + 1Ea � iÆ �H0V j �a >= j'a > + 1Ea � iÆ �HV j'a > (7.3. 35)~U(t; 0) ~U (0; t) = 1 (7.3. 36)~U(t; 0) = ~U(0; t)�1 = ~U+(0; t) (7.3. 37)< 'bj ~U (1; 0) =< 'bj ~U+(0;1)= � ~U(0;1)j'b >�+ = j �b >+=<  �b j (7.3. 38)Sba =< 'bj ~U(1;�1)j'a >=< 'bj ~U(1; 0) ~U (0;�1)j'a > (7.3. 39)Mit Glei
hung (7.3. 38) folgt dann: Sba =<  �b j +a > (7.3. 40)d.h. die Streumatrix ist die Transformation von exakt einlaufenden Zust�anden auf auslaufendeZust�ande, denn: 1 =Xb j �b ><  �b j =Xa j +a ><  +a j (7.3. 41)



122 7 Theorie der Quanten�uberg�ange (Allgemeine zeitabh�angige Entwi
klungen)j +a >=Xb j �b ><  �b j +a >=Xb j �b > Sba (7.3. 42)<  �b j =<  +b j � 2�i < 'bjV Æ(Eb �H) (7.3. 43)Mit Glei
hung (7.3. 43) folgt:Sba =<  �b j +a >=<  +b j +a > �2�i < 'bjV Æ(Eb �H)j +a >= Æ(b � a)� 2�iÆ(Eb �Ea) < 'bjV j +a >| {z }T j +a > (7.3. 44)Sba = Æ(b� a)� 2�iÆ(Eb �Ea)Tba (7.3. 45)7.4 Allgemeiner linearer ResponseDie Reaktion eines Systems auf eine �au�ere St�orung bezei
hnet man als Response (Antwort). Beis
hwa
her St�orung gen�ugt eine lineare Beziehung und wir spre
hen von linearem Response.Sei: H = H0 +AF (t) (7.4. 1)F (t) = Z 1�1 d! 12�F (!)e�i!t (7.4. 2)Die lineare N�aherung lautet: ~U(t;�1) = 1� i�h Z t�1 d� ~A(�)F (�) (7.4. 3)~A(�) = e i�hH0�Ae� i�hH0� (7.4. 4)j ~ (t) >= ~U(t;�1)j ~ (�1) >= ~U(t;�1)j a > (7.4. 5)H0j'a >= Eaj'a > (7.4. 6)F�ur den Mittelwert eines Operators B folgt:�Ba(t) =<  S(t)jBj S(t) >=< ~ (t)j ~B(t)j ~ (t) >=< 'aj�1 + i�h Z t�1 d� ~A(�)F (�)� ~B(t)�1� i�h Z t�1 d� ~A(�)F (�)� j a >=< 'aj ~Bj'a > + i�h Z t�1 d�F (�) < 'aj ~A(�) ~B(t)� ~B(t) ~A(�)j'a > +O(F 2) (7.4. 7)< 'aj ~B(t)j'a >=< 'aje i�hH0tBe� i�hH0tj'a >=< 'ajBj'a >= B0a (7.4. 8)De�nition 7.4.1: Responsefunktion:XBA(t� �) = i�h < 'aj ~A(�) ~B(t)� ~B(t) ~A(�)j'a > �(t� �) (7.4. 9)�(x) = �10 x > 0x < 0 (7.4. 10)



7.4 Allgemeiner linearer Response 123X ist eine Funktion von t� � oder au
h j.Der retardierte Kommutator lautet:XBA(t) = i�h�(t) < 'aj hA; ~B(t)i j'a > (7.4. 11)XBA(t) = Z 1�1 d! 12��BA(!)e�i!t (7.4. 12)Die verallgemeinerte Suszeptibilit�at lautet dann:�BA(!) = Z 1�1 dtei!tXBA(t) (7.4. 13)Wir setzen dann f�ur das verallgemeinerte induzierte Moment:4Ba(t) = �Ba(t)�B0a = Z 1�1 d! 12�4Ba(!)e�i!t (7.4. 14)4Ba(t) = Z 1�1 d�F (�)XBA(t� �) (7.4. 15)4Ba(!) = Z 1�1 dt4Ba(t)ei!t= Z 1�1 dtei!t Z 1�1 d� Z 1�1 d!0 12�F (!0)e�i!0t� Z 1�1 d!00 12��BA(!00)e�i!00(t��)= Z 1�1 d!0d!00F (!0)�BA(!00)4(! � !00)4(!0 � !00) = F (!)�BA(!) (7.4. 16)4Ba(!) = �BA(!)F (!) (7.4. 17)Damit ist das induzierte Moment das Produkt aus der Suszeptibilit�at und der �au�eren Ursa
he.Beispiele:1. Sei: V = �PE (P = ex) (7.4. 18)A = �P B = P (7.4. 19)4~Pa(!) = �PP (!) ~E(!) (7.4. 20)~D = ~E + 4� ~P = (1 + 4��PP ) ~E (7.4. 21)"(!) = 1 + 4��PP (7.4. 22)2. Sei: V = �~� ~H (7.4. 23)A = �~� B = ~� (7.4. 24)4~�(!) = �~�~�(!) ~H(!) (7.4. 25)3. Sei: V = �~P ~E (7.4. 26)A = �~P B = ~j (7.4. 27)4~j(!) = �~j ~P (!) ~E(!) Ohms
hes Gesetz (7.4. 28)�(!) = �~j ~P (!) (7.4. 29)Dies ist die frequenzabh�angige Leitf�ahigkeit.
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he Teil
hen klassis
h8 Identis
he Teil
hen, Vielk�orperproblemDer Hamiltonoperator eines Systems von N identis
hen Teil
hen ist symmetris
h in allen Teil
hen:H = NXi=1 p2i2m + V (~ri)!+Xi<jW (~ri � ~rj) +HSpin�Bahn + �au�erer Feldterm (8.0. 30)H = H(1; 2; 3; : : : ; N) = H(2; 1; 3; : : : ; N) = et
. (8.0. 31)Ein Teil
hen wird dur
h ~ri; ~pi und ~si 
harakterisiert.Hilbertraum: H = H1 �H2 � : : :�HN (8.0. 32)F�ur eine abstrakte Basis gilt dann:j~r1~s1; ~r2~s2; : : : ; ~rN~sN >= j~r1~s1 > j~r2~s2 > : : : j~rN~sN > (8.0. 33)und f�ur einen beliebigen Zustand gilt:j (t) >!  (~r1~s1; ~r2~s2; : : : ; ~rN~sN ; t) (8.0. 34)8.1 Ni
htunters
heidbarkeit von identis
hen Teil
henKlassis
h kann man zwei identis
he Teil
hen voneinander unters
heiden. Bei einer ersten Messung�nden wir die Teil
hen an vers
hiedenen Orten. Wir bezei
hnen die beiden Teil
hen dann als 1 und 2und verfolgen ihre Bahn. (s. Abbildung (45))Quantenme
hanis
h k�onnen wir bei einer ersten Messung no
h die beiden Teil
hen feststellen unddas am Ort ~r1 gemessene mit 1 und das am Ort ~r2 gemessene mit 2 bezei
hnen. Zu jedem sp�aterenZeitpunkt haben aber beide Teil
hen eine ni
htvers
hwindende Wahrs
heinli
hkeit irgendwo zu sein,so da� wir bei einer erneuten Messung ni
ht mehr sagen k�onnen, wel
hes Teil
hen Nummer 1 undwel
hes Nummer 2 ist. (s.Abbildung (46)) Das Anheften der Kennzei
hen 1 und 2 bei der erstenMessung liefert uns also keine Information �uber das zuk�unftige Verhalten.Als weiteres Beispiel k�onnen wir ein Streuexperiment betra
hten (s. Abbildung (47)). Das in der erstenQuelle erzeugte Teil
hen l�a�t si
h bei der Auswertung des Experimentes von der in der zweiten Quelleereugten Teil
hen ni
ht unters
heiden. Wir k�onnen ni
ht sagen, ob das im ersten Z�ahler beoba
hteteTeil
hen von Quelle eins oder Quelle zwei kommt.Folgerung: Identis
he Teil
hen sind prinzipiell ni
ht unters
heidbar.
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126 8 Identis
he Teil
hen, Vielk�orperproblem8.2 PermutationenDe�nition: Jede Umordnung der Reihenfolge (1; 2; : : : ; N) in (�1; �2; : : : ; �N ) mit (�i = 1; 2; : : : ; N)hei�t Permutation.Speziell: Transposition:Pij(1; 2; : : : ; i; : : : ; j; : : : ; N) = (1; 2; : : : ; j; : : : ; i; : : : ; N) (8.2. 1)Na
hbar-Transposition:P12(1; 2; : : : ; N) = (2; 1; : : : ; N) ebenso Pi;i+1 i = 1; 2; : : : ; N � 1 (8.2. 2)Satz: Jede Permutation, speziell Transposition, l�a�t si
h au�assen als eine Hintereinanders
haltungvon Na
hbartranspositionen.Beispiel: P (123) = (321) (123)! (213)! (231)! (321) (8.2. 3)De�nition 8.2.1: Eine Permutation hei�t:(�1)P = �+1�1 gerade, wenn die Anzahl der Na
hbartransp. gerade istungerade, wenn die Anzahl der Na
hbartransp. ungerade ist (8.2. 4)Beispiel: P (123) = (321) ungerade (8.2. 5)P (123) = (213) ungerade (123) ! (213) (8.2. 6)P (123) = (231) gerade (123)! (213) ! (231) (8.2. 7)Satz: Jede TranspositionPij(1; : : : ; i; : : : ; j; : : : ; N) = (1; : : : ; j; : : : ; i; : : : ; N) (8.2. 8)ist ungerade. Beweis: i(�)j ! (�)ij � Na
hbartr. (8.2. 9)(�)ji (�+ 1) Na
hbartr. (8.2. 10)j(�)i (2� + 1) Na
hbartr. (8.2. 11)Den Permutationen lassen si
h Operatoren zuordnen, die wir ebenfalls mit P bezei
hnen.P (1; 2; : : : ; N) =  (�1; : : : ; �N ) (8.2. 12)P ist linear und hermites
h.Es gibt N ! sol
her Permutationsoperatoren, die Einheit mitgere
hnet.Alle P kommutieren mit H, denn:PH(1; 2; : : : ; N) = H(1; 2; : : : ; N)P bzw. PHP�1 = H (8.2. 13)[P;H℄ = 0 P ist eine Erhaltungsgr�o�e (8.2. 14)Speziell gilt: [Pij ;H℄ = 0 (8.2. 15)



8.2 Permutationen 127F�ur die Eigenwerte von Pij folgt: P 2ij = 1 (8.2. 16)Pij = �1 (8.2. 17)Aber die P kommutieren ni
ht alle miteinander, z.B.:[P12; P23℄ 6= 0 (8.2. 18)Sei j� > eine Basis im Einteil
henhilbertraum, dann gilt f�ur die Basis im Hilbertraum H:j�1; �2; : : : ; �N >= j�1 >1 j�2 >2 : : : j�N >N (8.2. 19)j�i >i ist das i-te Teil
hen im Zustand �i.F�ur einen beliebigen Zustand folgt:j >=Xf�g j�1�2 : : : �N > < �1 : : : �N j >| {z } (�1�2:::�N ) (8.2. 20)Wir betra
hten jetzt den Fall f�ur N = 2. Es gilt dann j�1�2 > und j�2�1 > mit den Permutationen 1und P12. F�ur die Eigenwerte von P12 gilt:j�1�2 >S= 1p2 (j�1�2 > +j�2�1 >) P12 = 1 (8.2. 21)j�1�2 >A= 1p2 (j�1�2 > �j�2�1 >) P12 = �1 (8.2. 22)S bedeutet hier symmetris
her und A antisymmetris
her Fall.F�ur einen allgemeinen Zustand gilt:j S >= X�1�2 C(�1�2)j�1�2 >S P12j S >= j S > (8.2. 23)j A >= X�1�2 C(�1�2)j�1�2 >A P12j A >= �j A > (8.2. 24)Wir betra
hten jetzt den Fall f�ur N = 3. Es gibt 3! = 6 linear unabh�angig Zust�ande:H = H1 �H2 �H3 (8.2. 25)j�1�2�3 >; j�1�3�2 >; j�2�1�3 >; j�2�3�1 >; j�3�1�2 >; j�3�2�1 > (8.2. 26)die si
h alle aus j�1�2�3 > dur
h Permutationen ergeben.Es gibt genau einen total symmetris
hen Zustand S und einen total antisymmetris
hen Zustand A:j�1�2�3 >S;A = 1p3!(j�1�2�3 > �j�2�1�3 >�j�1�3�2 > +j�2�3�1 > +j�3�1�2 > �j�3�2�1 >) (8.2. 27)so da� bei Transpositionen gilt: P12P13P23 �j�1�2�3 >S;A= �j�1�2�3 >S;A (8.2. 28)
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N = 2:
N = 3:
N = 4:

2S A
S
S A

A

3
4 3+1 2+2 2+1+1gemis
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gemis
ht gemis
ht gemis
ht

1+1+1
1+1+1+1

2+1
1+1

Abbildung 48: Young-TableausDana
h gibt es vier Zust�ande j�1�2�3 >n (n = 1; 2; 3; 4) die orthogonal auf j�1�2�3 >S;A stehen undkompliziertere Symmetrieeigens
haften haben.Zur Charakterisierung dienen die sogenannten Young-Tableaus: Man zerlege N in alle m�ogli
henSummen N = N1+N2+N3+: : : von nat�urli
hen Zahlen. Zur graphis
hen Darstellung siehe Abbildung(48). Die K�ast
hen werden den Teil
hen 1; : : : ; N zugeordnet mit der Ma�gabe, da� in jeder Reihesymmetrisiert wird und in jeder Spalte antisymmetrisiert. Das Verfahren l�a�t si
h fortsetzen. Es istklar, da� jeweils ein total symmetris
her und ein total antisymmetris
her Zustand m�ogli
h ist.F�ur beliebige Permutationen gilt: P j�1 : : : �N >S= j�1 : : : �N >S (8.2. 29)P j�1 : : : �N >A= (�1)P j�1 : : : �N >A (8.2. 30)mit: (�1)P = � 1�1 wenn P geradewenn P ungerade (8.2. 31)De�nition 8.2.2: F�ur Transpositionen:Pij j�1 : : : �N >S= j�1 : : : �N >S (8.2. 32)Pij j�1 : : : �N >A= �j�1 : : : �N >A (8.2. 33)Daraus folgt die j� >S;A sind Eigenzust�ande zu allen Pij mit Eigenwert �1.Alle anderen j�1 : : : �N >K (K = 1; : : : ; N !� 2) haben kompliziertere Symmetrieeigens
haften.Zur Konstruktion:



8.2 Permutationen 1291. j�1 : : : �N >S= 1pN !XP P j�1 : : : �N > (8.2. 34)mit: P 0j� >S= 1pN !XP P 0P|{z}P 00 j�1 : : : �N >= 1pN !XP 00 P 00j�1 : : : �N >= j� >S (8.2. 35)2. j�1 : : : �N >A= 1pN !XP (�1)PP j�1 : : : �N > (8.2. 36)mit: P 0j� >A= 1pN !XP (�1)P P 0P|{z}P 00 j�1 : : : �N >= (�1)P 0 1pN !XP 00 (�1)P 00P 00j�1 : : : �N >= (�1)P 0 j� >A (8.2. 37)Wobei folgendes verwendet wurde:PgerP 0ger = P 00ger PungP 0ung = P 00ger (8.2. 38)PgerP 0ung = P 00ung (8.2. 39)(�1)P+P 0 = (�1)P 00 (8.2. 40)Insbesondere gilt bei Transpositionen: Pij j� >A= �j� >A (8.2. 41)Der Gesamthilbertraum stellt si
h jetzt wie folgt dar:H = H1 �H2 � : : :�HN = HS +HA +HK (8.2. 42)HS = Unterraum der symmetris
hen Zust�ande.HA = Unterraum der antisymmetris
hen Zust�ande.Sei A eine Observable, die symmetris
h ist in allen Teil
hen 1; : : : ; N .De�nition 8.2.3: Wir de�nieren dann die Einteil
henobservable als:A(1) = NXi=1A(~ri) (8.2. 43)z.B.: ~L =Xi Li (8.2. 44)und die Zweiteil
henobservable: A(2) =Xi 6=j A(~ri � ~rj) (8.2. 45)z.B.: V =Xi<j V (~ri � ~rj) (8.2. 46)et
.



130 8 Identis
he Teil
hen, Vielk�orperproblemEs gilt: AHS;A � HS;A (8.2. 47)d.h. dur
h Anwendung von A auf einen Zustand j S > oder j A > ergibt si
h wieder ein Zustandj S > oder j A >.Beweis: [A;Pij ℄ = 0 bzw. PijAP�1ij = A (8.2. 48)PijAj S;A >= PijAP�1ij Pij j S;A >= A(�)j S;A >= �Aj S;A > (8.2. 49)Insbesondere bleibt ein Zustand symmetris
h bzw. antisymmetris
h in der zeitli
hen Entwi
klung.j (t) >= U(t)j (0) > U(t) = e� i�hHt (8.2. 50)Da [Pij ;H℄ = 0 folgt [Pij ; U ℄ = 0.Postulat: Die Zust�ande eines quantenme
hanis
hen Systems vonN identis
hen Teil
hen sind entwedertotal antisymmetris
h oder total symmetris
h. Gemis
hte symmetris
he Zust�ande sind in der Naturni
ht realisiert (Erfahrung).Teil
hen mit symmetris
hen Zust�anden nennt man Bosonen, na
h der Bose-Einstein Statistik, undTeil
hen mit antisymmetris
hen Zust�anden Fermionen, na
h der Fermi-Dira
 Statistik.Theorem von Pauli: Teil
hen mit halbzahligen Spin sind Fermionen und Teil
hen mit ganzzahligenSpin sind Bosonen. (Zusammenhang zwis
hen Spin und Statistik) Der Beweis erfolgt in der Quanten-feldtheorie.
Beispiele:

Fermionen (Spin 12 ; 32 ; 52 ; : : : ) Bosonen (Spin 0 oder 1)Neutrinos Photon (S = 1)Elektronen �, K-Mesonen (S = 0)�-MesonNukleon (Proton, Neutron)Quarksung ger-Kerne ger ger u. ung ung KerneKomplexe mit einer ungeradenAnzahl von Fermionen Komplexe mit einer geraden An-zahl von FermionenPauliprinzip: Zwei Fermionen k�onnen ni
ht im glei
hen Zustand sein.Beweis: j�1 : : : �i : : : �j : : : �N >A= �j�1 : : : �j : : : �i : : : �N >A (8.2. 51)Wenn i 6= j aber au
h �i = �j dann gilt:j� >A= �j� > A = 0 (8.2. 52)Daraus folgt der Aufbau der Atome, die Atomfunktion lautet jnlms >. Jeder Quantenzustand isteinfa
h besetzt.Die Slaterdeterminante f�ur Fermionen lautet:j�1 : : : �N >A= 1pN ! j�1 >1 j�1 >2 : : : j�1 >Nj�2 >1 j�2 >2 : : : j�2 >N... ... . . . ...j�N >1 j�N >2 : : : j�N >N (8.2. 53)Dur
h Anwendung von Pij vertaus
hen zwei Spalten, woraus ein Vorzei
henwe
hsel folgt.



8.2 Permutationen 131Der ents
heidende Unters
hied in der Statistik ist, da� jeder Einteil
henzustand bei Fermionen nurmit keinem bzw. einem Teil
hen besetzt sein kann. Bei Bosonen haben wir die Besetzungszahlen:n� = 0; 1; 2; : : : !1 (8.2. 54)Beispiel: Wir betra
hten das He-Atom als Zweifermionensystem:H(12)'(~r1~s1; ~r2~s2) = E'(~r1~s1; ~r2~s2) (8.2. 55)'(~r1~s1; ~r2~s2) = �'(~r2~s2; ~r1~s1) (8.2. 56)Sei H spinunabh�angig (Verna
hl�assigung der Spin-Bahn-Kopplung):H = ~p212m + ~p222m + V (~r1) + V (~r2) + e2j~r1 � ~r2j (8.2. 57)Da H spinunabh�angig, k�onnen wir separieren:' = �(~r1; ~r2)�(~s1; ~s2) (8.2. 58)Es gibt zwei M�ogli
hkeiten:1. '1 = �S�A Parazustand (8.2. 59)2. '2 = �A�S Orthozustand (8.2. 60)F�ur den Parazustand gilt: ~S = ~s1 + ~s2 (8.2. 61)�A(~s1; ~s2) = 1p2 (�1�2 � �2�1) = 1p2 (j+� > �j �+ >) (8.2. 62)� = �10� = j+ > � = �01� = j� >Da ~S2 = 0 und Sz = 0 folgt daraus der Singlettzustand #".F�ur den Orthozustand (Spintriplett) gilt:�S(~s1~s2) = � ~S2 = 2�h2 Sz = �hM�1�2 s = 1 M = 11p2 (�1�2 + �2�1) s = 1 M = 0�1�2 s = 1 M = �1 (8.2. 63)In der St�orungstheorie betra
hten wir e2r12 als St�orung:V (~r) = �2e2r (8.2. 64)Die Eigenzust�ande zu HWasser = p22m � 2e2r lauten:'nlm(~r) mit Enl = � 4n2R (8.2. 65)E0 = En1l1 +En2l2 (8.2. 66)F�ur den Grundzustand gilt: �S = '100(~r1)'100(~r2) (8.2. 67)nur symmetris
h m�ogli
h.Der Grundzustand vom Heliumatom ist der Parazustand, daran �andert die St�orungstheorie au
h ni
htsmehr.



132 8 Identis
he Teil
hen, Vielk�orperproblem8.3 2. QuantisierungDie Einteil
henzust�ande j� > werden 
harakterisiert dur
h die Quantenzahlen, die wir uns angeordnetvorstellen: �1 < �2 < �3 < : : : (8.3. 1)z.B.: � = (nlms) im atomaren Fall (8.3. 2)� = (Kx;Ky;Kz ; s) f�ur freie Teil
hen (8.3. 3)Im Falle von N identis
hen Teil
hen haben wir den Gesamthilbertraum:H = H1 �H2 � : : :�HN (8.3. 4)In der Natur werden aber nur die Zust�ande mit symmetris
her oder antisymmetris
her Wellenfunktionverwirkli
ht: H = HS +HA + HRest| {z }unrealistis
h (8.3. 5)Wir skizzieren kurz den Formalismus, der uns gestattet, systematis
h die symmetris
hen bzw. anti-symmetris
hen Zust�ande sukzessive aufzubauen.8.3.1 BesetzungszahldarstellungSei: j�1; �2; : : : >S;A� jN1; N2; : : : > (8.3. 6)ein orthonormiertes System. Diesen riesigen Hilbertraum nennt man au
h Fo
kraum. Ni ist die Anzahlder Teil
hen im Zustand �i, so da� Pi N̂i = N̂ fest ist.Symmetris
her Fall: Ni = 0; 1; 2; 3; : : : ;1 BosonenAntisymmetris
her Fall: Ni = 0; 1 Fermionen (Pauli Prinzip)Wir betra
hten jetzt den symmetris
hen Fall (Bosonen):De�nition 8.3.1: aijN1; : : : ; Ni; : : : >=pNijN1; : : : ; Ni � 1; : : : > (8.3. 7)Der Operator ai hei�t Verni
hter eines Teil
hens im Zustand i. Die Gesamtzahl wird um eins verringert.Das einzige, ni
htvers
hwindende Matrixelement von ai ist:< N1; : : : ; Ni � 1; : : : ; jaijN1; : : : ; Ni; : : : >=pNi (8.3. 8)Der dazu adjungierte Operator lautet:De�nition 8.3.2: < Ni; : : : ; Ni; : : : ja+i jN1; : : : ; Ni � 1; : : : >= pNi (8.3. 9)a+i jN1; : : : ; Ni; : : : >= pNi + 1jN1; : : : ; Ni + 1; : : : > (8.3. 10)Der adjungierte Operator ist dann der Erzeuger.



8.3 2. Quantisierung 133Zu der Algebra der Operatoren:Man zeigt sofort, da� gilt: [ai; aj ℄ = ha+i ; a+j i = 0 (8.3. 11)da aiaj = ajai, es gilt ebenso: hai; a+j i = 0 f�ur i 6= j (8.3. 12)Es gilt jedo
h: a+i aij : : : Ni : : : >= a+i pNij : : : Ni � 1 : : : >= Nij : : : Ni : : : > (8.3. 13)aia+i j : : : Ni : : : >= pNi + 1aij : : : Ni + 1 : : : >= (Ni + 1)j : : : Ni : : : > (8.3. 14)aia+i � a+i ai = hai; a+i i = 1 (8.3. 15)hai; a+j i = Æij (8.3. 16)Dies ist die Kommutatoralgebra der Erzeuger und Verni
hter (der Bosonen).N̂i = a+i ai ist der Operator der Teil
henzahl im Zustand �i.Xi a+i aijN1; N2; : : : >= (N1 +N2 + : : :)| {z }N jN1; N2; : : : > (8.3. 17)Nop =Xi a+i ai (8.3. 18)Der Zustand ohne Teil
hen oder im Vakuum lautet:j0 >= jN1 = 0; N2 = 0; 0; 0; : : : > (8.3. 19)mit aij0 >= 0 f�ur alle i.Ausgehend von j0 > kann man alle Zust�ande aufbauen:a+i j0 >= j0; 0; : : : ; Ni = 1; : : : > (8.3. 20)a+i a+j j0 >= j0; 0; : : : ; Ni = 1; : : : ; Nj = 1; : : : ; 0 > i 6= j (8.3. 21)1p2a+2i j0 >= j0; 0; : : : ; Ni = 2; : : : 0 > (8.3. 22)Allgemein: jN1; N2; : : : >= �a+i �N1pN1! �a+2 �N2pN2! : : : j0 > (8.3. 23)Dieser Zustand ist automatis
h total symmetris
h, da bei einer Vertaus
hung von �i $ �j nur a+i mita+j den Platz vertaus
ht. Die a+ kommutieren aber miteineinander.Wir betra
hten jetzt den antisymmetris
hen Fall.De�nition 8.3.3: Verni
hter:
ijN1; : : : ; Ni; : : : >= (�1)siNijN1; : : : ; Ni � 1; : : : > (8.3. 24)si = i�1Xk=1Nk (8.3. 25)



134 8 Identis
he Teil
hen, Vielk�orperproblemDer adjungierte Operator ist der Erzeuger:
+i jN1; : : : ; Ni; : : : >= (�1)si(1�Ni)jN1; : : : ; Ni + 1; : : : > (8.3. 26)Wenn Ni = 0 dann folgt: 
ij0i >= 0 (8.3. 27)und wenn Ni = 1 dann folgt: 
+i j1i >= 0 (8.3. 28)d.h. jeder Zustand kann h�o
hstens einfa
h besetzt sein.Zu der Algebra der Kommutatoren:[
i; 
j ℄+ = h
+i ; 
+j i+ = 0 
i
j = �
j
i (8.3. 29)mit [A;B℄+ � AB +BA (8.3. 30)h
i; 
+j i+ = Æij Antikommutatoralgebra (8.3. 31)Insbesondere gilt: 0 = h
+i ; 
+i i+ = 2(
+i )2 (8.3. 32)Somit ist nur Einfa
herzeugung m�ogli
h.Diese Operatoren hei�en Fermioperatoren.
+i 
i ist au
h hier der Anzahloperator f�ur den Zustand i.(= 0; 1)Nop =Xi 
+i 
i (8.3. 33)Im Vakuum oder ohne Teil
hen gilt mit 
ij0 >= 0:
+i j0 >= j0; 0; : : : ; 1i; : : : ; 0 > (8.3. 34)
+j 
+i j0 >= j0; 0; : : : ; 1j ; : : : ; 1i; : : : ; 0 > (8.3. 35)
+k 
+j 
+i j0 >= j0; : : : ; 1k; : : : ; 1j ; : : : ; 1i; : : : 0 > (8.3. 36)usw. 
+i1
+i2 : : : j0 >= j : : : ; 1i1 ; : : : ; 1i2 ; : : : > (8.3. 37)Diese Zust�ande sind automatis
h antisymmetris
h, da die 
+ antikommutieren.8.3.2 Darstellung der OperatorenWir w�ahlen als Einteil
henobservable: A(1) = NXi=1A(~ri) (8.3. 38)Sei Aij die Darstellung von A(~ri), d.h.Aij =< �ijAj�j >= Z d~ri'��i(~ri)A(~ri)'�j (~ri) (8.3. 39)Eine Einteil
henobservable verkn�upft zwei Zust�ande miteinander, indem sie den Zustand eines Teil-
hens ver�andert.



8.3 2. Quantisierung 135Die allgemeine Darstellung lautet dann: A(1) =Xij Aij
+i 
j (8.3. 40)F�ur eine Zweiteil
henobservable folgt dann:A(2) = Xi1i2i3i4Ai1i2i3i4
+i1
+i2
i3
i4 (8.3. 41)mit: Ai1i2i3i4 = Z drdr0'�i1 (~r)'�i2 (~r0)A(~r � ~r0)'�i3 (~r0)'�i4 (~r) (8.3. 42)
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