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1 Grundlagen der Quantenmechanik

1.1 Einleitung

Die klassische Physik, d.h. Mechanik und Elektrodynamik, beschreibt viele Phinomene ausreichend.
Es gibt jedoch viele Phinomene (meistens Entdeckungen dieses Jahrhunderts), die gar nicht oder nicht
zufriedenstellend beschrieben werden:

1. Atomphysik: Grofle und Stabilitit der Atome, Atomspektren: diskrete Linien, Linienaufspaltung
in elektromagnetischen Feldern: Starkeffekt, Zeeman-Effekt; Wechselwirkung von Licht und Ato-
men

2. Molekiilphysik: Spektren, chemische (homoopolare) Bindung
3. Kernphysik: Spektren, Kernreaktionen, radioaktiver Zerfall
4. Teilchenphysik: Streuung, Zerfall, Wechselwirkung mit Strahlung

5. makroskopische Phinomene: Strahlung des schwarzen Korpers (Planck), Kondensationsphino-
mene: Ferromagnetismus, Supraleitung

Die Quantenmechanik erklirt alle diese Phinomene, jedenfalls im nichtrelativistischen Bereich quan-
titativ und qualitativ. Nichtrelativistischer Bereich: v < ¢, mit v als die Geschwindigkeit der betrach-
teten Objekte.

In den meisten Fillen ist die klassische Physik der Grenzfall der allgemeinen Quantenmechanik , in
dem das Planck’sche WirkungsquantumPlanck’sches Wirkungsquantum

h=— =1,05%10"2"erg sec
27

gegen Null geht. Das geht jedoch nicht immer, oft existiert ein solcher Grenzfall nicht, d.h. es existiert
kein klassisches Analogon.

In der Quantenmechanik werden wir gewisse Begriffe der klassischen Physik aufgeben bzw. erweitern
miissen, z.B. ist der Begriff der definierten Bahn eines Teilchens nicht mehr haltbar.

Die Grundgesetze der Quantenmechanik kénnen wir ebensowenig ableiten, wie etwa die Newtonschen
Gleichungen der Mechanik oder die Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik. Wir wollen im Folgen-
den jedoch keinen deduktiven Weg beschreiten, sondern die Gesetzmifigkeiten induktiv, durch einen
Lernvorgang, aus experimentellen Fakten und Plausibilitdtsbetrachtungen abstrahieren.

1.2 Quantennatur des Lichtes
Die Optik beschiftigt sich mit Lichtwellen. Ebene WelleWellelebene in z-Richtung:
E,=E,=B,=B,=0

Ey = —B, = Acos(kz —wt) = Re (Aei(sz“’t))
dann ist
w =27V Kreisfrequenz

po2m_2m_w
A c

k=(0,0,k) Ausbreitungsvektor
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Anderung der Frequenz — Anderung der kinetischen Energie.
Anderung der Intensitdt — Anderung der Anzahl der Elektronen.

Abbildung 1: Photoeffekt

Intensititen der Welle: (E2 4+ B?) ~ |Aeikz—w1)|2

Die Wellennatur des Lichtes ist ersichtlich bei Interferenzen und Beugung. Interferenz ist die Uberla-
gerung von Wellen:

(7 1) = A7) Zustand 1 (1.2. 1)
ba(F 1) = Ape®2=)  Zystand 2 (1.2. 2)
Y3 (7, t) = P1(F,t) + Pa(7, t) Zustand3 (1.2. 3)
LI+ 1 (1.2. 4)

Die Wellenbeschreibung bricht zusammen bei Absorption und Emission.

1.2.1 Photoeffekt

Deutung: Elektronen absorbieren Lichtquanten, Photonen, s. Abbildung (1). Photonenenergie ¢ = hw
(monochromatische Welle besteht aus vielen Photonen)

2
= T2 — PBlektron _ p, A A = Austrittsarbeit (1.2. 5)

FElektron

Der Effekt findet erst statt, wenn Aw > A. Im Wellenbild sollten auch bei sehr kleiner Frequenz w
Elektronen austreten, wenn nur geniigend Intensitit (d.h. Energie/Zeit) vorhanden ist.

1.2.2 Comptoneffekt

Aus der Energie ¢ = hw folgt, daf8 die Photonen auch einen Impuls haben. Aus der Relativitdtstheorie

folgt:
E = \/m3c* + p2c? = mc? (1.2. 6)

Photonen oder andere Teilchen mit v = ¢ haben Ruhemasse my = 0, da sonst £ = m = oco. Also:

F hw R2wv 21
g = — = — = :h—:hk 1.2.
p=lpl=— =~ " 3 (1.2.7)
P =hk (1.2. 8)

Daf} diese Deutung richtig ist, wird durch den Comptoneffekt bestétigt, s. Abbildung (2).

go+moc? =+ E Energiesatz (1.2.9)
hko = hk + 7 Impulssatz (1.2. 10)
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Photon

Photon

Elektron

Abbildung 2: Photon-Elektron-Stofl (Comptoneffekt)

he(ko — k) + moc? = \/m3c4 +2h% (kg — k)2 mit E = hclk| (1.2. 11)

quadrieren und Division durch 2A2¢? liefert:

k <k0(1 —cosa) + w) = D%, (1.2. 12)
h h
A = Ao + Acompton (1 — cos @) (1.2. 13)
2
ACompton = Lh = L = Comptonwellenlinge = 2,4 107 2m (1.2. 14)

mgpcC N mgpcC
Genau dies wird beobachtet.

Bemerkung: Die Quantennatur des Lichtes haben wir hier nur als Beispiel angefiihrt. Die entspre-
chende Quantenmechanik des Lichtes ist notwendig relativistisch — Quantenelektrodynamik bzw.
Quantentheorie der Strahlung.

Wir betrachten in dieser Vorlesung nur die nichtrelativistische Quantenmechanik . Wir werden das
Photon als relativistisch gar nicht mitbehandeln. Die Untersuchung des Comptonprozesses ist Aufgabe
der Quantenelektrodynamik.

1.3 Elektronenbeugung, Zustand, Zustandsfunktion, Statistische Deutung
1.3.1 Versuch von Davisson und Germer (1927)

Beim Versuch von Davisson und Germer, s. Abbildung (3), durchlaufen die Elektronen, die aus einer
Quelle herauskommen, ein Potential und erlangen dabei eine Energie
2

E=L2 (1.3. 1)

- 2m
Nach Durchtritt durch einen Kristall zeigt sich, auf einer Photoplatte oder anderem Detektum, das
gleiche Beugungsbild, wie bei der Lichtbeugung an GitternGitter bzw. Rontgenlichtbeugung am Kri-
stall. Elektronen haben anscheinend Welleneigenschaften.

Das Experiment kann mit anderen Teilchen, z.B. Neutronen oder Atomen, wiederholt werden und
liefert das gleiche Ergebnis.
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(o

Elektronen-quelle

Kristall

Photoplatte mit Beugungserscheinung

Abbildung 3: Davisson Germer (1927)

1.3.2 De Broglie und Beugung am Spalt
Folgerung:

1. Um die Beugungsfigur quantitativ zu deuten, kénnen wir uns an die Regeln der Wellenlehre
halten daraus folgt die Wellenldnge .

Die Zusammenhinge sind wie beim Photon: E = hw, p= hk, E= |ple
Nach de Broglie gilt auch fiir Teilchen:

aber z.B. fiir Elektronen ist £ = %.
Z.B. Elektronenstrahl mit Impuls p, Energie % = Y(7,t) = Aeilkr=wt)
Bei der Lichtbeugung am Spalt gehen wir so vor:

Wir beschreiben die von den einzelnen Punkten des Spaltes ausgehenden Wellen durch die Wel-
lenfunktion.

Y(z,t) = Ae'ke—eh) ebene Welle (1.3. 2)

Und deuten die Beugungsintensitidt durch die Interferenz der von den einzelnen Spaltpunkten
ausgehenden ebenen Wellen. Das gleiche Prinzip fithrt auch bei der Elektronenbeugung zum
Erfolg.

2. Bedeutung von (r,t)

Wenn wir die Beobachtungszeit verringern, also weniger Elektronen aus der Quelle kommen, so
bleibt die Beugungsfigur erhalten, aber die Intensitdt nimmt ab. Schlieflich 16st sich die Figur
in eine kornige Struktur auf, daraus folgt die Punkte der Struktur entsprechen den einzelnen
eingetroffenen Elektronen. Das kénnte man auch durch einen Geigerzidhler nachmessen. Es er-
gibt sich ein gleich starkes Signal. Das bedeutet: Elektronen treffen als ganze Teilchen auf die
Photoplatte auf (es gibt keine halben Elektronen).

Deutung: Die Elektronen, oder Materieteilchen, verlaufen nicht auf einer wohldefinierten Bahn,
sondern konnen anscheinend an einen beliebigen Ort der Photoplatte gelangen. Aber es gibt eine
Hiufigkeitsverteilung.

Beachte: Die Elektronen kommen einzeln an,d.h. unabhéngig voneinander. — Gesamtheit iden-

tischer Teilchen, alle im gleichen Zustand. Zustand heifit in diesem Fall: Jedes Elektron hat die
2

Energie £ = ;—m und tritt durch den Kristall.
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Abbildung 4: Doppelspalt

Deutung: Es gibt eine Wahrscheinlichkeit
p(r,t)dF (1.3. 3)

daB das einzelne Elektronen am Ort r des Bildschirms im Intervall dF' zur Beobachtung kommt.
Es gilt:

p(r,t) = 4" (r, ) (r,t) = |9 (r,t)|* (1.3. 4)
¥(r,t) = Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Zustand ¢ = Zustandsfunktion

Fiir ein einzelnes Elektron gibt es also eine Wahrscheinlichkeit 1, an den Ort r zu gelangen.
Wenn wir nun, wie im Experiment, viele Elektronen durch den Kristall schicken, ergibt sich aus
dem Punktmuster eine Beugungsfigur, d.h. eine Intensitéitsverteilung.

Bemerkung: Wie wir beim Licht die Intensitdt beobachten, so beobachten wir auch hier die
Wahrscheinlichkeit || . Zugrunde liegt aber die Zustandsfunktion. So wie in der Wellenlehre die
Wellenfunktion sich aus einer Wellengleichung ergibt (Maxwell Gleichung fiir Licht), so erwarten
wir hier eine Gleichung fiir die Zustandsfunktion ¢ (r,t).

1.3.3 Superpositionsprinzip

Wenn 1 (7, t) und 15 (7, t) mogliche Zustinde sind, dann auch ¢ = 11 + 1 (wobei p # p1 + p2)-

1.3.4 Doppelspalt

Ein einfaches Beispiel fiir Zustand = Wellenfunktion = Wahrscheinlichkeitsamplitude ist der Dop-
pelspalt, s. Abbildung (4).

PY(r,t) = P1(7,t) + Pa(7) 1) (1.3.5)
p(7,t) = (7, 8)|* = 1] + 2] + piebe + 195 (1.3. 6)
Deutung: Kennzeichnend fiir eine Gesamtheit von Teilchen im gleichen Zustand ) ist die Zustands-

funktion (7, t).
p(7 t)d3r = (7, t)2d>r (1.3.7)

ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Zustand (7, t) an der Stelle 7, 7+ dF zur Zeit ¢ anzutreffen.

Normierung:

/ & (7, t) = / B (7, (7, ¢) = 1 (1.3. 8)



6 1 GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK

(7, t) ist zeitlich verdnderlich, da der Zustand sich d&ndern kann, aber die Gesamtwahrscheinlichkeit,
das Teilchen irgendwo anzutreffen, muf} eins sein, d.h. Gewi3heit, und zwar unabhéingig von t.

1.4 Schriédingergleichung

Klassische Mechanik: Ein Teilchen der Masse m in einem Potential V() wird beschrieben durch die

Hamiltonfunktion "

H=H@, ) = ;L + V() mit H(p,7) = E = Energie (1.4. 1)
m
fiir ein freies Teilchen gilt:
P
Hy=— 1.4.2
0=75 (1.4. 2)
Wir suchen eine Gleichung fiir die Zustandsfunktion.
P(7,t) = A FT=71) ebene Welle (1.4. 3)
Suche DGL, die E = £ erzwingt.
ih%d} = Ey(7,t) (14. 4)
0 0 0
= — 14.5
(83:’ oy’ 8z) ( )
V(F,t) = ZB(F, 1) (14.6)
hne, - D
(=V)“(7, t) = p“o(7,t) (14.7)

1 (h
- 2m
Gleichung (1.4. 8) ist die Schrédingergleichung fiir ein freies Teilchen der Masse m. Der Ubergang
zur Quantenmechanik folgt somit aus dem Korrespondenzprinzip.

L0 .
zha'd)(r,t) V)% (7, t) (1.4. 8)

¢

Korrespondenzprinzip: Ersetze E = ih% und p = %V

2
p 1 koo
Ho — — e 1.4.9
— Ho 2m Zm( ) V) ( )
0? 0? 0?
2
A= 14.1
v 0x2 + Oy? + 022 ( 0)
Die Schrodingergleichung folgt dann aus dem Energiesatz H = E.
in 2 (7 t) = — 2 A (14 11)
ot” 7 2m ’ o

Die Grofe % und V heiflen auch Differentialoperator. Allgemein definiert jede Transformation

P(7,t) = p(7,1)

den Operator A:
p(7,t) = AY(T,t) (1.4. 12)

Der Hamiltonoperator fiir ein freies Teilchen lautet:

R 1 h 2 h2 "2
- L (_v> SRLCRYNS i (1.4. 13)

- 2m \i 2m 2m
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Sei (7, t) = f(7)(7,t) eine einfache Multiplikation, dann ist f(7) ebenfalls ein Operator.

Der Hamiltonoperator H bei einem duferen Feld lautet

. K2
H=-—A 3 1.4. 14
o + V(%) ( )
Allgemeine Schrédingergleichung:
L0 o h? N
ih (7, t) = Hp(7,t) = (—5—=A + V(7)h(7, 1) (1.4. 15)
ot 2m

Dies ist die fundamentale Gleichung, die den quantenmechanischen Zustand 1 definiert. Sie spielt die
gleiche Rolle wie die Newtonsche Bewegungsgleichung m# = K(7) zur Bestimmung der Klassischen
Bahn eines Teilchens.

Bemerkung: Die Deutung der Zustandsfunktion hatten wir schon gegeben. Zusammen mit der
Schrodingergleichung haben wir jetzt die Grundlage zur Behandlung quantenmechanischer Proble-
me geschaffen. Wir haben die Schrédingergleichung nicht abgeleitet, sondern nur plausibel gemacht.
Thre Bedeutung wird alleine durch die Erfahrung gerechtfertigt.

Verallgemeinerung fiir N Teilchen:

2 2
- - . p p = -
H(Pi, .o PN Ly e ey TN) = 2—7;1 +o+ ﬁ + V(7,...,7N) (1.4. 16)
h 0
pp = —V1 = =
p1 ; VL o,
. h
PN — ;VN
(] :w(Flv"'vFNvt)
Schrodingergleichung:
0 .\
h—v = H 1.4. 17
i = Hy (14,17
p(71, - TNy t) = [O(F1, - .o PN B)]? (1.4. 18)
Gleichung (1.4. 18) ist die Wahrscheinlichkeit zur Zeit ¢ bei einer Messung Teilchen 1 an Ort 7,
Teilchen 2 am Ort 75, ...und Teilchen N am Ort 7y anzutreffen.

1.5 Kontinuititsgleichung, Mittelwerte
Wir kénnen axiomatisch zusammenfassen:

1. Der quantenmechanische Zustand bestimmt sich aus der Zustandsfunktion (7, t).
2. Wenn wir (7, t) zur Zeit ¢t kennen, folgt (7, t) fiir alle spédteren Zeiten aus der Schrodingerglei-
chung.
ih%@b(ﬁ t) = Hy(7,t)  Kausalitiit
Wir priifen nach ob das, was wir iiber ¢(7,t) schon gesagt hatten, widerspruchsfrei ist.

3. Superposition: Wenn 11 und 9 Losungen der Schrédingergleichung , dann auch 1 = ay + bs.

Beweis:

0 - J - o
(z’ha —H)yp = a(iha — H) +b(ih§ —H)y,=0 (1.5. 1)
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4. Deutung von |¢|? als Wahrscheinlichkeitsdichte: Nur solche Funktionen (7, t) sind als eigentliche
Zustandsfunktionen zulissig, die absolut quadratintegrabel sind:

/d?’mb*(F, £)4b(7, ) = C mit 0 < C < oo (L5. 2)

Da mit (7, t) auch jedes \i)(7,t) (A const.) Lésung der Schrodingergleichung ist, 148t sich C'
jedenfalls zu einer Zeit ¢ zu 1 bestimmen. Dann ist:

p(7,t) = |1(7,t)|> = Wahrscheinlichkeitsdichte (L.5. 3)
Offenbar bleibt diese Eigenschaft erhalten, wenn wir zeigen kénnen, daf} fiir alle spiteren Zeiten
gilt:
f|¢|2d3r =1 (1.5. 4)
Beweis:
Sol7t) =+ (15. 5)
Es gilt:
. h2
thy = <——A + V) P (1.5. 6)
2m
h2
—ih* = (———A * 1
i = (—5 A+ V)Y (1.5.7)
daraus folgt:
1, KA 1 h? .
GL(1.5.5) = — ¢ (=5~ + V)¥) — = (=5 - A+ V)¥7)¢
I g aw) - ) = T (4 - )
- 2m N 2m
=-V-7 (L5. 8)
mit dem Wahrscheinlichkeitsstrom:
h
7= — (" — * 1.5.9
J= 3 (W' = $VY) (15.9)
Kontinuitatsgleichung:
0
ap(ﬁ t)+divy=0 (1.5. 10)

Integration iiber d3r:
0 d =
3 —_— . = — 3 . = — 3 . 7
/d ratp(r,t) dt/d rp(7,t) /d rV.-j

= —/ AF Trormal (1.5. 11)
Ober flache

Die Abnahme der Gesamtwahrscheinlichkeit ist gleich dem Wahrscheinlichkeitsstrom durch die
Oberflache. Da

¢—>0f1'ir|ﬂ—>oo:>|ﬂ—>0:>/dﬁfnormaz—>0

Also gilt:
%/d%p(ﬁ t)=0= /d?’rp(f’, t) = const. =1

Mit dem Begriff der Wahrscheinlichkeitsdichte ist der Begriff Mittelwert verkniipft.
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1.5.1 Ortsmittel
o0 o0
<z >:/ Brzp(z,y,z,t), <y >:/ Eryp(z,y, z,t), ... (1.5. 12)
—00 —00

< 7o / 7 Prip(it) = / Brp* (7, )i (7, 1) (15. 13)

< 7> bezeichnet man als Ortsmittel.

1.5.2 Impulsmittel

Der Impulsmittel ist mit g — %V definiert als:
h
<p>= /d3rz,b*(F, )T V() (15. 14)

Definition 1.5.1: Die allgemeine Definition eines Mittelwertes lautet mit A als beliebigen Operator:

<A>= /d?’rz/) 1) A(7, t) (1.5. 15)

Diese Definition ist plausibel, da die klassische Beziehung:

d 1
—<F>=—=<p> (1.5. 16)
dt m
folgt.
Beweis: g
- — 3 =
o <T>= o /d rzp(r,t) (L.5. 17)

= /d3m:p (7, ) /d3rm -7
9. 0.
3 o 3
0 h o
_ 3 * < [ Y - 3 * 7
_Zim/dr(w&cw (8:01/))1/)) m/dr 181’[)

1
=—<pg> (1.5. 18)
m

1.5.3 Satz von Ehrenfest

d? 3 0 L 0 -
mﬁ<m> /dr(zp%@b-ﬂ,b%?,b)

() ) o (20

= [ (v gt v v vV o)

0
=< ——V >=< K, 1.5. 19
< % >=< Kg > ( )
< —%V > ist der ortliche Mittelwert der Kraft K, = —(%V. Aus dem ortlichen Mittelwert der

Beschleunigung ergibt sich der 6rtliche Mittelwert der Kraft. Der 6rtliche Mittelwert verhilt sich also
so wie in der klassischen Mechanik.
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1.6 Stationire Zustinde, Eigenzustinde, Eigenwerte, Operatoren
1.6.1 Stationire Zustinde

Wir betrachten einen speziellen Typ von Zustandsfunktionen:

p(F,t) = ¢ (7) e (1.6. 1)
Aus der Schrodinger Gleichung folgt:
Hip(F)e o = ihap = hanp(7)e ™ (1.6. 2)
b(7) = Ey(7) mit E = ha (1.6. 3)
p(7,t) = [(7,t)|? = [¢(7)|? = zeitunabhingig (1.6. 4)

Solche Zustiande heiflen stationar.

1.6.2 Eigenwerte, Eigenwertgleichung

Fiir den Mittelwert folgt:

< H>= /d?’rz/)*(F, £ Hy (7, 1) (1.6. 5)
= [ @i @B = E [ dry(p() = B (16. 6)
Somit ergibt sich die zeitfreie Schrédingergleichung:
" R2A 2\ .
Hy(r) = o + V(7)) ¥(¥) = E¢(7) (1.6. 7)
Dies ist eine Eigenwertgleichung. Nicht alle Energiewerte sind erlaubt, sondern nur solche, fiir die die
Zustandsfunktion normierbar ist:
/d3r|1,b|2 =1 (1.6. 8)
Die erlaubten Energiewerte FEj,FEs,...,E, heiflen Eigenwerte. Die zugeho6rigen Zustinde, Eigen-
zustdnde 1,. Neben einem diskreten Spektrum Fjy, Fs, ..., E, gibt es oft noch einen kontinuierlichen

Bereich oder nur diesen. Die zugehérigen Zustinde (uneigentliche Zustinde) sind dann allgemein nicht
normierbar.

Beispiel: Fiir ein freies Teilchen gilt:

p
=P _ 1.6. 9
"7 om 2m ( )
W(7) = aet*” (1.6. 10)
272
E= T;—k (1.6. 11)
m

mit der Nebenbedingung: |4|? = ist beschrinkt folgt

/d37‘|1/)|2 = |af? /d3r = |a?- Volumen — oo (1.6. 12)

Funktionenklasse: f(7) ist eindeutig und [ d®r|f(7)|? existiert, d.h. es ist quadrat-integrabel. Diese
Funktionen bilden einen Hilbertraum .

Definition 1.6.1:
< flg >= /d37‘f*(7_")g(7_") = komplexe Zahl (1.6. 13)

heifit Skalarprodukt.



1.6 STATIONARE ZUSTANDE, EIGENZUSTANDE, EIGENWERTE, OPERATOREN 11

1.6.3 Operatoren

Mit den Transformation f — g mit f,geH ist ein linearer Operator A definiert als:

g=Af (1.6. 14)
wenn die Linearitdtsbedingung:
Alerfi+ eafz2) = c1Afi + c2Afo (1.6. 15)
erfiillt ist.
1.6.4 Hermitesche Operatoren
Wenn gilt:
< flAg >=< At flg > (1.6. 16)

dann ist A" adjungiert zu A. Gilt A = A", dann heifit A hermitesch oder selbstadjungierter Operator.
Beispiel: Sei V() hermitescher Operator und V(7) reell, wenn gilt:

< fIV(D)g >= [ dri V(g (1.6. 17
<VHDflg >= [ EriV(g (16. 18)
folgt:
V=v" (1.6. 19)
Wenn p = %V dann gilt:
h
< flbg >= /d:"’rf*;Vg (1.6. 20)

_/d3r (%W*) g (1.6. 21)
_ /d3r GVf)*g (1.6. 22)

Wenn A hermitesch ist, dann sind auch A%, A3, ... hermitesch. Allgemein gilt: F(A) ist hermitesch fiir
jedes F(z), das als Potenzreihe darstellbar ist.

Wenn A, B hermitesch sind, dann ist auch A + B hermitesch.

Damit folgt, daf§ auch H = % + V(7) hermitesch ist.

Der Erwartungswert eines hermiteschen Operators ist reell.

< A>=< flAlf >= /d3rf ) A (7 /d3 (A* ()" £ (7) (1.6. 24)

_ /d3r (Af(P)* f(F) =< A >* (1.6. 25)

Physikalische MefSgrifien: Physikalische Meflgroen werden mathematisch durch Operatoren darge-
stellt, z.B. Impuls, Energie, Drehimpuls, etc. In Frage kommen nur hermitesche Operatoren, damit
alle Mittelwerte reell sind.
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Daraus folgt, daB8 Physikalische Mefigroflen in der Quantenmechanik durch Operatoren dargestellt
werden. Allgemein ist jede physikalische Mefigrofie F' eine Funktion von Ort und Impuls.

F = F(¥,7) (1.6. 26)
Um zum Operator F' zu kommen, ersetzt man 7 und 5 durch die Operatoren #,p = %V.
F = F(#,p) (1.6. 27)
Wenn F hermitesch ist, sind wir fertig, wenn nicht, so miissen wir geeignet symmetrisieren.
Beispiel: Seien A, B hermitesch, also A = AT und B = B, dann gilt:
< f|ABg >=< f|A(Bg) >=< (A" f)|Bg >=< BT A" f|g > (1.6. 28)
(AB)t = BTA* =BA (1.6. 29)
Wenn AB # BA, so ist AB nicht hermitesch, z.B. A=p,B =&

h 0 h 0 h
AB—-BA)f=—-—zf —z——f =~ 1.6.
( )f =g af v f==f (1.6. 30)
a1 e .. R
p, 2] =pz —&p = — Vertauschungsregel (1.6. 31)
i
Symmetrisierung: Sei a -+ A und b — B
1
ab= i(ab + ba) (1.6. 32)
daraus folgt:
1
E(AB + BA) ist hermitesch (1.6. 33)
1.6.5 Allgemeines Eigenwertproblem
Es gelte
AY = ap — {} = {1,19,...} (1.6. 34)
so daf

mit a, als Eigenwerten und 1, als Eigenfunktion.

Eigenwerte von hermiteschen Operatoren sind reell, daraus folgt: v, ist normiert.
< ¢n|A¢n >=ap < T,bnhbn >=ap (1.6. 36)
al =< Apn|thy >=< AT Pplth, >=< | Atp, >= ay, (1.6. 37)

Satz: Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

A¢n = anq/)n < 7/’m|A7/)n >=ap < 7/)m|7/)n > (1'6' 38)
Aq/)m = amq/)m < A+7/)m|¢n >=< A¢m|7/)n >=am < 7/’m|7/)n > (1'6' 39)

daraus folgt:
0= (am — an) < Ym|thy > (1.6. 40)

< Ym|thn >=0 (1.6. 41)
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Abbildung 5: unendlich hoher Potentialtopf

1.7 Teilchen im begrenzten Raumbereich

Allgemeine Randbedingungen: Die Zustandsfunktion (7, ¢) und damit die stationéren Zusténde ¢ (7)
miissen eindeutig und stetig sein. Im Allgemeinen ist 8%1/) oder V4 auch stetig, selbst wenn V unstetig
ist (Ausnahme: V ist jenseits einer ganzen Fliche unendlich gro8. Dort ist ¢ = 0, aber keine Forderung
an V. Dort wo V unendlich ist, ist V¢ endlich. Dabei sind aber Punktsingularitidten zugelassen.)

Wir betrachten als Beispiel folgendes eindimensionale Potential, s. Abbildung (5):

00 z <0
V(:c):{() 0<z<a (1.7. 1)

o0 a<x

Die Schrodingergleichung lautet hier:

h? d?

—%Eu(m) =Fu(z) mit0<z<a (1.7. 2)

Mit den Randbedingungen u(0) = u(a) = 0 ergibt sich aus der allgemeinen Lésung:

. ) h2k2
u = C1e*® 4 Che ™ und B = —— (1.7. 3)
2m
fiir z = 0:
0=C1+ 0y (1.7. 4)
u=0C (eikm - e_ik’”) = 2iCy sinkz = Csinkx (1.7. 5)
fir x = a:
0 =sinkz — ka = nm (1.7. 6)
Normierung:
a Cc? pnm
1= / desin? kx = — dasin® a
0 k Jo
nC? 7 9 nC?*r  C?a
_ 2 _ta 1.7.
p /0 da sin® a ok 5 (1.7.7)

C= \/g (1.7. 8)
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14

U1

us U2

Abbildung 6: stehende Wellen im unendlich hohen Potentialtopf

Somit ergibt sich fiir die Eigenfunktionen:
2 . nmw
un(x) =/ —sinkpz, k,=—, n=123,...
a a

und fiir die Eigenwerte:
h2k2
E, = - (1.7. 10)

(1.7.9)

2m
Zsinm? ist knotenfrei. Die u, bezeichnen stehende Wellen, s. Abbildung

Der Grundzustand u; =
(6). Da u reell ist, folgt fiir den Strom:

h 0 0
= [y — [ Zqp* = 1.7. 11
Strom 2im (1/) 8x¢ (3x¢ )1/)) 0 (17 1)
h L 0 h 0 h
<p>= 7 /dxu il /dmu%u = 2—1u28 0 (L.7.12)
Verschiebung der vorgegebenen Mitte liefert mit z = § +§, —5 <{ < 3
ﬂn%m:sm<%§+%;> (1.7. 13)
2 coskp{ n=1,3,5,... ungerade
un(€) = E{ sink,6 n=2,4,6,... gerade (L.7. 14)
Die Mittelwerte ergeben sich aus
<€ >p= : de€u2(€) =0 da ungerade (1.7. 15)
2
<p>p=0 (1.7. 16)
Die < p? >, < £2 > sind im Grundzustand gemittelt.
(1.7. 17)

a 2 4 us
<& >= ’ dee?Z cos’ k& = —= /2 dez? cos® z
a aky Jo

wle

3 r+sinzcosz o T 3 .
I:/ dza?® cos® & = fmﬂg —/ dzz (z + sinz cos x)
0 0
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w3 w7
=8 5 sin :L‘|0 / drsin’z = 4— 3 (1.7. 18)
a? (1 = a? w2
= — — |14+ — 1.7.1
<§> 7T2<2+12> 27T2<+6> (1.7 19)
<p’>== 2 d§cos( —18)(— h2)8—2cosk 13
remal oz
2 5.5 [3 . 2 o [% ,  m’h?
= —kih / d€ cos” k1€ = —25 kl/ dx cos® z = 5 (1.7. 20)
a a

ApAE =1/< 2 ><p>>=Hh ? (1.7. 21)

Gleichung (1.7. 21) ist die Unschirferelation. Sie besagt, dafl Impuls und Ort nicht gleichzeitig scharf
sein konnen. p und z sind komplementire Groflen. Wenn x absolut scharf wire, Az = 0, so wire
Ap = lima, s Ai = 00 absolut unscharf und umgekehrt. Sie erkliart auch die Tatsache, daf} fiir die

Grundzustinde gilt £ = h "2 > 0. (Klassisch wire Egrynqg = 0, das Teilchen lige auf dem Boden).

Wire
<p’> (Ap)®

H>= 1.7. 22
sHe 2m 2m (1.7. 22)
somit wére
Ar = 0 (1.7. 23)
Das ist aber unmdglich, da das Teilchen eingesperrt ist.
1.8 Linearer, harmonischer Oszillator
Wir betrachten das Potential: m
V(z) = Ew2m2 — K = —muw’e (1.8. 1)
Der Hamiltonoperator lautet dann:
52
7_ P 242
H = o + g E (1.8. 2)
und fiir die Schrodinger-Eigenwertgleichung folgt:
h2 2 00
——¢"(z) + ﬂzzap(:c) = Ey(z) mit / dzjp(z)> =1 (1.8. 3)
2m 2 00
1 (mw , ho d? E
D=2 B2 = — 1.8.4
Definiere: "
2 " 2
= — = L 1. .
at = (Lénge) (1.8. 5)
Damit ergibt sich:
1((z)? d\? E
(=) = (a— = 1
= ((a) (o) )so() = () (18.6)
Setze: ) p . q
x x
b=—|(— bt=— (= -a— 1.8.7
V2 ( d:ﬂ) 2 (a d:ﬂ) ( )

Fiir f(z) beliebig gilt dann:

s =[5 +ar] |2 -ar] - [%f—xf'wmf'_w"]
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1|z? d? 1

o A P (18. 8)
1 d 1
5o =5 |2 —ag| [Zrrar| =5 [Z—fo f—ef —af"

1z 1

= _Z_O[E]f_if (1.8.9)
Daraus folgt:

(b =) f = f (1.8. 10)
bt —btb=[bb"] =1 (1.8. 11)

Gleichung (1.8. 11) ist aber nichts anderes als die Vertauschungsregel:

h hod
p il = — mit p = — — 1.8. 12
[B, 2] - mit p =~ ( )

denn mit [p,p] = [z, ] = 0 folgt:

1z d & d 1z z
=== +a— === 4a=p, = —a—p 1.8.1
[b’b ] 2 [a adm’a dm] 2 [ +ahp’a ahp (1.8.13)
= 2 (15,4]— [¢,5) =1 (18. 14
57 (P2 —[2,5]) = 8.
Die Differentialgleichung (1.8. 6) lautet mit Gleichung (1.8. 11) dann:
1 E
+ - _ =
(b b+ 2) o(@) = () (1.8 15)
oder: E 1
btbp(z) = (— — —) o(z) (1.8. 16)
hw 2
setze: B 1
A= — — = 1.8. 17
hw 2 ( )
1
E =hw ()\ + 5) (1.8. 18)
b" ist adjungiert zu b, wie das Zeichen andeutet.
Beweis: ) p
x
bg >= [ deft— |~ —
< flbg > / =f \/E[aJradm]g
d
= /d:c < [— — —] f+> g=<b"flg > (1.8. 19)
dz
Damit ist b selbstadjungiert oder hermitesch:
)T =bt (bT)T = bt (1.8. 20)
o0
< b by >=< bplbp >= / dz (bp) " by
o0 o0
= / dz|bp|? = )\/ dzle|? =X < plp>=A>0 (1.8. 21)
—00 —00

Das Gleichheitszeichen in Gleichung (1.8. 21) ist nur erfiillt, wenn by(z) = 0.
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Abp = bbby = (b7b+ 1) bp — b b (bp) = (A — 1) by (1.8. 22)
d.h. wenn ¢ Eigenzustand zu b*b ist, so ist by Eigenzustand mit Eigenwert (A — 1).

(07b) (btp) =bT (bTo+1) =N +1) (b ) (1.8. 23)

d.h. bty ist Eigenzustand mit Eigenwert (A + 1).

Theorem: Aus dem Eigenzustand ¢ zum Eigenwert A erhilt man weitere Zustinde zu den Eigen-
werten A—1,\ —2, ... durch Anwendung von b, 2,03, ... auf ¢ und zu den Eigenwerten A+ 1, A +2,...
durch Anwendung von b+, (b7)?, (b+)*,... auf . (b ist der Absteiger oder Absteige-Operator; b* ist
der Aufsteiger oder Aufsteige-Operator)

Man kann so zu negativen Eigenwerten durch fortgesetzte Anwendung von b kommen, das darf nach
Gleichung (1.8. 21) nicht sein, also muf es in der Reihe by, b%p, b3, ... ein ¢y geben, so dal byy = 0.
Diese Bedingung ist notwendig.

btbpo =b" (bpp) =0 — Xg =0 (1.8. 24)
Grundzustand: p
x
o x _1a?
= 2P0 0= Ce 22 (1.8. 26)
1= / dzph = 02/ dze 5 = C?V/ra (1.8. 27)
Normierter Grundzustand: ) )
1la
po(z) = e 2o? (1.8. 28)
ay/T
Durch Anwendung von b, (b*‘)2 ,- .. auf g erhalten wir Eigenzustidnde 1, @, ... zu den Eigenwerten
An = Ao +n=n.
Es gilt also:
Hy, = E,pn, (1.8. 29)
1 1
En:hw(kn—l—i):hw(n-i—i) mit n =0,1,2,... (1.8. 30)
¢ =Cyp (b7)" po(z) (1.8. 31)
Bestimmung von Cj:
Sei ¢, normiert:
bt on = Nonit (1.8. 32)
<bTonbton >= N? < oni1lpng1 >= N2 (1.8. 33)
b on|bT o >=< @n|bbT o, >=< | (bTb+ 1) @, >
=n+1) <pplen >=n+1 (1.8. 34)
N2=n+1 (1.8. 35)
bt (bT)?

= . = 1.8. 36
Pn+1 \/mtp (n—i—l)nso 1 ( )

on = % (b")" 0 (1.8. 37)



18 1 GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK

n2

ni

\ / no

xr

Abbildung 7: Energien des harmonischen Oszillators

Orthogonalitit: < pn,|vn >= dum

Das System {¢p, } ist ein orthogonales und normiertes Eigenfunktionssystem, kurz: ein orthonormiertes
System.

Explizite Darstellung:

b f = % (2 - %) f= —%e;?% (ei—if> (1.8. 38)
OO f = (\_/;_lne;a_z <a%>n <e_2i_22f(m)> (1.8. 39)
on(z) = %e;ﬁ (a%) e (1.8. 40)
a/m2"n!
Definition 1.8.1: Hermite-Polynome
Hy(y) = (-1)"e¥’ (%)n v 2: y (1.8. 41)
on(z) = %Hn (g) i (1.8. 42)
a4/m2"n!

Die ¢p,(z) sind somit Hermite-Funktionen.

Wir haben zwei eindimensionale Systeme kennengelernt. wo es nur diskrete Eigenwerte gab. Die Ei-
genfunktionen waren normierbar.

Beim harmonischen Oszillator ergibt sich fiir die diskreten Eigenwerte, s. Abbildung (7):

1
E, = hw <n + 5) (1.8. 43)
Diese sind dquidistant.
(=)™ z\ _=2
on(r) = ———=Hp [~ ) e 22 (1.8. 44)
\/ a/m2nn! «
o2 =1 (1.8. 45)
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Abbildung 8: Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators

Die n-te Anregung ist mit n Quanten angeregt, s. Abbildung (8).

Klassischer Fall: alle Energiewerte £ > 0 sind erlaubt. Die maximale Amplitude der Schwingung liegt
bei:
2 2F
BE=2 + M 262 = const. — Tmaz =\ —= (1.8. 46)
2m 2 mw

Die Teilchenbewegung ist begrenzt auf den Bereich:

—Zmaz < T < Trmaz (1.8. 47)

Quantenmechanischer Fall: Es gibt nur diskrete Energiewerte E,,. Der Bewegungsablauf ist nicht zu
verfolgen, d.h. es gibt keine Bahn. Aber fiir alle z mit —co < z < oo gibt es eine nicht verschwindende
Aufenthaltswahrscheinlichkeit:

on(2) = lpn(@)? > 0 (18. 48)

Ein Operator A 148t sich auch in Form einer Matrix darstellen. Die Matrixelemente entsprechen
folgender Zuordnung: Operator A — Matrix A,.,. Sei {¢,} ein System von Funktionen, dann kénnen
wir definieren:

Definition 1.8.2: Matrixdarstellung des Operators A:

Apm =< onl|Apm >=< on|Alpm > (1.8. 49)

1.9 Potentialtopf (eindimensionaler), Streuzustinde, Impulsdarstellung

Ein Teilchen in einem begrenzten Raumgebiet und der lineare harmonische Oszillator waren Beispiele
fiir Systeme, die nur ein diskretes Energiespektrum haben. Die entsprechenden Eigenzustinde uy,(z)
waren normiert. Wir betrachten jetzt den eindimensionalen Potentialtopf, s. Abbildung (9).

0 |z| >

V(z) :{ v (1.9. 1)

NI NS

mit V >0
Klassischer Fall:



20

1 GRUNDLAGEN DER QUANTENMECHANIK

Abbildung 9: Eindimensionaler Potentialtopf

1. E <0,d.h. =V < E < 0 Das Teilchen lduft im Topf hin und her, man sagt auch das Teilchen

sei gebunden.

2. E > 0 Teilchen liuft von —oo her kommend nach +oco (oder umgekehrt). Dabei ist seine Gesam-

tenergie ¥ = %02 + V(z). Beim Passieren des Punktes —§ springt die kinetische Energie um V,
beim Passieren des Punktes § geht die Energie auf den urspriinglichen Wert zuriick.

Quantenmechanik :

Es gibt nur diskrete Eigenwerte (diskretes Spektrum). Zugehorige Zusténde u,(z) sind gebun-
dene Zustéinde.

Definition 1.9.1: Zustéinde in einem Potential heilen gebundene Zustinde, wenn die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit |u(7)|? fiir || — oo gegen Null geht. (Anschaulich: Das Teilchen ist
mehr oder minder an das Potential gebunden.)

. E>0: o
[_%W + V(:c)l u(z) = Eu(z) (1.9. 2)

L)+ (B V(@) ule) =0 (19. 3)

2| > g : j—;u(m) + k2u(z) =0 (1.9. 4)

e hk = +V2mE (1.9. 5)
2| < g j—;u(:c) + K2u(z) =0 (1.9. 6)

e WK = +1/2m (E + V() (1.9.7)

Losung fiir groBe z: e**, ¢~ Bestimme u so daB gilt:

ikx —ikx
u(z) = { Ae*™ + Be x — 00 (1.9. 8)

T | CetkT 4 Dehr 4 5 o

Von den Koeffizienten A, B,C, D sind aber nur zwei unabhingig und die anderen kdnnen aus
Gleichung (1.9. 2) berechnet werden, da diese eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in z
ist.
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Definition 1.9.2: wug(z) heiit Streuzustand, wenn

(a) ug(z) Losung von Gleichung (1.9. 2 ) zur Energie E =

212,
A’k t,

2m

(b) ug(z) folgendes asymptotisches Verhalten zeigt:

Uk(l“) = { tkeikz

etk e g —(sign k)oo
x — (sign k)oo

Seien nun uj,us Lésungen zu gleicher Energie E:

dann gilt:

Dies ist die Wronski-Determinante der Differentialgleichung zweiter Ordnung.

— — ¥,
Setze nun u; = ug, ug = uj;:

ulu'2 - u2u'1 =

h2 n + V( ) E
——U T )Uu2 = LU
om 2 2 2

uguj — ujuh = const = W

uuly — ugul = —2iklty|? fiir £ — sign k- co

(eikm + rke_“””) (—ike_ikz + ikr,’;eikm) —
_ (ikeikz _ ik,’,ke—ikm) (e—ikm + r;eikz)

= —2ik (1 - |rk|2) fiir x — —(sign k)oo

Aus der Konstanz der Wronski-Determinante folgt dann:

r< —
|| <

r >

Als Randbedingungen ist zu beachten die Stetigkeit von uy und wj, bei |z| = § fiir =

firz = 2:

a

NN N

1= |7“k|2 + |tk|2

R = |rp|> = Reflexionskoeffizient

T = |t;|? = Transmissionskoeffizient

up = etk + ,r.ke—ikm u;c — ik (ezkz _ T,kefzkz)
ug, = ce!BET 4 be7 KT ) =K (ceiKm — be_iKm)

u = tpetk® uj, = iktye*®

_ika ik< _iK% K&
e Zk2+rk61k2 = ce iK g -|-b€ZK2

k
K

—ike ika K¢ K2
e ik _,r,kezk2] — ce iK g _bezK2

ce®2 + be K2 = tye*e
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11)
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1.9.1

Abbildung 10: Stehende Welle im Potentialtopf

: a , a k 1. @

ce®e — pe Ky = _1etky (1.9. 23)

K
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir vier Unbekannte. Die Losung lautet mit o = % <1

aefika

ty = 1.9. 24
ozcosKa—z'lJrz"‘2 sin Ka ( )

1
Ty = |te]®> = (1.9. 25)

141 (L ~a) sin’ Ka

Fiir die klassische Bewegung lduft das Teilchen immer durch, d.h. T = 1. In der Quantenme-
chanik wird Ty nur gleich eins, wenn gilt Ka = nm, d.h. es tritt Resonanz auf.

Diese Streuresonanz entspricht den Eigenwerten des unendlich tiefen Topfes: stehende Welle im
Topf, s. Abbildung (10). Der Wellenzug pafit genau in den Topf. Wir sagen auch, wir haben ein
virtuelles Niveau im Kontinuum. Dieses Resonanzverhalten wird besonders klar fiir einen
sehr tiefen Topf, d.h. V > E, s. Abbildung (11):

k E
o=z =\g7 <! (1.9. 26)

Fiir sinka # 0 gilt
N N 4a?
"1+ ;sin?Ka  sin?Ka

—

Ty <1 (1.9. 27)

aufler bei Ka = nm.

Impulsdarstellung

Die Schrédingergleichung lautet hier

h o o
H (;g@) P(x,t) = ihyp(z,t) (1.9. 28)
P(z,t) sei  normiert, damit  folgt [¢(z,t)|? = p(z,t) dies st  die

Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte@A ufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte.
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AL

(n+ ) (n+2)m

T

Abbildung 11: Verlauf des Transmissionskoeflizienten

Fourierintegral: Sei f(z) quadratintegrabel, dann existiert eine Fouriertransformierte:

F) = <= [~ duf(@ei®e (1.9. 29)
1 * r iKz
- [m dK f(K)e'E (1.9. 30)

wobei f(K) quadratintegrabel ist. Eine mathematisch genauere Darstellung liefert: Sei f(x) quadra-
tintegrabel und:

- 1 L )
Full) = = [L duf (z)e K" (1.9. 31)
dann existiert ein quadratintegrables f(K), so daB:
Jim dK|fL(K) — f(K)]?=0 (1.9. 32)
—00 J —
lim fr(K) = f(K) fast iiberall (1.9. 33)
L—oo

Dirac’sche J-Funktion

= de' f(x dK K (2=2") dz' f(z')é(x — z') (1.9. 34)
/ / /

Fiir die -Funktion gilt:
d(z)=0 fiir z # 0 (1.9. 35)

/ dzd(z (1.9. 36)

[ dzd(z — 20)f (z) = f(x0) (1.9. 37)
L iKs _, % 1 ; ;
d(z) = py /_Oo dKe'"™*" - §(K) = Nor Fouriertransformierte (1.9. 38)

Eigentlich miifite man mathematisch sauber formulieren: Aus der Erweiterung des Integralbegriffes
folgt die Distribution (s. Anhang Messiah, BI-Taschenbuch).

Die §-Funktion d(z — () definiert das lineare Funktional (Distribution)

G20 1)) = Fa0) = [ dwb(o = z0)f (@) (L9. 39)
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fiir jede im Punkt z( stetige Funktion f(z).
Formal gilt:

§(z — zo) = { 20 z i ig (1.9. 40)

In der Physik ist es iiblich die Funktionalschreibweise zu benutzen, ohne das Wort ”Distribution
érwidhnen zu miissen. Das ist moglich, wenn wir uns an die Regeln halten.

?77??7Ubung????

Die Fouriertransformierte der Zustandsfunktion lautet:

Y(z,t) = \/%/ng/;(K,t)eiK’” (1.9. 41)

[ daf*@yg(@) = [ aKF(K)5() (L9. 42)
1:/d:m/)*(:c,t)1,b(m,t) :/dKJ)*( (K, 1) (1.9. 43)

<p> = /dx@b*(m,t)?%w(m,t) (1.9. 44)
= /dx@b*(x,t)\/iz_ﬂ/dK@Z(K, t)Ke'Ke® (1.9. 45)

= h / dK'J*(K' 1) / dKK@Z(K,t)% / dpelK—K")z (1.9. 46)

= h / dKdK')* (K',t) K (K,t)0(K — K') (1.9. 47)

= / dK¢* (K, t)hKy(K,t) (1.9. 48)
p—p=hK (1.9. 49)

(K, t)|?dK ist die Wahrscheinlichkeit den Impuls iK zwischen K, K + dK zur Zeit ¢ zu finden.
Ebenso gilt:

<& >= /dw ,t) /dKz/) (K,t) ( 1;}() (K, t) (1.9. 50)
H(5.8) = 2+ V(@) (19, 51)

" (?%x) - —%63—; V(@) (1.9. 52)

ih%z/)(m,t) = \/%/dl( <z % ) Kz (1.9. 53)
- \/Lz_ﬂ/dfc (H( 7 :c) DK t)) (1.9. 54)

= \/% /dK (H( ,— ) @Z(K,t)) etKe (1.9. 55)

H(p,3) = H (hK, %%) 2; (K +V (—%%) (1.9. 56)

Damit ergibt sich die Schrédingergleichung in der K-Darstellung.

(hK 1£{> (K, t) = ihp(K,t) (1.9. 57)
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2
<(h2[;) v <_%3%>> Y(K, 1) = if(K, t) (1.9. 58)

In der Hamiltongleichung H(p, z) ersetze man also p durch AK und z durch — 1 %. Wenn man statt
K als Variable p = h K verwendet, folgt dann:

25

wmnaﬁwﬁw

(1.9. 59)
W(@,t) = L/d D(p, )i (1.9. 60)
b \/ﬁ p p’ b
1= [ dplip, o) (L9. 61)
und mit
<p>= /dp@b(p, t) p(p,t) (1.9. 62)
<z>= /d I (—53> W(p,t) (1.9. 63)
= [ dpy(p, o) V@ 9.
folgt die Hamiltongleichung in der Impuls-Darstellung.

h oY\ - 0 -
H\{p,——— t) =ith— t 1.9. 64
(p, ; 8p> b(p,t) = ih o v(p,?) ( )
Fazit: Fouriertransformationen vermitteln den Ubergang von der Ortsdarstellung, v (z,t) des Zustan-
des v, zur K-Darstellung, bzw. Impulsdarstellung.

Damit folgt die Vertauschungsrelation:

h 0 h
z-Darstellung: [p, Z] [—%,m] = (1.9. 65)
h 0 h
p-Darstellung: [p,z] = [ ,——,—] = - (1.9. 66)
i Op 1
diese ist unabhingig von der Darstellung:
N
[, ] 7 (1.9. 67)
Die zeitfreie Schrédingergleichung lautet in der Impulsdarstellung;:
h oY\ -~
P~ ap ¥(p) = E¢(p) (1.9. 68)
Beispiel: Harmonischer Oszillator:
2
1 (RO
2om oy, [ (2E) + Bwt?
:%4‘2 r = p2 m A8 2 (1969)
am T 29 (i ap
Ebene Welle: 1
Vi () etKe (1.9. 70)
V2
bzw. )
pa
x e'r
() = o=

(1.9. 71)
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Die Fouriertransformierte lautet hier formal:

Vr(K') = §(K' — K) (1.9. 72)
bzw. 3
Pp(p") = d(p" —p) (1.9. 73)
denn fiir die uneigentlichen Zusténde gilt:
1 ~ _— 1 - 1 .
=— [ dK'yg(K’ ””:—/dK'(SK—K’ Kz — _—_iKe 1.9. 74
vic(e) = —o= [ AR (KN = o [aK's(K ~ KT = e (19. 74
Somit folgt die d-Funktions-Normierung:
< | >= / doi (o) (@ / dzeK=Ke _ 5(F — K') (1.9. 75)
< Yy lthp >= / da (x)p(z) = 8(p — p') (1.9. 76)

Wir hatten bei der Besprechung des endlich tiefen Potentialtopfes Streuzustinde kennen gelernt, dann
hatten wir das Fourierintegral und Begriffe wie Ortsdarstellung, K-Darstellung und Impulsdarstellung
eingefithrt. Wir wollen festhalten, was wir schon oft benutzt haben.

Regel: Aus der Zustandsfunktion fiir einen quantenmechanischen Zustand folgt eine quadratintegrable
oder normierbare Funktion. Ist f(z) quadratintegrabel und f(K) normierbar, so gilt:

- % /_0; dK f(K)eK® (1.9. 77)

Wir hatten schon frither gesehen, wieder im Zusammenhang mit dem Streuzustand, dafl auch nicht
normierbare Funktionen eine grofle Rolle spielen, so z.B. fiir die ebene Welle von freien Teilchen.

Regel: Eine ebene Welle ist kein quantenmechanischer Bewegungszustand, aber eine ebene Welle kann
als Grenzfall eines eigentlichen Zustands aufgefa3t werden, der uneigentliche Zustand.

z.B. f(x) aufgebaut aus ebenen Wellen mit Gewichtskoeffizient f(z).

A
2 Allgemeiner Formalismus der Quantenmechanik

2.1 Dirac-Formalismus, Mathematische Grundlagen

Wir hatten im 1. Kapitel die Schrédingertheorie der Quantenmechanik hergeleitet und die Born’sche
Deutung der Zustandsfunktion: Aus der Ortsdarstellung (7, t) folgt die Wahrscheinlichkeitsdichte des
Ortes |¢(7,t)|? = p(7,t) und aus der Impulsdarstellung (p,t) folgt die Wahrscheinlichkeitsdichte des

Impulses |1 (7, )2 = p(p, t).
o (w0 | H(EVn7) e
zha {1/)(]7, t)} N {H (ﬁ, _%Vp) b5 1) } (2.1. 1)

Es liegt nahe, daf} sich quantenmechanische Aussagen auch darstellungsfrei formulieren lassen. Eine

Aussage wie z.B. Energiewerte des harmonischen Oszillators E, = hw (n + %) héngen wohl nicht
davon ab, ob wir die Eigenfunktion u,(x) oder u,(K) = \/%—W [, dre K%y, (z) benutzen. Der Zustand
up, wird allein gekennzeichnet durch die Quantenzahl n. Wir bezeichnen den abstrakten Zustand durch

|up, >= Zustandsvektor, Zustand, Ket-Vektor
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Wir betrachten einen linearen Vektorraum von Elementen [¢p >,|¢ >,|f >,|g >,... Diese Vektoren
heiflen nach Dirac auch Ket-Vektoren oder kurz Ket. Zu jedem Ket-Vektor gibt es eineindeutig den
dualen Vektor, duale (zugeordnete) Vektoren bilden den dualen Raum.

| >—< | = Bra-Vektor (2.1. 2)

Hierbei entspricht das Einordnen dem Adjungieren:

(I >)* =< | (2.1. 3)
(<Yt =l > (2.1. 4)

mit a als Zahl
at =a* (2.1. 5)

Die Bezeichnung Bra und Ket folgt aus der englischen Bezeichnung Bracket fiir die Klammer des
Skalarproduktes. Wir hatten fiir das Skalarprodukt < @l > verwendet, somit folgt fiir den linken
Teil der Klammer Braiind fiir den rechten Teil Ket-

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dal man im Zustand @ den Zustand ¢ antrifft (ﬂ'berlap-
pung zwischen 1 und ¢) lautet:

<l >= /d%go*(F)’gb(F) in Ortsdarstellung (2.1. 6)

Beispiel: Sei |z > der Zustand eines Teilchens, das genau am Ort z lokalisiert ist, dann ist:

<zl >= Pu() (2.1. 7)

die Wahrscheinlichkeitsamplitude, dafl man im Zustand 1, den Zustand z antrifft, bzw. dal im Zustand
1, das Teilchen am Ort z ist.

2.1.1 Der Hilbertraum

Die quantenmechanischen Zustinde sind Elemente im Hilbertraum .

1. H ist ein linearer Vektorraum, d.h.
|f >,19g > €¢H — a|f > +b|g > €H, mit a,b komplexe Zahlen (2.1. 8)
Aus:
laf >=alf > (2.1.9)
folgt, dafl derselbe quantenmechanische Zustand beschrieben wird.
Es existiert ein Nullelement:

|f >+0=|f>, O0O|f >=0 (2.1. 10)

Im dualen Raum gilt:
<af|=a* < f| = (laf >)* (2.1. 11)

2. Es existiert ein Skalarprodukt (Metrisierung des Hilbertraumes). Zu jedem Paar |f >,|g > gibt
es eine komplexe Zahl < f|g >=< f||g >. In der Physik hat das Skalarprodukt die Bedeutung
einer Wahrscheinlichkeitsamplitude.

<flg>=a (2.1. 12)

(a)
< flg >=<glf >*= (< glf >)* (2.1. 13)
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(b)
< flg1 + g2 >=< flg1 > + < flg2 > (2.1. 14)

(c)
< flag>=a< flg> (2.1. 15)

(d)
<flf>>0 (=0nurfir|f >=0), <f|f><oo (2.1. 16)

Die Linge des Zustandsvektors sei definiert als die Norm von f:

fI = +y < fIf > (2.1. 17)

Die Schwarzsche Ungleichung lautet hier:

< fIf ><glg>>< flg><glf >=|< flg>|? (2.1. 18)
Beweis: f
<glf >
f>=lg>—"—+1p> (2.1. 19)
| | <dlg> |
<glf >
p>=|f>—lg>—"F— (2.1. 20)
| | | <dlg>
<glp>=0 (2.1. 21)
| <glf >
< flf >=<glg > ————+<plp> (2.1. 22)
| | < glg > |

Da < p|p >> 0 ist, folgt die Behauptung.

. dim H ist abziahlbar unendlich (Die Dimension ist die maximale Zahl linear unabhéngiger Ele-
mente |f1 >,|f2 >,...)

Definition 2.1.1: Die Elemente |f; >,|f2 >,... sind linear unabhingig, wenn gilt:

O0=cilfi>+e2fo>+...4¢lfr >>eca=cc=...=¢ =0 (2.1. 23)

. H ist vollstandig. Jede Cauchy-Folge von Elementen aus #H konvergiert in #, d.h zu jedem € > 0
gibt es n,m > N, so daB ||f, — fm|| < €. Also: das Grenzelement einer Cauchy-Folge gehort
auch zu H.

. Wir betrachten in der Physik speziell den Hilbertraum, der auch separabel ist:

‘H ist separabel, d.h. es gibt eine in H dichte, abzédhlbare Menge. (bei Zittartz: abzihlbare Menge
= Folge) Beispiel: Die rationalen Zahlen (abzihlbar, Folge) liegen dicht in den reellen Zahlen.

2.1.2 Operatoren im Hilbertraum

Jede Zuordnung |g >+ |f > definiert einen Operator |f >= Al|g >= |Ag >. Wir betrachten nun

lineare Operatoren:

Linearitit:
Alai f1 + asfo >= a1 A|f1 > +a2A|fr >

(AB)|f >= A(B|f >) = A|Bf > = Alg >
=lg>

(A+ B)|f >=A|f >+B|f >

Wichtige Operatoren fiir die Physik:

(2.1. 24)
(2.1. 25)

(2.1. 26)
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1. Der Einheitsoperator:

1f>=1f> (2.1. 27)
2. Adjungierte Operatoren:
< At flg >=< f|Ag > (2.1. 28)
bzw.:
lg >=Alf >=<g|=(Alf >)" = (f >)TAT =< f|A" (2.1. 29)
mit
(A+B)" = A"+ B", (AB)T=BTA"T, (4")"=4 (2.1. 30)

3. Hermitesche Operatoren (entsprechen physikalischen Mefigréen, z.B. H, p, z, etc.)

A=A" (2.1. 31)

4. Unitdre Operatoren: U heif}t unitir, wenn

vut=1, Uvt=u!t, Uvtv=U0U" (2.1. 32)
Eigenschaften: unitire Operatoren sind normerhaltend

<UflUg >=< flUUg >=< flg >—= ||[Uf]| = |If]| (2.1. 33)

Die Vorteile der Dirac-Schreibweise:

1.

2.

3.

|u >= Ket-Vektor
< u| (= (Ju >)T) = Bra-Vektor (= adjungierter oder dualer Vektor).

< u|v >= einer komplexen Zahl und der Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir die Uberlappung von
|lu > und |v >.

< ulv >= 0 bedeutet, dal wenn ein Teilchen im Zustand |v > ist, so kann es nicht im Zustand
|u > sein.

|u >< v| ist ein Operator, denn:
lu ><v||f >=|u><v|f >=clu> (2.1. 34)
———r
Zahl c
|u >< v| ist sogar ein linearer Operator, also:

A:|u><v|
c

mit A|f >= |u > (2.1. 35)

Speziell haben wir Projektionsoperatoren. Sei < u|u >= 1, dann ist P, = |u >< u| der Projek-
tionsoperator, der jeden beliebigen Zustand auf den Vektor |u > projiziert.

P,|f >=u><u|f >= f(u)|lu > (2.1. 36)

Pi=p (2.1. 37)

denn:
lu ><ullu ><u|=|lu><ulu><ul=|u><ul=P (2.1. 38)
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2.1.3 Orthonormierung

Ein Sytem |u, > heifit orthonormiert, wenn:

< Un|um >= 0pm = { 0 n ; m (2'1' 39)
Dabei ist d,,, das Kronecker-Symbol.
Definition 2.1.2: Ein System heifit vollstindig, wenn es orthonormiert ist und wenn:
1= |up >< up| (2.1. 40)
n
Diese Definition entspricht der iiblichen Definition, da fiir beliebige |f > gilt:
If >=1f>=>|up >< unlf >=_ flun)lun > (2.1. 41)
n n

Ein orthonormiertes und vollstandiges System heifit Basis. Wir sagen auch: |f > ist in der Basis |u, >
dargestellt, die Zahlen f(u,) =< uy|f > heiflen Darstellung von f in der u-Darstellung.

Das Skalarprodukt wird wie folgt dargestellt:

< flg>=<flllg >=>_ < flun >< unlg >=>_ *(un)g(un) (2.1. 42)

2.1.4 Darstellung von Operatoren

A=141= Z [up, > < up|Alum > < up| = Z |un, > Apm < U] (2.1. 43)
nm — nm
Anm
Apm =< Up|Altim >=< tp|Atty, >=< AT up|um > (2.1. 44)

Die Matrix Ay, (unendlichdimensional) heifit die Darstellung von A in der u-Basis.

Beispiel: Die Hermite Funktionen u,(z) sind eine Basis. Die Operatoren b,b" bzw. p,% werden
dargestellt durch die Matrix:

< Up|blum >= bpm (2.1. 45)
bzw.
< Up|bT U >= (b7), (2.1. 46)
(6%b),,. =ndnm (2.1. 47)
2.1.5 Das Operatorprodukt
C=AB = 1A41B1 (2.1. 48)
= Y |un >< tp|Alun >< tun|Blu; >< (2.1. 49)
nml
= Y |un > Apm B < (2.1. 50)
nml
= > |up > Crr < uy (2.1. 51)
nl

Cu = ZAntml = (AB),,; = Darstellung des Produkts (2.1. 52)
m
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Dem Operatorenprodukt entspricht also in der Darstellung die Matrizenmultiplikation.

(A+)mn =< U | AT |ty >=< U |ATup >=< Aty |uy, > (2.1.

=< Up|AUp, >*=< uy|Aluy > = A4, (2.1.

Die Matrix des Adjungierten entspricht der transponierten und komplex-konjungierten Matrix.

Sei A hermitesch, dann folgt

Apn = A% — Apn = A% (2.1.

d.h. die Diagonalelemente sind reell.

2.1.6 Der Basiswechsel

Seien |uy, > und |v, > zwei verschiedene Basen,d.h.

1:Z|un >< Up| :Z|vm >< Uy (2.1.
n m
damit folgt fiir den Ubergang:
U >= Lup >= |[vm > < vm|un > (2.1.
m _’_/
Umn

Die Matrix Uy, vermittelt den Ubergang von der v-Basis zur u-Basis.

2.1.7 Darstellungswechsel fiir Vektoren

|f >= Z |up >< upl|f >= Zf(un)|un > wu-Darstellung (2.1.
|f >= Z v, >< vp|f >= Zf(vn)h)n > wv-Darstellung (2.1.

damit folgt:
f(un) =< up|f >=un|l|f >= Z<un|vm >< Ul f >= Z x Fom) (2.1.

Wir zeigen jetzt, dafl U unitér ist.

wut), ZUn, =Y UnlUpy = < vnlug >< vpug >*
l l
= Z < vplup >< wilvm >=< vg|lvm >=< vp|Um >= dnm (2.1.
]
Uut =1 (2.1.

2.1.8 Darstellungswechsel fiir Operatoren

Ay =< vp| Aoy >=< vp|1AL|vy, >= Y < vl >< w| Alu, >< uplo, > (2.1.

Ir

= Unidy (UY),, = (UAUY),,, = (UAUY) (2.1.

mn
Ir
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Fazit: Wir werden quantenmechanische Zustandsvektoren von Fall zu Fall in verschiedenen Dar-
stellungen beschreiben, z.B. z-Darstellung, p-Darstellung, usw. Der Ubergang wird vermittelt durch
unitire Transformationen, so daB:

|f >—= U|f > (2.1. 65)
<f>= (U|f>) " =< flU" (2.1. 66)
A UAU' =UvAUY (2.1. 67)

Davon wird die Wahrscheinlichkeitsamplitude nicht beeinflufit, denn
< glA|f >=< glUTUAUTIU|f >=< g|A|f > (2.1. 68)

ist invariant.

Bemerkung: Da quantenmechanische Aussagen nur Wahrscheinlichkeitsamplituden (Matrixdarstel-
lung) enthalten, die invariant gegen Darstellungswechsel sind, so ist es gleichgiiltig, welche Darstellung
wir wihlen. Vorteil: zweckméBige Wahl der Darstellung, um die Rechnung zu vereinfachen.

2.2 Eigenwertproblem

Sei A ein linearer Operator, dann betrachten wir

Alp >=alyp > (2.2. 1)

mit a als Zahl, dem Eigenwert. |y > ist dann der Eigenvektor, Eigenzustand oder Eigen-Ket.
Mit |¢p > =|a > schreibt man auch suggestiv:

Ala >=ala > (2.2. 2)

d.h. wir bezeichnen den Eigen-Ket durch den Eigenwert.

Beispiel: Harmonischer Oszillator:
1
H|n >= hw (n + 5) |n > (2.2. 3)
wobei Aw (n + %) der Eigenwert ist.
Sei nun A hermitesch, dies ist der einzige Fall von praktischem Interesse fiir die Physik.

1. Die Eigenwerte sind reell, wie schon gezeigt wurde.

2. Wie schon gezeigt gilt:

< a1|a2 >=0 fiir a1 75 as (2.2. 4)
Sei U unitér
Ulu >= ulu > (2.2. 5)
<ulU" =< Uu| =< u|u* (2.2. 6)
1.
< Uu|lUu >=<u|UTUlu >= u*u < ulu >=< ulu > (2.2.7)
u| = 1 (2.2. 8)
Sei u = €% mit ¢ reell, dann gilt:
ur=e" = (2.2.9)
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2. Sei Ulur >= ui|ug >, Ulug >= ua|us > und u; # ug, dann gilt:

< U1|U2 >=< UU1|U’M2 >= UIU2 < ’U,]_|'U/2 > (2.2. 10)
und wegen:
* U2
ujug = — # 1 (2.2. 11)
U1
folgt die Orthogonalitét:
< U1|’U,2 >=0 (2.2. 12)

2.2.1 Matrixmethode zur Lésung des Eigenwertproblems
Sei Ala >= ala > und |u, > beliebige Basis, dann gilt:
a < upla >=< uplala >=< uy|Ala >=< up|Alla >

=Y <unlAlum ><upmla >=" Apm < tpla > (2.2. 13)
m m

In einem Raum endlicher Dimension N, mit |u; >, |ugs >,...,|uy > als Basis, ist dies ein System von
N linearen, homogenen Gleichungen fiir die Unbekannten < u,|a >. Die Bedingung fiir die Losung
lautet:

det (Apm — @bpm) = 0 (2.2. 14)

Daraus folgt ein Polynom NN-ten Grades in a und somit ergeben sich NV Lésungen fiir a, woraus die
Eigenwerte a folgen. Die Methode ist sehr geeignet fiir kleine Dimensionen. Fiir N — oo (Hilbertraum)
eignen sich meistens andere Methoden etwas besser; z.B. Behandlung des harmonischen Oszillators
wie vorgefiihrt.

2.2.2 Entartung

Sei |¢ > Eigenvektor zu einem diskreten Eigenwert, so ist auch ¢|p > Eigenvektor, so da wir 0.B.d.A.
| > als normiert ansehen konnen.

<plp>=1 (2.2. 15)

Sei A hermitesch, dann sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten automatisch orthogonal.

Sei a n-fach entartet, d.h. |1 >,|p2 >,...,|pn > sind Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert a und
die |p, > (v =1,...,n) sind linear unabhingig, dann ist jede Linearkombination
ciler > Fealpe >+ enlon >= | > (2.2. 16)

ebenfalls Eigenvektor, denn:

Alp >= A(erler > +ealpa > 4+ + cnlon >)

= cialpr > +eaalpr > + -+ cpalpn >=alp > (2.2. 17)
Die {|¢, >} lassen sich dann ebenfalls orthonormieren (Erhard Schmidt). Die Gesamtheit der Eigen-

vektoren |¢ > zu diskreten Eigenwerten, lassen sich also zu einem orthonormierten System zusam-
menfassen.
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2.2.3 Eigenwertproblem von Observablen

Wir haben gesehen, dafl sich die Eigenvektoren zu diskreten Eigenwerten zu einem orthonormierten
System zusammenfassen lassen.

Betrachten wir nochmals das Eigenwertproblem, dann ist A|p >= a|p >, wenn A hermitescher Opera-
tor ist. Das System eines solchen Operartors ist im allgemeinen diskret und kontinuierlich. Allgemein
gilt, daf} das Spektrum aus Punktspektrum plus Linienspektrum besteht.

Wir kommen jetzt zum Begriff der Observablen.

Definition 2.2.1: Ein hermitescher Operator heifit Observable, wenn das zugehorige System von
Eigenvektoren vollstdndig ist und somit eine Basis.

Damit ist gemeint:

1. Rein diskretes Spektrum:

1= lan >< ay| mit Ala, >= anla, > (2.2. 18)
n

2. Rein kontinuierliches Spektrum:

1= /dxm S<ay| mit Alay >= aylay > (2.2. 19)
3. Gemischtes Spektrum:
1= 3 [an >< an + /d)\m >< ay| (2.2. 20)
n
mit:
Alan, >= aplan, >, Alay >= aylay >

Dies ist die entsprechende Verallgemeinerung des Falles (1).

Feststellung: |a) > ist nicht normierbar im iiblichen Sinne, wir kénnen aber eine verallgemeiner-
te Normierung einfithren (Dirac). Die |a)y > sind uneigentliche Eigenvektoren (keine Elemente des
Hilbertraumes, aber eine Erweiterung dessen).

Wir beschéftigen uns jetzt nur noch mit Observablen, denn physikalische MeBgréfen sind immer Ob-
servable. Dieses 148t sich allgemein gar nicht beweisen. Wir wollen diese Tatsache als Regel einfiihren.

Regel: Aus den physikalische Mefigrofien (wie z.B. Ort, Impuls, Drehimpuls, Energie) folgen die
Observablen.

Anmerkung: Fiir die meisten Meflgroflen 148t sich die Regel beweisen. Im Prinzip mufl aber die Regel
in jedem Spezialfall nachgewiesen werden.

Bemerkungen zu den einzelnen Féllen:

1. Reines Punktspektrum. Sei A Observable mit A|a, >= ay|a, > und a, diskret, dann gilt:

Z|an ><apl =1
n

Spektraldarstellung:

A=A1=A) |ap ><an| =) apla, ><ay|= anP(ay) (2.2. 21)
2n: zn: T 2n:
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mit P(a,) = Projektionsoperator. Das ist die Spektraldarstellung der Observablen in seiner
Eigenbasis, z.B. fiir den harmonischen Oszillator gilt dann:

1
H= Zhw (n + 5) lon >< @n| (2.2. 22)
n

2. Reines Linienspektrum (z.B. Impulsoperator, Eigenwerte p, —co < p < o00). Es gilt also fiir
Alay >= aylay > und A Observable:

/d)\|dA >< a)\| =1 (2.2. 23)
Darstellung der Observablen A:

A=A1= A/d)\|a)\ >< a)\| = /d)\a)\|a>\ >< a)\|

= /d)\a)\P(a)\) Spektraldarstellung (2.2. 24)

Sei nun |f > ¢H mit < f|f >< o0, z.B. Fouriertransformation:

_ ez'Ka:
fo) = [axfe) o

—
lax>
If >=1|f >= /dﬂax > < aplf>= /dAf()\)|aA > (2.2. 25)
——
)
Symbolisch sieht |f > wie folgt aus, mit f(\) als Darstellung von f im kontinuierlichen -
Spektrum:
f()
f(R2)
|f >= : (2.2. 26)
f(An)
fA) =< ay|f >=<ay|l|f >= /d/\’ < aplay ><ax|f >
_ /d)\’< axlay > F(V) (2.2. 27)
~———
S(A=)
also ist 1
0 A#A
< a)\:|a>‘ >= 5()\ )\) = { o A=\ (22 28)

und heifit 4-Funktions-Normierung.

Die §-Funktions-Normierung fiir uneigentliche Vektoren ist die sinnvolle Erweiterung der iiblichen
Normierung fiir eigentliche Vektoren im Hilbertraum.

Satz: Haben zwei verschiedene Observablen eine gemeinsame Eigenbasis, dann sind A und B
vertauschbar.

Voraussetzung:

Alpn >=anlon >, Blon >=balen >, Y lon ><¢n| =1 (2.2. 29)
n
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Beweis:

[A,B] = AB—BA=(AB—BA)1 =) (AB — BA)|pn >< ¢n|

n

= (anbp — bpan)|on >< n| =0 (2.2. 30)

In der Physik ist allerdings die Umkehrung wichtiger.

Satz: Wenn zwei Observablen kommutieren, so existiert eine simultane Eigenbasis.

Voraussetzung:

Alpp >=anlon >, > |on ><¢n|, AB=BA (2.2. 31)
n

Beweis:

(a)

Sei a ein nichtentarteter Eigenwert, d.h. A|p >= alp >:
BA|p >=aB|p >= AB|p > (2.2. 32)

Aus Gleichung (2.2. 32) folgt mit |p > ist auch B|y > Eigenvektor. Da |p > einfach, folgt
dal Blp >= b|p >.
Sei a K-fach entartet: A|pr >= a|pr >, mit k = 1,..., K und {|px >} sind linear un-
abhingig.

BAl|py >= aB|pr >= AB|pi, > (2.2. 33)

Da B|yy, > Eigenket von A zum Eigenwert a, so liegt jedenfalls B|py > im K-dimensionalen
Raum der {|¢} >}. Eine Entwicklung liefert: B|pg >= X aji|¢; >. Somit haben wir es
mit einem K-dimensionalen Eigenwertproblem fiir die B|yy > zu tun. Das 148t sich nach
der Matrixmethode l6sen.

Ergebnis:
B|pr >= br|Pr >, ¢k > e {lox >} (2.2. 34)

mit A|(,5k >= a|g5k >.
Damit haben die Observablen A, B eine gemeinsame Eigenbasis.

Verallgemeinerung: Paarweise vertauschbare Operatoren A, B, C, ... haben eine gemeinsame Ei-
genbasis.

Definition 2.2.2: Ein System von vertauschbaren Operatoren A, B,C,... heifit vollstindig,
wenn seine gemeinsame Eigenbasis eindeutig festliegt, d.h.

A|(,0k >= ak|gok >, B|g0k >= bk|‘;0k >, C|(,0k >= ck|g0k >, ... (2.2. 35)

Zu jedem k ist dann mindestens ein ag, by, ¢k, - - . einfach.

Die Funktion eines Operators lautet:

und

o0
g(4) =) c A" (2.2. 36)
n=0
Alpn >= aplen >— g(A)|en >= glan)|pn > (2.2. 37)

9(4) =" glan)lan >< an| (2.2. 38)
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3. Kombiniertes Spektrum:

> lan >< an| + /d)\|a>\ >< ay| (2.2. 39)
n
mit
< aplam >= dpm (2.2. 40)
< aplay >=0 (2.2. 41)
< ayay >=86A—X) (2.2. 42)
A=) aplan ><an|+ /d)\mcu >< ay| (2.2. 43)
Bemerkung:
P(A1, ) = /:2 dA|lay >< ay| = Projektionsoperator (2.2. 44)
1
denn

A2 A2
pP? = /A cl>\/A dN|ay >< aylay >< ay/|
1 1

A2
= d)\|a)‘ >< a)‘| =P (2.2. 45)
A1

Beispiel: Ebene Welle:

oK (z) = \/%e”“ (2.2. 46)

denn

< prolex >= [ dagio @)k (@)

= Zi /d:cei(K_K’)m = (K — K') (2.2. 47)
T

2.3 Deduktiver Aufbau der Quantenmechanik

Nach bisherigen Betrachtungen sind wir jetzt in der Lage, die quantenmechanischen Grundregeln
deduktiv zu formulieren:

1. Der quantenmechanische Bewegungszustand wird beschrieben durch einen Vektor im Hilber-
traum: wihle |1(t) > so, dafl zu jeder festen Zeit to, |t)(to) > den Zustand charakterisiert. Dabei
ist < |(t) > die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dal der Zustand v zur Zeit ¢t mit dem
Zustand ¢ zusammenfillt oder iiberlappt.

2. Physikalische Mefigrioen werden in der Quantenmechanik in Observablen, d.h. hermitesche Ope-
ratoren mit vollstindigem Eigenwertspektrum, {iberfithrt. Damit werden dann die Meflwerte der
physikalischen Mefigrolen durch die Eigenwerte der Observablen dargestellt.

Quantenmechanik
Physikalische Mefigrofie — Operator
Experiment | d
MefBwert & Eigenwerte

Identifizierung



38 2 ALLGEMEINER FORMALISMUS DER QUANTENMECHANIK

3. Fundamentale Vertauschungsrelationen:

= (&1,82,83) = &5 P = (p1,P2,P3) = Ps (2.3. 1)
[&i, 2] = [Pi, k] =0 (2.3. 2)

. h
(i 4] = —0kil (2.3. 3)

Man erhilt Operatoren fiir physikalische Mefgrofien, indem man fiir den Ort und Impuls (bzw.
fiir andere Abhingigkeiten) die entsprechenden Operatoren in die Funktion einsetzt.

F = F(7,p) = F = (,p) (2.3. 4)

4. Die zeitliche Anderung eines Zustandes |t/(t) > beschreibt die Schrodingergleichung, mit H dem
Hamiltonoperator:

0
ihah,b(t) >= H|y(t) > (2.3. 5)
Bemerkungen zu den einzelnen Punkten:

1. Die Tatsache, daB | > ein Ket im Hilbertraum ist, impliziert folgendes: Die Quantenmechanik
ist eine lineare Theorie, damit ist die Superposition von Zustdnden zuléssig. Direkte physikalische
Bedeutung hat das Skalarprodukt als Wahrscheinlichkeitsamplitude.

2. Wenn wir eine physikalische Gréfle messen, so finden wir eine reelle Zahl a. Es mufl dann erlaubt
sein zu sagen, daf} der entsprechende Operator in dem Zustand den Wert a annimmt. Von einem
Operator kann man aber nur sagen, dafl er einem Zahlenwert entspricht, wenn der Zustand
ein Eigenzustand ist, a ist also ein Eigenwert. Die Verkniipfung der reellen Meflwerte mit den
Eigenwerten des Operators ist daher die einzig mégliche Schlussweise. Fiir die Wahrscheinlichkeit,
daB ein beliebiger Zustand 1 den Eigenwert a; reprisentiert, folgt mit |a; >, |1 > normiert:

W(ai,¢) = | < aglgp > |? (2.3. 6)

Wenn gilt |a; >= |¢ >, folgt W (a;,a;) = 1.

Dann sagen wir: A hat mit Sicherheit den Wert a;. Nur in diesem Falle ist die physikalische Grofle
A scharf: a;. Jede Messung an identischen Systemen im Zustand |a; > liefert mit Sicherheit den
Eigenwert a;.

Erwartungswert: Sei < A >=< ¢|A|¢ > mit < ¢|¢p >= 1, wenn gilt:

A= Zaﬂai >< ai| + /d)\aﬂa)\ >< a)\| (2.3. 7)
i

dann folgt fiir den Erwartungswert:
<A>=Yal <ailp> P+ /dxm <app> = X}m <ailp > 2 (2.3.8)
i

Der spezielle MeBwert a; tritt mit der Wahrscheinlichkeit | < a;|1) > |? auf. Bei der Einzelmessung
an einem System der Gesamtheit finden wir a;, bei der Einzelmessung an einem anderen System
der Gesamtheit finden wir a;, etc. Die Mittelung {iber viele Messungen liefert dann < A >.
Genauer: die Anzahl der Messungen sei N und man habe N;-mal den Wert a;, mit >, N; =
N,dann gilt

N; N;
A>S= 1l AL lim — = . 2 2.3.
<A>= lim EZ N %~ lim | < ailyp > | (2.3.9)
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3. Die Gleichung (2.3. 4) gibt die Vorschrift an, wie man physikalische Megrofien, die ein klassisches
Analogon haben, in die Quantenmechanik iibersetzt.

Beachte: Es gibt typische quantenmechanische Gréflen wie zum Beispiel den Spin.

Anmerkung: Die Operatoren kénnen explizit zeitabhéingig sein, z.B. ein zeitabhingiges Poten-
tial V(7,t), aber sie kénnen keine dynamische Zeitabhingigkeit haben, d.h. Z;,p; sind zeitun-
abhingig.

4. Gleichung (2.3. 5) ist die allgemeine Schrédingergleichung. |¢) > ist determiniert, wenn wir 1 (%o)
fiir ¢t > ty kennen.

2.4 Allgemeine Unschirferelation (Heisenberg)

Wir betrachten zunichst den Mittelwert eines Operators (hermitesch).
< A>=< yp|Alp >= Mittelwert, mit < p|p >=1 (2.4. 1)
Fiir das Schwankungsquadrat folgt:
(AA)? =< ¢ ((A— <A >)2) lp >=< (A— < A>)?>>0
=< p|A2 =24 < A> + < A>? |p>=<p|A2— < A>?|p >
=< A?> - < A>? (2.4. 2)
Setze Alp >=< A > [p > +|x >=< ¢|x >=0
< A% p >=< Ap|Ap >=< A >? + < x|x > (2.4. 3)
(AA)? =< x|x > (2.4. 4)
AA ist nur gleich null, wenn |y >= 0 ist, daraus folgt, da§
Alp >=< A > |p > (2.4. 5)

und daraus folgt, daf |¢ > ein Eigenvektor und < A > ein Eigenwert ist.

Betrachte nun zwei Observable A, B. Wenn gilt [4, B] = 0, dann existiert eine gemeinsame Eigenbasis
und A, B sind gleichzeitig scharf mefibar. Solche Operatoren bezeichnet man als kompatible Operatoren
bzw. MeBgrofien.

Wir gehen jetzt iiber zur Heisenbergschen Unschérferelation fiir nicht vertauschbare Operatoren. Seien
A, B Observablen und es gelte:

[A,B] = AB - BA = ? (2.4. 6)
dann folgt mit < | >= 1, fiir die Unschirfe AAAB in einem beliebigen Zustand:
ANANAB > g (2.4.7)
Beweis: Setze A’ = A— < A>und B =B— < B >
(AA)? = (AA')? =< A" > (2.4. 8)
(AB)? = (AB')> =< B” > (2.4. 9)

(AA)?(AB)? =< ¢|A%|p >< ¢|B”?|p >
=< Ap|A'p >< B'o|B'o>>| < A¢|B'yp > |? (2.4. 10)
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(2.4. 10) ist die Schwarzsche Ungleichung.
< A'p|B'o >=< p|A'B'|p >

AIBI + BIAI AIBI _ BIAI
:<go|f|go>+<go|f|go> (2.4. 11)
K- reell b= inﬁginéﬁr
h? R
| <A|B'o> [P =K'+ > (2.4. 12)
h
— (AA)(AB) > 3 (2.4. 13)
Damit das Gleichheitszeichen gilt, mufy gelten:
1. die Schwarzsche Ungleichung mit Gleichheitszeichen:
A'lp >=cB'|¢p > (2.4. 14)
2.
0=K =< p|A'B'+ B'A'|p >= (c* +¢) < ¢|B?|p > (2.4. 15)

Es folgt somit: ¢ ist rein imaginir, mit ¢ = iy. Der entsprechende Zustand |¢ > folgt aus der Gleichung
(2.4. 14):
(A—<A>—iy(B—<B>))|p>=0 (2.4. 16)

Speziell gilt hier, mit [p, ] = 2:

(p—po—iy(z —20)) | >=0 (2.4. 17)

als Bedingungsgleichung.

2.5 Zeitliche Entwicklung: Schrédingerbild und Heisenbergbild

Die Schrédingergleichung:

0
ihaW’(t) >= H|¢(t) > (2.5. 1)
kénnen wir formal l6sen. Wenn H nicht explizit zeitabhéngig ist, d.h. %H = 0, dann ist:
[1(t) >= 77 My (0) > (2.5. 2)
Losung bei vorgegebenem |1(0) >.
Der Operator: '
U(t,0) = e~ w1 (2.5. 3)
heifit Evolutionsoperator. U ist unitér, da gilt:
Ut =erflt =y~ (2.5. 4)
Allgemein: ‘
Ulty,tg) = e~ wH(t1—t0) (2.5. 5)
Gleichung (2.5. 5) transformiert |1(¢g) > in [¢(t1) >:
(1) >= Ults, to) [ (ty) >= e # 7B yy(tg) > (2.5. 6)

Die Transformation ist normerhaltend, da U unitér ist.

<P(t)|p(t1) >=<p(to)[¥(to) > (25.7)

Es gibt nun zwei moégliche Beschreibungen des dynamischen Systems.
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1. Schrédingerbild: Die Vektoren sind zeitabhéngig.

[vs(t) >=U(t)[ys(0) > (2.5. 8)

Die Operatoren sind zeitunabhingig.
A= Ag (2.5.9)

2. Heisenbergbild: Die Vektoren sind zeitunabhéngig. Fiir alle Zeiten gilt:

[YE >= [¢s(0) > (2.5. 10)
Die Operatoren sind zeitabhingig.
Ap(t) = enHt Age #Ht = U 1(4) AU (t) (2.5. 11)
und fiir ¢t = 0:
Ap = Ag (2.5. 12)

d.h. Die Zeitabhingigkeit wird auf die Operatoren mittels unitdrer Transformation geschoben.

Beide Bilder sind vollkommen &quivalent, da die Matrixelemente nicht betroffen sind, denn:
< s(t)|Aslps(t) >=< ¢s(0)|[U" AsU|ps(0) >=< ¢u|Au(t)len > (25. 13)

Im Heisenbergbild gilt:

4 a(t) = (%) A b LH Al (2.5. 14)

explizit, nicht dynamisch zeitabhéngig

Speziell fiir nicht von der Zeit abhéngige Operatoren gilt:

d l
—Ag(t)=—-[H,A 2.5.1
SAn() = 1+ [H, Al (25. 15)
und fiir den Hamiltonoperator gilt:
%H(t) =0, daH(t)=H (2.5. 16)

Wir betrachten nun die zeitliche Entwicklung des Erwartungswertes:

<A >=<yP(t)|AY(t) >=<Yu|AalyYm > (2.5.17)
d ) ;
< A>=<ynl (§A> > b1 < | [H, Al (Bl > (2.5. 18)
bzw. .
= % < | [H, Aly (&)lvg > (2.5. 19)

wenn A nicht explizit von ¢ abhingt.

Definition 2.5.1: A heifit Bewegungskonstante, wenn A nicht explizit zeitabhingig (%A = 0) und
wenn [H, A] = 0. Daraus folgt A hat mit H eine gemeinsame Eigenbasis, dann:

d
— < A>= 2.5. 2
dt< >=0 (2.5. 20)

bzw.

Ap(t) = enHtAgemwHt = Ag (2.5. 21)
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Abbildung 12: Drehung um z-Achse

3 Symmetrien, Drehimpuls, Zentralsymmetrische Probleme

3.1 Symmetrietransformationen

Der Bewegungszustand eines quantenmechanischen Systems wird beschrieben durch die Schrédinger-
gleichung (Schrodingerbild):

.0
zaw)(t) >= H|¢(t) > (3.1. 1)

Der wichtigste der physikalischen Operatoren ist der Hamiltonoperator.

Alle Operatoren F, die explizit zeitunabhingig seien und fiir die gilt:
[F,H]|=0 (3.1. 2)

nannten wir Bewegungskonstante oder Erhaltungsgrofien. Diese hingen mit den Symmetrien des Pro-
blems zusammen. Ein Problem heiffit symmetrisch, wenn es Transformationen gibt, die an den dyna-
mischen Gegebenheiten, d.h. den Kréften bzw. dem Potential aus denen der Hamiltonoperator folgt,
nichts dndern.

Wir betrachten nun Transformationen, die von einem oder mehreren Parametern abhéngen.
Beispiel:
1. Drehungen des Koordinatensystems um eine feste Achse (ein Parameter = Drehwinkel) oder

Drehung des Koordinatensystems um eine allgemeine Achse (drei Parameter = Eulersche Dreh-
winkel).

2. Translationen (drei Verschiebungsparameter) fiir freie Systeme, wenn kein &dufleres Potential
existiert.

Solche Transformationen entsprechen einem Darstellungswechsel, zum Beispiel, s.h. Abbildung (12):

7-Darstellung (3.1. 3)

Dreh
7-Darstellung re_)ung

Der Darstellungswechsel wird vermittelt durch unitire Operatoren.

UUut =1 (3.1. 4)

so daf:
| >=Ulyp > (3.1. 5)
A =UAU! (3.1. 6)

Die Physik bleibt dabei ungeéndert.

< PANY >=< plU VAU U >=< p|Al¢ > (3.1.7)
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Wir betrachten nun Transformationen U(a) mit dem stetigen Parameter o. Wir parametrisieren so,
daB gilt:
U) =1 (3.1. 8)

und setzen:

Ula) =e oF (3.1. 9)
mit F = F' hermitesch, da U unitér.
Die infinitesimale Transformation mit @ — 0 lautet dann:
Ula) =1 —iaF + 0(a?) (3.1. 10)
F ist hier der Generator der Transformation.

Fiir die Operatoren folgt dann:

A =UAU ' = (1 —iaF) A(1+iaF) + 0(a?) = A —ia[F, Al + O(a?) (3.1. 11)

Definition 3.1.1: Eine Transformation heifit Symmetrietransformation, wenn H invariant ist, dann
gilt:

H=H =UHU! (3.1. 12)
= H —ia[F,H| + 0(a?) (3.1. 13)
[F,H] =0 (3.1. 14)

Es gibt also einen hermiteschen Operator F', der mit H kommutiert, also eine Bewegungskonstante
oder eine Erhaltungsgroéfe.

3.1.1 Spiegelinvarianz

Sei:
~2

H=2-+V(), V(@ =V(-7 (3.1. 15)

2m

Dieses Problem ist invariant gegeniiber der Spiegelung am Ursprung. Der zugehorige unitére Operator
ist der Paritdtsoperator P.

PF(¥) = f(—7) (3.1. 16)
H =PHP'=H (3.1. 17)

Die Eigenwerte von P lauten 1 und —1, denn:
P2f(7) = Pf(~7) = f(7) (3.1.18)

Daraus folgt der Eigenwert von P2 muf eins sein.
P=P"=P7! wegen P2=1 (3.1. 19)
Wenn P und H vertauschen, d.h.
[P,H] =0 (3.1. 20)

dann existiert eine gemeinsame Eigenbasis und die Energie-Eigen-Zustinde kénnen in gerade und
ungerade eingeteilt werden, denn fiir den Eigenwert 1 gilt:

F(=7) = P£() = £(7) (3.1. 21)

und fiir —1:

f(=m) =Pf() =—f(7) (3.1. 22)
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3.1.2 Translationsinvarianz
Fiir ein freies System gilt:

p L (o, o A
= - =5 (B8 +03),  P=(bu0hs) (3.1. 23)

Der zugehorige unitire Operator lautet mit dem kontinuierlichen (stetigen) Parameter @ = (a1, a2, a3):

T(@) = e~ (a1P1+azpatasps) (3.1. 24)

Offensichtlich gilt, da p; 23 untereinander vertauschen:

H =THT'=H (3.1. 25)
Eigenschaften: '
< pIT(@) =< ple” =% (3.1. 26)
PN 1 .

R — e w @ — G4 G > (3.1. 27)

(2nh)3
Multiplikation mit [ d3p|p > liefert wegen [ d®p|p’>< p| = 1:

T(@)|r>=|r+a > (3.1. 28)
Dies ist eine Verschiebung um a.
Analog gilt:
< F+d =< AT @) =< AT (-3d) (3.1. 29)
Daraus folgt:
< F|IT(@)|Y >= (7 — @) (3.1. 30)

3.2 Rotationsinvarianz (Drehungen), Vektoroperatoren

Wir betrachten ein zentralsymmetrisches Problem mit

a2

H=_—+V(r), r=| (3.2. 1)

Das Problem ist invariant gegeniiber Drehungen um eine beliebige Achse. Die Drehung 148t sich durch
einen unitdren Operator darstellen.

D(G) = erdl (3.2. 2)
Dabei ist die Drehachse festgelegt durch den Vektor @ mit dem Drehwinkel o im Rechtssinn.

L ist der verallgemeinerte Impuls, woraus der Drehimpuls folgt:

L=7Fxp (3.2. 3)
Mit 7 = z; = (21, %2, %3), P = p; = (p1,p2,p3) und
1 fiir ijk = 123,231,312
Eijk = { —1 fir 45k = 213,132,321 (3.2. 4)
0 sonst

folgt dann:
Li = €ijk TPk (3.2. 5)
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S

ST

QL

Abbildung 13: Drehung um den Winkel o

Hierbei wurde die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, das heif3t, iiber doppelt auftretende
Indizes wird summiert.

Beweis: Wir legen nun die Drehachse @ in z-Richtung und wihlen die Polarkoordinatendarstellung

mit 7, 0, ¢.
h 0 0 h 0
L= 2= 3.2. 6
* T (may ym) i 0¢ (3.2.6)
Damit folgt fiir die Drehung:
a
D(&) = %% (3.2.7)

und die Taylorentwicklung liefert:

D(O_Z)'(:b( ¢ e 8¢¢ Z Iy w aea(ﬁ) = ¢(F,9,¢+a) (32 8)
Ein Zustand verhilt sich unter einer Drehung wie folgt:
[ >— [¢' >= D(a)ly > (3.2.9)
und fiir einen Operator folgt:
A — A'=D(a)AD7(q) (3.2. 10)
Eine infinitesimale Transformation lautet hier:
D(@) =1+ %&E +0(a?) (3.2. 11)
Damit folgt fiir einen Operator:
A A=A+ %5; [L,A] +0(?) = A+ %aj L;, A] (3.2. 12)

Wir betrachten nun Vektoren im Rj3. Bei einer infinitesimalen Drehung, s. Abbildung (13), geht & iiber
in:
ad=d+b=a+axada (3.2. 13)

Ein Skalar &ndert sich unter einer Drehung nicht, er bleibt erhalten, z.B.

a*=a, ab=al (3.2. 14)
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Definition 3.2.1: Ein Vektor der klassischen Mechanik wird in der Quantenmechanik zu einem
Vektoroperator.

i— A=A (3.2. 15)
Zum Beispiel:
e Ort R
T — 7= (&1,%L2,L3) = & (3.2. 16)
e Impuls
P Db (3.2. 17)
e Drehimpuls
L—L; (3.2. 18)
e etc.

Definition 3.2.2: Ein Skalar der klassischen Mechanik wird in der Quantenmechanik zu einem Ska-

laroperator.
a— A (3.2. 19)

Zum Beispiel:
?.5.0, (79), (pL) | ete.

Wir kombinieren jetzt die Transformationseigenschaften:

Skalaroperator: g inf DLehung ad =a
3 \J
Quantenmechanik: A A=A
Durch Vergleichen mit Gleichung (3.2. 12) folgt:
[L;y Al =0 (3.2. 20)

d.h. der Drehimpuls vertauscht mit dem Skalaroperator, da der Skalaroperator erhalten bleibt.

Vektoroperator: a; Dre_lu)mg a; = a; + (0 X @); = a; + gijrajay
l d
Quantenmechanik: A; — A} = a; + €550 Ag

Durch Vergleich mit Gleichung (3.2. 12) folgt:

?

7o (g, Ai] = eijeoj Ay (3.2. 21)

Es folgt, da a beliebig:
[Li,Aj] = ih&i]‘kAk (3.2. 22)

Gleichung (3.2. 22) ist die Vertauschungsregel fiir den Drehimpuls mit dem Vektoroperator. Explizit
lautet Gleichung (3.2. 22) dann:

Ly, Ay] =ihA, und zyklisch (3.2. 23)

[LmaAm] = [LyaAy] = [LzaAz] =0 (3.2. 24)
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Speziell gilt fiir Vektoroperatoren:

[Li, x;] = iheijpe (3.2. 25)
[Li, pj] = iheijipr (3.2. 26)
L, Lj] = iheijLy (3.2. 27)
und fiir Skalaroperatoren:
(Li, %] = [Li, 1] = [Li,7] = [Li, (57)] = 0 (3.2. 28)
[L;yH] =0 wenn H zentralsymmetrisch, d.h. V =V (r) (3.2. 29)
[EZ,H] = [17,52] = [17,772] =0 da H mit L; vertauscht (3.2. 30)

Betrachten wir wieder das zentralsymmetrische Problem

22

T+ V(r), =1 (3.2. 31)

H =

H, I_;2,Lz bilden dann ein vertauschbares Operatorsystem. Dieses System ist vollstindig, d.h. die ge-
meinsame Eigenbasis liegt eindeutig fest. Bei zentralsymmetrischen Problemen existiert eine simultane
Eigenbasis zu H, L%, L,.
3.3 Drehimpuls, Eigenwerte und Eigenzustéinde
Definition 3.3.1: Der Vektoroperator J mit der Vertauschungsrelation

[Ji, Jj] = ih&‘i]‘ka (3.3. 1)

heifit Drehimpuls.

Bemerkung: Wir fordern nicht speziell J=L=7x ;;7; diesen Operator nennen wir dann Bahndre-
himpuls.

Wir setzen:
J=hA (3.3. 2)
[Az, Ay] =iA, (3.3. 4)
[Ay,A,] =iA, (3.3.5)
Az, Ag] = iA, (3.3. 6)
Definition 3.3.2:
Ap = Ay +iA, (3.3.7)

Da Agy hermitesch:
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[As, Al =[As, Ay £iAy)] = Ay +i(—i)Ay = +(Ay +iAy) = +A4 (3.3.9)
AyA_ = (Ap +iAy)(Ag —iAy) = A2 + A2 —i[Ag,A)) = A — AZ + A, (3.3. 10)
A Ay = (Ay —iAy)(Ay +iAy) = A2 — A2 — A, (3.3. 11)

Aus Gleichung (3.3. 10) und Gleichung (3.3. 11) folgt dann:

[Ay,A_] =24, (3.3. 12)
[KQ,Ai] =0 (3.3. 13)
[K2,Az] =0 (3.3. 14)

Wir suchen eine gemeinsame Eigenbasis fiir A? und A,.

3.3.1 Eigenwerte und Eigenzustinde

A?|ab >= alab > (3.3. 15)
Alab >=blab > (3.3. 16)

|ab > sei normiert, d.h. < ablab >= 1. a und b sind reell.

a =< ablalab >=< ab|K2|ab S=< ab|Ai + A.12/ + Az|ab >

=b" + < ab|A2 + A]|ab > > b7 (3.3. 17)
>0
a>b>0 (3.3. 18)
Wegen Gleichung (3.3. 9) ist:

AzAi|ab >= [AiAz + Ai] |ab >= Ai(b + 1)|ab > (33 19)
A Aylab>= (b+ 1)Ay|ab > (3.3. 20)
A A _|ab>= (b—1)A_|ab > (3.3. 21)

Ferner folgt aus Gleichung (3.3. 14):
A’Aylab >= alAy|ab > (3.3. 22)

D.h. Ai|ab > gehoren entweder zu den Eigenwerten (b+ 1) (Aufsteigeoperator A, Absteigeoperator
A_) oder A|ab >= 0; jeweils bei unveréinderten Eigenwert a von A2.

Behauptung: Ausgehend von |aby >7# 0, mit a, by fest, dann brechen beide Reihen ab.

Angenommen:
(Ay)"|abg >#0 — Eigenwert by + n (3.3. 23)

(A_)™|aby >#0 — Eigenwert by —m (3.3. 24)

Es mufl immer gelten:
a > b (3.3. 25)
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Fiir geniigend grofie n,m gilt aber:
a < (bg +n)? = b (3.3. 26)

a < (bg —m)* =1b? (3.3. 27)
Gleichung (3.3. 26) und Gleichung (3.3. 27) fithren mit Gleichung (3.3. 25) aber zum Wiederspruch.

(Fiir geniigend grofie n, m gibt es daher ein:

b="by+n (3.3. 28)

I

= by — (3.3. 29)

3

fiir die die Ungleichungen gerade noch gelten, also b% < a, b* < a.)

Es folgt dann: Es gibt b, b, so daB gilt:

Ailab>=0 |ab>#0 (3.3. 30)
A_lab>=0 |ab>#0 (3.3.31)
0=A_A,lab>= (K2 — A% - Az) lab >= (a — b - l_)) |lab > (3.3. 32)
0=AyA Jab>= (A2~ A2+ A.)Jab>= (a— b + D) ab > (3.3. 33)
a=b"4+b (3.3. 34)
a=b—-b (3.3. 35)
Andererseits gilt aber auch: )
(AT)™ab >= |ab > (3.3. 36)
b=b+n (n=0,1,2,3,...) (3.3. 37)
Rechnung: o B B B
P +b=02-b=0"—-2n+n?—b+n (3.3. 38)
2(n+1)b=n(n+1) (3.3. 39)
- n 1.3
=—— =0,-,1,-,... 3.4
b=5-7 Ji=0351L5, (3.3. 40)
b=j (3.3. 41)
b=—j (3.3. 42)
Ergebnis: Eigenwerte von A2
1.3
a=j7(+1) j:0,§,1,§,... (3.3. 43)

Zu jedem festen j lauten die Eigenwerte von A,:
b=m (bzw. m;) m=—j,—j+1,...,j—1,j (3.3. 44)

Es gibt also 2j + 1 Eigenwerte von A, zu festen j.

Beispiel: Quantelung des Drehimpulses, Richtungsquantelung.

j=0 = m=0 (3.3. 45)
1 11
1 __11 3. 4
j 5 - m 55 (3.3. 46)
ji=1 = m=-1,0,1 (3.3. 47)
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etc.

Wir bezeichnen die normierten Eigenvektoren jetzt mit |jm >, so daB:

J2jm >= K% + 1)|jm > (3.3. 48)

Jz|jm >= hm|jm >, m=—j,...,j (3.3. 49)

ﬁ, J, sind also gleichzeitig scharf mebar, J, und Jy sind dann unscharf.

Erwartungswerte:
h
< Jp >=< jm|Jy|jm >= 3 < gmlAy + A_|jm >=0 (3.3. 50)
Fiir < J, > analog.
Schwankung:
h2
< J2>= o <dml(Ay + A2 jm >
h2 . 2 2 .
=7 < Jm|AT + A2 + ALA- + A _Ay|jm >
2 2

h h -
= <ImIAA_+ A A ]jm >= - < jm|A? — Af]jm >

h? h?
T (3G +1) —m?) > =7 >0 aufer fiir j =0 (3.3. 51)

Bahndrehimpuls in Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) mit z als Polarachse:

fBahn = I_; = %‘X IAT (33 52)
h 0
L,=—-— 3.3. 53
= T (3.3. 5)
Wir ersetzen in der Bezeichnung jetzt j durch [, bzw. m durch m;.
L,|lm >= hm|lm > (3.3. 54)
In der Ortsdarstellung folgt dann:
h 0
hm < Fllm >=< F|L,[lm >= —— < 7]lm > (3.3. 55)
4 8(;0 S——
P1m (T)
Als Losung fiir ¢p, (7) aus Gleichung(3.3. 55) ergibt sich fiir die p-Abhéngigkeit:
1 .
< 7llm >= ——e"™PF} (7,0 3.3. 56
_1 \/% l,m( ) ( )

2mim

Aus der Eindeutigkeit von e =1 folgt, daBl m ganzzahlig sein muf} und somit gilt: [ =0,1,2,3,...

Fiir den Bahndrehimpuls kommen nur die ganzzahligen [-Werte in Frage; man wéhlt folgende Bezeich-
nung (Spektroskopie):

=0 — s — Zustidnde

l=1 — p— Zustidnde

=2 — d—Zusténde

Die halbzahligen j-Werte hingen mit dem Spin zusammen.
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3.4 Ortsdarstellung der Bahndrehimpulszustinde; Kugelfunktionen
Wir werden zeigen, dafl in der Ortsdarstellung gilt:

< f‘]lm >= fl(r)Y'lm(e,QO)

Die Y,,(0, ¢) sind die Kugelfunktionen.
Aus der Normierung folgt, mit dQ2 = sin 8dfdy:

1 =< Imlim >= /d% < Im|i* >< llm >= /d3r|fl(r)|2|1’}m(9,go)|2

::A d%UﬂﬂF/dmﬁmWNm2

-~

1 1

Wir betrachten nun:

1
< FlAs|lm >=<7|A; £ iAy|lm >= — < Flyp, — zpy = i(2py — zp,)|lm >

>t

1L/ 0 o  .( 0 0
—g<ya—za—yﬂ:z<z%—ma>> < 7)lm >

Mit folgenden Ersetzungen:
x = rsinf cos ¢

y =rsinfsinp
z =rcosf
folgt fiir Gleichung(3.4. 3):

. 0 0
+ip -
=e€ <:|:—9—|—zcot9—> < 7llm >

Mit Gleichung(3.3. 56) folgt aus Gleichung(3.4. 7):

= J%ei(mﬂ)w (i% — mcot 9) Fim(r,0)

Da fiir [ = m gilt:
ALl >=0
folgt:
0 =<7AL|ll >
und weiter gilt:

0
(% —lcot 0) Fiy(r,0) =0

Aus Gleichung(3.4. 11) ergibt sich als Losung fiir Fj;(r,6):

(=) [(241)!
2 2

Fiy(r,0) = fi(r)sin' 6

v

Normieru;gsfaktor a
Da weiterhin gilt:
lim >= oy (A_)™ |11 >

folgt:
< Flm >= g < 7 (A)T™ Il >

51

(3.4. 1)

(3.4. 12)

(3.4. 13)
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I-m
= aim (e_i‘p (—% + i cot 0;)) < rlll >

_m (—ip(_ 0 ﬂ))l_m ilp g
W (e ( 90 —i—zcot@a e"afi(r)sin’ 0 = f1(r)Y, (6, ¢) (3.4.

Die Funktionen lauten explizit:

20 +1
Yim(0 ” + “ l " Z " (cos B)e imy (3.4.
P™(cosf) = (—1)"™ sin™ Hd ngl(COS 0) (3.4.
1 d
P — 1) 4.

Gleichung(3.4. 17) ist das Legendre-Polynom vom Grade [, mit P;(1) =
Gleichung(3.4. 15) ist die Kugelflichenfunktion, ein vollstindiges System auf der Einheitskugel.

Aus der Orthonormierung folgt:

2T L
/dQYlm Yllml(9 QO) :/ d(p/ sin(?dé?Ylfnme: = 5ll’5mm’ (3.4.
0 0

Jede Funktion g(#, ¢)lafit sich nach den Y}, entwickeln:

o0 l
90) = Z Z almlflm(ea@) (3.4.
=0 m—=—-—1I
A = / dQY7,,(0,0)9(8, ) (3.4.

Anmerkung: Die Radialkomponente f;(r) hingt allein von [ ab, s. Gleichung(3.4. 14).

Der Paritdtsoperator

Pf(r) = f(-)
wirkt sich hier wie folgt aus, s. Abbildung (14):
Pf(”‘,e,QO):f(”‘,ﬂ'—e,ﬂ'—i-QO) (34
Damit folgt:
R i o4
sinf — sin6
© = T+ =M 5 (—1)mem? (3.4.
Der Paritédtsoperator angewendet auf Gleichung (3.4. 15), Gleichung (3.4. 16) und Gleichung (3.4.
liefert:
Py(cos ) — Pj(—cosf) = (—1)'Py(cos b) (3.4.
P™(cos 0) — P/™(—cosf) = (—1)""™P™(cos 6) (3.4.
Yim(6,9) = Yim(m — 0,7+ ¢) = (=1)"™(=1)"Yim (6, ) = (=1)'Yim (6, ¢) (3.4.

Daraus folgt, daB Y}, die Paritit (—1)! hat.

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)
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Abbildung 14: Auswirkung des Parititsoperators

3.5 Zentralsymmetrische Probleme, das Wasserstoffatom
Sei:
7o
H=— b1
o T V(r) (3.5. 1)

mit » = |r|, der Hamiltonoperator eines Teilchens in einem Zentralpotential, z.B. das Wasserstoffatom
2

mit V =-&.

T

Das Eigenwertproblem lautet hier dann:
H|¢yp >=E}p > (3.5. 2)
und fiir die Ortsdarstellung in Polarkoordinaten folgt:

Da H mit L? und L, kommutiert, haben die drei Operatoren eine gemeinsame Eigenbasis:

1,0(7', 07 ¢) = fl(r)yvlm(ev ¢) (35 4)
L2 = K21 + 1)y (3.5. 5)
L, = hmy (3.5. 6)

- . h,
L2 = 2% — ()% — ~(7) (3.5.7)

mit:

'F)—): — xr— r
p 1 or or

h < 0 0 0 ) h 0
z = —-r—
i
Definition 3.5.1: Der Radialimpuls ist definiert als:

h(fo 1
br (5 + ;) (3.5.9)

l
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Es gilt dann:
h h
rpr = ;'f'— +—-=rp+ — (3.5. 10)

und mit p,r = rp, + % folgt:
2+ 5) = () + 7 ) 7
= rp, (rp,n - ?) = r’p? (3.5. 11)
Somit folgt:
PP=p+ = (3.5. 12)
Wir zeigen jetzt die Hermitizitat von p,:

0 =<9¢|pptp > — < Y|ppp >*
Jmnr o () (3 D) o (3 )

/ wr( fﬁ+if0= / ar 2 (rf*)(rf)
_ h

(3.5. 13)

Damit lauten die Bedingungen fiir die Hermitizitdt: » f(r) — 0, wenn r — 0 oder f = ) mit y(0) = 0.

Die stationire Schrédingergleichung lautet mit Gleichung (3.5. 1), Gleichung (3.5. 4) und Gleichung
(3.5. 12) dann:

: |, I
Hwnaw=<§-% 2+vv0ﬁmnaaw=Emmnmaw (35.14)
m  2mr
2
(ﬁ + Veff(r)> filr) = Ei fi(r) (3.5. 15)
mit: ) ( )
RAI(1+1
= - 7 b1
Veps(r) =V (r) + — -5 (3.5. 16)
h;g:;l) ist ein abstoflendes Zentrifugalpotential oder auch eine zentrifugale Barriere, die fiir [ # 0 das

Teilchen vom Zentrum fernhilt.

Wir betrachten nun Potentiale, s. Abbildung (15), fiir die gilt:

lim V(r) =0 (3.5. 17)

r—00

V(r) geht schwécher gegen Null als r% fiir r — 0.

Es gibt dann im allgemeinen gebundene Zusténde fiir £ < 0. Fiir £ > 0 gibt es nur ungebundene
Zustande, Streuzustinde, d.h. wir haben ein kontinuierliches Spektrum: 0 < F < oo.

Sei nun F < 0, dann gibt es zu jedem [ ein diskretes Spektrum. Wir setzen jetzt mit n diskret:

fi = fu =22 (3.5. 19)
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Vers

[=0,Vj;=V

Abbildung 15:

_h(o 1WN\y h(y y  y\ hy
prf_i(@r—i_r)r_i(r r2+r2>_ir
n
pif = —n2L
,

Mit Gleichung (3.5. 21) und y,,;(0) = 0 lautet Gleichung (3.5. 15) dann:

h? d?

o gp2dnl + Versynt = Enyni

3.5.1 Das Wasserstoffatom

Fiir das Wasserstoffatom lautet das Potential:

2
e
Vir)=——
(=5
Wir fithren nun folgende Gréflen ein:
1. Der Bohr-Radius:
h2
ag = — = 0.53-10"%cm
me
2. Die Rydberg-Energie:
2 4
R=— ="° — 1355V

20,0 2h

(3.5.

55

. 20)

. 21)

. 22)

. 23)

24)

. 25)
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Wir setzen nun:

E = —% (3.5. 26)
und: 9
T = v (3.5. 27)
mit
v > 0,Zahl (3.5. 28)

Somit lautet die Schrédingergleichung:

RE 4 4> 4RPI(1+1)1 221 R
L . e T 5.2
( 2m v2a3 dz? 2mv2a} T vagz )Y 0 (3:5.29)
2 1(l+1) v 1
<w— 22 +;—Z y—0 (35 30)
y ist normierbar und es gilt y(0) = 0.
Wir betrachten nun folgende Grenzfille:
2 I(l+1)
r—0: (W— o y=0=y=2z! (3.5. 31)
Die zweite Losung y = z ! erfiillt nicht die Bedingung y(0) = 0.
21
T —00: <%—Z>y:0:>y:e_%m (3.5. 32)
Die zweite Losung y = e3? ist nicht normierbar.
Wir machen jetzt folgenden Ansatz:
1
yr =t em 20y (x) (3.5. 33)
1
v = (1 + 1)1_16—%% - ifclﬂe_%mv +gltlem 37y (3.5. 34)
y' o= 1+ l)xlflefézv -+ l)a:lefézv +2(1+ l)a:leféxv'
—i—lxlﬂe*%zv — attlem 2Ty 4 gttlemamy” (3.5. 35)
Einsetzen in Gleichung (3.5. 30) liefert:
d? d
mE+(21+2—x)%—(l+l—u) v(z) =0 (3.5. 36)

Die einzige Losung der Gleichung (3.5. 36), die am Ursprung (z = 0) endlich ist, ist die konfluente
hypergeometrische Reihe:

o0
v 'l+1-v+p) Q+1)! zP
—=F(I+1-v|2l+2)x) = — 3.5. 37
g~ Fl+1-vi2i+2e) pz:% Ti+1—v) (2+1+p)p! ( )
Sei nun v beliebig, dann gilt fiir z — co:
P
FaS o cer (3.5. 38)
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kontinuierlich

Abbildung 16: Effektives Potential V,¢¢(I)

1
y~zlter® -
Somit ist y nicht normierbar.

Ein Ausweg ist, zu setzen:

v=n=Il+1+n; (n;=0,1,2,...)
Mit dieser Wahl bricht dann die Reihe ab, da dann Gleichung (3.5. 37) lautet:

: ni(20 + 1)!

F(—ni2l+2[z) =) (-1)"

Gleichung (3.5. 41) ist ein Polynom n}-ten Grades.

Fiir die Energieeigenwerte gilt dann:

R
En=-— n=123,...
n

Mit n als Hauptquantenzahl und n} als Radialquantenzahl.

Wegen ny +1+1=n, n;=0,1,2,3,... gilt fiir ein gegebenes n:

0<I<n-—-1 [ = Drehimpulsquantenzahl

Zu jedem [ gibt es (2] + 1) verschiedene Y}, (m = magnetische Quantenzahl).

Somit gilt fiir die Entartung von E,:

nz_:l(ZI—l—l):n—i-ZM:n

=0 2
Die orthonormierten Eigenfunktionen lauteten:

wnlm(ra 0, QO) = fnl(r)Ylm(ea QO)

(s — )2+ 1L+ p)lp!"

2

p

57

. 39)

. 40)

. 41)

. 42)

. 43)

. 44)

. 45)
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1 2 [(n—=10-1)! 2r
el Sy /R e b 4
fnl(r) a% ’I’L2 ((TL + l)')3 nl (TLCL(]) (3 5 6)
0
F(z) = ale 2" L2 (x) (3.5. 47)
Hierbei sind die L die verallgemeinerten Laguerre-Polynome.
K x 45 o
dp
0_ " (,—=zx,p
L,=e g (e *zP) (3.5. 49)

Gleichung (3.5. 48) und Gleichung (3.5. 49) sind Polynome vom Grade p.
Fiir die (Ortho-)Normierung folgt:

/  drr fon (1) fot () = G (3.5. 50)
0

/d3m/):’;’l’m’¢nlm = 5nn’5ll’5mm’ (3.5. 51)

Zusammenfassung:

Die Schrodingergleichung lautet hier:

h? e?
<_%A - 7) TP(T, o, ¢) = Ew('rv 0, ¢) (35 52)
Fiir £ < 0 gilt: Es existieren diskrete Eigenwerte E,, = —n—Rz mit n = 1,2,3,... (im allgemeinen: E,;,

fiir das H-Atom gilt: n = 1 + 1 + n,). Die Eigenfunktionen lauten:
Unim = f(r)Yim(0,0) 0<I<n—-1 —-1<m<I (3.5. 53)

Zu jedem n gibt es n? Zustinde (Entartung). 1, ist die simultane Eigenfunktion zu H, L2 L,.

Achtung: Die ¥, bilden keine Basis, da sie nicht vollstindig sind, weil noch Eigenwerte zu E > 0
fehlen.

Symbol Eigenfunktion Eigenwerte von

H I’ L,
1s 1,0100 —R 0 0
2s 1,0200 —% 0 0
2p Y210 —& 2h% 0
2p Po11 —& 2h° R
2p Pa1-1 —& 2h° —h
3s

Man verwendet folgende Kennzeichnung:

l:0,1,2,3,...—>3—p—d—f—g...}
n=123,4,...
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1-s-Orbital

|
ag < 7riyg >

Abbildung 17: Aufenthaltswahrscheinlichkeit des 1s Orbitals

— 1s,2s,2p,3s,3p,3d,4s,4p,4d,4f, . .. (3.5. 54)

Nach der Magnetischen Quantenzahl m wird nicht klassifiziert, denn fiir beliebige Atome ist E;
2

abhiéngig von n und [, aber nicht von m. Nur beim Wasserstoffatom (mit 67) héngt E,; nicht von [

ab.

Allgemein: Atomare Zustidnde werden gekennzeichnet durch E,;, (2] + 1)-fach entartet, wenn kein
Magnetfeld wirksam ist, das die Rotationsinvarianz aufhebt (all dies gilt nur vorldufig, da der Spin
fehlt).

Fiir den Erwartungswert des radialen Abstandes gilt:
<P Su= % (302 — 101+ 1)) (3.5. 55)
Speziell:
3
<r>10= an (35 56)

Der Grundzustand lautet:
Y100 = f10(r)Yo0(0, ) =

(3.5. 57)

Fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in der Kugelschale zwischen » und r + dr gilt, s.
Abbildung (17):

Wio(r)dr = / dQb10|?r?dr = r?f2(r)dr (3.5. 58)
ar? 5
Wio(r) = %e %ag (3.5. 59)
ay

Wi ist maximal bei £Wyo = 0:
8r  8r?

S LA (3.5. 60)
af  ag
r=a (3.5. 61)

Dieses Maximum entspricht der Bohrschen Bahn in der dlteren Quantentheorie.
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3.6 Normaler Zeeman-Effekt

Wir schalten zum Potential V' (r) noch ein homogenes Magnetfeld H ein.

Somit lautet das Vektorpotential:

1 -
a= 5(7—[ X T) (3.6. 1)
H=rot (3.6. 2)
Damit lautet dann der kinetische Impuls:
7 ga (3.6. 3)

Mit Gleichung (3.6. 3) lautet dann der Hamiltonoperator:

H—L<L—E*>2+V() (3.6. 4)
=3 p Ca r .0.
_ IA) _ e AT 72

= om +V(r) Dy (ap+pa) +O(H?) (3.6. 5)

Fiir schwache, d.h. technisch herstellbare Magnetfelder, kann der 2-Term vernachlissigt werden.

5o %v (3.6. 6)
AN h — h — AN
pa:;Va:;(é'VwL(Va)): D (3.6.7)
da Vi = div &= 0. i
*ﬁ:E(HxT)ﬁ: 57 (7% p) = SHL = S|H|L: (3.6. 8)

mit # in z-Richtung.
Mit Gleichung (3.6. 7) und Gleichung (3.6. 8) lautet dann der Hamiltonoperator:
e[#|

H=Hy— Sap=Hy— 1, =Hy— iH (3.6. 9)
me 2mc

Hierbei ist i = 2—;:wl_: das magnetische Bahn-Moment.

Da L, mit Hy kommutiert, hat H die gleichen Eigenfunktionen wie Hy. Die Eigenfunktionen lauteten
abstrakt: |nlm; >, so daB:

< Fnlimg >= Pty (1,6, 0) (3.6. 10)
Hy|nlm; >= E%,|nlm; > (3.6. 11)
L,|nlm; >= hmy|nlm; > (3.6. 12)

Gleichung (3.6. 11) und Gleichung (3.6. 12) eingesetzt in Gleichung (3.6. 9) liefert:

eh|H]|
2me

H|nlm; >= <Egl — ml> |nlm; > (3.6. 13)
Es gilt also:
eh|H|

2me

Enlm(ﬁ) = Egl -

my (3.6. 14)

Jeder (21 + 1)-fach entartete Eigenwert spaltet auf (somit ist die Entartung aufgehoben, s. Abbildung
(18)) mit der Verschiebung:
AE = mel|’H| (3.6. 15)
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—1
dar
20+1
E
nl 1—9
[—1
l

H = Enlm

Abbildung 18: Auswirkung des Parititsoperators

h
,U,B:—ﬁ>0 dae<0 (3.6. 16)

pp ist das Bohrsche Magneton, eine natiirliche Mafleinheit fiir Magnetmomente.
Die Bohrsche Frequenzbedingung lautet: Bei Lichtabsorption oder Emission beobachtet man

Ubergénge zwischen den einzelnen Energieniveaus.

E. . —Eup: By — B H
Wnim i = — - n'l'm' _ Zmnl - n'l +“BT|L |(m_m') (3.6. 17)

pplH| _ |||

Die Frequenz wp, = =% e

heifit Larmorfrequenz oder charakteristische Frequenz.

Die Auswahlregel lautet: Nur solche Ubergiinge sind erlaubt, fiir die gilt:
Al =+1 (3.6. 18)
Am = —-1,0,+1 (3.6. 19)

Die wirkliche Linienbreite ist komplizierter, da sie auch vom Spin abhingt, dies wird beim anomalen
Zeeman-Effekt behandelt.

3.7 Zweikorperproblem, kontinuierliches Spektrum

Wir betrachten nun zwei Teilchen mit gegenseitiger Wechselwirkung. Als Beispiel kommen das H-
Atom, also ein leichtes Elektron mit einem schweren Proton in Frage.

Fiir solche Probleme lautet der Hamiltonoperator:

52 52
F p1 P2 L
H=_—+_— - 701
Sy + S +V(r —71) (3.7. 1)
5 R .
pi=-Ar (i=1,2) (3.7. 2)

Natiirlich kommutieren die 5’1,771 mit 5’2,772 (denn verschiedene Teilchen haben verschiedene Koordi-
naten, daher vertauschen ihre Operatoren).
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Wir transformieren jetzt auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten:

M =mq1+moy (3.7. 3)
m1ma
= 7.4
m Y (3.7. 4)
5 m1F1 + mQFQ
R = 7 (3.7. 5)
F=1r —Ta (3.7. 6)
ﬁSp = p1 + P2 (3.7.7)
L mepL — mP?
DPret = M (37 8)
Man zeigt dann leicht, daf} gilt:
P, Bj| = =6 (3.7. 9)
|Puots| = [Puors] = [pis By =0 (3.7. 10)
. h
[pz, 7“]] ;5” (3 7 11)
-2 -2 -2 52
b1 P p P
— 4+ — 7.12
2m; * 2ms  2m  2M (3.7.12)
Py
HZW—F%—FV(T):HR-I-HT (3.7. 13)
mit: o
P
Hp= — 7. 14
R= 537 (3.7. 14)
P
H, =— P 7.1
o + V(%) (3.7. 15)
Das Problem ist dann dynamisch entkoppelt, da gilt: [Hg, H,| = 0.
Als Lésung ergibt sich:
Hyd(R) = Erd(R) (3.7. 16)
Hyp(r) = Epo(r) (3.7.17)
P(R,r) = ¢(R)p(r) (3.7. 18)
Hy(R,r) = Hp(R)p(r) = (Hr}(R)) ¢(r) + ¢(R) (Hro(r))
= (Er+ E;)¢Y(R,T) (3.7. 19)
—_———
E
Dieses Problem ist durch Separation l6sbar.
Der Schwerpunkt bewegt sich wie ein freies Teilchen (ebene Welle).
h2
H(R) = — 5= Ard(R) = Erd(R) (3.7. 20)
h2K2
Egr = 7. 21
R=— (3.7. 21)

Das eigentliche Problem ist somit verschoben auf die Relativbewegung #. Dies ist ein Ein-Teilchen-
Problem.

Beim Wasserstoffproblem ergibt sich eine kleine Korrektur in der Rydbergenergie:

MelM Prot. 1
— == -7 ~ 1—— 3.7. 22
el = Mred- = o ¥ Mprer, ( 1860> ( )
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3.8 Kontinuierliches Spektrum fiir das Zentralproblem

Fir H = % + V(¥), lim,_, V(7) = 0 betrachten wir nochmal das Eigenwertproblem in der Ortsdar-
stellung:

Hy(r,0,p) = E(r,0,p) (3.8.1)
P(r,0,0) = fi(r)Yim (6, ») (3.8. 2)
filr) = y’ff) mit y;(0) = 0 (3.8. 3)
Fir E > 0 setzen wir: 2o
K
E = 8.4
o (3.8. 4)
h2
V() = %U(F) (3.8. 5)
p=Kr (3.8. 6)
Die Radialgleichung lautet dann:
d? I(1+1)
1= - = 8.
(dp2 - 2 Ulp) | wi(p) =0 (3.8.7)
bzw. )
d 2d I(l+1)
S+t +1- -U =0 3.8.8
(dp2 - pdp 02 (P)) filp) ( )
mit f; = y—p’. Gleichung (3.8. 8) lautet fiir freie Teilchen:
2 24 I(1+1)
st o+l =0 3.8.9
<dp2 + pdp + 2 fi ( )

Gleichung (3.8. 9) ist die sphérische Besselsche Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Losungen fiir Gleichung (3.8. 9) ergeben sich aus:

1. Sphirische Besselfunktion j;(p), sie ist reguldr am Ursprung:
ji~pt fiirp—0 (3.8. 10)

2. Neumann-Funktion n;(p), sie ist singulir am Ursprung:

1

ng~p Y fiir p— 0 (3.8. 11)

Aus Gleichung (3.8. 10) und Gleichung (3.8. 11) ergibt sich (durch Linearkombination) die Hankel-
funktion:

B = + g, (3.8. 12)
Fiir spezielle Werte von [ gilt: )
. sin
Jo(p) = p (3.8. 13)
p
cos
no(p) = —P (3.8. 14)
p
+ip
i) = £ (3.8. 15)
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Abbildung 19: Auslaufende Kugelwelle

sinp cosp

(p) 2 ; ( )
cosp sinp
n]. = 3.8. 17
2 5 ( )
etc.
Der asymptotische Verlauf fiir p — oo sieht wie folgt aus:
1 1
Ji =~ ;sin(p - §l7r) (3.8. 18)
~ lcos( - 1l ) (3.8.19)
ny ~ ; p—glm 8.
1 ..
B ~ ;eﬂ(/’—%’”) (3.8. 20)

Das Pluszeichen, bzw. das Minuszeichen, steht hier fiir eine auslaufende, bzw. einlaufende, Kugelwelle,

s. Abbildung (19).

1 eTi(Kr—3ir) _;\l pEiKT

B~ = U _ i) (3.8. 21)
K T K T

Fiir ein freies Teilchen gilt: Da y; = rf; am Ursprung verschwinden muf}, kommt als Lésung nur in
Frage (Eigenwerte in Radial-Darstellung):

E ,
¥u(r,0,0) = ol Ym0, )it Kr ) (3.8. 22)
reguldr bei p=0
Dies ist ein vollstindiges System mit den Quantenzahlen (E = h;g 2 ,,m).

Andererseits existiert die ebene Welle als vollstindiges System (eines durch das Andere darstellbar):

VE(7) = *F (3.8. 23)
mit den Quantenzahlen (K,, Ky, K,) mit E = h;fsz.
Beide Syteme sind vollsténdig, d.h. wir kénnen daher die ebene Welle eiF7 Zur festen Energie £ = h;g 2
entwickeln nach den Y}, j; zur reellen Energie.
. o) l
e =" amYim(0,9)ii(Kr) (3.8. 24)

=0 m=—1
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_ = —_— _— =
D ———— O D ——
_— - _—
ebene Welle ebene Welle

N

\ Kugelwelle

/

Abbildung 20: Kugelwelle, Streuung an einem Target

Wihle nun die z-Achse in Richtung von k:

7= Krcosf (3.8. 25)
kT _ pikrcosd _ Zz”(Zl + 1)5;(Kr)Py(cos ) (3.8. 26)
1=0

da nur Y; ,,—0 = A;P;(cos #) auftreten darf.

4 Streutheorie

4.1 Streuquerschnitt, Partialwellen

Voraussetzung: V() geht stérker gegen Null fiir R — co als + (kein Coulombpotential).(Es scheint
so zu sein, daf alle in der Physik (Kernphysik) auftretenden Potentiale diese Bedingung erfiillen; das
Coulombpotential ist auf weite Entfernungen immer abgeschirmt.)

Fiir E > 0 hatten wir ein kontinuierliches Energiespektrum, keine normierbaren Loésungen oder ge-
bundene Zustéinde.

Definition 4.1.1: Streuzustidnde sind Losungen der Schrédingergleichung:

n? K2k
(—%A + V(T)> V() = Byy(r), B=——- (4.1. 1)
mit dem asymptotischen Verhalten:
ikr
» T ik e B
w(m) el +f(9) . , Q= (8,9) (4.1. 2)
ebene Welle ~

ausl. Kugelw.

Die Idee dabei ist, dafl wir Teilchen auf ein Streuzentrum schiefilen (Target) und dafl vom Target aus
Streuwellen in Form von Kugelwellen ausgehen, s. Abbildung (20); dabei hingt der Streuanteil von
der Richtung ab.

Was messen wir bei einem Streuexperiment ? (s. Abbildung (21))
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Flachenelement ds

=3y

A~
—

Abbildung 21: Streuexperiment

Einlaufender Strahl: Man hat die von der Quelle ausgehende Anzahl der Teilchen und ihre Geschwin-
digkeit:

(4.1. 3)

jein = einf. Stromdichte = Teilchendichte x Geschw. :[ 1 c_m]

cm3 sec
Streustrahl: Man beobachtet den Raumwinkel d) und z&hlt die pro Sekunde in den Zihler laufenden

Teilchen.
jrdS = Radialst. x Oberfliche dS = Teilchend. x Geschw. x Flache

cm sec sec
Fiir die Stromdichte gilt:
h
7=— " — * 4.1.5
7= 5 (7 (V) = (V") (4.1.5)
Fiir eine ebene einfallende Welle gilt: .
. - h —ikr ;7 ikt ik T, —ikT hk hk
Jein = |_7ez'n| = ‘2— (e k ike ke _ e k (—zk)e k ) =|—| = — (4.1. 7)
im m m

Fiir den Streustrom gilt mit 7 = Einheitsvektor in Richtung Q:

Wir setzen: )
ezKr
Vs = 1) (4.1.8)
. o h , O 0 .,
Ir = (nj) = % (TpStr_EwStr. - ¢Str.5¢5tr.>
h e—iKr iKeiKr eiKr ez'Kr _iKeiKr e—z'Kr
m r r r r r r
. RE|f(Q))
hK
j1dS = W|f(Q)|2le (4.1. 10)
Definition 4.1.2: Der differentielle Streuquerschnitt:
. d
do(Q) = 2% (4.1. 11)
Jein

do(Q) = do(8,0) = |f(Q)|?, f(Q) = Streuamplitude (4.1. 12)
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Flachenelement ds

N

™

Abbildung 22:
Definition 4.1.3: Der totale Streuquerschnitt:

ot = [ do(2) = [ agls(@)P

4.1.1 Partialwelle fiir ein Zentralpotential

Sei V' = V(r) ein Zentralpotential.

(4.1.

67

13)

Offensichtlich ist das Problem rotationsinvariant um die E—Achse, d.h. der Streuanteil héngt nicht von

¢ (Azimut) ab, s. Abbildung (22).

Die Zustandsfunktion fiir den Streuzustand lautet dann:

V() = Yr(r,0)

Der asymptotische Grenzfall lautet:
ez’K r

e+ £(6)

Entwicklung nach der Kugelfunktion liefert, wobei ¢ (r, #) die feste Energie E =

0o l 0o
.0 = Y a2 i6,0) =3 2 Beoss)
1=0 m—= 1 =0 —

Partialwelle

Da 1) nicht von ¢ abhéngt, tritt rechts nur Y7 ,,—o = const P} auf.
Die Entwicklung der Streuamplitude lautet:

F6) = 3" fiPi(cost)
=0

Bestimmung der Losung der Radialgleichung y;(r):

h? d? R2(1+ 1)
- . 7 =F
( 2m dr? V) + 2mr2 Y Y

Mit E = % und V(r) = %U(T) folgt:

d? (1+1
<W+K2—U(T)— (7‘2 )>yl=0, y1(0) =0

(4.1.

(4.1.

(4.1.

. 14)

15)

16)

17)

. 18)

. 19)
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Asymptotisches Verhalten der Lésung:

— 1
in(Kr — =1 1) 4.1. 2
yz(T)T_moalen( r—glm+ 1) ( 0)

Dies gilt nur, wenn V stéirker als L bei r — oo verschwindet, s. Gleichung (3.8. 18).
d; ist eine Phasenverschiebung durch Streuung an U(r); §; = 0 fiir U(r) = 0.
Aus der Asymptotik folgt:

— = 1 1
P(r, 9)7‘ Lo lZ:%Pl(cos 0);al sin(Kr — §l7r +4;)
_ i -Pl(COS 9) ((ll e 2;ﬂ:+61ieiKr o aleil;'alie—ilﬁ'r‘> (41 21)
= T i i
Andererseits gilt:
— e etKr o0 ) ) KT
p(r,0) . e 1+ £(9) =Y (zl(2l + 1) (Kr) + f ) Py(cos ) (4.1. 22)
r — 00 7 =
Da gilt:
1 1 1 : ; : :
Ji(Kr) ~ o sin <Kr - 5[7r> = 5kr (e’Kre%l"’ - e_’Kre_%l”’) (4.1. 23)
r iKr
folgt:
Py(cos 6) <( 2l+1> K i 20+1
0 —— T (—)H K) 4.1. 24
«p(r,)%g 00 (54 2Ly eer g (cayn 2L, (4.1 24)
Durch Vergleich von Gleichung (4.1. 21) und Gleichung (4.1. 24) folgt:
2041
ap =it %ezél (4.1. 25)
2141 2041 o
i T S et (4.1. 26)
2l+1 ; 20+1
1 = ﬁ (emt - 1) _ 2t L g, (4.1. 27)

Wir schreiben nochmals die erste Entwicklung hin und setzen a; ein, Gleichung (4.1. 27) in Gleichung
(4.1. 24):

Z PilcosO) 2+ 1| ot —ikcr | sy ikr (4.1. 28)
r 2’LK N—— N————r
ginlaufende auslaufendg

=0

Kuge‘iwelle
Die Wirkung des Potentials besteht also darin, daf} die auslaufende [-Welle eine Phasenverschiebung
26; gegeniiber der einlaufenden [-Welle erhilt.
Die Streuamplitude lautet dann:
o0
F(0) = — (21 + 1)e" sin 6P (cos 6) Z f1Py(cos 0) (4.1. 29)

K =0 =
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und fiir den Streuquerschnitt gilt dann:

e _ 2
o(6) =17(6)]
2 (2 + )2+ 1 :
= Z (21 + ;{(2 +1) sin &; sin 6y €% %) Py(cos 6) Py (cos 8)
1L,I'=0
und fiir den totalen Streuquerschnitt:
/dQP (cos0)Py(cosf) =6 in
: 3 oy

ot = [ d() = [ a0l (6)7

o0
Fﬂ-z%—i—l sin? §; = Zal
1=0 =

4r

g] = K2

4
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(4.1. 30)

(4.1. 31)

(4.1. 32)

(4.1. 33)

Gleichung (4.1. 33) liefert den grofiten Beitrag, wenn 6; = 7(n + %), man sagt auch bei der maximalen

Streuung liegt Resonanz im [-Kanal vor (I Partial Welle).

Ein Vergleich von Gleichung (4.1. 27) und Gleichung (4.1. 32) liefert mit

21 +1 K
i sin? §; = —oy

4

4 &
V7 > Im fi
=0

Frotal = / dQfO)2 = o1 =

—Im f(@=0), wegen P(1)=1

—Im—Zfl

(4.1. 34)

(4.1. 35)

Diese Relation zwischen dem Gesamtquerschnitt und dem Imaginirteil der Vorwértsstreuamplitude

ist das Optische Theorem.

4.2 Berechnung der Streuphasen, Bornsche Niherung

Bei der Berechnung der Streuphasen geht man von den Lésungen der Radialgleichung aus.

Gegeben seien zwei Potentiale:

UG = 23V ()
0(r) = 237 (1)

Eingesetzt in die Gleichung (4.1. 18) liefern die Radialgleichungen zur gleichen Energie E =

der Integraldarstellung:

U l(l;; 1))

' + <K2—

—// ( K2 U—

y=20

(IT+1)\ _
( 2)>yl:0
r

mit der Asymptotik:
1
y1(00) ~ sin(Kr — §l7r +4)

(4.2. 1)
(4.2. 2)

252
_h271r(; mn

(4.2. 3)

(4.2. 4)

(4.2. 5)
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1 _
g1(00) ~ sin(Kr — §l7r +4) (4.2. 6)
Gleichung (4.2. 3) mit g; und Gleichung (4.2. 4) mit y; multipliziert und subtrahiert, liefert:

d ., oy
— g — giy) = —(U = U)yigi (4.2.7)

ny — qy = ar

Integration von 0 bis oo liefert:

00 _ 00 d
—/ dr(U — Uy = / dr—-W i, Gl = Wy Gt oe — Wy, i
0 0 T ———

da:
y(0) = 7(0) =0 (4.2. 8)

= (y1(00)7i1(00) — Hi(o0)y1(0)) (4.2. 9)
mit Gleichung (4.2. 5) und Gleichung (4.2. 6) folgt dann:

= <sin <Kr — %lﬂ'—i— 51) K cos <K7‘ — %lﬂ'-ﬁ- &) — (6 & 5))

= K sin(d; — &) (4.2. 10)

sin(d; — 07) = ——/ dr(U — Uy = Kh2/ dr(V — V)yi (4.2. 11)

Giiltig fiir alle V,V, die fiir 7 — oo stirker als % verschwinden.
Speziell fiir V(r) = 0 gilt:
Gi(r) = Krji(Kr) (4.2. 12)

und
sin(Kr — i)

61 =0 da ji(Kr)~ e (4.2. 13)
. 2m [ .
sind; = —?/ drrV (r)ji(Kr)yi(r) (4.2. 14)
0
Wir folgern daraus: Sei U = U + AU, AU klein und positiv: y; = §; + Ay, & = 0; + Ad;:
sin(dl — 5[) = sin Adl ~ A(;l
und mit Gleichung (4.2. 11) folgt:
1 o0
= —E/ drAUy(y1 — Ayp) (4.2. 15)
0
Ady ~ ——/ drAUy; <0 (4.2. 16)
K Jo

Wenn also U zunimmt, dann nimmt J ab. Wir kénnen jetzt §; eindeutig festlegen, bisher unbestimmt
bis auf 27n. Man beginnt mit U = 0, §; = 0 und baut das endliche U aus infinitesimalen AU auf, s.
Abbildung (23). Damit ergibt sich ein eindeutiges d;.

Insbesondere:
U <0 iiberall — §; >0 anziehendes Pot.

U >0 iiberall — § <0 abstoflendes Pot.
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Uy =U
Abbildung 23: Zerlegung von U(r)
Bornsche Niherung: Sei |U| < K2 — l(l%l) und 1. Ordnung in V, dann ist U eine kleine Stérung.
Die Phasen §; sind klein und y; wird nur unwesentlich von
y) = Krji(Kr) (4.2. 17)

abweichen. Gleichung (4.2. 17) eingesetzt in Gleichung (4.2. 14) liefert die Streuphase in erster N&he-
rung in V:

2 oo
sind; ~ §; = —h—TZK/ drr?2(Kr)V (r) (4.2. 18)
0
Ebenso kann man V durch ein V' annihern, dessen Streuphase man kennt:
_ 9 00 _
f=bi- /0 dri2(r) (V(r) — V(1)) (4.2. 19)

4.3 Potential endlicher Reichweite, Niederenergie-Streuung

Wir betrachten jetzt ein Potential endlicher Reichweite:

V(r)=0 fiirr>mry (4.3. 1)

Anmerkung: Solche Potentiale sind in der Kernphysik von Interesse, extrem grofie Kréfte mit endlicher
Reichweite: ry ~ 10713cm. (s. Abbildung (24))

4.3.1 Klassische Streuung

Wir betrachten noch einmal die klassische Streuung. b sei der Stoflparameter. Es ist klar, daf} fiir
b > ro keine Streuung erfolgt. (s. Abbildung (25))

Der Drehimpuls lautet:
|L| = |7 x p] = bp = bhK (4.3. 2)

Klassisch tritt keine Streuung auf, wenn |L| > hKrq oder mit L? = A2I(I+1) gilt |L| = h/I{I + 1) ~ Al
und daraus folgt [ > Kry.

Quantenmechanisch haben wir etwa dasselbe Ergebnis.

Eine Abschitzung mit rg ~ 10 3cm liefert:

Krg=1— K ~10%em ™! (4.3. 3)
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10 13¢m

Abbildung 24: Potential endlicher Reichweite

<>
Sl

Jay 5
O g
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< :

To

Abbildung 25: Klassische Streuung
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Kro \/ ~

(+1)

Abbildung 26: Sphérische Besselfunktion

_ Rh’K?

= ~ 10%¢V = 100MeV Protonenenergie (4.3. 4)
zmpr.

Wenn also die Protonenenergie kleiner 100 MeV ist sollte man im wesentlichen nur s-Wellenstreuung
(I =0) erwarten.

4.3.2 Quantenmechanische Streuung

In der Quantenmechanik ergibt sich:

2m [To
sind; = —?/ drrV (r)ji(Kr)y (Kr) (4.3.5)
0

71 hat sein erstes Maximum bei 1/I(l + 1) (s. Abbildung (26)). Wenn also [ > Ky, so geniigt fiir j;(Kr)
die asymptotische Entwicklung bei Kr = 0:

(Kr)!

™) = o

mit: (20 + 1)1 =1-3-5-7-...- (21 +1) (4.3. 6)

Also gilt die Abschatzung fiir [ > Krg, d.h. @ — 0:

[ (:—0)l V(r)u(r)

~ >

besd;réinkt

o2m (Krp)t
|sin dy ~ —2 (Kro)

h2 (20 + 1) —0 (4.3.7)

Alle Streuphasen mit [ > Kry sind vernachlissigbar.

4.3.3 Niederenergie-Streuung

Fiir E — 0, also K — 0 gilt:

. 2m [To .
sindy = 27 /0 drrV (r)ji(r)yu(r)

setze: p = Kr
2m 1 [pPo

=—2zx2 ), WPV (%) i(p)yi(p) (4.3.8)

Da py — 0 gilt, geniigt im Integranden die asymptotische Entwicklung fiir j; und y;:
o

Jilp) = @il P 0 (4.3.9)
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pl+1
yi(p) =~ cm p—0, c¢=const (4.3. 10)
(V(r) schwicher als r% bei r = a)
Man erhalt: -~
2 K ro
sind; ~ — 7"r2w 2/ drr® 2V (r) (4.3. 11)
e ((20+1)1M)° Jo
Es gilt also:
siné; ~ 6 ~ K21 (4.3. 12)
.0 0 (1 #0)
lim %L — 43.13
Koo K {—2;;56 00drr2V(r)=—a (1=0) ( )
Allgemein gilt:
do
im — = — 4.3. 14
11(1510 K ¢ (43.14)
a = Streulinge # 0 (a >0 fir V>0, a < 0 fiir V < 0, a = +00 moglich). Damit ist nach G.(4.1. 27):
0 1#0
i = 4.3.1

Die isotrope s-Streuung fiir E — 0 folgt aus (s. G.(4.1. 29),G.(4.1. 33)):

lim f(0) = (lim fo)Py(cosf) = —a (4.3. 16)
K—0
[0 1#0
pm o = {47ra2 1=0 (43.17)
Daraus folgt:
Il(iLnO Ototal = lE_O limo; — 4mwa® (4.3. 18)

Das entspricht der Streuung eines klassischen Teilchens an einer Kugel vom Radius 2|a| (|a| # ro).

4.4 Harte Kugel; s-Wellenstreuung am Potentialtopf; Resonanz

Das Konzept der Streuphase, das der asymptotischen Beschreibung fiir r — co entnommen ist, 143t
sich auf das Problem der harten Kugel iibertragen.

Fiir die harte Kugel gilt:

0 r>mrg
= 44.1
voy ={ " (@4. 1)

Wir gehen zuriick zur Radialgleichung:

(t+1

Yl + (K2 —-U(r) — ( ;> )> y =0 (4.4. 2)
(l+1
y;'+(K2— (_; )>yl:0 fiir r > 7 (4.4. 3)
r

y =0 firr <mrg (44. 4)

Die Stetigkeitsbedingung fiir y; bei » = rq erfordert, dafl die Lésung der freien Gleichung fiir » > ry
bei r = ry verschwindet.

Fiir » > ry folgt dann mit der Bessel- und Neumannfunktion:

y1 = Kr (Aji(Kr) + Bny(Kr)) (4.4. 5)
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Mit der Asymptotik ergibt sich dann:
. 1 . 1 . 1
y1(00) ~ sin(Kr — Elﬂ' + 0;) = cos §; sin(Kr — §l7r) + sind; cos(Kr — §l7r)

Weiter folgt:

A = cos gy
B = sinﬁl
da gilt:

. sin(Kr — }i)

I Kr
cos(Kr — 1)
ng~ ————=——

Kr

Die Stetigkeitsbedingung bei r = ry legt dann §; fest.

0 = yi(ro) = ji(Krp) cos & + ny(Krp) sin d;
<0 daV>0

Ji(Kro)
tand; = —
: ny(Kro)
.2 K
Sin2 5[ - D) ]l ( TOQ)
Ji (Kro) 4+ nj(Kro)
Also: 2( )
4z . 4w Ji (Ko
=—(20+Dsin® 6 = — (20 + 1 L
g K2( + )SlIl l K2( + )]?(KT())—FTL?(KTO)

Spezialisierung fiir hohe Energien, d.h. Kry > [(setze p = Kry):

1 1

j ~ —sin(p — =1

Ji(p) P sin(p — i)
1 1

ni(p) = = cos(p — Slm)
p 2

4 1 1
o]~ K—Z(2l + 1) sin?(p — §l7r) — 0 fir K — oo wie 7

Fiir kleine Energien, d.h. Kry < I:

P

jl(ﬂ) ~ m
ni(p) ~ (21 — 1)Np~ -1

47 (p)4l+2

o1~ gz 2+ 1) (20 + D)2 — 1)1)?

K2
: 2
oo = 4mrd (smp)
P

0 firl=1,2,3,...

Fiir [ = 0 gilt exakt:

dajgzs‘—gﬂundngz%ﬂ.

lim gg = 4nri — ro = a = Streulinge
K—0

75

(4.4. 11)
(4.4. 12)

(4.4. 13)

(4.4. 14)

(4.4. 15)

(4.4. 16)

(4.4. 17)

(4.4. 18)

(4.4. 19)
(4.4. 20)

(4.4. 21)

(4.4. 23)
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Abbildung 27: Schattenstreuung

To

Vo

Abbildung 28: Potentialtopf

Man kann zeigen, daf} fiir K — oo gilt:

lim oyopq = 2772 (4.4. 24)
K—oo

Fiir klassische Teilchen ist der totale Wirkungsquerschnitt unabhéngig von der Energie:

Oklassisch — '/T"‘g (44 25)

Quantenmechanisch ist der niederenergetische Streuquerschnitt oyiq1|Kk—=0 = 00 also = 4oy;.. Aber
auch bei hohen Energien ist der quantenmechanische Streuquerschnitt immer noch doppelt so grof§
wie der Klassische. Der Wellenaspekt 148t sich also auch nicht fiir K — oo vernachlissigen. Das hingt
damit zusammen, dafl das Potential sich bei » = ry abrupt dndert. Anschaulich kann eine Welle in den
Schatten der Kugel eindringen, der ja fiir das klassische Teilchen verboten ist. (s. Abbildung (27))

Das gleiche Phénomen ist von der Beugung von Licht an der perfekt reflektierenden Kugel in der
Optik bekannt. Wir sprechen daher auch von Schattenstreuung.

4.4.1 s-Wellen-Streuung am Potentialtopf

Sei (s. Abbildung (28)):

0 r>nrg
Vi(r) = 4.4. 26
(T’) { Vo r<mrg ( )
h2
Vo = %Kg, K¢ =,
Die Radialgleichung fiir [ = 0 lautet:
d2
(ﬁ + k2> Yo=0 7> (4.4. 27)

d2
(m + K2> =0 r<mry (4.4. 28)
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K*=KZ +k, seik? < K} (4.4. 29)
Als Losung fiir die Radialgleichung ergibt sich:

sin(kr + dp) 7 >1p
_ 4.4. 30
vo { AsinKr r <mrg ( )
Stetigkeit von y und y' bei r = r¢ liefert:
sin(kro + dg) = Asin Kry (4.4. 31)
kcos(Krg + dp) = KAcos Kry (4.4. 32)
k
tan(krg + do) = [7d tan Kry (4.4. 33)
oder: "
do = —kro + arctan (f tan Kr0> (4.4. 34)
k
A= (4.4. 35)
\/1 + K2 cos? Kry
Wir betrachten jetzt einen hinreichend tiefen Topf mit % < 1und krp < 1:
1. Kry nicht bei (n + 3)m, n =0,1,2,....
k tan Krg
~ — — Krg=— 1-— 4.4.
do, kro + Ie tan Kry kro ( Kro ) ( 36)
4 | tan Krp\ 2
Ototal = 09 = = sin? &y ~ 471'7‘3 (1 T R 0) (4.4. 37)

Wenn tan Kryg = K7y, so verschwindet o: oypq1 = 0.

Das erklirt den Ramsauer-Effekt, ndmlich, daf ein Potential (Atom, Kern) fiir bestimmte Ener-
gien durchsichtig ist, d.h. es kommt zu keiner Streuung.

2. Sei Krg = n(n + %) und K, =~ K, E, = h;::l’g die Resonanzenergie und K2 = KZ + k2, dann
liefert die Entwicklung um K = K,.:

K K K
— cot Krg = — cot (K,rg — (K, — K)rg) =~ — tan(K, — K)rg

k k k,
K, K?—-K? k’>-k* E.—E
=3, Er - K~ =g — =" ="t (4.4. 38)
ro ro 2
mit )
h* 4k,
I'=-— 4.4. 39
2m To ( )
Mit kpro < 1 folgt:
r
8o ~ arctan - 2 = (4.4. 40)
oder:
N
= 2 4.4. 41
tan dg B F ( )
Es folgt:
i tan é L r
€% gin 6y = ek 2 = 2 (4.4. 42)
l1—itandy E,—E—% E-E. +%
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o]

e | -\ BreiteIl

E, E

Abbildung 29: Lorentzkurve bei Resonanz

fo = =it = SRR (4.4. 43)
k kr E— B, +iL -
2
L FT
o~ oy =—5sinJp = (4.4. 44)
kr? (B - B2+

In der Nihe der Resonanz wichst o also plétzlich an, insbesondere, wenn I' sehr klein ist. (s.
Abbildung (29)) Die Streuphase dp geht durch 7.

Wie fiir s-Wellen kann man auch [-Wellen-Resonanz studieren.

Verallgemeinert gilt:

r
d; = arctan 7, 2_ iz (4.4. 45)
wenn in der [-Welle bei E, Resonanz auftritt.
Wir betrachten die Radialfunktion im Resonanzfall r < ry:
yo = Asin Kr (4.4. 46)
sin(kry + do) sin &g .
A= ~ = sin§
sin Krg sin K,.rg St %
I
= sign (E, — E) 2 - (4.4. 47)
V(B —ER+ T
Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Inneren ist proportional zu y3, also proportional zu:
r2
A? = 4 (4.4. 48)

Beim Durchgang durch die Resonanz, wichst die Aufenthaltswahrscheinlichkeit also pltzlich stark an.
Wenn wir mit einem nichtstationdren Wellenpaket gerechnet hétten, so wiirden wir finden, dal das
Teilchen im Resonanzfall besonders lang im Inneren des Potentials bleibt. Wir haben einen sogenannten
quasistationdren Zustand, ein virtuelles Niveau im Kontinuum oder Resonanz.

Im Gegensatz zu den echten stationdren Zustinden mit der Zustandsfunktion

Y(t) ~ e TR (4.4. 49)
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haben wir es hier mit £ = E, — %F zu tun.
d)quasistat.(t) ~ 6_%(EF_%F) = e_i%Ert_% (4.4. 50)

Die Wahrscheinlichkeit:

p = [Yquasistat.| ~ € R =eT (4.4. 51)
klingt exponentiell ab. 7 = % heifit Lebensdauer.
In diesem Sinne lassen sich radioaktive Zerfille als Zerfille eines quasistationdren Zustandes deuten.

Anderes Beispiel: In der Kernphysik spricht man bei der Streuung von zwei Kernen A und B aneinander
im Resonanzfall vom Compound-Kern: (A + B) mit der Lebensdauer 7.

4.5 Beschreibung des Streuproblems mittels der Green’schen Funktion; elastische
Streuung am Atom

Wir haben bisher nur die asymptotische Form der Streuzustinde betrachtet; das reicht zur Betrachtung
der Streuung an sich aus, aber nicht, wenn wir sukzessive Ndherungen entwickeln wollen.

1. Ziel: Umformung der Schrédingergleichung in eine Integralgleichung.

2. Ziel (im n&chsten Abschnitt): Verallgemeinerung des Streuproblems auf komplexe Sté8e, d.h.
Verallgemeinerung der Potentialstreuung.

Die Schrodingergleichung fiir den Streuzustand lautet:

h? ) hK?
(D + KR (7) = V), E="2 >0 (45. 1)
Die Losung fiir V' = 0 sind ebene Wellen:
h? )
—(AN+ K r) = 4.5. 2
(D + K2 (7) = 0 (45. )
. otk
< Tl >= pi(T) = 3 (4.5. 3)
(2)}

Definition 4.5.1: Die Funktion Gi(7,7") heifit Green’sche Funktion:

2
;—m(AF + K2 GW(7, ) = 6(F — ) (4.5. 4)
§(F—7) = / &k (271r)3eiE(F_W ) (4.5. 5)

Erklirung: Gg(7,7") beschreibt die Ausbreitung von Wellen, die von einer Quelle bei 7' ausgehen.

G(7,7) heiBt auch freier Propagator?.

Wir wihlen folgenden Ansatz, mit Hilfe der Green’schen Funktion 148t sich die Losung von Gleichung
(4.5. 1) in der Form einer Integralgleichung schreiben:

D) = r() & [ P GR(F WV (o (7) (4.5. 6)

Dies ist geeignet fiir eine iterative Losung.

?propagieren = ausbreiten
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K +i0

K —id

Abbildung 30: Randfunktionen

Beweis:
h2

oo (B + K2u() = 04 [ d1'8(7 = #)V (#)u(i*) = V(1) (7) (45.7)

Konstruktion: Da die Differentialgleichung fiir G translationsinvariant ist, folgt:

S I A G
Guli— ") = [ d G @ (45.8)
1 e
§(F—7') = /d3q(2w)3ezq(”) (4.5. 9)
| 1 R i
3 iq(r—7") _ 3 iq(7
/d q—(2W)3e /d q(2 )32 (Ar+ K2 )Gk(q_)e
s 1R e i)
— /d Ty g K~ F)Ca(@)e (4.5. 10)
~ 2m
(K* = )Gu(@) = 7 (4.5. 11)
~ 2m 1
G(D) =7 g — = (4.5. 12)

Vorsicht: Bei K2 = ¢ liegt eine Singulariit vor.

Sei zuniichst K komplex, dann ist G (§) wohl definiert. Wir betrachten dann in der komplexen K-
Ebene die Randfunktionen G,(ci) wenn K gegen die reelle Achse strebt. (s. Abbildung (30))

Definition 4.5.2:
1 _2m 1

((D__(Kizd) Z RK2+ib— (45.13)

(K >0: (K +i0)® = K? 4+ 2iK0, — 0% = K” 440, )
Wir zeigen jetzt, dafl G ((j') uns die gewiinschte asymptotische Form liefert.

) [ 3. 1 2m 1 ig
G (") _/d Tz (Kvis —@°

etqr cos (4

_L/“ 24027 [ " (feost) (4.5. 14)
a2 fy T2 VK o) — ¢ i
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4.5 BESCHREIBUNG DES STREUPROBLEMS MITTELS DER GREEN’SCHEN FUNKTION; ELASTISCHE STREUUNG AM ATOM
e

m -
- / d(cos §)e'm<os? — -
0 igr

Mit Gleichung (4.5. 15) lautet Gleichung (4.5. 14):
1 /oo g z_m eiqr _efz'qr
T (K 1 i8)2 — 2

~ 4nZir
1 /°° i 2m( ) qe'ar
T an2ir ) oo "TRZ V(= K —i0)(q + K +i0)
_ 1 2m Res getar
T 2mr A2 q=K+id (¢— K —id)(q+ K + 1)
m ez'Kr
T 2mR? r
ausl. Kugelw.
iK |7
G(+) > N _ m e
e ) = e

Die zu G gehérige Losung nennen wir 1
<l >= ()

(+) weist auf auslaufende Kugelwellen hin.
K |77
(B = o () — [ BE (+)
7) = ou() ~ gy [ ' VD)

Uy

Gleichung (4.5. 19) ist die Integralgleichung fiir den Streuzustand 1,0,(:) (7)

!
|F—F’|:r\/1+<r—
.

r—w>
=7r - —

1—
(-7

Fiir die Asymptotik gilt: V' sei so beschaffen, dafl wir limz_,,, mit dem Integral vertauschen kénnen

(d.h. V(7) stéirker als L fiir r — o).

Sei: k' = KT, |K'| = K, dann gilt: (s. Abbildung (31))
2

eiK\Ffr
G
m ezKr e
D) = o) — 5o [dite Y
1 e iKr
" ent (esz(kl’k)e )
T
—ik'7

81

(4.5. 15)

(4.5. 16)

(4.5. 17)

(4.5. 18)

(4.5. 19)

(4.5. 20)

(4.5. 21)

(4.5. 22)
()" (7)
(4.5. 23)
V(@)D () (4.5. 24)
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Abbildung 31:

7 7
D) = / o (F) — Gi( ™) —» |
k
FI

Integralgleichung:

T

Abbildung 32: Graphische Deutung der Integralgleichung

=3y

B
N

=3y

Sy

B

Gleichung (4.5. 24) ist unsere alte Streuamplitude. In einer abstrakten Darstellung sieht Gleichung

(4.5. 24) wie folgt aus:

Amm
Fk k) = == < op Vvl > (4.5. 25)

denn:

< gokf|V|zp,(f) >= /d3r < pp|VIF>< F]@b,(f) >

- / BrV (i) < ppli >< FplD >= / Brot AV ERD (7) (4.5. 26)

4.5.1 Bornsche Niherung, Diagramme

Diagrammatische Deutung der Integralgleichung: (s.Abbildung (32))

W0 = o) + [ 6w Ve @) (45. 27)

Dabei wird iiber die inneren Punkte 7’ integriert.
Innere Punkte (Vertex): An jedem Vertex 7 kommt ein Faktor V(') hinzu.
Die Iteration liefert fiir die:

0. Niherung: (s. Abbildung (33))
0 = oy (4.5. 28)
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Abbildung 33: 0. Ndherung

Abbildung 34: 1. Niherung (Bornsche N&herung)

1. Ndherung: (s. Abbildung (34))

2. Naherung: (s. Abbildung (35))

n-te Ndherung: (s. Abbildung (36))

wl(c-i-)n(f*):Q0_|_GV<,0+GVGV<,0+...—I—QVGVGV...GK(,D—F---

n-mal

Die erste Bornsche Néherung fiir die Streuamplitude lautet:

drm m —iK'FY (2 iR
fe(k' k) = T < p|Vi]pr >= by /d37‘€ RV (7)et*

m PN
- _ d3 V(7)e U
27rh2/ Ve e
m ~
=—-——-=V
2mh? (@ q=k'—k

[/ )¢

Abbildung 35: 2. Ndherung

83

(4.5. 29)

(4.5. 30)

(4.5. 31)

(4.5. 32)
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Abbildung 36: n-te Ndherung

F=|k-k?=K>+K”-2KK'cosf
K=K'

4
= 2K?(1 — cos ) = 4K? sin® 5 (4.5. 33)

Beispiel: Die elastische Streuung von Elektronen am Atom. (Die Bornsche N&herung ist gerechtfertigt
fiir schnelle Elektronen)

Der Kern des Atoms mit Z-Protonen befinde sich am Ort ¥ = 0.

Fiir die Elektronenverteilung p(7) um 7= 0 gilt:

/d?’rp(F) =7 (4.5. 34)
ptotal(F) = ZS(F) — Pel (45 35)
pel(F) = [tper ()| (4.5. 36)
und fiir das Potential:
Ap(r) = —4dmepiota () = —4me (Z(F) — p(7)) (4.5. 37)
V(F) = —ep(r) (4.5. 38)

—)

Wir bilden jetzt die Fourier-Transformierte von ¢() und p(7)

= L igr
o) = [ d D (45. 39)
o) = [ drp(e i (4.5. 40)

. 1 i
per(q) = F(q) = / Bro(Pe " =~ Z + 0(q?) fiir ¢* — 0 (4.5. 42)
—¢*@(q) = —4me(Z — F(q)) (4.5. 43)

~ 4re?
V(g) = —ep(q) = — Z (Z—F(q)) (4.5. 44)
Die Streuamplitude lautet dann mit dem Bohr-Radius, s. Gleichung (3.5. 24):
2me? Z — F(q

fe(k' k) = #Igg,,,—; (4.5. 45)

h? q
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und fiir den differentiellen Streuquerschnitt gilt dann:

doB am?e* (Z — F(q)\?
dQ = |f(k,?k)|2 = h4 ( q2 ) |—‘:EI_E (45 46)
F(q) ist der Formfaktor.
Wenn wir F(q) vergessen und ¢ = 4K? sin? % einsetzen, so erhalten wir die Rutherford-Streuformel:
d m?Z%* 1 1
2 B
=|==0o = — 4.5, 47
|fB| (dQ )Rutherford 4r*  K?sin* % ( )

Bei ® = 0 tritt Divergenz auf.

Das entspriache der Streuung an einem reinen Coulombpotential. Tatséchlich liegt bei Atomen als
elektrisch neutrale Gebilde keine solche Divergenz vor, da (s. Gleichung (4.5. 42) und Gleichung (4.5.
45)):
2 O(g?
FEG gy = 2924) (4.5. 48)
a ¢

o(1)

Dagegen: Fiir grolie O, also |¢] = 2K ‘sin%‘ grof, so gilt F(q) ~ 0. Dann ist die Rutherfordformel
berechtigt.

Betrachte speziell das Wasserstoffatom im Grundzustand (Z = 1):

= Wasserstof f ; 2 1 2
p(r) = ‘@bmo (7")‘ = 7r—a8’ a0 = 3 (4.5. 49)
1

F(q) = g (4.5. 50)

(1+7457)

Somit folgt:
2
2+ la2q2 2

d%aB = ( 0 )4% (4.5. 51)

(1 + %a%q2)

T (7 1 1 1 1
=== |z - — - - 4.5. 52
w5 o e S ) e

Es gilt dann fiir die Streulénge:
af =aofP (4.5. 53)

Il(igo oB, =4ma? (4.5. 54)

4.6 Komplexe Streuungen, Abstrakte Formulierungen

Wir hatten bisher: die Streuung eines Teilchens an einem starren Potential, damit haben wir aber
auch den Fall:

a) Elastische Streuung zweier Teilchen aneinander

erledigt.
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Denn, wie wir schon gesehen hatten, konnen wir das Zweiteilchenproblem

i | 3
H=2t L P2 Ly g 46.1
omy T 2m, TV T T2) (4.6-1)

auf ein Einteilchenproplem reduzieren. (Einfithrung von Relativ- und Schwerpunktskoordinaten und
Separation des Problems.)

Im allgemeinen haben aber Teilchen innere Freiheitsgrade:

1. Elementarteilchen: innerer Freihetsgrad Spin (s. Kapitel(6))

2. Komplexe Teilchen: Atome, Tonen und Kerne, sie bestehen aus Elementarteilchen; Moglichkeit
in angeregten Zustinden zu existieren; innere Quantenzahl (z.B. |nlm > fiir Atome)

Im allgemeinen lassen sich drei Arten von Streuung unterscheiden:

1. Elastische Streuung: A+ B — A + B Streuung von A an B, ohne daf sich die inneren Quanten-
zahlen dndern (Beispiel: Potentialstreuung, Elektronenstreuung am Atom, ohne dafl das Atom
angeregt wird).

2. Inelastische Streuung: A+B — A’'+ B’ Streuung von A an B, wobei innere Anregungen auftreten
koénnen (Beispiel: Atom geht in einen angeregten Zustand iiber).

3. Reaktion: A+B — C+D+(E+...) Aund B gehen in zwei andere Teilchen iiber (z.B. my;,,,,+
Proton — 7%;,,,,+ Neutron ).

Im allgemeinen ist also die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen imstande solche Uberginge wie
unter (2) und (3) zu beschreiben.

4.6.1 Verallgemeinerung unserer Beschreibung

|1/)((1+) > ist der Streuzustand; a charakterisiert den Ausgangszustand vor der Streuung mit der Energie
E,.

(|’9/)¢(1+) > geht in |'g/),(c+) > iiber, wenn der Impuls hk zur Beschreibung ausreicht.)
|pq > ist der Zustand ohne Wechselwirkung (|¢, > geht in |pr > (ebene Welle) iiber, wenn & ausreicht.)

Der Hamiltonoperator lautet dann:
H=Hy+V (4.6. 2)

(V beschreibt die Wechselwirkung)

HypH >= B, JyfH) > (4.6. 3)
E, im Kontinuum (E, — Ej = %{;2 fiir die Potentialstreuung).

Hy|pa >= E,|pa > (4.6. 4)
Somit lautet die Integralgleichung fiir |1y, > (Lippmann-Schwinger-Gleichung):

W) >= g > + Vgt > (4.6. 5)

1
E, +i6 — H,

Beweis:
(Ho — B[ >= (Hy — Eao)|pa > —V]9i) > (4.6. 6)
=0

Der Operator m entspricht der Greenschen Funktion bei der Potentialstreuung.
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Definition 4.6.1: Die Green’sche Funktion:
1

G = —— 4.6.7
N E,+id — Hy ( )
Rechtfertigung: Aus der Potentialstreuung wissen wir:
h2 hZCjQ
Hy=——AN it Ho|lg >= ——|¢ 4.6.
0= ~A mit Holg>= ———[q> (4.6. 8)
h?K?

E = 4.6. 9
a 2'm ( )

In der Ortsdarstellung gilt:

. 1

< APl >=lpa > + / dr' <A VI >< e > (4.6. 10)
PP (F) = @a(F) + / &' Go (7, 7 )V (7)) (7) (4.6. 11)

Gesucht ist jetzt Go(7,7):

1
G (77 = S /d3 —
2 1 eiq(Ffr'u’)
_ 3 | - 27 3
_/d <> e <P =g [P e (4.6. 12)
2m 2m + 6

Gleichung (4.6. 12) entspricht unserer alten Definition.

5 Stationdre Niherungsverfahren

Nur wenige Probleme der Quantenmechanik kénnen exakt gelost werden. In den meisten Fillen von
praktischer Bedeutung sind wir auf Ndherungsverfahren angewiesen. Wir wollen uns in diesem Kapitel
mit der angenidherten Berechnung von Energieeigenwerten und den zugehdorigen stationidren Zustdnden
beschiftigen. Diese Verfahren sind in erster Linie wichtig bei der Deutung der Feinstruktur von Spek-
tren in der Atom-, Molekiil- und Kernphysik. Wir haben schon im vorherigen Abschnitt 4.3 die Born-
sche Nidherung in der Streutheorie kennengelernt. Das werden wir spiter nochmals aufgreifen in einem
allgemeinen Kapitel iiber die Theorie der Quanteniiberginge (s. Kapitel 7), wo wir einen zeitabhingi-
gen Formalismus kennenlernen werden.

5.1 Rayleigh-Schrédinger Stérungsentwicklung, nichtentarteter Fall

Wir nehmen an, dafl der zeitunabhingige Hamiltonoperator H unseres Systems aufgespalten werden
kann:
H=Hy+V (5.1. 1)

Dabei sei Hy vollkommen bekannt, d.h. wir kennen die Eigenwerte und Eigenzustinde. V sei eine
kleine Stérung der Form:
V=\W (5.1. 2)

A sei ein reeller Parameter (Kopplungskonstante), W sei ein hermitescher Operator.

Fiir das Spektrum von Hj gilt:
Hy|E),a >=E}|E),a > (5.1. 3)
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H() H:HO

Abbildung 37:

Die Quantenzahl « soll zwischen den verschiedenen Zustinden unterscheiden, die beziiglich Hy entartet
sind, z.B. H-Atom:

H0|nLn}/ >= En|nLn;_L/ > (5.1. 4)
(6] (6]

Das Spektrum von H wird stetig mit A variieren, so dafl fiir A = 0 die Spektren von H und H)
zusammanfallen.

Wenn das Spektrum von Hj entartet ist, so tritt beim Einschalten der Storung V meistens eine Auf-
hebung der Entartung ein (Aufspaltung des Energieniveaus). (s. Abbildung (37)) Das ist unmittelbar
verstdndlich. Entartungen hingen immer mit Symmetrien zusammen, z.B. atomare Energieeigenwerte
hingen nicht ab von der magnetischen Quantenzahl m wegen der Rotationssymmetrie. Beim Einschal-
ten einer Storung, die einen geringeren Symmetriegrad als Hy besitzt, erwarten wir dabei zumindest
eine teilweise Aufspaltung, da der reelle Hamiltonoperator geringe Symmetrie besitzt.

Betrachte zuniichst ein diskretes, nichtentartetes Niveau E2: Es gilt also:
(Ho — EN)IE? >=0 (5.1. 5)

Da |E? > einfach, ist eine weitere Quantenzahl o zur Charakterisierung iiberfliissig. EC und |ES >
sind bekannt.

Gesucht wird jetzt:

(H—-E,)|E,>=0 (5.1. 6)
so daf gilt:
lim E,, = EY 1.
b En n (5.1.7)
und
lim |E, >= |EJ > (5.1. 8)
A—0

0=< E°|H — E,|E, >=< E%|Hy+V — E,|E, >=< E’|E’ - E, + V|E, >

= (E° - E,) < E°|E, > + < E’|V|E, > (5.1. 9)

n
< E\V|E, >

_ 0 _
ABn = Bn = By = < EV|E, >

(5.1. 10)

Der Projektionsoperator lautet hier:
P, = |E) >< EY| (5.1. 11)
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mit
HyP, = E°|E> >< E?| = E’P, = P,E° = P,H, (5.1. 12)
Es gilt:
Qn=1-PF, (5.1. 13)
mit
Qn(Hy — E%) = Hy — E° — P,(Hy — E%) = Hy — E° (5.1. 14)

Schreibe fiir Gleichung (5.1. 6):

(Hy — EY)|E, >= (AE, —V)|E, > (5.1. 15)
Multiplikation mit @, liefert:
(Hy — EQ)|En >= Qu(AE, — V)|Ep > (5.1. 16)
Fiir den Anfang gilt:
|E, >=|E? > T o Cn B0 (AE, —V)|E, > (5.1. 17)

Dies ist dquivalent mit Gleichung (5.1. 16), so daf§ limy_,q |E, >= |E° >
|E0 >< EY|
5.1. 18
HO _ EO Z EO ( )

Gleichung (5.1. 18) ist nichtsingulir, da wir Entartung ausgeschlossen hatten.

Da gilt:
< Bp|@Qn =< Ep|(1 - |Ep >< E}|) =0 (5.1. 19)

folgt, wegen < E|E? >= 1 (Normierung):
< EYE, >=< E’|E? >=1 (5.1. 20)

|Ep, > ist daher noch nicht richtig normiert, nicht auf eins normiert. Gleichung (5.1. 20) in Gleichung
(5.1. 10) eingesetzt liefert:
AE, =< E|V|E, > (5.1. 21)

Setzen wir Gleichung (5.1. 17) in Gleichung (5.1. 21) ein, so folgt:
@n

AE, = < EYVI|ES > + < Eﬁﬂ/ﬁ(AE V)|E, > (5.1. 22)
N————
o) - ~ d
0()2)
Fiir die erste Ordnung in A (bzw. V') gilt:
AE(Y =< EY|V|ED > (5.1. 23)

Dies ist der Erwartungswert der Storung zwischen den ungestorten Zusténden.
Da Q,|E2 >= 0 gilt:

Qn
Hy— E?

(1)_ _@n 0
B, > (1+ - H0V> 2 > (5.1. 25)

n

|E, >W=|E% > 4 =" __(AE() —V)|ED > (5.1. 24)

Indem man Gleichung (5.1. 25) in Gleichung (5.1. 23) einsetzt, erhilt man |E, >® und sukzessive
weiter.
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Somit gilt fiir die k-te Naherung von AE,;:

AE® =< E°\V|E, > (5.1. 26)

Fiir die zweite Ordnung gilt:
AE®? =< B0V |E, >O)
Q
=< ENV|E? > + < E2|Vr"HOV|E2 >

0 0 0 0
— AED 4 Z < Ep|V|E,, >< E,,|V|E, >

n 0 _ [0
m(#n) En = B
| < E°|V|E0 > |2

= AE( Z —0 (5.1. 27)

m

Fiir den EinfluB von EY, auf E? gilt:
E§1 > E,g Abse:‘nkung} (5.1. 28)
E), < E}  Erhohung

Niveau-Abstoflung (das Spektrum zieht sich auseinander)

Die Berechnung von héheren Niherungen ist moglich, aber praktisch nicht von allzu grolem Interesse.
Die zweite Ndherung ist jedoch besonders wichtig, wenn die erste Ndherung verschwindet, was hiufig
passiert: Die Storung hat dann kein Diagonalelement im Zustand |E >

Speziell gilt fiir den Grundzustand: mit EY < B2, (m =2,3,...)

@) _ Z |<E°|V|E° > |7

AE oy

<0 (5.1. 29)

d.h. Absenkung in zweiter Naherung fiir den Grundzustand.

Konvergenz: Im allgemeinen 148t sich {iber die Konvergenz der Entwicklung wenig sagen. Ein Maf}
fiir die Giite der N&herung ist jedoch die Uberlappung des Zustandes |E, >0 mit dem ungestérten
Zustand |ES, > (m # n):

Qn 0._ < ES|VIED >
< Ey|En >W=< B} | " V|E} >= —2——n— (5.1. 30)
min ™I EY — Hy EY — EO
Somit lautet die notwendige Bedingung fiir die Konvergenz:
< EY|VI|EY >
‘%‘ <1 (5.1. 31)
n m

Beispiel: Grundzustand des Heliumatoms, bzw. von Z-2-fach ionisierten Atomen (Lit,Be™™,...).

2 2 2 2 2
Z Z
g=Pf P 2¢ 2¢ € (5.1. 32)
gm 2m 1 T T12
Ho 1%

Dieses Drei-Korperproblem (Kern + zwei Elektronen) ist nicht exakt losbar. Sei V' die Stérung, dann
beschreibt Hy das Wasserstoffproblem fiir zwei nichtwechselwirkende Elektronen. Fiir den Grundzu-
stand gilt:

4
EY = —222% = 272R(ydberg) = —222 - 13, 6eV (5.1. 33)
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Fiir die Wellenfunktion folgt:

h2
|EY >— o(7,7) = —e*%(’"ﬁ”), a=2 = (5.1. 34)
Fiir die Stoérung in erster Ordnung gilt:

AB{) =< BVIE) >= (ra®) ? [ d*fidfe s S

2 .
_ 5 / " dryrZe2rir) / i sin ©dO
a Jo 0 \/r% + 73 — 2ryry cos ©

2 00 00
= 8i/ dr1r1/ drorge 2 tr2) (\/(7‘1 +12)? — \/(7‘1 - 7‘2)2>
a Jo 0

16e2 o 00 5¢2 5Zme* 5
= 2 [ drr? *2”/ drorae M =-— =-"— =27 1.
. /0 ririe . roToe 5 a 3 op? 1 R (5.1. 35)

Ein Vergleich von Gleichung (5.1. 33) und Gleichung (5.1. 35) liefert fiir Helium (Z = 1):

EY = -108,8¢V (5.1. 36)
AEY = 34ev (5.1. 37)
EY = _74,8¢V in erster Ordnung (5.1. 38)
EF = —78,6eV (5.1. 39)

Die Anndherung an das experimentelle Ergebnis ist schon recht gut.

5.2 Storungsrechnung im Falle von Entartung bzw. Fastentartung

Wenn die Bedingung:
=0 entartet

‘< E?n|V|E2 >‘ < ‘Eg B Egl‘ {<< 1 fast entartet

(5.2. 1)

nicht erfiillt ist, ist die Storungstheorie im allgemeinen nicht anwendbar. Wir kénnen jedoch im fol-
genden Spezialfall die Storungsentwicklung modifizieren. Das Spektrum von Hy zerfalle in Gruppen
von endlich vielen dicht beieinander liegenden Niveaus, wihrend die Gruppen sehr weit auseinander
liegen. (s. Abbildung (38))

Fiir das Hp-Spektrum gilt E% , mit |[E% >, dabei sei K der Gruppenindex und n = 1,2,...,gx
durchlaufe die gx Niveaus einer Gruppe.

Wir sprechen dann von Fastentartung. Dieser Fall umfafit den Fall der Entartung. Dann ist gx der
Entartungsgrad und alle E% = zu festen K sind gleich.

Beispiel: Fiir das Wasserstoffatom gilt E,, mit |nlm > und somit ist die Entartung n2-fach.
Die Storung sei klein im Vergleich zu dem Abstand zweier benachbarter Gruppen.

Der Projektionsoperator:

9K JK
Pg =Y Pxn= Y |Ek, >< Eg,| (5.2. 2)

projiziert auf die K-te Gruppe, bzw. den zugehorigen Unterraum des Gesamthilbertraumes.

Wegen der Vollstandigkeit von Hj gilt:
1=> Pxg (5.2. 3)
K
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(K +1). Gruppe

K. Gruppe

(K —1). Gruppe

Hy-Spektrum

Abbildung 38: Hy-Spektrum

V 148t sich zerlegen wie folgt:

V=1.V-1=> PxVPg =Y PxkVPx+ Y PxVPg =Vo+V' (5.2. 4)
KK' K K#K'

Vo verkniipft nur Zustéind innerhalb einer Gruppe miteinander, wihrend V' nur Zusténde aus verschie-
denen Gruppen verkniipft. V' kann daher wie im Abschnitt(5.1) stérungstheoretisch behandelt werden,
da es verschiedene Gruppen miteinander verkniipft, und die Energieniveaus W(K # K') grof
sind.

Vo dagegen ist relativ gro3, da die entsprechenden Energieniveaus zwei Energien der gleichen Gruppe

umfassen, deren Abstand klein ist.

Da Vj jedoch nur innerhalb einer Gruppe wirkt, kénnen wir Hy+ V nach der Matrixmethode in jedem
Unterraum (Gruppe) mit der Dimension gx diagonalisieren.

Betrachte:
Hi=Hy+Vy (52 5)
< B |Vo|EY,, >=< E%. |PkV Pg|EY, >=0xg' < E%, |V|EY, > (5.2. 7)

Die Eigenzustéinde von H; konnen also als Linearkombination der Zusténde |EY%, > aus jeweils einer
Gruppe aufgebaut werden.

H|EY >=EP|EY > (5.2. 8)
1 9K

EY >=Y oX|EY, > (5.2. 9)
n=1

< BY |BY >= oK (5.2. 10)

EQal =< By, |BQ |EQ >

9K
=< E% | (Hg + ZPK,VPK:> > o |Ek, >
K’ m=1

9K
= Exnan + Y < Eg,|V|Egy > afy (5.2. 11)

m=1
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H, Hy+Vo ————=Hy+V+ V'
Diagonalisierung Storungstheorie

per Matrixmethode

Abbildung 39: Aufspaltung des Hy-Spektrums

Die Losungsbedingung fiir das lineare Gleichungssystem(5.2. 11) lautet:
det (< Bfen|V|ESer, > +0nm (B — BY))) =0 (5.2. 12)

Diese Gleichung Gi-ten Grades in Eg)

gilt:

liefert gx Lésungen: Eg,)l mit den Zustinden |E§21 >, so daf

m|BY >= D |ED (5.2. 13)

Damit ist H; diagonalisiert. Wir kénnen dann die Reststorung V' stérungstheoretisch behandeln.

H=H+V (5.2. 14)
Aus:
<EBQIVIER, >= Y. <EQ)|PoVPxn|EY), >=0 (5.2. 15)
KI#KH

folgt, da K’ # K", nur eine Korrektur zweiter Ordnung:

2
) _ g | < Bl V' B, > |
Eg, =B, + > 20 ) (5.2. 16)
K'(#K),n! Kn k'n'
Zum Schema siehe Abbildung (39).
Beispiel: Der Starkeffekt am H-Atom mit elektrischen Feld in z-Richtung:
2 2
D e
Hy=——— 5.2. 17
"Tom v ( )
V = —eFz=—eFrcos©® (5.2. 18)
Dies ist die potentielle Energie im elektrischen Feld, mit F= (0,0, F) und F sehr klein.
< 7nlm >= tnim(7) = fr(r)Yim (0, ¢) (5.2.19)

Wegen V() = —V (—7) folgt mit Gleichung (5.2. 19):

Q/)nlm("?) = (_1)l¢nlm(_"_‘j (5.2. 20)
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<ntmlVInt'n' >= [ @@V o)
= — [ (=) (R (s ()
= (D s + [ 130 (I (i (7

=0 wenn [,!' beide gerade, bzw. ungerade

=0 wenn m # m’ da V(¥) unabhiingig vom Azimut ¢
Grundzustand: Da |100 > nichtentartet ist, folgt:

< 100|V[100 >= 0 — (AE)Grundzust. = O(F?) quadratischer Starkeffekt

Der zweite Eigenwert Y = —% ist vierfach entartet. Fiir die Zustidnde gilt:
> 1 1 r\ " Zag
r) = — 2 — —) e 220 =
1/)200( ) A (2a0)% ( ag ®1
, 3 1 T %y —
1/)210(7“) = A ir COSs 6\/24—113%6 200 = ©2
1/)21_1(77 = . = (4

(5.2. 21)

(5.2. 22)
(5.2. 23)

(5.2. 24)

Wegen der Entartung miissen wir erst in diesem Unterraum Hy + V' diagonalisieren, bevor wir per

Storungstheorie Korrekturen durch Beimischung anderer Zustinde mit n = 1,3,4,...
konnen.
0 Vi 00
V: 0 00
an =< ‘Pm|V|Q0n >= 31 0 0 0
0 0 00

F [ S 1
Via =< p1|Vl]pe >= 6—4/ drr* (2 — L) e % [ dQ-—cos’®

ag ™

1 1 7
/dQ—cos2® = —/ dOsin®cos?© =
4z 2 /o

folgt fiir Gleichung (5.2. 26):

= —eFaO/ drz? (2—=xz)e ® =—-3eFag=Vy

0 = det (an + S (B — ES)))

—~—
=€
0— Eéo)—s —3eFag
—3eFay Eéo)—s
e1 = BV 43eFaq
es = BV —3eFaq
€3 = Eéo)

€4 = Eéo)

vornehmen

(5.2. 25)

(5.2. 27)

(5.2. 28)

(5.2. 29)

5.2, 31
5.2,
5.2.
5.2. 34

w
[\

~ N N
(M)
w
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3k By
ttach | ozz222 00 C 2 fach-----"7 -
e A
By T L
lfach | __________. I
Diagonalisieren Storungstheorie

linearer ———= quadratischer

Starkeffekt Starkeffekt
Abbildung 40:
Fiir die zugehorigen Zustinde gilt:
EY) = E® 4 3eFaq (5.2. 35)
EY) = EY —3eFa (5.2. 36)
BY) = E{) =g (5.2. 37)
1
o) = %(901—@) (5.2. 38)
1
o) = E(‘PI—FSOZ) (5.2. 39)
oM = oy (5.2. 40)
AN = o (5.2. 41)

Zur schematischen Darstellung der Aufspaltung siehe Abbildung (40).

5.3 Variationsverfahren

Die Methode, Variationsverfahren zur angenéherten Berechnung von Energieeigenwerten und Eigen-
zustdnden zu benutzen, beruht auf folgendem Theorem:

<p|H|p>

Theorem: Sei [1) > beliebig aus dem Hilbertraum und H der Hamiltonoperator. Sei E [1)] = =2 S

der Energiemittelwert.

Jeder Zustandsvektor, fiir den der Mittelwert stationér ist beziiglich Variationen des Zustandsvekktors,
ist ein Eigenzustand von H. Der Eigenwert ist der stationdre Wert des Funktionals E [¢].

Beweis: Ausgehend von [¢) > betrachten wir Variationen |§3y >. Dabei haben wir ) > und < 9|
unabhingig variiert, denn:

[ >= [¢h1 > +ilphe >< | =< 1| — i < ¢y (5.3. 1)

Statt |11 > und |y > als unabhingig anzusehen, kénnen wir auch < ?| und |¢) > als unabhingig
ansehen.
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Die Variation liefert:

<SY|HY > < PH[Y > <Yl >

E[y] = - 5.3. 2
] <l > <plp > <Yl > ( )
< OY|H|Y >=FE < d¢|¢p > (5.3. 3)
da < §¢| willkiirlich, folgt:
H|¢y >= E}¢ > (5.3. 4)
Lemma: Fiir jedes |¢p > gilt:
<9Y|H|¢p >
B = ~Y2Y 2 5 B Grundzustand 5.3. 5
[¢] <o > 0 rundzustan ( )
Beweis: Sei H|u, >= Ep|up, > und >, |up >< up| = 1.
Ey] = Yon < Y| Hlup >< upl|tp >
Yo < Ylup >< upltp >
ZnEn| <Un|1/)>|2 ZnE0|<un|¢> |2
= > =F 5.3. 6
Sl <ulb > P Sl <P (5:3:9)
Anwendung: Sei H = Hy + V', Hy|pg >= ESO)|<,00 >, < polpo >=1.
< Hy+V >
Eo < E[po] = #olHo + Vigo > _ E+ < @o[V]po > (5.3.7)

< polpo >

D.h. der Wert, der sich in stérungstheoretischer Ordnung ergibt, liegt oberhalb des exakten Wertes.

5.3.1 Variationsverfahren fiir den Grundzustand

Wenn der Grundzustand von H nicht exakt gefunden werden kann, so kann man von einem Ansatz
Y = YP(a,B,7,...) fir den Grundzustand ausgehen und Parameter einbauen. Durch Aufsuchen des
Minimums von E = E (¢¥(«a, 3,7, - ..)) gewinnt man den bestmdglichen Wert fiir Ey im Rahmen dieser
Variationszustinde.

Anmerkung: Dieses Verfahren eignet sich zur Bestimmung von Ey sehr gut. Der Variationszustand
|¥(e, B,7,...) > ist jedoch nur mit Vorsicht als gute Ndherung fiir das exakte |¢)9 > anzusehen.

Beispiel: Der Grundzustand des Heliumatoms.

2 VA 2 2 VA 2 2
:(p_l__e)+<P_z__e>+e_ (53.8)
2m 1 2m T2 r12
Als Grundzustandsansatz wahlen wir:

1
ba(F, ) = —e~a(ritr) (5.3. 9)

mad

Wir wiéhlen jedoch nicht wie bei der storungstheoretischen Rechnung a = % sondern setzen: a = %

und variieren Z'.

Rechnung:
/drldr2|q§0|2 =1 (5.3. 10)

A r
< - >_ _/d?’rle 7 6_71 = ZI2R (53 ].].)
2m
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2
<-Z2° 5 977'R (5.3. 12)
™
2
<S> §Z’R (5.3. 13)
T12 4
Dann gilt:
< ¢Z’|H|¢Z’ > ( 2 < 5 ) /)
EZY=——"“="""""=2R(Z"-2(Z-—=|Z 5.3. 14
( ) < ¢Z!|¢Z! > 16 ( )
Der storungstheoretische Ausdruck von Z' = Z lautet:
9 O
E(Z)=2R|(-Z*+ §Z (5.3. 15)
Die Variation liefert dann: 3
N _
8Z’E(Z) =0 (5.3. 16)
Z2—z-2> (5.3. 17)
B 16 o
5 2
Evariation = —2R (Z — 1—6> < E(Z) (53 18)
Fiir Z = 2 gilt dann:
11
EStb'rungsth. — _?R = —74, eV (53 ]_9)
27 2
EVarz'atz’on =-2 1_6 R = —76, 6eV (5.3. 20)
Eerp. = —78,6eV (5.3. 21)

Durch Erweiterung des Ansatzes fiir die Wellenfunktion mit bis zu acht Parametern kann man den
experimentellen Wert beliebig genau verifizieren.

6 Spin (des Elektrons)

6.1 Spin und Spinoren

Die bisher besprochene Quantenmechanik steht in Analogie zur klassischen Mechanik. Hamiltonope-
rator, Impuls, Drehimpuls, etc. konnen wir aus der klassischen Mechanik per Korrespondenzprinzip
iibernehmen. Wir werden uns jetzt mit zwei Faktoren beschéiftigen, die kein klassisches Analogon ha-
ben. Zunichst der Spin des Elektrons und allgemein der Spin von Elementarteilchen. Spédter kommt
noch das Pauliprinzip hinzu.

Fiir ein Atom mit Z Elektronen gilt:

Z 2 2 2
‘ Ze e L.
Hozz(pz _ .>+ZF’ ri; = | — 7 (6.1. 1)

i=1 i<j |t

p;,T; sind der Impuls und die Koordinate des i-ten Elektrons.

Mit einem homogenen Magnetfeld gilt:

i — pi — gff(ﬁ-) (6.1. 2)



98 6 SPIN (DES ELEKTRONS)

mit:

. 1~
A(F) = E’H X 7, H = const (6.1. 3)

Der Hamiltonoperator lautet dann, wie schon behandelt:

e -
H=Hy— —%HL 2 1.4
0 -5 —HL+ O(H?) (6.1. 4)
R R Z
L= Z Li = Z 7; x p; Gesamtdrehimpuls (6.1. 5)
*“! Bahndrehimpuls ~“~*

Wir stellen uns vor, jedes Elektron besitzt ein magnetisches Moment, das Bahnmoment, mit:

=

e
i = —L; 6.1. 6
i ome ( )
M=-""L Gesamtmoment (6.1. 7)
2me
H=Hy,— M#H (6.1. 8)
Da Hj rotationsinvariant ist, gilt:
[Ho, L"Y*] =0 (6.1. 9)
[HO,LQ] =0 (6.1. 10)
Da Hy mit L? = ", L7 und L? vertauscht, folgt:
| >= |[nLM > (6.1. 11)
mit:
Ho|nLM >= EM*|nLM > (6.1. 12)
L*|InLM >=hM|nLM > (6.1. 13)
L*nLM >= K?L(L + 1)|nLM > (6.1. 14)

L ist die Summe von Einzelbahndrehimpulsen, damit ergeben sich folgende mégliche L-Werte: L =
0,1,2,3,... (ganzzahlig) und mogliche M-Werte: M = —L,—L +1,..., L fiir jedes L.

Jeder Eigenwert EfL ist (2L + 1)-fach entartet.
Fiir die Eigenwerte von H = Hy — ﬁ(?—?ﬁ), mit # in z-Richtung gilt:

S h
EnLM — Eg,L +M|7‘L|,UB, UB = _26_ >0 (6]_ ].5)
mc

Man erwartet:

1. Aufspaltung in (2L+1) Werte (s. Abbildung (41)), Gesamtzahl 2L +1 ungerade, da L ganzzahlig.

2.
<AE>=0 (6.1. 16)

3. Abstand benachbarter Niveaus = pp|#H| unabhingig vom Atom.
Experimenteller Befund:

1. Wenn Z ungerade ist, dann sind alle Multipletts gerade und somit ist L halbzahlig (%, %, %, e
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“gIIio-------- ——— (2L + 1) Multiplett

Abbildung 41: Multiplett

2. < AFE ># 0 normalerweise.

3. Abstand benachbarter Niveaus = gup|#|, g ist der Landé-Faktor, hingt vom speziellen Atom
ab.

Aus (1) schlieen wir, z.B. Stern-Gerlach-Experiment, dafi neben dem Bahndrehimpuls, der nur un-
gerade Multipletts mit L ganzzahlig zuldfit, noch Eigendrehimpulse vorhanden sind, die mit einem
Eigen-Magnetmoment verkniipft sind.

Bezeichnung: Der Eigendrehimpuls wird Spin genannt.

Der Spin des Elektrons ergibt sich automatisch aus der relativistischen Theorie des Elektrons nach
Dirac (Dirac-Gleichung).

Hypothese (Uhlenbach-Goudsmit 1925):

1. Jedes Elektron besitzt einen Spin § (inneres Bahnmoment) der Grofie %, dh. §— J mit J? =
h%j(j +1), j = 3. Wir schreiben:

1
P =hn%s(s+1), s= 5 (6.1. 17)

1
s* =hm (m = ii) (6.1. 18)

2. Mit dem Spin ist ein magnetisches Moment assoziiert:
fis = gs——5§ (6.1. 19)

Dabei ist: o
+0(a?) (6.1. 20)

e 1 .
=T 13 Feinstrukturkonstante (6.1. 21)

Wobei (a) das normale Moment und (b) das anomale magnetische Moment, relativistischen
Ursprungs ist.

«

Wir werden im folgenden gs = 2 setzen.

Verallgemeinerung: Nukleonen (Protonen und Neutronen) haben ebenfalls den Spin % Die zugehorigen
magnetischen Momente sind im wesentlichen anomal. Alle Elementarteilchen haben diesen Spin.

1. Teilchen mit Spin % (bzw. %, %,etc.): Fermi-Dirac-Teilchen.

2. Teilchen mit Spin 0,1,2,3,. ..: Bose-Teilchen.
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Zustinde: Die Spinzustinde folgen aus unseren Untersuchungen des Drehimpulses.

Mit j = %, m; = £1 folgt:

1 1 3

[+ >=|5, 4= > P+ >=r22 |+ > (6.1. 22)
2" 2 4
1 1

|—>= |§,—§ > 8y|E >= h(i§)|i > (6.1. 23)

Da 5% = %Tﬂ, also j = %, festliegt, brauchen wir dies nicht besonders zu kennzeichnen. Nehmen wir

|+ > als Basis, so folgt in der Eigendarstellung fiir einen beliebigen Spinzustand:

| >= |+ >< +|¢p > +|—- >< —|¢p >= |+ > +¢_|— > (6.1. 24)

Wir fithren folgende Projektoren ein:
Pl =4+ >< 4 (6.1. 25)
P =|-><—| (6.1. 26)

¢ und erhalten in der Eigendarstellung die Pauli-Matrizen:

0 1
Oy = ( o ) (6.1. 27)
o, = ( ? _oi ) (6.1. 28)

1 0
o, = ( 0 1 ) (6.1. 29)

Das ist die Standarddarstellung, in der o, diagonal ist.

Wir setzen § =

Eigenschaften:
or=o0,=0r=1 (6.1. 30)
0,0y = —0y0y =10, und zyklisch (6.1. 31)
Spur gy, =0 (6.1. 32)
det opy, = —1 (6.1. 33)
Antikommutator:
00y + 0yogp =0 (6.1. 34)
SzSy + Sysz = 0 und zyklisch (6.1. 35)
Observable und Zusténde:
1. Bahn-Observable: 7, ﬁ,I_; =7 X p, etc.
2. Spin-Observable: §
Fiir die Vertauschungsrelationen gilt:
[zi,pj] = id;jh (Korrespondenzprinzip) (6.1. 36)
[si, 8] = iesjkskh  Allg. Drehimpulsvert. Relation (6.1. 37)

Der Raum der Zustandsfunktionen setzt sich zusammen aus dem tensoriellen Produkt aus dem Hil-
bertraum der Bahnzustinde und dem zweidimensionalen Hilbertraum der Spinzustinde.
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Sei | >= {|+ >,|— >} dann gilt:
|Fa“ >= |F> |“ >

Fiir einen allgemeinen Zustand |¢) > folgt:

1
P(7, p) =< Tl >= Funktion von ¥ = z,y, z und von pu = i§

Wir schreiben auch:

U7, +5) = Yo (7)
(YD) L .
v= (4" 0) = et o8

Die Zustandsfunktion (%) ist also zweikomponentig (¢+) oder auch ein Spinor.

P
Fiir den Gesamtdrehimpuls gilt:
j=L+5%

und weiterhin gilt:
[Lia 3]] =0

[Li,Lj] = igijkLk
[Sz’, 8]'] = iEiijk
[Ji> 4] = icsjeinh

Die Pauli-Matrizen wirken auf die Spinoren «, 3 wie folgt:

o=(14)()=() -2

o= (5 %) ()= ()=

=1 0) (1) =() =
“a= (o 5 ) ()= (%)=

etc.

6.1.1 Verallgemeinerung auf N Elektronen

Jedes Elektron 7 besitzt 7, p; und §;, so dafl fiir die Basis gilt:

. 1
|7'i7/1'i >y M= :IZE

101

(6.1. 39)

(6.1. 40)

(6.1. 41)

(6.1. 48)

(6.1. 49)

(6.1. 51)

Der Hilbertraum ist dann das Tensorprodukt von N Einteilchenhilbertraumen. Der Basis-Zustand

sieht dann wie folgt aus:

|TLpL, Tapha, - - o, PNUN >= |[FLpg > |Tape > oL |PNpuN >= [T >

(6.1. 52)
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bzw.:
<T_';‘/1;z'|’l,b >= T,b(Fl;Ll,F2u2,...,FNMN) (6.1. 53)

Der Gesamt-Bahndrehimpuls lautet dann:
L=Y"L;=Y % xp (6.1. 54)
i i

und fiir den Gesamt-Spin gilt:
S=Y5 (6.1. 55)

Somit lautet der Gesamtdrehimpuls:
J=L+S (6.1. 56)

6.2 Spinabhingige Wechselwirkungen

Fiir ein Atom in einem schwachen Magnetfeld gilt:

—HgH.— & (HD) — T 7] 2
H=H - 5— (#E) > s, HEO() (6.2. 1)
T " Spi t
Bahnmoment pinmomen
Es gilt also:
e (7 o0& :
H—Hy =57 (L + 25) mit g, ~ 2 (6.2. 2)
denn: . .
fs = gg—— §; ~ —8 6.2. 3
Zi: Ks; = Gs ome i Si me ( )

Neben dem Bahndrehimpuls L tritt also der Spin S zweimal auf. Daneben gibt es relativistische
Korrekturen, die aus der Dirac-Gleichung folgen wie die Spin-Bahnkopplung fiir ein Elektron.

1, U
Hs_p= _iﬂs (gAtom X E) (6.2. 4)

mit £ als elektrisches Feld und ' = %ﬁ

Interpretation: Vom Elektron aus gesehen bewegt sich der Kern des Atoms. Eine bewegte Ladung
(Feld &) erzeugt also ein Magnetfeld ¥ x £, an das das Spinmoment ankoppelt.

Der Faktor % (Thomasfaktor) ist klassisch nicht zu verstehen, ergibt sich aber zwangslos aus der
Dirac-Theorie.

Beriicksichtigen wir nur das Feld des Kerns (und nicht der iibrigen Elektronen), so folgt:

7 d
_ e 2.
e€ " drv (6.2. 5)
v 1 d p 1 d_ -
exlo_ %y (Fx 3) - v (6.2. 6)
c ecr dr m emcr dr
1 1d -
HSpin—Bahn = om2c2 ;%V (Lisz’) (6.2. 7)
HGesamt _ 1 1 d 1% I_;.". 6.2. 8
Spin—Bahn — m ; r_,d_r, ( zsz) ( 2. )

Es folgt:
e - /- — .
H=Hy— 5 (L T 25) + Hspin—pann + HE™ (6.2. 9)
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Fiir die relativistische Korrektur zur kinetischen Enrgie gilt:

. 2
HEG™ = \/cp? + m?ct —mc® = mc? (\/ L+ r:;cz - 1)

2
1 p2 1 p2 p2 p4 ( 1 )
2
~ - - = = - — — 2.1
me (2 m2c2 8 <m202 + 2m  8m3c? +0 ct (6.2. 10)

6.3 Addition von Drehimpulsen

Das Problem eines Elektrons im Zentralfeld und duflerem Magnetfeld ist jetzt gegeben durch:

1 2\ 2 ~
H=_— (ﬁ_ EA) + V(T.) - ﬁsH + HS*B + Hrel. (63 1)
2my c

mit L o14
Hy p=- 2 1y (ig 3.2
§-B 2m2c2rdrv( S) (6.3.2)

und:

p?
Hye = 6.3. 3
! 8m3c2 ( )

oder bei einem schwachen Magnetfeld, mit A= %’}-i X T

p2 € Y =g =~ 2

H=_— ——HI(L+2 Hg_ H, 3.4
s+ V() = 5 H (L +28) + H p + Hyat + O(H?) (6.3. 4)

Neben den drei Bahnquantenzahlen (z.B. nlm beim H-Atom) haben wir eine weitere Quantenzahl fiir
den Spin: S, = :I:% Projektion auf eine vorgegebene z-Achse.
Wir setzen H = 0: )

H=_"— 4 V(r)+Hs_p + Hyet. = Ho + Hs_p (6.3.5)

2m0
Hyp

Wenn Hg_p = 0, dann vertauschen folgende Operatoren mit H:

L? = B2(1+1) (6.3. 6)
L, — hmy, my=—l,—1+1,...,1 (6.3.7)
11 3
2 24/ _$2° 3.
§* o WG+ 1) = (6.3. 8)
1
S, = hmg, ms= :|:§ (6.3.9)

S? gibt keine interessante Quantenzahl, da §? = %52 festliegt. Wenn Hg_p # 0, fillt die Quantenzahl
m; weg, denn es gilt [H,L,] # 0, wegen [Hg_p, L] # 0.

Ebenso fillt m, weg, da [Hg_p,S,] # 0.

Wir haben vielmehr folgende mit H vertauschbare Operatoren:

L? = (1 + 1)R? (6.3. 10)

5% th (6.3. 11)
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J? = J(J + 1)K (6.3. 12)
J, = Mh = (my + m,)h? (6.3. 13)
DaJ2=1I12+8%+ 2(I_;§) mit H vertauschen ([Ho,ﬁ] =0, [HS_B,J_Q] = 0), ist J eine gute Quan-

tenzahl. Weiterhin vertauschen alle Komponenten J,, Jy,J, mit H. Da die J; , , nicht untereinander
vertauschen, liefert jedenfalls J, eine gute Quantenzahl.

Es existiert also fiir H, L2, J? und J, (und §2 = h?2) eine gemeinsame Eigenbasis.

Wir werden also auf das Problem gefiihrt, die Eigenzustinde des Gesamtdrehimpulses J=L+S
aufzusuchen. Verallgemeinerung:

6.3.1 Addition von J, +Jy = J

J1, J2 seien unabhéngig voneinander:

[J14, J2j] = 0 (6.3. 14)
Die zugehorigen Eigenzustédnde sind:

L. |jimq > mit:
J2jimy >= K21 (j1 + 1)|jimq > (6.3. 15)
J1z|j1m1 >= hm1|j1m1 > (6.3. 16)

2. |jamgo > mit:
J2|jame >= h2ja(ja + 1)|jame > (6.3. 17)
J2z|j2m2 >= hm2|j2m2 > (63 18)

Seien j1, jo fest, dann haben wir (2j; + 1) Zusténde |jim; > und (2j2 + 1) Zustidnde |jamg >. O.B.d.A.
gelte j1 > jo. Wiederum sei der Hilbertraum das Tensorprodukt der Einzelhilbertrdume.

Fiir die Zusténde gilt:
|7im1, jama >= |j1m1 > |jama > (6.3. 19)

so daf:
T2 |jima, jama >= K2j1(j1 + 1)|jima, jama > (6.3. 20)

usw.

Dies sind offenbar auch Eigenzustinde zu J, = Ji, + Jo,:
Jz|j1m1,j2m2 >= hM|j1m1,j2m2 >, M =mq+mo (63 21)

aber im allgemeinen keine Eigenzustinde von J2. Die Anwendung von J? fiihrt allerdings nicht aus
dem Raum der (2j; + 1)(2j2 + 1)-Zusténde heraus, da die Komponenten J, , , nicht herausfiihren.

Gesucht sind die Eigenzustinde zu ﬁ, Iy |j1jed M > so daB gilt:
JYIM >=n2J(J +1)|JM > (6.3. 22)
Jy|JM >=hM|JM > (6.3. 23)

Offenbar gilt:
|JJM >= Y |jima,jamy >< jimq, jama|JM >

mimsa

= > Cjrjo (JM|mymy)|jimy, jamy > (6.3. 24)

m1,ma(M=mi+m3)
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m2

BEEE YRR EEE )
00,000 0 0 0 0 0 0 QWb

OO0 moHn
ONONONONORONONONO,

M=mq+ hL2 ﬁconst M = mq + mo = const

Abbildung 42:

Die Cj, j,(JM|mim2) heiflen Clebsch-Gordan-Koeffizienten (tabelliert).

Anwendung von J, auf beide Seiten liefert sofort: M = m; + ma, andernfalls verschwindet Cj, ;,. Das
heiflt, jedes |JM > ist eine Linearkombination derjenigen |jimi,jomo > fiir die m; + mg = M ist.

Welche Werte von J kommen jetzt in Frage?

1. Betrachte maximales M = mq + ms:
Mmaz = j = jl + j2 (63 25)
Dazu gehort ein Zustand: |j141, j2j2 > daraus folgt dann M = j; + j» und J = j; + jo, denn J?

und J, kommutieren, haben daher gemeinsame Eigenzustinde. Da |j;j1, j2j2 > einfach beziiglich
J, folgt der Eigenzustand von J2.

Also:
j1d1, jaje >=|J,M = J > (6.3. 26)
mit:
J2JT >= (J2+ J, + J_J)|JK > s.G.(3.3. 11) (6.3. 27)
Mit Jy|JJ >= 0 gilt:
= (J2 4+ )| JJ >=R2J(J +1)|JJ > (6.3. 28)

In diesem maximalen J = j; + jo konstruieren wir in iiblicher Weise durch Anwendung des
Absteigeoperators J_ = J;_ + J_ die iibrigen Zusténde (s. Abbildung (42)) mit:

J2|JIM >=k2J(J +1)|JM > (6.3. 29)
J|IM >=hM|JM > (6.3. 30)

Das liefert 2J 4+ 1 = 2(j; + j2) + 1 Zusténde.
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2. Sei:
M=J-1=ji1+j—1 (6.3. 31)
Dazu gehoren zwei Zustéinde:
ljimi = j1 — 1, j2j2 > (6.3. 32)
und:
171, jama = ja — 1 > (6.3. 33)

Eine Linearkombination davon wurde bereits in (1) verbraucht nimlich J |JJ >. Die andere,
dazu orthogonale |x >, ist dann Eigenzustand zu J2 mit J=J — 1, denn einerseits gilt:

<x|J_|JJ >=0 (6.3. 34)
also folgt:

< JJ|Ji|x >=0 (6.3. 35)
andererseits gilt:

Ji|x >=a|lJJ > (6.3. 36)

Es folgt a = 0 und damit gilt:
Plx>= (24 L+ ) >=h((J-1)2+T 1) |x >

=h3(J = 1)J|x > (6.3. 37)

Somit folgt:
|J—1,J —1> (6.3. 38)

Denn da M = J — 1 gilt, kann J nur gleich J — 1 oder J sein. J fillt aber aus, da alle Zustinde
mit J = J schon erfafit sind.

Ausgehend von |J —1,J — 1 > (s. Abbildung (42)) konstruieren wir mit J_ alle Zustéinde fiir
die gilt:
JHT -1, M >=r*(J-1)(J-1+1)|J—1,M > (6.3. 39)

J | —1,M >=hM|J —1,M > (6.3. 40)
Insgesamt bekommen wir 2(J — 1) 4+ 1 = 2J — 1 Zusténde.

3. Sei M = J — 2 dann erhalten wir drei Zustéinde:

(a)
my = jl, mo = j2 —2 (6.3. 41)

(b)
my = jl — 1, mo = j2 -1 (6.3. 42)

(c)
my = j1 — 2, mo = j2 (6.3. 43)

Davon sind schon zwei Linearkombinationen verbraucht, die dritte gehoért zu:

J=J-2 (6.3. 44)

Somit erhalten wir 2(J — 2) + 1 Zusténde.
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Wir sehen also, da§ J die Werte J,J —1,J —2,... annehmen kann. Wir bezeichnen das minimale J

mit J. Offensichtlich muf} gelten:

J
22T+ =2+ )22 +1) =4

J=J
J J—1
A=>(27+1) =) (2J+1)
J=0 J=0

=L+’ =L = (1 +ja+ 1) =L = (21 + 1)(2j2 + 1)
J=1j1—Jo| =51 —Jo
da gelten soll j; > ja.

Zusammenfassung:
|JM >= Z lejz(JM|m1m2)|m1m2 >
mi1+me=M
mit: ' '
J1+ 92
_ nitie-1
J1—J2

und jeweils (2J + 1)-Zustdnden.
Beispiel: Zwei Spin(3)-Systeme (zwei Elektronen bzw. Nukleonen) mit den Spins:
$1,82

und den Zustidnden:
|+1+2>, | +1—2 >, —14+2 >, —1—2 >

Der Gesamtraum besteht aus vier Zustanden. Aus:

n=J2= 3
folgt:
J=1 oder J=0

Fiir die Triplettzustinde des Gesamtspins gilt:

Dazu gehort:

S, =hM
mit:
M = : lJ=1,M=1>=|4++>
1
M=0 : 1,0>=—(4+—>4+—+>
|1, \/§(| | )
M=-1 : 1, -1>=]|——>

Fiir den Singlett-Zustand des Gesamtspins gilt.

S =31+ 35

(6.3.

(6.3.

(6.3.

45)

. 46)
. 47)

. 48)

49)

50)

. 51)

. 52)

. 53)

. 54)
. 55)

. 56)
. 57)

. 58)
. 59)

. 60)
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$?2=0 (6.3. 61)
Dazu gehort:
S, =hM =0 (6.3. 62)
mit: .
J=0M=0>=0,0>=—(+—>—]—+> 6.3. 63
| | 7 (I | ) ( )

6.4 Feinstruktur der Atome, speziell des Wasserstoffs

Schauen wir uns jetzt die Verschiebung der Energieeigenwerte im Atom durch den Spin-Bahn-Term
an.

Fiir ein Elektron gilt:

——

p? P\’ :
H=-="—+V(r) ( ) + Hs.p +  HE™ (6.4. 1)
m N——
. s.Gleichung(6.2.7)  5.Gleichung(6.2.10)

Hj vertauscht mit folgenden Operatoren I_:2, L,, 5‘2, S,.

Mit H vertauschen dann die Operatoren:

L? — HK2(l+1) Quantenzahll (6.4. 2)
J? — h%j(j+1) Quantenzahl j (6.4. 3)
J, — hm; Quantenzahl m; (6.4. 4)
$? - HK%s(s+1) Quantenzahl s (6.4. 5)
Dann gilt fiir den Gesamtdrehimpuls:
o . 1
J*—=j(G+1) mlt]:l:ti (6.4. 6)
und fiir die Eigenzusténde:
¢ >= |nljm; > (6.4.7)
Fiir die Energieeigenwerte folgt: Hj liefert die Energie E'Y(S).
ESI; = ES;)—i— < Hg_p > Storungstheorie 1. Ordnung (6.4. 8)
I A S R o 3
Ls_E(J ~L —s)—>7(](g+1)—l(l+1)—1> (6.4. 9)
Also gilt:
h? 1d 3
EV_g®, % -2 ( 1) — 1 ——)
nlj nl T+ Bmo)? < rdrV So (JG+1) —1(1+1) 1
mit:
T
ITIE
2 : 1
©_  _h 1d { ! (G =1+3)
= + < ==V > 6.4. 10
nl " (2me)? T rdr nl —(I+1) (4 :l—%) ( )

Das ist die wohlbekannte Dublettaufspaltung, z.B. der Alkaliatome, die gelbe Natriumlinie. Termcha-
rakterisierung: nl; — 1s1,2s1,2p1,2ps, etc.
2 2 2 2
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Wir betrachten speziell das H-Atom, wo wir zur Erklarung der vollen Feinstruktur auch die relativi-

stische Korrektur der kinetischen Energie mitnehmen wollen.

Wir fithren die Feinstrukturkonstante ein:

und es sei:

L 1 2 h?
—_— = — an =
p3 T adl(l+1)(2 + 1)nd 07 me?

<

< Hs_p >=

h2e? m3eb 2 {H—_l (=1
4m2c KBS n3(20+1) (=1
3)

Der relativistische kinetische Energie-Korrekturterm lautet dann:

1 p? 2
SHl >= g < (%) >

Mit: ) )
p e 1
L _H i+ +0(=
2m o+ r + (02)

< Hy>=E" < H?>=E"?

folgt dann:
2 4

e e
< H} +2Hy— + — >
T T

2mc?
1

1 1
- (E,goﬂ +2¢2E0) < ~ > +et < = >nz>

2mc? r

1

2 4
- _ E02 L op(0)_ ¢ | Ze
2me2 \ " " agn?  aZn3(20+1)

_po® (. n 3
" n? l—i—% 4

Die korrekte relativistische Entwicklung der Wasserstoffeigenwerte ist dann:

2 1 s
(0 o n 3 n y =1+
= (15 (1 () -

Fiirj:l—i-% gilt:

S
w
S
S
/N
—

)

(6.4. 12)
(6.4. 13)
(6.4. 14)

(6.4. 15)

(6.4. 17)

(6.4. 18)

(6.4. 20)

(6.4. 21)

(6.4. 22)
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2p,2s
EO 2p§
" o A 4 fach

) I

' 0.4-107%V = 10'MHz 251
8 fach entartet-. v A
T v 1076Mhz
2n2 2s1,2p1 —_—
2 2

2p1
Spin obige Formel 2

Lamb - Shift 1947

Abbildung 43: Termschema fiir n = 2

und fiir j =1 — % gilt:

n 3 n n 1 3 n 3 n 3
_2 - 24+ ) =2 _ = — - 6.4. 23
I+3 4+(2l+1)l 21+1<+l> 4 1 4 j+i 4 ( )
Es gilt also:
. 1
Enlj:E,(,LO)—l—<H5_B>+<erT'>+O<c—4>
B0 |14 (2 2 3) Lot (6.4. 24)
= = - = o T2
" n?\j+1i 4
Feinst;uktur

Die Aufspaltung ist in Abbildung (43) dargestellt.

Die Aufspaltung des 2s1,2p1 Niveaus wird erst in der Quantenelektrodynamik klar, d.h. Wechselwir-
2 2

kung vom Elektron mit quantisierter Strahlung (Vakuumfluktuationen). Dies wurde 1847 von Lamb
gemessen und von Bethel berechnet.

6.5 Anomaler Zeeman-Effekt, Landé-Faktor

Wir gehen von einem schwachen Magnetfeld in z-Richtung aus.

e 1
H=Hy o— —|H|(L, +2S,) = Hy—o + pp|H|= (L, + 25,) (6.5. 1)
2me A—r__"2
:Jz+Sz

1 1d - =
H=Hy+ ———— LS 6.5. 2
o+ 2m2c2 r dr ~~ ( )

:%(JZ_LZ_SZ)

H = Hy— ——H*(L, +28,) (6.5. 3)

2mce —

:(Jz+sz)

vertauschbare Quantenzahlen
Operatoren

fiir G.(6.5. 2) gilt: ~ L2S%2J%J, — [l,s=%,j,m;

fiir G.(6.5. 3) gilt: ~ L2S%L.S, — [,s=3%,m;m;

Der anomale Zeeman-Effekt ist eine schwache Magnetfeldkorrektur bei dominanter Spin-Bahn-
Kopplung.
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Die Verschiebung im Magnetfeld ist gegeben durch:
1
AEnlj = P‘B|H|ﬁ <J,+ s, >

< Jy + s, >=<nljm;|J, + s,|nljm; >= gm;h

AEplj = gm;ug|H| (anstelle von m — lup|H| ohne Spin)

g ist hierbei der Landé-Faktor.

Rechnung:
JyInljm; >= hmjlnljm; >
< 8y >
=1
I + hm;

Die Rechnung ist etwas langwierig und sei ohne lange Kommentare durchgefiihrt.

1.
- 1 - 3
(Lg) Inljm; >= 3 (fz -7 - Zh2> Inljm; >= alnljm; >
mit:
h? 3
2 (jG+1)—10+1)=2
o= (140 -10+1- )
2.
|:Jm’yy57l_:§i| = 0
3.
< [§'>< J, (EE’)] >
=< (s X f) (Eg) — (Eg) (3 X f) >=0
5.G(6.5.9) 5.G(6.5. 9)
4.
[Sjasm] = Ejmnihsn
5.
- : 1l o .
(sf) Inljm; >= 3 (J +5 —-L ) Inljm; >
R 3 ,
=5 ](]+1)+Z_l(l+1) |nljm; >
6.
EijkEjmn = Ejki€jmn = OkmOin — Okndim

7.

L= (F-8) 7= -5F

(6.5.

(6.5.
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. 12)

13)

. 14)

. 15)

16)
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(5 ), 28] = gt [ (£9)]

)

Mit Gleichung (6.5. 11) folgt:
= €ijk [855 SmLm] Jk
= €ijk [S7, Sm] LmJk
Wegen Gleichung (6.5. 13) gilt:
= ihsijksjmnsanJk

Mit Gleichung (6.5. 15) folgt:
= 7lh(5nm5m - 5kn5im)3anJk

— it (st () — Ls (57))

= ih (sif2 —J; (;f)) (6.5. 17)

Mit Gleichung (6.5. 16) gilt:

speziell gilt dies fiir ¢ = 2.

Aus Gleichung (6.5. 12) und Gleichung (6.5. 17) folgt dann:

< 8,02 >=<J, (§f) > (6.5. 18)
» n o 3
< s 2 >=R2j(j+1) < s, >= 5 (](j +1)+ v RS 1)) < J, > (6.5. 19)
hm;

Somit folgt fiir den Landé-Faktor:

go14 S52> JG+D+I -0+ +{ iy j=l+ 1

= 6.5. 20
hm 2j(j +1) ! ( )

7 Theorie der Quanteniiberginge (Allgemeine zeitabhingige Ent-
wicklungen)

Der zeitabhingige Formalismus, den wir besprechen wollen, ist das wichtigste Verfahren zur Beschrei-
bung von Ubergidngen in der Quantenmechanik, eignet sich aber ebensogut fiir stérungstheoretische
Entwicklungen in der Theorie von Vielteilchensystemen (Diagramme).

Ein quantenmechanisches System sei beschrieben durch Hj. Fiir die stationdren Zusténde |p, > gilt:
Hy|pa >= Eq4|pq > (7.0. 21)

Das Spektrum von E, ist kontinuierlich und (oder) diskret.

Sei V(t) eine zeitabhingige Stérung, die Uberginge des quantenmechanischen Systems vom Ausgangs-
zustand |g, > zum Endzustand |p, > bewirkt.

Fiir V(t) gibt es zwei Moglichkeiten:

1. V(t) ist explizit zeitabhingig, somit ist |, > diskret bzw. kontinuierlich, womit |p, > ebenso
diskret bzw. kontinuierlich ist.

Sei A der Operator der Ankniipfung ans System und F(t) ein zeitabhingiges Aufleres Feld aber
kein Operator, dann gilt:
V(t) = AF(t) (7.0. 22)
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Abbildung 44: Streuung zweier Teilchen

Beispiel:
V(t) = —exE(t) (7.0. 23)

E(t) ist hier das duBere elektrische Feld. Dies gilt z.B. fiir Absorbtion und Emission von Strahlung
(optische Spektroskopie), aber auch fiir die Neutronenspektroskopie etc.

V(i) ti<t<ts
= .0. 24
v(t) { 0 sonst (7.0 )

Das System befindet sich also unter dem Einflul der Stérung im Zeitintervall zwischen t; und
t2, und wir messen die Ubergangsrate von |p, > nach |pp >.

2. V(t) ist zeitunabhingig, woraus Streuvorginge folgen.

Das System besteht aus zwei Teilchen (A4) und (B) (s. Abbildung (44)), bei dem die Teilchen
fiir ¢ — —oo entkoppelt sind, da sie sehr weit voneinander entfernt sind. Dann findet eine
Streuung statt und fiir ¢ — oo sind die Teilchen wieder sehr weit voneinander entfernt, also
entkoppelt. |p, > beschreibt das entkoppelte Gesamtsystem fiir ¢t — —o0, | > das entkoppelte
Gesamtsystem fiir t — co.

Es gibt drei mogliche Fille fiir die Streuung:

|pa > |iop >
(a) Elastische Streuung:  (4)+ (B) — (4)+ (B)
(b) Inelastische Streuung: (4)+ (B) — (4')+ (B')
(c) Reaktion: (A)+(B) — (C)+ (D)
Formal setzt man:

V(t) = Vel (7.0. 25)

d ist infinitesimal (adiabatisches Einschalten der Stérung).

Wir beschreiben beide Félle mit dem gleichen Formalismus.
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7.1 Wechselwirkungsbild (Dirac bzw. Tomanaga-Bild)

Der Hamiltonoperator sei:
H=H,+V(t)

o () >= HOWE > [6() >= is(0) >

Definition 7.1.1: Wechselwirkungsbild

() >= em ot |pg(t) >
A(t) = e Hot g =5 Hot

Im Falle V' = 0 gilt: _
Y >= |¢Heisenberg >

Die Bewegungsgleichung lautet dann:

8 ~ i 2 7
ih|§¢(t) >=en ot (_Hy 4+ Hy + V(1)) e”wHotenHot |y (2) >

=V{O)l(t) >

Der Zustand &ndert sich also nur unter dem Einflufl der Stérung mit:

V(t) = e w0ty ()e# ot

Die Anfangsbedingung lautet:

lim [$(t) >= [$(t = —00) >= |00 >

t——00
Dies ist ein stationdrer Zustand von Hj.
Die Endbedingung lautet: 3 :
lim [(2) >= [¢(t = 00) >= |ipp >

t—o00

Dies ist ein stationdrer Zustand von Hj.
Gesucht wird jetzt die Ubergangswahrscheinlichkeit Wp,.

Seien U, U die unitiren Operatoren, so daf gilt:

[Ys(ta) >= Ultz,t1)|s(t1) >

und im Wechselwirkungsbild: 3 3 3
¥ (t2) >= Ult2,t1)|¢(t1) >

Zusammenhang U, U:

U (t2,11)| (1) >= en 02 b (ty) >= enToU (1, 11)[1hs(t1) >

= e Hot2[7(t, ¢1)e  wHOM |(¢)) >

-~

U

Somit hingen U und U wie folgt zusammen:

U(tz,tl) = €%H0t2U(t2,t1)67%H0t1

(7.1. 1)

(7.1. 10)

(7.1. 11)

(7.1. 12)

(7.1. 13)
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Speziell gilt fiir V(¢) = V:

Ulte,t1) = e wH(-1) o frither bekannt (7.1.

Uty t1) = enlotremnHla—t) g5 Hoty (7.1.

Die Differentialgleichung fiir U lautet:

2 10(0) >= i 0t ) () >
= V(t)|1/)(t) >=V)U(t,t1)|9(t1) > (7.1.
ih%f](t,tl) =V(@)U(t,t) mit U(t,t) =1 (7.1.
Die Integralgleichung lautet dann:
Ot t) =1— % tlt drV ()0 (1) (7.1.

Die Losung erhélt man durch Iteration (Stérungtheorie):

+Z( ) /t1 dn " dT2 /Tnf dr, V(m)V(12) ... V() (7.1.

t1
t>T >T10>...> T, >t geordnete Zeit

Formal folgt:

Ot ;) = Te #4770

—1+Z (_z> ! /tl. . tltdn...drnT (V(r)... V() (7.1.

T (Zeitordnungssymbol) bedeutet die Anordnung der zeitlichen Reihenfolge.

A(Tl)B(TQ) T1 > To
T (A(m)B = 7.1.
(A(m)5(r)) {B(T2)A('rl) T > (
Das Integrationsgebiet t1 < 7y, 79,...,T, < t zerfillt in n! Gebiete mit definierter Zeitordnung;:
b1 <7, <7, <...<m7, <t (7.1.
Jedes Gebiet liefert bei der Integration den gleichen Beitrag.
[(t) >=U(t, t2) | (t1) >
Sei t; beliebig, somit kann man auch setzen t; = —oo:
— O(t,—00)|ih(~00) >= U (t, ~00)lpa > (7.1.
Denn fiir unendlich ferne Zeiten ist das System im Zustand |, > mit Hy|p, >= Eglpa >
< () >=< @p|U(t, —00)|pq > (7.1.
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14)
15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

Dies ist die Wahrscheinlichkeit, dafl das System zur Zeit ¢ in den Zustand |y, > iibergegangen ist.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit lautet dann:

Was(t) = | < @p|U(t, —00)|pa > (7.1.

25)

Die Gesamtiibergangswahrscheinlichkeit wihrend der Zeitdauer der Stérung lautet dann, fiir lim;_,o:

Wasp = | < 90b|f](oov_oo)|¢a > |2 (7'1'

26)
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Definition 7.1.2: Streumatrix:

Spa =< @p|U (00, —00)|pq > (7.1. 27)
Wassp = |Sbal? (7.1. 28)

Definition 7.1.3: Streuoperator: }
S = U(co, —0o0) (7.1. 29)

Dies ist derjenige Operator, der a in b {iberfiihrt.

7.2 Kleine Storung, erste Niherung, Goldene Regel

Sei a # b, d.h. < pplpe >=0.

~ y t _
U(t,t) =1— % drV (1) + O(V2) (7.2. 1)
t1
7 t _ 2
Wassp(t) = |< |1 — ﬁ/ drV (7)|pq >
—00
¢ _ 2
=32|< 80b|/ drV(7)|pa >| +| < ¢olpa > 7 (7.2. 2)
—00 —_—
=0
1. Sei V (t) explizit zeitabhingig, d.h.
V(t) = AF(t A/ dw—F( )e Wt (7.2. 3)

F(t) sei das dufiere Feld, z.B. das elektrische Feld, damit F(t) reell ist, gilt F*(w) = F(—w).

< @V (7)|pa >=< pplen BT AF(7)e #PeT |, >

= ex (BB (1) < oy Alpg > (7.2. 4)
—_—
r—abhéngig
o) ; ir —Eq 7w)
drew (Fo=F TF / dw / dre B
o0
= dwF (w)d(w — wpe) = F(wpa) (7.2. 5)
mit:
wpa = 7 (Ep — E) (7.2. 6)
Es folgt fiir ¢t — oo:
1. Ord
Wy e = ‘< s]U (00, ~00) >‘1 Ordnung (7.2.7)
1 _
Wass = =7 |< @plAlga >I* | F(wia)|” (7.2. 8)

Es wird also genau die Differenzfrequenz wy, dem Feld F(¢) entnommen.
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wpa > 0: Absorbtion, das duflere Feld gibt Energie an das System ab.
wpe < 0: Emission, das System gibt Energie an das duflere Feld ab.

F(w) ist die Amplitude des #uBeren Feldes und |F(w)|? entspricht der Intensitit der Feldkom-
ponente der Frequenz w. W,_,; ist proportional zur Intensitit des dufleren Feldes.

Das Matrixelement < p|A|p, > ist charakteristisch fiir die Ankopplung der Stérung, dies liefert
die Auswahlregeln.

2. Sei V(t) zeitunabhiingig, d.h. Uberginge im Kontinuum:
V(t) = Vel § infinitesimal (7.2.9)
< @plV(7)lop >=er B FT < |V, > (7:2. 10)

Definition 7.2.1: Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit oder Ubergangsrate:

T T 1 T -
Won (313 ) =23 |< il [ drV(n)lga > (7.2. 11)
—3
. Wa%b (%7 _%)
B
T .
1 [ drew (Bo—Ea)T o
I TR 2 ~% 2 —i(Ey—E.)T
= Jim h2| < @b|Vpa > | : 7 s dre =B (7.2. 12)
1 wegen 6(E,—FEa) b 2nh6(§b—Ea) g
2
Wo—sh = %| < op|V|pa > |?6(Ep — E,) Goldene Regel von Fermi (7.2. 13)

Die §-Funktion driickt aus, daB bei zeitunabhingiger Stérung (Streuung) nur Uberginge mit
Energierhaltung stattfinden, d.h. nur Ubergénge mit gleicher Energie.

Interpretation der J-Funktion:

Da es sich um Ubergiinge im Kontinuum handelt, ist:
< pplpa >=3(b—a) (7.2. 14)

z.B. < prlpp, >= 83(k — k') bei elastischer Teilchenstreuung an einem Potential.

Bei der Messung der Ubergiinge, konnen wir nicht scharf den Zustand |¢, > beobachten, wegen des
endlichen Auflésungsvermogens unserer Apperatur zur Messung der Energie. Wir messen vielmehr alle
Zustande beB so dal E < E, < E + AE.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit in diesem Bereich ist daher:

E+AFE
Wq—sB — Zwa%b = /E p(Eb)dEbwa%b (7.2. 15)
beB

p(E) ist die Energiezustandsdichte und p(E)AEFE die Zahl der Zusténde zwischen E, E + AE.

27
wasp = = | < p|VIga > "p(Ea) (7.2. 16)
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E+AE
p(E) = [ pENS(E, ~ E)dE, (7.2. 17)
Beispiel: Potentialstreuung:
V=V(r)
[ >= |k >, |y >= |K' >
2K2 .
Ea - Eb = h |k| =K
2m
Die Zustandsdichte lautet dann.
-1 K2dKdQ K
d*k = = p(E)dE = p(E)——dK 7.2.18
e =y = PEME = p(B)" (72. 1)
mK
E)=——dQ 7.2. 19
o(E) = o (7.2. 19)
Jein ist die einfallende Stromdichte, oder die Teilchenzahl pro Zeiteinheit und pro Flicheneinheit.
- . 1 aK
|k >= jein = @ (7.2. 20)
(bereits behandelt in der Streutheorie)
Der differentielle Streuquerschnitt lautet dann:
do — w'a%b _ Zahl‘ der Streuteilc.hen / Zeit(?inheit ] (7.2. 21)
Jein Zahl der einfallenden Teilchen / Zeit x Fliche
27 -~ 12 mK 8m3m
do=—|<KVk> —sdd—7FrH 7.2. 22
o= ‘< \4 >‘ el ( )
do() (.2 ~2 2rm? | oo 2
o = |f@&.B| = 2 < Vg >| (7.2. 23)
(entspricht der alten Formel in Bornscher Niherung)
7.3 Exakte Streutheorie, S-Matrix,T-Matrix
Sei V(t) = Ve dltl,
ﬁ(t2, tl) _ e%HOtZG—%H(tZ—tl)e—%HOtl
— erHot2 p—f Hiz 3 Hty ,— 1 Hot
= U(ts,0)U(0,%) (7.3. 1)
Definition 7.3.1: ;
e >=U(0,~0)|pq > (7.3.2)

|+ > entwickelt sich aus |p, > bis zur Zeit t = 0. Da beit = 0 V(t) = V gilt, sollte [t} > ein exakter

Zustand von H = Hy + V zur Energie E, sein.
Also da:

Hola >= Eqlipa > (7.3. 3)

gilt:

H|ypf >=E,vf > H=Hy+V (7.3. 4)
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Wir suchen jetzt eine Gleichung fiir ¢} >:

Damit folgt die Lippmann-Schwinger-Gleichung:

Vs >

1
+
Vo >=lva >+ 555 H,

|th+ >= exakt einlaufender Zustand.

Yy >=|¢a > +mV|¢; >= exakt auslaufender Zustand.

(Ho — Bo)|[ypf >= -V|yF >

(H — Ea)|¢y >=0

Definition 7.3.2: Ubergangsmatrix (bzw. Operator)

VoS >=T(Eq +i6)|¢a >

Es gilt:
i
Vgl >= Vg, Ve VS
Da:
Vi >=Tlpq >
folgt:
1
T = —T
VAV B o
Sei: .
Go=—=——"—
" E,+ié— Hy
dann gilt:
T=V+VG,T

T=V+VG)V +VG VGV +...=V + TGV
Wir betrachten die Ubergangswahrscheinlichkeit:
- 2
Warsp = |< 0|0 (2, —00) 0 >|

Wenn W,_,(t) fiir ¢ — oo linear mit der Zeit ¢t anwéchst, so ist:

Wa—b = tl_l)Ig; %Wa%b(t)

die Ubergangswahrscheilichkeit iiber lange Zeit pro Zeiteinheit.

L 0 = N
zhEU(t, —o0) = V(t)U(t, 00)

i [0 - - i [0 - .
T(0,6) =1+ 7 /t a7 ()(rt) =1-+ /t drV ()0 (7, 0)T (0, 1)

119

(7.3. 10)

(7.3. 11)

(7.3.12)

(7.3. 13)

(7.3. 14)

(7.3. 15)
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. d i * 7
Wy = Jim — (< @u|U(t,—00)lpa >*< @u|U(t,—00)| 00 >)

t—oo dt

R _—
= Mm EK 0| VU|pq >< p|U|pa >

— < VU pa >*< 03Ul pa >)

2 ~
= —limIm < @|V(¢)U(t,0)U(0, —00)|pq >
h t—o0

- < @p|U(t,0)0(0, —00) g >*
2 - -
T + + o*
= 3 limIm <gp|V(OU(E,0)[da >< @|U(t,0)[¢g >

2 . i —iHet i _i
= Z lim Im < gy|erHoty gmntotgrHol o=gHbj )+
ht—)oo S—

Z

- < g0b|ehH°te

2 i i i i
== Jim Tm < opler P Ve mEt |yt > < oy |enbrtemmHat |yt S *
—00

1

TRt >

2
= +Im < | V|t >< ppliod >*

< @plhd >=< ppla > + < |

=4d(b—a)+

Mit Gleichung (7.3. 21) folgt fiir Gleichung (7.3.

2 2
= ﬁé(b —a)lm < ¢,|T|pe > +—-Im

mraon
< pp|T|pa >
E, — Eyp+1i6
20):
| < @s|Tlpa > |?

h E,—E,—1ié

I 1 I 70

m = 1m g

x —id x2 4+ 982 24 62
m —— = —nd()
m:c+i5 Tol®

Dann folgt mit Gleichung (7.3. 23) und Gleichung (7.3. 24) aus Gleichung (7.3. 22):

2

We—b = g‘s(b —a)lm < @o|T|pa >

27
+€| < op|T|pa > *6(E, — Ey)

Sei b # a:

21
Wa—b = f| < 90b|T|‘;0a > |25(Ea - Eb)

Das ist die alte Formel mit V ersetzt durch T.

Rechengang: Berechne Ty, =< ¢p|T |, > wobei T definiert ist aus:

T=V+V

1

- T
Ea +7,5 - H()

. 19)

. 20)

. 21)

. 22)

. 23)

. 24)

. 25)

. 26)

. 27)
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7.3.1 S-Matrix und T-Matrix

Wassp = | < Sob|f](oov_oo)|¢a > |2 = |Sba|2 S = f](oov_oo)

Allgemein gilt: U(¢,#') ist unitir, d.h. U(¢,#)UF(¢,#') = 1, insbesondere §S+ = §+§ = 1.

Daher gilt: _
> Wass(t) =D | < @U(t, —00)lga > |
b b

=Y < @alUT(t,—00)|ipp >< pp|U(t, —00)|pa >
b
=< ‘Pa|?+(t’ _OO)U(tv —oo) |‘Pa >=< ‘Pa|1|‘Pa >=1

-~

1

Und somit folgt:

. d
; Wa—b = ; tl_lglo %Wa—)b(t) =0

Im Kontinuum gilt dann:
o= / db
b
Daher lautet das optische Theorem:
Im < galTlpa >= — [ db(Es ~ By) < ¢TI0 >I*

oder:
Im Ty, = —w/dbS(Ea — E})|Tha|?

7.3.2 Verkniipfung von S-und T-Matrix
Es gilt: 3

e >=U(0,00)|¢a >
Durch wiederholen der Regel fiir |1 > erhélt man:

WE >=|pa > + Vs >=|pa > + Vipa >

1
E,+1id — Hy E,+i—H

U(t,0)U(0,t) =1
U(t,0) =U(0,t)"t =UT(0,t)
< gob|ﬁ(oo,0) =< g0b|(7+(0,oo)

= (00,0)lps )" =y >*=< 4y

Spe =< g0b|(7(oo, —00)|pa >=< g0b|(7(oo,0)(}(0, —00)|pa >

Mit Gleichung (7.3. 38) folgt dann:
Sba =< 'l/)l:h/); >

(7.3.

(7.3.

(7.3.
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. 28)

. 29)

. 30)

. 31)

. 32)

. 33)

. 34)

. 35)

. 36)
. 37)

38)

39)

40)

d.h. die Streumatrix ist die Transformation von exakt einlaufenden Zustidnden auf auslaufende

Zustinde, denn:

L= 1y ><t¢y 1= s ><v]]
b a

(7.3.

41)
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bt >= 3 [y >< vy [t >= 3 [y > Sha (7.3. 42)
b b

<y | =<1y | —2mi < @p|VI(Ep — H) (7.3. 43)
Mit Gleichung (7.3. 43) folgt:

Sha =< ¥y [d >=< ¢ [ > —2mi < p|VS(Ey — H) [ >

=6(b—a) —2mid(Ey — Ey) < @p| VIS > (7.3. 44)
N——
Tl >
Sba = 5(b - a) — 27T7:5(Eb - Ea)Tba (7.3. 45)

7.4 Allgemeiner linearer Response

Die Reaktion eines Systems auf eine duflere Storung bezeichnet man als Response (Antwort). Bei
schwacher Storung geniigt eine lineare Beziehung und wir sprechen von linearem Response.

Sei:

H = Hy + AF(t) (7.4. 1)
F(t) = /°° d— F(w)e it (7.4. 2)
= - (Uzﬂ_ w)e A
Die lineare Niaherung lautet:
- [t -
(t,~00) =1 7 / drA(r)F(7) (7.4.3)
A(r) = exHor go=rHor (7.4. 4)
|9(t) >= U(t,—00)|¢h(—00) >=U(t, —00)|ths > (7.4.5)
Hy|pq >= Eq4|pq > (7.4.6)

Fiir den Mittelwert eines Operators B folgt:

Ba(t) =< 1s(t)|Blys(t) >=< ()| B(t)|9(t) >
—< ol (1 + % /_t 3 dTA(T)F(T)> B(t) (1 _ % /_ too dTA(T)F(T)> W >

=< @q| Blga > +% /_too drF(7) < pa|A(T)B(t) — B(t)A(7)|@a > +O(F?) (7.4.7)

< @a| B(t)|pa >=< <pa|e%H°tBe_%H°t|cpa >=< @q|B|p, >= B? (7.4.8)

Definition 7.4.1: Responsefunktion:

?

Xpa(t—7) = 1 < ¢alA(T)B(t) - BOA(")|pa > Ot — 7) (7.4. 9)
O(z) = {(1); i g (7.4. 10)
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X ist eine Funktion von ¢ — 7 oder auch j.

Der retardierte Kommutator lautet:

7 ~
Xpa(t) = £0() < al [4,B(1)] |pa > (74,
Xpal(t / dw—XBA w)e Wt (7.4.
Die verallgemeinerte Suszeptibilitdt lautet dann:

XBA / dtethBA( ) (7.4.

Wir setzen dann fiir das verallgemeinerte induzierte Moment:

_ 00 1 .

ABy(t) = By(t) — B = / dwz—ABa(w)e_“"t (7.4.

N ™
ABu( / drF(r)Xpa(t — ) (7.4.

/ dt ABy(t)e™!

= / dte™? / dr / dw — e 't

/ dw _XBA( ll)efzw "(t—T)

= / dw'dw" F(W')xpa(WA(w — ") A(w' — ") = F(w)xpa(w) (7.4.
ABy(w) = xpa(w)F (w) (7.4.
Damit ist das induzierte Moment das Produkt aus der Suszeptibilitdt und der dufleren Ursache.
Beispiele:
1. Sei:
V=—-PE (P =ezx) (7.4.
A=—-P B=P (7.4.
AP, (w) = xpp(w)E(w) (7.4.
D =E +47P = (1 + 4nxpp)E (7.4.
e(w) =1+4nrxpp (7.4.
2. Sei:
V=-i (74
A=—ji B=j (74
Ajiw) = Xa(w) H (w) (7.4
3. Sei:
V =—-PE (7.4.
A=-P B=j (7.4.
Aj(w) = x;ﬁ(w)ﬁ(w) Ohmsches Gesetz (7.4.
o(w) = ;ﬁ(w) (7.4.

Dies ist die frequenzabhingige Leitfahigkeit.
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o— 0 T e W

O \/O 72 (t)
t=0

Abbildung 45: Zwei identische Teilchen klassisch

8 Identische Teilchen, Vielkérperproblem

Der Hamiltonoperator eines Systems von IV identischen Teilchen ist symmetrisch in allen Teilchen:

N /o2
H= 2:21 (21)—;1 + V(ﬁ)) + Z; W (7; — 7;) + Hspin—Bahn + duflerer Feldterm (8.0. 30)
H=H(1,2,3,...,N) = H2,1,3,...,N) = etc. (8.0. 31)

Ein Teilchen wird durch 7;, p; und 3; charakterisiert.

Hilbertraum: H = Hi; x Ha X ... X Hp (8.0. 32)

Fiir eine abstrakte Basis gilt dann:

|F181, 7282, ..., PNSN >=|F181 > |28y > ... |FNSN > (8.0. 33)
und fiir einen beliebigen Zustand gilt:
[ (t) >— Y(7151,7252, ..., TNSN;T) (8.0. 34)

8.1 Nichtunterscheidbarkeit von identischen Teilchen

Klassisch kann man zwei identische Teilchen voneinander unterscheiden. Bei einer ersten Messung
finden wir die Teilchen an verschiedenen Orten. Wir bezeichnen die beiden Teilchen dann als 1 und 2
und verfolgen ihre Bahn. (s. Abbildung (45))

Quantenmechanisch kénnen wir bei einer ersten Messung noch die beiden Teilchen feststellen und
das am Ort 7; gemessene mit 1 und das am Ort 7, gemessene mit 2 bezeichnen. Zu jedem spéateren
Zeitpunkt haben aber beide Teilchen eine nichtverschwindende Wahrscheinlichkeit irgendwo zu sein,
so dafl wir bei einer erneuten Messung nicht mehr sagen kénnen, welches Teilchen Nummer 1 und
welches Nummer 2 ist. (s.Abbildung (46)) Das Anheften der Kennzeichen 1 und 2 bei der ersten
Messung liefert uns also keine Information iiber das zukiinftige Verhalten.

Als weiteres Beispiel kénnen wir ein Streuexperiment betrachten (s. Abbildung (47)). Das in der ersten
Quelle erzeugte Teilchen 148t sich bei der Auswertung des Experimentes von der in der zweiten Quelle
ereugten Teilchen nicht unterscheiden. Wir konnen nicht sagen, ob das im ersten Z&ahler beobachtete
Teilchen von Quelle eins oder Quelle zwei kommt.

Folgerung: Identische Teilchen sind prinzipiell nicht unterscheidbar.
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2. Messung

Abbildung 46: Zwei identische Teilchen quantenmechanisch

@ [11. Zahler

(1 2. Zshler

Abbildung 47: Streuexperiment
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8.2 Permutationen

Definition: Jede Umordnung der Reihenfolge (1,2,...,N) in (o, a3,...,ay) mit (g =1,2,...,N)
heifit Permutation.

Speziell: Transposition:
Pii(1,2,...,0 ..y,  N) = (L,2,..., 4,000 y8y.. ., N) (8.2.1)
Nachbar-Transposition:

Pi»(1,2,...,N)=(2,1,...,N) ebenso P;11 i=1,2,...,N—1 (8.2. 2)

Satz: Jede Permutation, speziell Transposition, 148t sich auffassen als eine Hintereinanderschaltung
von Nachbartranspositionen.

Beispiel:
P(123) = (321) (123) — (213) — (231) — (321) (8.2. 3)

Definition 8.2.1: Eine Permutation heif}t:

(—1)P = {-i—l gerade, wenn die Anzahl der Nachbartransp. gerade ist (8.2 4)
| —1 ungerade, wenn die Anzahl der Nachbartransp. ungerade ist -
Beispiel:
P(123) = (321) ungerade (8.2. 5)
P(123) = (213) ungerade (123) — (213) (8.2. 6)
P(123) = (231) gerade (123) — (213) — (231) (8.2.7)
Satz: Jede Transposition
Pi(1,...iyesdye s NY = (1,004 yiye ., N) (8.2. 8)
ist ungerade. Beweis:
i(a)j = ()ij « Nachbartr. (8.2.9)
()ji (a+ 1) Nachbartr. (8.2. 10)
j(@)i (2« + 1) Nachbartr. (8.2. 11)
Den Permutationen lassen sich Operatoren zuordnen, die wir ebenfalls mit P bezeichnen.
Py(1,2,...,N) =¢(aq,...,an) (8.2. 12)
P ist linear und hermitesch.
Es gibt N! solcher Permutationsoperatoren, die Einheit mitgerechnet.
Alle P kommutieren mit H, denn:
PH(1,2,...,N)=H(1,2,...,N)P bzw. PHP ' =H (8.2. 13)
[P,H] =0 P ist eine Erhaltungsgrifie (8.2. 14)

Speziell gilt:
[P, H) =0 (8.2. 15)
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Fiir die Eigenwerte von F;; folgt:
Pi=1 (8.2. 16)

P =+1 (8.2. 17)
Aber die P kommutieren nicht alle miteinander, z.B.:

(P12, Pa3] # 0 (8.2. 18)

Sei |A > eine Basis im Einteilchenhilbertraum, dann gilt fiir die Basis im Hilbertraum H:
|)\1,>\2,---,>\N >= |>\1 >1 |>\2 >9 ---|>\N >N (8.2. 19)

|A; >; ist das i-te Teilchen im Zustand );.

Fiir einen beliebigen Zustand folgt:

[ >=> " [Ade. .. An > < AL Ay > (8.2. 20)
() P Ao AN)

Wir betrachten jetzt den Fall fiir N = 2. Es gilt dann |[A; A2 > und |A2A; > mit den Permutationen 1
und Pjs. Fiir die Eigenwerte von Pjo gilt:

1
|)\1)\2 >g= —2 (|)\1)\2 > +|)\2)\1 >) Py=1 (8.2. 21)

1
AAg >4= — (|A1 A > —[XaA1 >) Pipg=-1 8.2. 22
|12A \/§(|12 |21 ) 12 ( )

S bedeutet hier symmetrischer und A antisymmetrischer Fall.

Fiir einen allgemeinen Zustand gilt:

|1/)5 >= Z C()\l)\2)|)\1)\2 >g P12|1/)5 >= |1/)5 > (8.2. 23)
A1)

|7,bA >= Z C()\1>\2)|A1>\2 >A P12|1,0A >= —|T,bA > (8.2. 24)
12

Wir betrachten jetzt den Fall fiir N = 3. Es gibt 3! = 6 linear unabhéngig Zusténde:
H = 7‘[1 X H2 X 7‘[3 (8.2. 25)

|)\1)\2)\3 >, |)\1)\3)\2 >, |)\2)\1)\3 >, |)\2)\3)\1 >, |)\3)\1)\2 >, |)\3)\2)\1 > (8.2. 26)
die sich alle aus |A\;A2A3 > durch Permutationen ergeben.

Es gibt genau einen total symmetrischen Zustand S und einen total antisymmetrischen Zustand A:

1
A1 A2 = —(|A1 A2 A A1 A
|A1A2A3 >5 4 \/§(|123>|213>
:|:|)\1A3)\2 > +|)\2)\3)\1 > +|)\3)\1)\2 > :|:|)\3)\2)\1 >) (8.2. 27)
so daB bei Transpositionen gilt:
Py
Pis3 }|A1A2>\3 >S8,A= :|:|A1>\2>\3 >S.A (82 28)

Py3
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2 1+1
N=2
S
A
3 2+1 1+1+1
N=3
S
gemischt
A
4 3+1 242 241+1 14+1+1+1
N =4
S
gemischt gemischt

gemischt

Abbildung 48: Young-Tableaus

Danach gibt es vier Zustédnde |[A;A2A3 >, (n = 1,2,3,4) die orthogonal auf [A\;A2A3 >g 4 stehen und
kompliziertere Symmetrieeigenschaften haben.

Zur Charakterisierung dienen die sogenannten Young-Tableaus: Man zerlege N in alle moglichen
Summen N = Ny+ Ns+ N3—+... von natiirlichen Zahlen. Zur graphischen Darstellung siehe Abbildung
(48). Die Késtchen werden den Teilchen 1,..., N zugeordnet mit der Mafigabe, daf in jeder Reihe
symmetrisiert wird und in jeder Spalte antisymmetrisiert. Das Verfahren 148t sich fortsetzen. Es ist
klar, daf} jeweils ein total symmetrischer und ein total antisymmetrischer Zustand méglich ist.

Fiir beliebige Permutationen gilt:

P ... AN >5=|A1... AN > (8.2. 29)
P\ ... An >a= (=DP| A1 ... A >a (8.2. 30)

it 1 enn P gerade

Wi
(-1)" = {—1 wenn P uigerade (8.2. 31)
Definition 8.2.2: Fiir Transpositionen:

Pij|Ai ... AN >5=|A1... AN >5 (8.2. 32)
Pij|Ai ... AN >a=—|A1... A >4 (8.2. 33)

Daraus folgt die |\ >g 4 sind Eigenzusténde zu allen P;; mit Eigenwert +1.

Alle anderen |A1...Ay >k (K =1,...,N! —2) haben kompliziertere Symmetrieeigenschaften.

Zur Konstruktion:
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1
A1 Ay >s= ind ;Pul AN >
mit: 1
/ _ /
P\ >5= —m;if?ul AN >
1
= — P”|)\1 AN >= |A >g
N!
PII
2. 1
A An >a= ——= > (-DFPA AN >
N!' %
mit: 1
! _ = _1\P p!
P|/\>A—mzpj( 1) PP|)\1 AN >
PII
! ]_ "
P P " P
= (- — —-1)" P"|A AN >=(-1)" |A>
(V7 737 DT P P A >= (D7 >
Wobei folgendes verwendet wurde:
Pgerpéer = Pg;,er Punnglmg = Pg;Ier
PgerPf,:ng = P;,ng

()PP = (=)
Insbesondere gilt bei Transpositionen:

]Dz'jp\ >pA= —|>\ >A

Der Gesamthilbertraum stellt sich jetzt wie folgt dar:
H=HixHoX...xHnN =Hs+Has+HKk

Hs = Unterraum der symmetrischen Zustiande.
H 4 = Unterraum der antisymmetrischen Zustéinde.

Sei A eine Observable, die symmetrisch ist in allen Teilchen 1,..., N.

Definition 8.2.3: Wir definieren dann die Einteilchenobservable als:

N
AW =37 A()
=1

z.B.:

L=Y L
i

und die Zweiteilchenobservable:
A =37 A(F; = 7)
7]
z.B.:
V=S V(- )
1<j
etc.

(8.2.

(8.2.

(8.2.
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Es gilt:
AHsa CHsa (8.2. 47)
d.h. durch Anwendung von A auf einen Zustand |¢pg > oder |14 > ergibt sich wieder ein Zustand
|ths > oder |4 >.
Beweis:
[A,P;;]=0 bzw. P AP;'=A (8.2. 48)
PyjAlysa >= Py AP Pjlips,a >= A(F)|ys,a >= £Als,a > (8.2. 49)

Insbesondere bleibt ein Zustand symmetrisch bzw. antisymmetrisch in der zeitlichen Entwicklung.

i

[(t) >=U(t)[p(0) > U(t) =e 7 (8.2. 50)

Da [P;;, H] = 0 folgt [P;;,U] = 0.

Postulat: Die Zustéinde eines quantenmechanischen Systems von IV identischen Teilchen sind entweder
total antisymmetrisch oder total symmetrisch. Gemischte symmetrische Zusténde sind in der Natur
nicht realisiert (Erfahrung).

Teilchen mit symmetrischen Zustinden nennt man Bosonen, nach der Bose-Einstein Statistik, und
Teilchen mit antisymmetrischen Zustinden Fermionen, nach der Fermi-Dirac Statistik.

Theorem von Pauli: Teilchen mit halbzahligen Spin sind Fermionen und Teilchen mit ganzzahligen
Spin sind Bosonen. (Zusammenhang zwischen Spin und Statistik) Der Beweis erfolgt in der Quanten-
feldtheorie.

Fermionen (Spin %, %, %, cel) Bosonen (Spin 0 oder 1)
Neutrinos Photon (S =1)
Elektronen m, K-Mesonen (S = 0)
... p-Meson

Beispiele: Nukleon (Proton, Neutron)
Quarks
ung ger-Kerne ger ger u. ung ung Kerne
Komplexe mit einer ungeraden Komplexe mit einer geraden An-
Anzahl von Fermionen zahl von Fermionen

Pauliprinzip: Zwei Fermionen kénnen nicht im gleichen Zustand sein.

Beweis:

|)\1---)\i---)\j---)\N >A= _|)‘1---)\j---)\i---)‘N >A (8.2. 51)
Wenn i # j aber auch A\; = )\; dann gilt:

A>a=—-A>A=0 (8.2. 52)

Daraus folgt der Aufbau der Atome, die Atomfunktion lautet [nlms >. Jeder Quantenzustand ist
einfach besetzt.

Die Slaterdeterminante fiir Fermionen lautet:

|A1 >1 |A1 > ... |>\1 >N
1 |)\2 >1 |)\2 >9 ... |)\2 >N
|>\N >1 |)\N >9 ... |>\N >N

Durch Anwendung von P;; vertauschen zwei Spalten, woraus ein Vorzeichenwechsel folgt.
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Der entscheidende Unterschied in der Statistik ist, daf} jeder Einteilchenzustand bei Fermionen nur
mit keinem bzw. einem Teilchen besetzt sein kann. Bei Bosonen haben wir die Besetzungszahlen:

ny=0,1,2,... = 0o (8.2. 54)

Beispiel: Wir betrachten das He-Atom als Zweifermionensystem:

H(12)¢p(1 51, 7282) = Ep(r151,7282) (8.2. 55)
gO(Flgl,F2§2) = —QO(F2§2,F1§1) (82 56)
Sei H spinunabhingig (Vernachlissigung der Spin-Bahn-Kopplung):
-9 9 2
by b3 - L, e
H=—+—=+4V v 8.2. b7
o T o T (F1) + V(7) + P ( )
Da H spinunabhéngig, kdnnen wir separieren:
¢ = ¢(r1,72)x(51, 52) (8.2. 58)
Es gibt zwei Moglichkeiten:
1.
w1 = ¢sxa Parazustand (8.2. 59)
2.
w2 = ¢paxs Orthozustand (8.2. 60)
Fiir den Parazustand gilt:
S =351+ 5 (8.2. 61)
1 1
§1,8) = — (12 — « =—((+->—-]—-+> 8.2. 62
xA(51,52) \/5( 182 — 1) 2 (1 | ) ( )
1 0
a=(o)=t> #=(;)=1->
Da $2=0und S, =0 folgt daraus der Singlettzustand |7.
Fiir den Orthozustand (Spintriplett) gilt:
S?2 =212 S, =KrM
oL a1Qs s=1 M=1
= 8.2. 63
Xs5(5152) { % (182 + a2f1) s=1 M=0 ( )
B1B2 s=1 M=-1
In der Storungstheorie betrachten wir % als Storung:
2 2
V() = - (8.2. 64)
r
Die Eigenzustinde zu Hyygsser = % — % lauten:
, . 4
Onim(7)  mit By = _ER (8.2. 65)
E°=E,1, + Ep,, (8.2. 66)
Fiir den Grundzustand gilt:
$s = p100(71)p100(72) (8.2. 67)

nur symmetrisch moglich.

Der Grundzustand vom Heliumatom ist der Parazustand, daran &ndert die Storungstheorie auch nichts
mehr.
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8.3 2. Quantisierung

Die Einteilchenzustinde |A > werden charakterisiert durch die Quantenzahlen, die wir uns angeordnet

vorstellen:
A <A< Ag<... (8.3. 1)
z.B.:
A= (nlms) im atomaren Fall (8.3. 2)
A= (K, Ky,K,,s) fir freie Teilchen (8.3.3)

Im Falle von N identischen Teilchen haben wir den Gesamthilbertraum:

H:H1XH2X...XHN (8.3.4)
In der Natur werden aber nur die Zustéinde mit symmetrischer oder antisymmetrischer Wellenfunktion
verwirklicht:
——
unrealistisch

Wir skizzieren kurz den Formalismus, der uns gestattet, systematisch die symmetrischen bzw. anti-
symmetrischen Zustidnde sukzessive aufzubauen.

8.3.1 Besetzungszahldarstellung

Sei:
|)\1,)\2,... >8 A= |N1,N2,... > (8.3. 6)

ein orthonormiertes System. Diesen riesigen Hilbertraum nennt man auch Fockraum. V; ist die Anzahl
der Teilchen im Zustand );, so dafl >°; N; = N fest ist.

Symmetrischer Fall: N; =0,1,2,3,...,00 Bosonen
Antisymmetrischer Fall: N; = 0,1 Fermionen (Pauli Prinzip)

Wir betrachten jetzt den symmetrischen Fall (Bosonen):

Definition 8.3.1:
ai|N1,...,Ni,... >= \/Ni|N1,...,NZ' —1,...> (83 7)

Der Operator a; heifit Vernichter eines Teilchens im Zustand i. Die Gesamtzahl wird um eins verringert.

Das einzige, nichtverschwindende Matrixelement von a; ist:

< Npy...,N;—1,...,]|a;|N1,...,Ns... >=+/N; (8.3. 8)
Der dazu adjungierte Operator lautet:

Definition 8.3.2:

< Niy.ooyNiyooila [Ny, ... ,N; = 1,... >={/N; (8.3.9)
af |N1,...,Niy... >=/N; + 1|Ny,...,N; + 1,... > (8.3. 10)

Der adjungierte Operator ist dann der Erzeuger.
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Zu der Algebra der Operatoren:

Man zeigt sofort, dafl gilt:

[a;, ;] = [af,aﬂ =0

da a;a; = aja;, es gilt ebenso:
[ai,a;“] =0 firi#j
Es gilt jedoch:

ajaZ|NZ>:aj\/Nz|NZ—1>:N,|N,

Dies ist die Kommutatoralgebra der Erzeuger und Vernichter (der Bosonen).

Ni = a;-"ai ist der Operator der Teilchenzahl im Zustand ;.

Za:raﬂNl,Ng,... >:£N1 +N2+...)J|N1,N2,... >
P ~

N
— +
Nop = Zai a;
%

Der Zustand ohne Teilchen oder im Vakuum lautet:

0 >=|N; = 0,N5 = 0,0,0,..

mit a;|0 >= 0 fiir alle 4.

Ausgehend von |0 > kann man alle Zustidnde aufbauen:

a0 >=10,0,...,N; =1,...

a;jaf0 >=10,0,...,N;=1,...,N; =1,...,0 >

V2

Allgemein:
N1

N2
+ +
a; (a2

|N1,N2,... >= (

1
—a;?|0 >=0,0,...,N; = 2,..

Ni!' V/Ny!

Dieser Zustand ist automatisch total symmetrisch, da bei einer Vertauschung von A; <+ A; nur af

. >

>

.0>

..|0>

a;“ den Platz vertauscht. Die at kommutieren aber miteineinander.

Wir betrachten jetzt den antisymmetrischen Fall.

Definition 8.3.3: Vernichter:

Ci|N1,. vy Ngyooo >= (—l)siNi|N1,. LN -1

i—1

Si:ZNk

k=1

L7

>

(8.3.

(8.3.
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Der adjungierte Operator ist der Erzeuger:

¢l INt, ... Niyooo >= (=1)%(1 = N;)|N1,...,N; + 1,...

Wenn N; = 0 dann folgt:
Ci|0i >=0

und wenn N; = 1 dann folgt:
C:r|1i >=0

d.h. jeder Zustand kann hochstens einfach besetzt sein.

Zu der Algebra der Kommutatoren:

_ [+ 4] — _
[ci,cj]+—[ci,cj]+—0 CiCj = —CjC;

mit [A,B] = AB + BA
[ci,cﬂ+ = 0;; Antikommutatoralgebra

Insbesondere gilt:

Somit ist nur Einfacherzeugung moglich.

Diese Operatoren heiflen Fermioperatoren.
+

¢; c; ist auch hier der Anzahloperator fiir den Zustand ¢.(=0,1)

— +
Nop = Zci ci
)

Im Vakuum oder ohne Teilchen gilt mit ¢;|0 >= 0:
0 >=10,0,...,1;,...,0 >

¢ e 10 >=10,0,...,15,...,1;...,0 >

Ck+c;rczr|0 >= |0,...,1k,...,lj,...,li,...O>

usw.
+ .+ — . .
cz-lcz-2...|0>—|...,1“,...,112,...>

Diese Zusténde sind automatisch antisymmetrisch, da die ¢™ antikommutieren.

8.3.2 Darstellung der Operatoren

Wir wiahlen als Einteilchenobservable:

Sei A;; die Darstellung von A(7), d.h.

Aij =< NJAD >= [ diief, (7 A, ()

(8.3. 27)

(8.3. 28)

(8.3. 29)

(8.3. 30)

(8.3. 31)

(8.3. 32)

(8.3. 34)

(8.3. 35)
(8.3. 36)

(8.3. 37)

(8.3. 39)

Eine Einteilchenobservable verkniipft zwei Zustinde miteinander, indem sie den Zustand eines Teil-

chens verandert.
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Die allgemeine Darstellung lautet dann:

A(l) = Z Az-jc;"cj (83 40)
ij

Fiir eine Zweiteilchenobservable folgt dann:

A(z) = Z Ai1i2i3i4cfrcfrcisci4 (83 41)

i1 %o
11929384

Ai1i2i3i4 = / d”'d’l"IQO)\il (77)(10/\12 (FI)A( r— 7:4)(10)\1‘3 (,’_J)QO)\M (F) (83 42)
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