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[. Grunouagen der Statistischen Physik

1. Gruncﬂ)egrige der Dynamil( und Statistik

Betrachte N ~ 1022 wechselwirkende Teilchen bzw Freiheitsgrade, typisch fiir ein

makroskopisches System.

Ein quantenmechanischer Zustand, im folgenden auch Mikrozustand genannt ist ein
Vektor im Hilbertraum, |¢)) = [¢)(¢)), dessen zeitliche Entwicklung durch die Schrédin-

gergleichung bestimmt ist
zh|f¢)> =H|y), mit H = Hamiltonoperator.

In der Ortsdarstellung ist der Zustand des N-Teilchen Systems gegeben durch eine
Funktion von 3N Verédnderlichen und der Zeit

) — ¥(r1,7,...,7N,t) mit N ~ 1023,
Physikalische Mefigréfien sind quantenmechanische Erwartungswerte von Observablen A,

(A)am = (Y[ Al 9).

Der quantenmechanische Zustand (oder Mikrozustand) |¢) enthilt die maximal mogli-
che Information iiber das System und wird in der Statistischen Physik auch als reiner
Zustand bezeichnet. Aquivalent ist die Angabe eines Projektors P, auf den von [¢))
aufgespannten 1-dimensionalen Unterraum. Ist [¢)) auf Eins normiert, also (¢|¢) =1,
so 148t sich dieser Projektor schreiben als Py, = |¢) (1]

Im allgemeinen verfiigen wir nicht iiber die volle Detailinformation. Wir sagen, es liege
ein gemischter Zustand vor, wenn wir nur wissen, daf} sich das System mit gewissen
Wahrscheinlichkeiten w,, (mit ) w, = 1) in verschiedenen mdglichen Mikrozustédnden
[n) befindet. Sind die Zusténde |n) auf Eins normiert, (n|n) = 1, so ist der Mittelwert
der Observablen A

(A)=> wn(n|Aln). (1.1)
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Mit den Zusténden |n,t) bzw |n) im Schrédinger— bzw im Heisenbergbild definieren wir

den Dichteoperator p als gewichtete Summe von Projektionsoperatoren
p(t) = waln,t)(n,t|  baw  p= waln)(n|. (1.2a,b)
n n

Die Zusténde |n) werden als normiert, aber nicht notwendigerweise als zueinander or-
thogonal vorausgesetzt. Wegen [n)(n| = |n)(n|n)(n| und Spur|n)(n| = 1 gilt fir jede
Observable A

Spur [n)(n|A = Spur |n)(n|n)(n|A = Spur [n)(n| A[n)(n| = (n| A|n)

und daher
(A) = Spur pA. (1.3)

Insofern beschreibt der Dichteoperator p einen gemischten Zustand vollstindig.
Allgemein ist ein Dichteoperator charakterisiert durch die drei Eigenschaften

p=p' dh p ist hermitesch

p >0 dh pist positiv semidefinit,
denn es ist (| p|¥) = > w,|(¥|n)|? > 0 fiir beliebiges [¢)

Spurp =1

Man kann zeigen, dafl jeder Operator p mit diesen Eigenschaften eine diskrete Spek-
traldarstellung der Form (1.2) mit orthonormierten Zustinden |n) besitzt. Der reine
Zustand ist offenbar der Spezialfall des gemischten Zustands, in dem alle w,, verschwin-
den bis auf eines, welches dann gleich 1 sein muf}. p hat dann die Form p = ¢)(¢| und
es ist p? = p und (A) = (| A| ), wie iiblich in der Quantenmechanik. Im Gegensatz

dazu spricht man beim “Gemisch” auch von Quantenstatistik.

Wir untersuchen die Zeitabhingigkeit des in (1.2a) definierten Dichteoperators. Die

zeitabhingigen Zusténde |n,t) erfiillen die Schrédingergleichung
., 0 . .
zha In,ty = Hn,t) mit H = Hamiltonoperator.

Mit ifip = ih S, wn (|n; t)(n, t| + |n, t)(n, t|) — Hp — pH folgt die

?

. [H,p] . (1.4)

von — Neumann — Gleichung p=

Diese Gleichung gestattet es, im Schrodingerbild p(t) zu berechnen, wenn ein Anfangs-

wert p(to) gegeben ist. Mit p(t) sind dann auch alle Mittelwerte bekannt:

(A)(t) = Spur p(t)A..
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Im Heisenbergbild sind die Zusténde in (1.2b) und damit der Dichteoperator zeitunabhingig,
p = p(0). Die Observablen (dazu gehért p nicht!) sind zeitabhiingig, A (t) = e# Bt Ae~#HE
und die Mittelwerte sind

(A)(t) = Spur pA(t).

Klassische Mechanik:
In vielen Féllen kann man von der quantenmechanischen Beschreibung absehen und
mit & — 0 zum Grenzfall der klassischen Mechanik iibergehen (die systematische

Durchfiihrung erfolgt spiter im Kapitel 16).

Der (Mikro—)Zustand von N Massenpunkten im dreidimensionalen Raum zur Zeit ¢

wird durch
3N Koordinaten q1(t),...,asn(t) — q(t)

und 3N Impulse  pi(t),...,psn(t) —> p(t)

festgelegt. Geometrisch entspricht dies einem Punkt (p(t), q(t)) im 6 N-dimensionalen
Phasenraum (['-Raum) aller p;,q;. Der Phasenpunkt im I'~Raum stellt die maximal
mogliche Kenntnis iiber das System dar, dh er entspricht dem reinen Zustand, der
quantenmechanisch durch einen Hilbertraumvektor dargestellt wird. Im Laufe der Zeit
durchlduft der Phasenpunkt eine Phasentrajektorie, die durch die kanonischen Glei-

chungen determiniert ist (siehe unten).

Zur Beschreibung eines klassischen gemischten Zustands schreiben wir mehreren Pha-
sentrajektorien (p(”) (t),q™ (t)) , n=1,2,...gewisse Wahrscheinlichkeiten w,,,
>, Wn =1, zu und bilden die Verteilungsfunktion

p(p,a) = wn 6(p—p™ ())6(q — ¢™ (1)) (1.5)

mit den Eigenschaften p(p,q) > 0, [dpdgp(p,q) = 1, die offenbar den Eigenschaften
pt = p >0, Spur p =1 des Dichteoperators entsprechen.

Bedeutung der Verteilungsfunktion: dw := p(p, ¢)dpdg ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dafl sich der Phasenpunkt des Systems im Phasenraumelement dpdgq um den Punkt
(p, q) herum befindet. Eine physikalische Mefigroe A = A(p, q) hat den Mittelwert

(4) Z/dpdq p(p, 9)A(p, q) - (1.6)

Die Verteilungsfunktion p(p, q) charakterisiert den Mischzustand vollstindig, da wir den
Mittelwert jeder MefigroBe A(p, q) berechnen konnen.
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Zur Untersuchung der Zeitabhingigkeit der Verteilungsfunktion (1.5) gehen wir aus von

den kanonischen Gleichungen

0H .,  O0H
) b = T3 (>
ap(n) aq(n)

¢ = H = H(p, q) Hamiltonfunktion

und bilden — die Wahrscheinlichkeiten w,, sind zeitlich konstant —

5= wa [0 )

5 | 50— p™ @)8(a - ¢ (1))

oOH 0 0H 0
_ § ’ _ _ pn) _ 4(n)
= } wn[ap(n) aq(n) aq(n) ap(n)] 5(]7 b (t))(s(q q (t))

8}7(")

wobei im letzten Schritt die aus der Mechanik bekannte Poisson—Klammer
_ om0 0O0HBp
{#o)= 55 - 515

verwendet wurde. Die Verteilungsfunktion geniigt also der
Liouville — Gleichung p= —{ H,p } (1.7)

Diese dynamische Gleichung der Klassischen Mechanik entspricht der von-Neumann
Gleichung (1.4) der Quantenmechnik. Der Ubergang wird offensichtlich durch die Er-
setzung '
¢

(o} = i[ms

vollzogen.
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1.1 Reine und gemischte Zusténde

p sei Dichteoperator eines statistischen Ensembles, es ist also p = pf, p > 0, Spur p = 1.
Wir gehen davon aus, dafl ein solcher Operator ein rein diskretes Spektrum und eine
Spektraldarstellung der Form p = ) . p;|i)(i| mit p; > 0, > . p; = 1, {li)} = ONS,
besitzt. Die Frage ist, unter welchen Umstinden p einen reinen Zustand (also kein Ge-
misch) beschreibt. Zeige dazu die Aquivalenz folgender Charakterisierungen

(i) p 148t sich nicht als Linearkombination zweier Dichteoperatoren p,, p, darstellen,
also mit beliebigen Dichteoperatoren p; # p, und Zahlen 0 < aj,as < 1 ist
P # aipy + azp,

(ii) p ist Projektor auf einen einzelnen Quantenzustand: p = [¢)(¢)| mit (P|) =1

(iii) die Eigenwerte p; von p sind p; = 0 (beliebig vielfach) und p; = 1 (einfach)

(iv) Spurp? =1

v) Spur (plnp)=0
(vi) PP =p

Die Aquivalenz von (vi) mit (ii)-(v) ist weitgehend trivial,

zB Spur p?=1 < 0= Spur(p(1—p)) = >, pi(1 — p;) — pi(1— p;) = 0, letzteres
folgt wg p;(1—p;) > 0. Die moglichen Eigenwerte p; sind also 0 und 1, wegen Y . p; =1
ist der Eigenwert 1 einfach. In der Summe p = ). p;|i)(i| bleibt demnach nur ein Term
mit dem Index io und Pio — 1 ubrlg, dh P = |20><20| = |20><20| 20><20| = p2.

zB p?’=p — Spur(pln p) = Spur (pln p?) = 2Spur (pIn p) — Spur (pIn p) = 0.

(i) = (iv), indirekter Beweis: Sei Spur p? = >, p? < 1, dann gibt es (mindestens) ein
p; mit 0 < p; < 1 und p laBt sich aufspalten gemi p = p;|i) (7| + (1 — pl-)”_l"_ii';z@| im

Widerspruch zur Voraussetzung.

(ii) < (i): Wir setzen fiir den Dichteoperator eines reinen Zustands an |¢)(¢| = a1 p, +
asp, und zeigen, dafl nur die triviale Zerlegung, |)(¢| = p; = p, moglich ist. Damit
¥)(¥| und p, , Dichteoperatoren sind, mufl (¢)|+¢) = 1 und a; + az = 1 sein. Damit
ist auch 1 = ay (Y| py| ) + az2(¢| po| ¥), was wiederum (1| py 5|9) = 1 erfordert. Sei
p1 = Y. p1ili)(i| die Spektraldarstellung von p,, so gilt
> pi(1 = (i ¥)|?) = Spurpy — (Y| py| ) =1 -1 =0.

Fiir alle in der Spektraldarstellung auftretenden Zustdnde [¢) mufl daher |(i| )
sein; dies ist jedoch wegen > . |(i| ¥}|? = (¢)|¢) = 1 nur fiir genau ein iy mdglich und
es ist [¢) = >, |i) (i| ) = |ip) bis auf einen Phasenfaktor. Folglich ist [1) (| = |io) (io]
und analog |¢)(¥)| = |jo)(jo| mit einem Eigenzustand |jo) von p,, dh es bleibt nur die
triviale Zerlegung iibrig.

|2_
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1.2 Mischung von Spin—; Zustdnden

Zur Drehimpulsquantenzahl j = % gibt es nur 25 + 1 = 2 linear unabhéngige Zustinde.

Ublicherweise wihlt man die Eigenzustinde von s, mit der Notation | 1) und | |) als
Basis; der Spin steht in + oder —z—-Richtung. Aus den Kommutatorregeln ergibt sich,
daB sy := s, +is, Auf- und Absteigeoperatoren sind, also die beiden Zusténde | 1) und
| 1) ineinander iiberfithren bzw vernichten. Deshalb sind offenbar

=) =(IN+10)  wd o)=L 1)

die Eigenzustéinde von s, = 3(s4 +s_) (Spin in + bzw —z-Richtung) und

[ Ai=H(n+iln)  wd )= G-l
die Eigenzustéinde von s, = o-(s; — s_) (Spin in 4+ bzw —y-Richtung).

Ein Beispiel fiir einen reinen Fall wire p = | 1)(1 |; der Spin zeigt in +2z-Richtung,
analog p = | )(] | fiir den Spin in —z-Richtung. Mischen wir diese beiden Zustinde mit
gleicher Wahrscheinlichkeit (= 1), so erhalten wir p = 1 <| OB |) = 11. Wegen
der letzten Gleichheit ist die z-Richtung nur scheinbar ausgezeichnet, tatséchlich liegt
iiberhaupt keine Information iiber die Spineinstellung vor. Man beachte den Unterschied
zur quantenmechanischen Superposition von Zustinden: | 1) 4 | ) = v/2| —).

Weiteres Beispiel: Angenommen, wir wissen, daf} der Spin mit 25% Wahrscheinlichkeit in
z-Richtung, und mit weiteren 25% Wahrscheinlichkeit in —y-Richtung steht, ansonsten
sei nichts bekannt. Der Dichteoperator ist nach (1.2)

p= (1) 1+ 1+1).

Achtung: Zwar spannen die Zustdnde | 1) und | |) den ganzen Hilbertraum auf, doch
das heifit nicht, das jeder (Dichte-) Operator sich als Linearkomination von | 1)(1 |
und | |)(] | schreiben lieBe, denn i.a. treten auch Mischterme mit | 1)(] | oder | |){1 |
auf. Offensichtlich 148t sich aber jeder Spin—% Dichteoperator als Linearkombination
der (hermiteschen) Operatoren

REVOREY 7e= IDAI+ING
o= 1] [ D] 7y = i(| D¢ =11 )

schreiben. & ist definiert durch s = %&, dh die Paulimatrizen o, , , haben die Eigen-
werte +1. Daf} die rechts stehenden Operatoren tatsdchlich die angegebene Bedeutung
haben, erkennt man an der Wirkung auf die obigen Eigenzustinde | —) etc. Es folgt

p=3(FUN+IME T+ D+ 24D - A it ) +1)

= 22N+ 2 DQ T+ LD+ DD = H D =14 D)
= %[2.1-*- 2(0':c _O'y)] = %[%(l-i-a'w)—}— 2(1 —o-y)] + 221

(vgl Aufgabe 1.3c)
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1.3 Dichteoperatoren fiir Spin-3;

a)

Begriinde, daB fiir jede Komponente S; des Drehimpulsoperators S gilt: Spur S; = 0.

Ist dies auch fiir die htheren Drehimpulse (j = 1, %, 2,...) richtig?

Die Operatoren fiir die Drehimpulskomponenten haben verschwindende Spur, weil
sie jeweils als Kommutator der zwei anderen Komponenten darstellbar sind.

Zeige, daB jeder Dichteoperator fiir ein Spin-} System die Form p = }(1+-&) hat.
Dabei ist & = (0, 0,,0;) ein Vektor aus den drei Paulimatrizen und @ ein reeller
Parametervektor. Berechne die Eigenwerte von p und begriinde, daf8 |4 < 1 sein
muf}. Zeige ferner, da8 @ identisch ist mit dem Mittelwert Spur (pé') und schreibe p
als 2 x 2 Matrix (in der Standarddarstellung) auf. Welche Eigenschaft von @ = (&)
charakterisiert einen reinen Zustand?

Jede 2x2-Matrix ist als Linearkombination von 1, o, o, o, darstellbar; speziell
erfiillt die Form p = 1(1 + @ - &) mit einem Vektor @ die Bedingung Spurp = 1.
Die Eigenwerte von p sind %(1 + |i|); damit p positiv semidefinit ist, mufl & vom
Betrag < 1 sein. Zum Beweis, da} 4« mit dem Erwartungswert (&) identisch ist,
berechnen wir die z-Komponente (0,) = Spur (po.) = Spur (3 (1 +uz0, +uyoy, +
u,0;)0,). Wegen 0,0, = —io, etc. ergibt von den 4 Termen unter der Spur nur
der mit o2 = 1 einen Beitrag, nimlich Spur (3u,1) = u,. Als 2 x 2 Matrix in der
Standarddarstellung ist der Dichteoperator

L1 tu, up —iuy
2 \upt+iuy, l—w, )°

Welches sind die Dichteoperatoren fiir reine Zustinde in +x—, +y— und £z Richtung?
Wie 148t sich damit der Dichteoperator aus Beispiel 1) finden?
Reine Zustidnde in +2z—, +y— und +2-Richtung:

pﬂzé(lia’i), i=ux,v,2.

1 1
p=1(I)V 1IN +1) = 5o+ 2oy +5 51= 52 1450~ 0))

In einem Neutronenstrahl sind die Spins der Héilfte der Teilchen in Richtung der
positiven x-Achse, die der anderen Hilfte in Richtung der negativen y-Achse ausge-
richtet. Finde den Dichteoperator in der Standarddarstellung. Wie dndert sich das
Ergebnis, wenn iiber die Spins der zweiten Hilfte gar nichts bekannt ist?

Der Dichteoperator fiir den Neutronenstrahl ist p = %(pm+p_y) mit p, = %(1+0'm),

2 1+
1—21 2 '

p_, = 3(1—oy) nach c). Ergebnis: p = 3(1+ 3(0, — 0y)) =
(2 1
1\1 2
Berechne das (“Entropie”-)Funktional S(u) = — Spur (pln p) als Funktion von u =
|(&)|. Skizziere den qualitativen Verlauf von S im Intervall 0 < u < 1. Welchen
Wert nimmt S in einem reinen Zustand an und welches sind die Werte in den
beiden Fillen aus d) ?

Im Alternativfall ist p = 1 (p, + 31) = 1 (1 + 10,) =

N S R
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Mit den Eigenwerten (1 = u) von p folgt
S(u) =mn2—-3[(1+u)In(1+u)+(1—u) In(1—u)]. Die Funktion |
S(u) fillt im Intervall 0 < w < 1 monoton von S = In2
bei w = 0 bis S = 0 fiir v = 1 (reiner Fall), die Ableitung

% = %ln};—z verschwindet bei v = 0 und divergiert gegen
—oo fiir v — 1. Im ersten Fall aus d) ist u, = —u, = %,

also u = %, S = .4165. Im Alternativfall ist u = u, = 3,

S ~ .562. Die Skizze zeigt S(u) im Intervall 0 < u < 1 (obere
Kurve), sowie die erste Ableitung S'(u).

f) Der Dichteoperator p = 1 (1 + (&) - &) geniige der von Neumann-Gleichung ihp =
[H, p| und der Hamiltonoperator H beschreibe die Ankopplung des Spins an ein
homogenes, zeitlich konstantes Magnetfeld B in z-Richtung: H = —upBo, mit
UB = J;—E:Bohr’sches Magneton. Welche Bewegungsgleichung (“Blochgleichung”)
folgt fiir den Erwartungswert (&) 7

p=16-4(5) = —i[H 0] = LunBilo., (3)- & = B B((0,)0,  (0,)0,)
Es folgt (zB durch Multiplikation mit o, o, o, und Spurbildung)

#(oz) =wloy), &loy) = —w(ow), g{02) =0, oder

4 () = we, x (F) mit w = 15,

Alternativ:

4 (3) = Spur (p&) = — % Spur ([H, p]&) = tw Spur [((oy)0, — (0.)0y) &)].

Mit Spureo, = 0, Spuro? = 2 etc folgt wieder dasselbe Ergebnis. Es beschreibt
die Prizessionsbewegung des Spinvektors um die Richtung des Magnetfeldes.
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2. Statistische Gesamtheiten

Wir betrachten ein makroskopisches System mit sehr vielen Freiheitsgraden. Typisch
sind N ~ 1023 Teilchen.

Im Prinzip geniigt ein solches System den Gesetzen der Quantenmechanik (bzw falls
der Grenzfall A — 0 angebracht ist, den Gesetzen der Klassischen Mechanik). In der
Praxis zwingt uns jedoch die gewaltige Zahl der Freiheitsgrade zu einem Verzicht auf

eine mikroskopische Beschreibung. Der Grund ist die Unmoéglichkeit

a) die Schrédingergleichung (bzw die Newtonschen Gleichungen) fiir N ~ 1023 Teil-
chen zu losen (die grofiten Computer der Welt wiirden bei weitem nicht ausrei-
chen), sowie

b) alle Anfangsbedingungen fiir die vollstdndige Losung zu bestimmen.

Das sind Negativaussagen. Sie bedeuten, daff wir den Mikrozustand eines groflen Sy-
stems — aufler in Trivialfillen — niemals bestimmen kénnen. Dies fithrt uns automatisch
dazu, Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber Mikrozustdnde zu machen, dh zu einer stati-
stischen Beschreibung iiberzugehen. Eine solche Beschreibung ist aber tatsédchlich “kein

Manko”, sondern sogar wiinschenswert, da

c) die (experimentellen) Eingriffsmoglichkeiten in ein grofies System sehr beschriankt
sind. Wir sind {iberhaupt nicht in der Lage, die ungeheure Menge an Informa-
tion eines Mikrozustandes abzufragen. Wir kénnen zB nicht die Bahnen von
1023 Gasmolekiilen verfolgen. Typische Messungen an grofien Systemen beziehen
sich vielmehr auf Meflgréflen, an denen alle Teilchen beteiligt sind: spezifische
Wirmen, Druck, Kompressibilitit, elektrische Leitfahigkeit, elektrische und ma-
gnetische Suszeptibilitdt, Absorption und Streuung von Licht oder Neutronen
etc. Selbst bei sogenannten mikroskopischen Messungen mitteln wir in der Regel
iiber Zeitintervalle, die grof sind gegeniiber den Relaxationszeiten des Systems

und iiber rdumliche Ausdehnungen, die viele Freiheitsgrade umfassen.

Neben dem Mikrozustand des Systems gibt es den Makrozustand, der durch wenige Pa-

rameter (Freiheitsgrade) bestimmt ist, wie zB Teilchendichte, Druck, Volumen, Energie

etc. Dabei entspricht
ein Makrozustand <= sehr viele Mikrozustande.

Beispielsweise fiihren sehr viele Mikrozustinde zur gleichen Gesamtenergie.

Fazit: Zur Bestimmung der Eigenschaften eines Makrozustandes lassen wir alle

moglichen Mikrozustidnde zu, die zum gleichen Makrozustand gehoren.
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Definition: Eine Statistische Gesamtheit (=Ensemble) ist eine Gesamtheit von
Systemen in verschiedenen Mikrozustinden, die alle zum gleichen Makro-

zustand gehoren.

Es ist klar, daf} eine solche statistische Gesamtheit dem gemischten Zustand aus Kapitel 1
entspricht. Wir schlieflen: eine statistische Gesamtheit wird charakterisiert durch den
Dichteoperator p bzw eine Verteilungsfunktion p(p,q); die physikalischen MefigréBen
ergeben sich durch Mittelwertbildung (1.3) bzw (1.6).

Aufgabe der Statistischen Physik

ist damit die Bestimmung des Dichteoperators, der den “makroskopischen” Bedingun-
gen geniigt. Wir geben vorher noch 3 Rechtfertigungen fiir die statistische Beschreibung
mit einem Dichteoperator an.

«) Ein makroskopisches System ist niemals vollkommen isoliert. Wahrend jeder

Messung wird das System durch unvermeidbare &uflere Einfliisse zwischen
vielen Mikrozustdnden hin— und hergeworfen. Es ist deshalb sinnvoll, ein En-
semble aus vielen Mikrozusténden zu betrachten.

B3) Die Erfahrung zeigt, dafl die Messung einer Eigenschaft zum gleichen Ergebnis
fiihrt, wenn wir diese an verschieden groflen makroskopischen Substanzmen-
gen ausfithren und dann jeweils auf eine Mengeneinheit beziehen. Dies legt

023

folgende Deutung nahe: Ein grofles System aus zB 10°° Teilchen wird aufge-

teilt in 10'® Untersysteme von je 10'° Teilchen. Eine Messung an den 1023
Teilchen ist dquivalent einer Mittelung iiber 10'® Messungen an den Untersy-

stemen.

<— 10?3 Teilchen in 10'3 Untersystemen —

1010 1010 1010 1010 1010 1010 1010

Wir haben dann 103 Mikrozustinde, denen Hilbertraumvektoren |n), n =
1,2,...,10'3 fiir je ein 10'°—Teilchen System entsprechen. Der Dichteoperator

ist
1013
p= Z wp|n)(n| mit  w, = 10713,
n=1

Jede Messung 148t sich also auffassen als Mittelung iiber viele Messungen an
Untersystemen: (A) = Spur pA .

Achtung: extrem mikroskopische Messungen, wie zB die Beobachtung der Be-
wegung eines Fremdatoms an der Oberfliche eines Kupferblocks von 1 cm3

sind dabei ausgeschlossen.
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v) Ergodenproblem: Jeder Mefvorgang beansprucht eine endliche Zeit T'. Der
Phasenpunkt (p,q) des Mikrozustandes durchliduft wihrenddessen einen Teil

der Trajektorie im I'-Raum. Das Meflergebnis ist damit ein zeitliches Mittel,
(A) = A(p,q) = 3 [y dtA(p(t), (b))

Wir betrachten ein Phasenraumelemt dpdg um den Punkt (p, g). Der Phasen-
punkt (p(t),q(t)) des Systems durchlduft das Phasenraumelement evtl mehr-
mals wihrend des Meflvorgangs. Sei At die gesamte Verweilzeit in dpdg um
(p,q), soist Aw = % = p(p, q)dpdq die Wahrscheinlichkeit, den Phasenpunkt

wihrend der Messung in dem Phasenraumelement anzutreffen. Daraus folgt

(4) = %/0 dtA(p(t),q(t)) = /dpdqp(p, 7)A(p,q) ,

also

Zeitmittel =  Ensemblemittel.

Ein solches Zeitmittel 148t sich also immer als Ensemblemittel auffassen. Das Er-
godenproblem besteht darin, nachzuweisen, daf§ die Verteilungen p(p, q), die wir
spater noch kennenlernen, tatsichlich solchen Zeitmitteln folgen (siehe: A.J. Chint-
schin, BI Taschenbuch 58/58a). Wir werden auf das Ergodenproblem nicht mehr

zuriickkommen.

Zum Abschlufl des Kapitels noch einige niitzliche Begriffe.

Die Wahrscheinlichkeit, daf eine Observable A im Mittel den Meflwert a annimmt, ist

die Verteilungsfunktion
wa (a) = (0(a — A)) = Spur pd(a — A) (2.1)
mit der Normierung ffooo dawp (a) = 1. Fiir eine Funktion der Observablen gilt
(F(A)) = / da Fla)wa(a),  speziell (A)= / da awa(a).
Die Momente der Verteilung wa (a) sind
A" = [ daarwa(a)
und die Schwankung (um den Mittelwert)

(AA)? = (A —(A))?)

I
>
o
2
[\V]
v
=]

(2.2)



Seite 12

Als relative Schwankung bezeichnet man die Grofle

AA

- (2.3)

Je kleiner die Schwankung ist, desto seltener findet sich ein System der Gesamtheit in
Mikrozusténden |n), fiir die (n| A|n) wesentlich vom Mittelwert (A) abweicht.

Wir betrachten spéter fast ausschliellich Mefgréflen A, die sich als Summen iiber die
N Freiheitsgrade darstellen lassen, dh A = Zf\il A,;. Fiir diese wird sich ergeben

LIS olglic A—AN L
(A) ~O(N) und (AA) O(N), folglich A O(\/N)

Die relativen Schwankungen werden also sehr klein (typisch: 10~!!). Man betrachtet
speziell den thermodynamischen Limes N — 0o, so daf limpy_, % — 0.
Statistische Unabhéingigkeit

Ein System von N Teilchen zerfalle in 2 Untersysteme

System 1 mit Teilchen 1, 2, ..., Ny,
System 2 mit Teilchen Ng +1, Ng+2, ..., N

mit Dichteoperatoren p, bzw p, fiir die beiden Untersysteme. Die Untersysteme heiflen

statistisch unabhéngig, wenn der Dichteoperator des Gesamtsystems zerfallt

Piy2 = P1°P2- (2.4)

Mathematisch ist das offensichtlich. Physikalisch liegt Unabhingigkeit vor, wenn der ge-
genseitige Einflufl (die Wechselwirkung) zwischen System 1 und System 2 verschwindet.
Es folgt

Inp, .y =Inp; +Inp,, (2.5)

dh bei statistischer Unabhingigkeit ist In p additiv.
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2.1 Verkiirzung von Dichteoperatoren

Ein System bestehe aus 2 Spin—% Teilchen; der gesamte Spindrehimpuls ist § = %& mit
& = &1 + &2 (&; sind die iiblichen Spinoperatoren, also in der Standarddarstellung die
Paulimatrizen). Zeige

a) pp = 2—146'2 ist Dichteoperator fiir einen gemischten Zustand.

b) pg:=1-— %5’2 ist Dichteoperator fiir einen reinen Zustand.

c¢) Nach Spurbildung iiber die Zusténde eines der beiden Spins (“Verkiirzung”) wer-
den aus py und pg Dichteoperatoren fiir gemischte Zustédnde. Welche physikalische
Situation wird jeweils beschrieben? Wie ist die Verkiirzung zu interpretieren?

Der Gesamtdrehimpuls ist J = %&. Bekanntlich hat J2 die Eigenwerte %%j(j 4+ 1) mit
j = 0,1, dh o2 hat die Eigenwerte 0 fiir den Singlettzustand und 8 im 3-d Triplett—
Unterraum. Damit sind Py = %6’2 und Pg =1— %6’2 als Projektoren auf den Triplett—
Unterraum bzw auf den Singlettzustand identifiziert. Man rechnet leicht nach, da§ P% =
Pgs, P2 = Pr, Spur Pg = 1, Spur Py = 3 gilt. pp = %PT = 2—146'2 beschreibt also
das Vorliegen eines Triplettzustandes (j=1), ohne daf iiber die 3 Einstellméglichkeiten
der z-Komponente des Gesamtspins irgend etwas bekannt ist. pg = Pg = 1 — %&2
beschreibt dagegen das Vorliegen des nicht entarteten Singlettzustandes (j=0). Partielle
Spurbildung (’Verkiirzung’) bzgl Spin 1 fiihrt in beiden Féllen auf den Dichteoperator

%12, der vollige Unkenntnis iiber den Zustand von Spin 2 ausdriickt:

2(5"1-1-5"2)2

1 ~ ) 1
SpurlpT:ﬁSpur1(3-1+3-1+2a'1-a'2):ﬁ(6-12+6-12+0):§-12

1

Spur1pg = Spur1(1—3pT):2-12—§-12: 1,

2

Berechne die Dichteoperatoren in a) und b) als 4x4-Matrizen in der Standarddarstel-
lung (die o1, und o3, diagonalisiert), also (uv| pp g| p'v') mit p, v, ', v" =1, |.

oy 1) oo 1)
Hinweis: Bestétige zunichst o, }| 1 = {z|¢> und o, }| 1= {—i|T> und beriick-
o, 1) 0. —1)

sichtige bei der Berechnung von (uv| & - 62| p'v'), daBl der Operator &, nur auf pu, p'
und &5 nur auf v, wirkt.

Bzgl der Basis [1) = |[11), |2) = |I1), 13) = | 1)), |[4) = |{]) ergeben sich die folgenden
Darstellungsmatrizen:

00
il orvorasl i) = (g ;
10

1 0 0
g) llenonli) = ( 0 0
0 —1 0

O Or O

und mit 3> =6-1+26; -G9=6-1+ 2(012020 + 01402y + 01,02;) folgt



Seite 14

Alternativ kann man zunéchst

0100 Q—iO 0 1 0 0 O
(i| o12] ) = (5882>,<z‘|my|a‘>= (5 0 8_%), (il o1.] j) = (8 P 8>,
0010 0 0 2 O 0 0 0 —1
sowie
0010 00 —2 0» 10 O 0
<i|azm|j>=(ggg;), <i|azy|j>=(23 8 z),<z-|a2z|j>=(gsfl 3)
0100 07 O 0 00 0 -1

ausrechnen und damit &° = (01, + 095)> + (01 + 0°2y)? + (01, + 02,)? bilden.

2.2 Dichteschwankungen

N Gasmolekiile bewegen sich in einem Volumen V unabhéingig voneinander. Die rdum-
liche Verteilung sei rein zufillig.

a)

Begriinde, dafi die Wahrscheinlichkeit wy (n) dafiir, in einem festen Teilvolumen v
genau n der N Molekiile anzutreffen (es sei n < N, v <V, p:= 3, 0 < p < 1),
gegeben ist durch die Binomialverteilung wy(n) = (]X ) p(1—p)N .

Hinweis: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ sich n bestimmte Molekiile in v und

die restlichen N — n in V — v befinden, ist wegen der Zufélligkeit der Verteilung

p™(1 — p)N~". Diese Grofe ist zu multiplizieren mit der Anzahl von Méglichkeiten,

n aus IN Molekiilen auszuwéihlen; dieses ist der Zahlenfaktor des z™-Terms in
(x+1)N =1+ Nz + 7]\[(1\;_1)%‘2 +...= Zév (f)x”

p" ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf3 sich n bestimmte Molekiile in v aufhalten

(unabhéngig davon, wo die restlichen N — n sind), (1 — p)¥ =" ist die Wahrschein-
lichkeit dafiir, da8 die restlichen N — n Molekiile auflerhalb v sind, und (]Z ) ist
die Anzahl der Moglichkeiten, die bestimmten n Molekiile aus den insgesamt N
Molekiilen auszuwihlen. Dieser kombinatorische Faktor ist aus der Binomialformel
(z+1)N = Efj:o (]: )™ wohlbekannt; er gibt dort die Anzahl der Moglichkeiten an,
beim Ausmultiplizieren der N Faktoren (z+1)-(z+1)---(z+ 1) n mal den ersten
Summanden x und die restlichen Male den zweiten Summanden 1 auszuwihlen.

Berechne mit wy(n) aus a) die “erzeugende Funktion” F(x) = 25:0 wy(n)z™ =
z™. Damit lassen sich in einfacher Weise die “Momente” der Verteilung wy(n),
das sind die Mittelwerte der Form n* = Y wx(n)n* ausrechnen: es ist einfach

nk = (zL)*F(z)|,=1. Priife die Normierung und den Mittelwert der Verteilung

wy (n) (nulltes und erstes Moment) und berechne das Schwankungsquadrat (An)? =

(n—m)2.

Esist F(z) =Y, ,wn(n ) = Yoo (M) e)" (1 =p)¥ " = (pr+ (1 - p)N =
(14 p(z — 1))N;Es folgt =N OwN( n)=F1)=1, 0= (@L)F(2)=1 =
F'(1)=Np, n2?=(zl)2 ( Mz=1 = F'(1 )—|—F”(1):Np+N(N—1)p2.Fiirdas
Schwankungsquadrat folgt (An)? =n2 — 7% = Np(1 — p).
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c) Vollziehe an der erzeugenden Funktion F(z) den Grenziibergang N — oo, p =

v — 0 mit n = N - p = const. Lies aus der Potenzreihenentwicklung dieser Funtion
um z = 0 die “Poisson-Verteilung” wr(n) = 4 (2 )n F(z)|p=0 = e ™0™ ab, die

n! x
nur noch von 7 als Parameter (anstelle von N u%d p) abhingt. Wie grof} ist das
Schwankungsquadrat?
Als Anwendung berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, in einem sehr kleinen Teilvo-
lumen v < V zu einem bestimmten Zeitpunkt {iberhaupt kein Molekiil vorzufinden.
Wie grof§ darf v nur gewahlt werden, wenn dieser Fall noch mit merklicher Wahr-
scheinlichkeit (sagen wir 1%) auftreten soll? Die Gesamtzahl der Molekiile in V' sei

1022,

Die erzeugende Funktion der Poissonverteilung ist

. - M \\WN _ a(z—1)

Zl)l_I)% F(z) —]\}1_1;110(14- N(m 1)) e
N—o00

Np=n=const.

Aus der Potenzreihenentwicklung der e-Funktion erhilt man die Poissonverteilung w(n)

= n -n = n" n n" -n
F(ac):Zw(n);r; =e me — w(n)zme
n=0 n=0
mit der quadratischen Schwankung
2 _ . )
(An)"= Lm  Np(l-p)="7.
N—oo

Np=n=const.

Die Poissonverteilung liefert fiir n = 0 die Wahrscheinlichkeit w(0) = e~ "=.01,
damit folgt m» = Np =~ 4.6. Das gesuchte Teilvolumen v = Vp ist also knapp fiinfmal
so grof} wie das Volumen %, das einem Molekiil durchschnittlich zur Verfiigung
steht.

Wir betrachten jetzt den Grenziibergang N — oo mit p = const. Zeige, dafl die
Grofle v = % im Grenzfall N — oo ’gaussisch’ verteilt ist mit Mittelwert 0 und
Schwankung 1.

Hinweis: Vollziehe den Grenziibergang an dem Logarithmus von

TV = x_ﬁ/An(xﬁ)n = x_ﬁ/An . F(xﬁ)

und zeige, daB gilt (unabhiingig von p) 77 = ez(n 2)” — ffooo %e_%”zx”, woraus

die Behauptung abzulesen ist.
Wir wollen zeigen

N—oo N—oo

_ L N
z7 = lim 2z /A" . F(za7) = lim [ac_VNp/q <1+p(;r:1/\’Npq—1)) ]

1 12

e 2V
V2T

Dazu entwickeln wir den Logarithmus des Inhalts der eckigen Klammer fiir

= | dvz”
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Inz _
Iz = 1
Noo e K
N
In[...] = —Npe + N1n(1 + p(e® — 1)) = —Npe + Np(e — 1) — 5172(66 1%+

1 N 1
= —Npe+ Np(e + 5624—...)—?])2(64— §€2+...)2—|—...
N

= "o - )+ O() = S ().

Dies aber ist identisch mit dem Logarithmus von

/OO dv 6—%V2xu — /OO dv 6—%(V—lnw)2 . e%(ln:/v)2 — e%(lnw)Z‘
oo V2 “oo V2T

Es sei v = %V. Schétze mit Hilfe der Gaufiverteilung die Wahrscheinlichkeit Wiy
dafiir ab, da8 in v mehr als 51% der Molekiile vorhanden sind fiir N = 102, =
104, = 10%2.

Hinweis: Das normierte Integral {iber die Gaufifunktion,
d(x) = % IN e=%"ds ist die "Fehlerfunktion’. Sie findet
sich in jeder besseren Formelsammlung tabelliert. Fiir
grofle x ist die Entwicklung

1 _2/ 1 1.3 1-3-5
1-®() _w<_2 )

- \/7_r:1:6 a

22 T (222)2  (222)3 T
niitzlich. In der nebenstehenden Skizze ist der erste |
Term dieser Entwicklung (der Klammerinhalt wird al- "/
so =1 gesetzt) im Vergleich zur Fehlerfunktion (obere
Kurve) dargestellt. Fiir > 2 sind die Abweichungen
schon sehr gering.

Mitp=1istn=25, An = YN und die GréBe v = 2v/N(% — 1) ist gaussisch

2
verteilt mit Mittelwert 0 und Schwankung 1. Fiir &+ = % ist v = —”5(])\[ =
2

damit Wy = fyc;o j;’—ﬂe_% =3(1- @(%)) Die Zahlenwerte sind

o und

42 (N = 10?)

1 V2
Wn = 5(1 — @(1—)) ~ ¢ .023 (N =10%
00 e~wm (N ~ 10%2)

Dies sind die Wahrscheinlichkeiten dafiir, mindestens 51% der Molekiile in der lin-
ken Hélfte des Kastens anzutreffen; die Wahrscheinlichkeiten dafiir, daf3 iiberhaupt
ein Ungleichgewicht von 51% : 49% oder grofier besteht, sind doppelt so grof3. Fiir
realistische Molekiilzahlen in einem makroskopischen Volumen ist die Wahrschein-
lichkeit fiir eine solche Schwankung also extrem gering. Fiir N = 100 miifite man

eigentlich noch mit der Binomialverteilung rechnen: Wygy = 27190 Zg%l (130) =

%(]‘ B 21100 (15000)) ~ .46
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f) Die Wahrscheinlichkeit fiir das Vorliegen der Schwankung kann man auch aus-

driicken als das Verhéltnis aus Zeitdauer der Schwankung . Eine sinnvolle Ab-
Wartezeit zwischen zwei Schwankungen
Gefafldimension £

schitzung fiir die Zeitdauer der Schwankung liefert der Quotient Schallgeschwindigkeft ¢ °

Welche Wartezeit folgt bei 1022 Molekiilen fiir das oben betrachtete Ungleichgewicht
mit den Werten £ = 10cm und ¢ = 3307} 7 Welches sind die grofiten “realistischen”
Schwankungen (die man tatséchlich ab und zu mal sieht) ?

Fiir die Wartezeit in Sekunden folgt 3-10~4e5000 ~ 100-87-10"° _ “eine 50 unsinnig lan-
ge Zeit, dafl man sich geniert, sie hinzuschreiben” (Richard Becker). Ein Weltalter

dauert demgegeniiber nur 10 Milliarden Jahre oder ~ 3-10'7 Sekunden. Realistische
2

Schwankungen, zB alle 30 Sekunden: Wy=10"> = 1(1 — ®(%2)) = -7

A = o
Vo ~ 4.276 = 2¢/N (£ —1). Bei einer solchen Schwankung weicht die im halben Volu-
men enthaltene Molekiilzahl um mehr als ~ 2.138-v/N von % ab. Eine auch nur dop-
pelt so groe Schwankung wird man dagegen “mit Sicherheit” nie erleben, denn mit

Vo ~ 8.552 errechnet man eine Wartezeit von ~ 5 - 103 Sekunden =~ 1.6 Mio Jahre.
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2.3 Random Walk in einer Dimension

Wir betrachten eine Zufallsbewegung lings einer geraden Linie. Ein Teilchen bewegt
sich vom Ursprung (n = 0) aus in aufeinanderfolgenden Schritten der Léinge 1, wo-
bei ein Schritt nach rechts mit der Wahrscheinlichkeit p, ein Schritt nach links mit
der Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p vollzogen wird (es ist natiirlich 0 < p,q < 1). Die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nach N Schritten am Ort n zu finden, nennen wir
w(n, N,p).

a) Finde durch elementare Uberlegungen (ihnlich wie in Aufgabe 2.2) w(n, N, p). Wie
grof} ist insbesondere die Wahrscheinlichkeit fiir eine Riickkehr an den Ursprung
nach N Schritten?

Schritte nach rechts, die iibrigen

Wegen N;—n + N—n N—n

2 2

nach links wihlen, um in N Schritten von 0 zum Punkt n zu kommen. Die Wahr-
n N—n
scheinlichkeit fiir eine bestimmte Aufeinanderfolge der Schritte ist p 5 q 2 ,die
N+n N—n

fiir eine beliebige Aufeinanderfolge w(n, N,p) = ( n )p™2 g 2 . Dabei wird vor-

N
= { mufl man %
n

ausgesetzt, dafl |n| < N ist und dafl N und n beide gerade bzw beide ungerade
sind. Anderenfalls ist w(n, N,p) = 0. Die Riickkehrwahrscheinlichkeit ist (fiir ge-
radzahliges N) w(0, N,p) = (ﬁ),/qu, speziell im symmetrischen Fall p = ¢ = 3

ist w(0, N,.5) =27V (N ). Unter Benutzung der Stirlingformel (sieche Aufgabe 3.2b)
folgt w(0, N,.5) ~ ,/ fir N — oo.

b) Berechne explizit die erzeugende Funktion fiir Wege aus N Schritten

N
Wi(z) = 3 win,N,p) ="
n=—N
und fiir beliebig lange Wege,
W(z,z):= Z W (z) 2V
N=0
N N N+ N— q N
WN(Z) - Z <N+n>quT & n= J_V+2u _NZ< ) KA ZV - (pz—i_;)
n=—N 2 v=0

W(z,z) = imN (pz+g)N: [1—x(pz+g)]_l

N=0
c) Zeige, daB fiir die “Momente” der Verteilung gilt
N

nk = Z n*w(n, N,p) = (zdiz)kWN(z)

z=1
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und berechne diese Groflen explizit fiir £ = 0,1,2. Wie hingt demnach im symme-
trischen Fall p = ¢ = 1 die mittlere Entfernung (vom Punkt 0) von der Gesamt-
schrittzahl N ab?

Die allgemeine Formel fiir die Momente ist klar, da jede Anwendung von (zd%)

auf die Summanden von Wy (z) = Zg:_ ~ w(n, N,p) z" einen Faktor n produziert.

N
Mit Wy (z) = (pz + g) folgt sofort

T—Wy(l) =1

ﬁ:diW (z) _=Np-9

- (] - e et
N+N(N—1)(p—q) — (An)’=n?2-n*=N(1-(p—q)?)

Fiir p = ¢ = ; ist die mittlere Entfernung v n2 = /N (vgl Aufgabe 11.4c).

Zuweilen interessiert man sich ausschliefllich fiir Zufallswege, die nach N Schritten
zum Ursprungspunkt 0 zuriickkehren (evtl zum wiederholten Male). Begriinde, daf}
die erzeugende Funktion dafiir gegeben ist durch

dw 1 dz
W(z):= [ =W = — —W :
(.’B) / 27 ( ) z=eiv 21 |z]=1 z (.’IT,Z)

Das z—Integral erstreckt sich iiber den Einheitskreis und kann mit dem Residuensatz
leicht ausgewertet werden. Wie 148t sich aus der Potenzreihenentwicklung von W (z)
die Anzahl der verschiedenen Wege ablesen, die in /N Schritten von 0 nach 0 fithren?

) N
W(z,z) = Z Z w(n,N,p)zNz" —
N=0n=-N
T dw > X T dw >
o iwy _ N 7 iwn N
[ aween =3 3 wenpe [ = 30 wo.Np)e
N=0n=-N S———— N ge:ade

27 =1 2 1— z(pz + gz~ 1) - R 2 —mq— Tpz?
in |z]|<1

Die Pole z4 = ﬁ (1 + 41— 4pq:1:2) liegen wg 4pg < 1 und |z| < 1 auf der reellen
Achse, davon nur z_ innerhalb des Einheitskreises <

o0

1 1 1 N N
W(z) = — — _ < )hpq "
o~z T-ypee)? im \%
N gerade =
w(0,N,p)
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Fiir 2,4,6,8,10,..., N Schritte gibt es demnach 2,6,20,70,252,..., (¥) verschie-
dene Wege von 0 nach 0, entsprechend w(0, N, p) aus a).

Im Kontinuumsgrenzfall liefert die Zufallsbewegung ein Modell zur Diffusion. Zunéchst
gilt (warum?)

w(na, N +1,p) = w((n — 1)a, N,p) - ¢ + w((n + 1)a, N,p) - g,

wobei eine beliebige Schrittlinge a (anstelle von 1) zugrundegelegt wurde.

Wir betrachten jetzt sehr viele Schritte, die kontinuierlich in der Zeit erfolgen, indem
wir vt := N mit v — oo setzen. Die Linge des Einzelschritts a wird infinitesimal
klein gewihlt, so dafl x := na zur kontinuierlichen Ortsvariablen wird. Zeige, daf}
man zu einer Diffusionsgleichung

0 0 1 0?

gelangt, wenn man auch noch p—¢q — 0 gehen 1i8t und C := (p—q)va und D := va?
endlich hilt.

Wie lautet die Losung der Diffusionsgleichung, wenn als Anfangsbedingung

w(z,t = 0) = d(x) vorgegeben ist und C = 0 gesetzt wird?

Hinweis: Beachte die formale Analogie zur Schrédingergleichung eines freien Teil-
chens in einer Dimension.

Ein Schritt der Linge Az = a erfolgt in der Zeit At = 1, — w(z,t + At) = w+

Li+... = (w—aw'+3a?w"+.. Jp+(wtaw'+ a*w"+..)g — w = —-Cuw'+1Dw"
mit C := (p — q)va, D := va? > 0. Fiir C = 0 gilt v = %Dw”, was mit D = %
und t = it iibergeht in eine 1-d Schrédingergleichung ihw = —%w” in imaginédrer

Zeit. Mit der Anfangsbedingung w(z,t = 0) = §(z) ist die Losung

1 »2
w(z,t) = 3Dt ,

e
V2w Dt

Mit den diskreten Variablen lautet der Exponent —%, dh die Endpunkte n sind

gaussisch verteilt mit der in c) berechneten Breite An = +/N (vgl Aufgaben 2.2d
und 3.1).
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3. Das thermische Gleichgewicht

Im folgenden betrachten wir konservative Systeme, also solche, deren Hamiltonoperator
H nicht explizit zeitabhingig ist. Wir bezeichnen Systeme als abgeschlossen, wenn

kein Kontakt, dh keine Wechselwirkung mit der Umgebung besteht.

Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen ist die Erfahrungstatsache

Jedes (mehr oder weniger) abgeschlossene System strebt im
Laufe der Zeit einem stationidren Zustand zu, dh die Erwar-
tungswerte physikalischer MefBgriofen streben gegen zeitlich
konstante Gleichgewichtswerte.
Der stationdre Makrozustand, der sich ergibt, heifit auch Zustand des thermischen

Gleichgewichts oder Gleichgewichtszustand.

Natiirlich enthilt diese Formulierung ein Element der Unbestimmtheit: “mehr oder
weniger abgeschlossen”. Tatséchlich gibt es streng abgeschlossene (=isolierte) Systeme
iiberhaupt nicht, ausgenommen (vielleicht) das ganze Universum. Ein gewisser Wérme—
bzw Energieaustausch ist nie ganz auszuschlieflen, insbesondere auch durch den Kontakt

mit der MeBapparatur.

Das Problem ist die Bestimmung des Dichteoperators fiir das thermische Gleichgewicht.
Fiir eine beliebige Observable A muf} gelten: (A)(¢) = Spur Ap(t) ist zeitunabhingig.
Dies erfordert ein zeitlich konstantes p. Die von—-Neumann Gleichung liefert als erste

Forderung
0= [H,p] : (3.1)

dh p muf} Erhaltungsegrofie sein.

Zweitens mufl In p additiv sein, wenn statistische Unabhingigkeit beim Zusammenset-

zen zweier Teilsysteme zu einem Gesamtsystem vorliegt,

Inpy o =Inp; +Inp,, (3.2)

Beide Forderungen zusammen bedingen:
In p ist eine Linearkombination aller méglichen Erhaltungs-
groBen F;,1 = 1,2,...,k, die bei statistischer Unabhingigkeit
additiv sind.

Dabei bezeichnen wir mit F den Operator, mit F' den Erwartungswert.
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Eine “nullte” Erhaltungsgrofe ist das Volumen V' des Systems (H bezieht sich immer auf
ein festes Volumen: H = Hy ). Das Volumen ist streng additiv beim Zusammensetzen,

auch wenn statistische Unabhéingigkeit zwischen den Teilsystemen nicht vorliegt
Vigo =V1 + V5.
Eine erste Erhaltungsgrofle ist H selbst. H ist additiv bei statistischer Unabhéngigkeit
H;,»=H; +H;.

Beachte: H?, H3, ..., allgemein jede nichtlineare Funktion von H ist erhalten, aber
nicht additiv. Der Energienullpunkt ist dabei so gewihlt, dafl (H) = 0 ist, wenn kein

Teilchen vorhanden ist.

Neben H = F; seien Fs, ..., F; weitere Erhaltungsgrofien mit
0= [HF] , Fio=F +F, (1,2 = unabhiingige Teilsysteme).

Es folgt
k
Inp=aV + Y M\F; (3.3)
=1

bzw — wir bezeichnen den gefundenen Dichteoperator mit p, —
1 kLR,
py = o e 2 NFi (3.4)

k
Die reellen Parameter \; sind frei wiahlbar, auler der Einschrinkung, da3 Spur e D i M

existieren muf (zur Bedeutung siehe unten). Wegen Spur p, = 1 folgt

k

Zg=¢e " = Spurezizl ME (3.5)

Definition: Der Dichteoperator p, (3.4) ist der Dichteoperator der (allgemeinen)
groflkanonischen Gesamtheit. Z; heifit grofkanonische Zustands-

summe.

Die physikalischen Mefigr6fen hingen ab von der Gréfie des Systems dh von der Anzahl
der Freiheitsgrade bzw der Teilchenzahl N bzw dem Volumen; so ist zB H = Hy y.
Hingegen sind die “Felder” A; unabhingig von der Systemgrofle, ebenso der Parameter

a in (3.3). Wir bezeichnen solche Grofien als intensive Variablen.
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In der groBlkanonischen Gesamtheit sind die Mittelwerte der Erhaltungsgréfien

k
Spur e D iy MiF F;
- . (3.6)
Spur e 2y MF

F; = Fi(\) = (Fy) = Spur p,F; =

Es folgt

0
eine niitzliche Beziehung. Es besteht eine Reziprozitit zwischen den Mefigroflen F; und
den zugeordneten intensiven Feldern A;. Wir vermerken: p, und Zg; sind Funktionen

der intensiven Gréflen \; und des Volumens,
Py = pg()\i, V), Zg = Zg(Xi, V). (3.8)

Aus der Quantenmechanik wissen wir, dafi Erhaltungsgrofien als Folge von Invarianzei-
genschaften von H unter Symmetrietransformationen auftreten. Abgesehen von Spezi-
alfillen, die gesondert zu betrachten waren, haben wir in der Praxis nur die Erhaltungs-

grofien
1. Gesamtenergie H

2. Gesamtteilchenzahl N mit Eigenwerten N = 1,2,...

Damit beschrinken wir uns zunéchst auf ein einkomponentiges System, dh ein System
mit nur einer Teilchensorte. Die (spitere) Verallgemeinerung auf mehrere Teilchensorten
mit N1, No, ..., N, ist einfach. Von

3. Gesamtimpuls P
4. Gesamtdrehimpuls M

konnen wir absehen, wenn wir Systeme betrachten, die im Laborsystem keine Translations—
oder Rotationsbewegung als Ganzes ausfiihren, P = 0, M = 0. Als (nullte) Erhaltungs-

grole kann man noch das Volumen ansehen.

Die Mefigrolen F; in (3.4) nehmen keine scharfen Werte F; (die quantenmechanischen
Eigenwerte) an, sondern es gilt nur (3.6): F; = (F;). Das heifit, die groflkanonische
Gesamtheit enthilt Mikrozustdnde mit unterschiedlichen Eigenwerten der Erhaltungs-
groflen F;, zB der Energie H. In dieser Gesamtheit ist also das System offen beziiglich
des Austauschs der Erhaltungsgréfien mit der Umgebung. Beispielsweise ist Energie—,

Wiéirme- oder Teilchenaustausch mdéglich.
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Wir koénnen uns jedoch auch auf den Standpunkt stellen, dal bei hinreichend gu-
ter Isolierung (vollkommene Isolierung ist unerreichbar) ein merklicher Austausch fiir
die ersten [ der k£ Erhaltungsgrofien praktisch unterbunden wird, der Operator F; fiir
t = 1,2,...,[ also nur einen Eigenwert F; annehmen kann. Im Ensemble sollten dann
auch nur Mikrozustinde mit diesem festen Wert von F; vertreten sein. Ausgehend
von (3.4) erhalten wir durch “Verkleinerung” des grolkanonischen Ensembles die soge-
nannten (allgemeinen) kanonischen Gesamtheiten durch Hinzufligung von §—Funktionen
§(F; — F;) firi=1,2,...,lmit 1 <1<k

iy = ap, - 6(F1 — Fy)---6(F — F).

Wegen der 6—Funktionen konnen die Fy,...,F; in p, durch die Zahlenwerte F1,..., F;
ersetzt und dann in den Normierungsfaktor a absorbiert werden. Wir erhalten den

Dichteoperator p,; der kanonischen Gesamtheiten

I
1 N AiF;
pk,l == Z— H 6(Fz - FZ) € Z’:l"'l (3-9)

iy

mit der kanonischen Zustandssumme
! k
Zx, = Spur { H S(F; —F;)-e i AF} . (3.10)
i=1

Den Grenzfall [ = k, in dem alle Mefigrofien scharf sind, bezeichnen wir als (allgemeine)

mikrokanonische Gesamtheit mit

l l
1

i=1

Der allgemeine kanonische Dichteoperator (3.9) und die zugehérige Zustandssumme
(3.10) sind Funktionen der k — [ intensiven Felder A; und der extensiven Mefigrofien
F11F2a"'aFl
Pxi = P F11F2a"'aFla)‘H—la"'a)‘k;V
k,l et ( ) . (3.12)
Zvg = Zxi(F1, Foy ooy Fiy A1y A3 V)
Eine Gréfie A heifit extensiv, wenn fiir eine makroskopische (N ~ 1023) Anzahl von

Teilchen bzw Freiheitsgraden gilt

A~O(N), dh lim —A(N)=a= endlich, (3.13)

N—o00
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dh pro Teilchen bzw Freiheitsgrad soll die Grofle A einen nichtverschwindenden end-
lichen Wert a haben. Die extensiven Mefligroflen wachsen also proportional mit der
Systemgrofle an. Konkret sollen zB

(H)

lim — :=n, die Teilchendichte und lim — = lim -— := ¢, die Energiedichte
N—oo N—oo Nooco N

endlich sein; nur solche Systeme werden im folgenden behandelt. Mit N — co mufl auch
immer V' — 0o gehen. Dementsprechend sind “Dichten” auch, oder sogar meistens, auf
das Volumen bezogen.
Es entsprechen sich additive Groflen = extensive Meflwerte.
Verdoppelung eines Systems:
A, A, Vi=Vo=V <= Vi =2V
MW | MV | N = (NN = (No) = (Nipo) = Vi + Ny

Ao

Fiir eine additive Mefigrole A mit A o = A; + A, folgt fiir den Wert pro Teilchen

_ |{Aage) | | (A) +(Ag)
o ‘ Viea ‘ ‘ 2V ‘

1
= |5 (a1 + az)| < max(ja|az)).
Der Wert pro Teilchen bleibt endlich bei Verdopplung bzw unbegrenzter Vergroflerung
des Systems, also auch im Limes V' — oo.
Speziell gilt fiir die Energie

(Hip2)  (Hy) N (Ha) | (Wis2)

H ., —=H, +H,+ Wi, —
1+2 1+ Hz+ Wi Vito o | 2V o

Da die Wechselwirkungen in W;,5 nur innerhalb endlicher Reichweite entlang der

W . _1
{ 2%}” x limy_, V73 =

0. Die Energie ist also additiv bis auf subextensive Terme, die im thermodynamischen

Trennfliche F o« V3 von Null verschieden sind, ist limy _, o

Limes wegfallen.

Fazit: Die verschiedenen Gesamtheiten (3.4), (3.9), (3.11) beschreiben alle das ther-
mische Gleichgewicht. Der Unterschied besteht darin, dafl die Systeme in
verschiedener Weise offen bzw abgeschlossen sind beziiglich des Austausches
von Erhaltungsgréfien. Bei Offenheit konnen wir Schwankungserscheinungen
beschreiben. In diesem Sinne ist die grofkanonische Gesamtheit die “beste”,
da “flexibelste”.

In der Praxis treten nur H und N neben V' als Erhaltungsgrofien auf. Wir

besprechen daher im folgenden diese konkreten Fille.
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3.1 Zentraler Grenzwertsatz

Eine Zufallsvariable X unterliege einer Wahrscheinlichkeitsverteilung w(z), die endliche
Werte fiir Mittelwert Z = [ zw(z)dz und Schwankung A? = [(z — 7)?w(z)dx ergibt.
Aus N gleichartigen Zufallsvariablen X, X5,... Xy bilden wir ¥ = %(Xl + X9 +

.. X ) als neue Zufallsvariable und fragen nach deren Wahrscheinlichkeitsverteilung.
Ausgangspunkt ist die Wahrscheinlichkeit HZ:[:1 w(zy)dz, dafir, da X; im Intervall
(x1,21 + dz1), X5 im Intervall (x3,x2 + dzs) usw. liegt.

a) Berechne Mittelwert und Schwankung von Y. Diskutiere das Ergebnis.

Mittelwert: § = [day...dz, w(zy) ... w(z,) (21 +22+...2N) =T
quadratisches Mittel:

= _ 1 2 173, N—1-2
y?= [dz;...dz, w(ml)...w(mn)m(ml +2o+...2N)° = 2 + Tm ,
damit Schwankungsquadrat (Ay)? =92 -7 = —(:1:2 —7?) = N
Merkregel: y == + \/_Aac bei der Mittelung verkleinert sich die
den Faktor \/LN Zwei Beispiele:

1. Um (zufillige) Mefifehler auf ein Zehntel zu reduzieren, mufl man die Zahl der
Messungen verhundertfachen.

2. In der Statistischen Physik betrachtet man 1022 Teilchen; die relativen Schwan-
kungen sind typischerweise von der GréSenordnung 10~ 1L,

b) Wie grof§ sind Mittelwert und Schwankung von Z := NY = X1 + Xo + ... XN ?
Mittelwert: 7 = NZ, Schwankungsquadrat: (Az)? = N(Az)2.
Merkregel: z = NZ + v/ NAz, bei der Summation vergréfert sich die Schwankung
nur um den Faktor v/N.

c) Zur Ableitung des Zentralen Grenzwertsatzes betrachte die erzeugende Funktion

B(t) = ety = [ W (y)dy. Zeige zunichst ®(t) = [(p(%)]N mit ¢(t) = e*X und

entwickle dann In ® nach fallenden Potenzen von N. Die gesuchte Verteilung W (y)
ergibt sich als Fouriertransformierte von ®(t).

Erzeugende Funktion:

_ ¢ .t N
(t) = ety = [dzy...dz, w(z1).. w(z,)e V@22t on) = [f drw(z)e'v®| =
[p(£)]N mit p(t) = eX. Mit (0) = 1, ¢'(0) = i7, ¢"(0) = —22 rechne

In® = Nlngp(-) = Nin(p(0) + -/(0) + —s"(0) + ...)
N N 2N
it [ p—
— w2
Nln(l—I-N;v ek +...)
it t2 1, it t2
=N g 22 (g — —x2)2
<N“’ vzt Tyt TN >
- LA +0()
= 1T 2N I

L2 (Aw LNy 7)?
Damit folgt W (y) = 5= [ e '@~ 7 SO gy — ,/me 2202 Y9 Das Schwan-
kungsquadrat ist (Ay = [dyW (y)(y—7)? = % (Az)?, in Ubereinstimmung mit a).



Seite 27

3.2 Stirling—Formel, Sattelpunktsintegration

a)

Die Gammafunktion ist fiir R[z] > 0 definiert durch I'(z + 1) = [;° dte~'t*. Zeige,
daf§ daraus die Funktionalgleichung I'(z 4+ 1) = z - I'(2) sowie I'(1) = 1 folgt. Damit
ist T'(n+1)=n!firn=1,2,3,....

Partielle Integration liefert fiir n > 0
(n+1)= / dte” " = —e 1" |° +/ dte”tnt"~! = nI'(n).
0 0

Ferner ist ['(1) = [;° dte~*® = 1. Damit ist I'(n) = (n — 1)! fir n = 1,2,3,. ...

Die Taylorentwicklung des Exponenten von et = e~t*7 1"t ym das Maximum bei
t = nlautet —t +nlnt & —n+nlnn — 5-(t —n)> + 35 (t —n)*.... Firn > 1
hat der Integrand e *t" demnach ein scharfes Maximum mit einer relativen Breite
At L .in der komplexen t-Ebene befindet sich bei ¢ = n ein Sattelpunkt. Die un-

t n’
tt50

tenstehenden Skizzen zeigen als Beispiel die Funktion e~ iiber der reellen Achse
im Intervall 0 < ¢ < 100 (linkes Bild) bzw den Absolutbetrag der komplexwertigen
Funktion iiber dem Gebiet 49.5 < R[t] < 50.5, -.5< [t] <.5 (rechtes Bild, die re-
elle Achse verlduft von links nach rechts, die imaginire von vorn nach hinten). Fiir
grofle n kommt es in dem Integral I'(n + 1) = fooo dte~*t" nur auf die Umgebung
der Stelle t = n an. Man erhélt dann eine gute Ndherung fiir die Gammafunktion,
wenn man in dem Integral n! = [ dtexp(—t + nlnt) den Exponenten um ¢ = n
bis zum quadratischen Term entwickelt T und die untere Integrationsgrenze durch
—oo ersetzt. Gewinne auf diese Weise die Stirling—Formel

F(n+1)=nl~+V2rnn"e "

63
1.716 10

63
1.714 10

63
1.712 10

63
1.71 10

Lage des Maximums: < (e7"")=0 < tyax = n. Entwickle In(e ") um tmax:

.|_

der entsprechende Funktionsgraph ist in der linken Skizze gestrichelt zu sehen
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In(e”") = —n+nlnn — % + O((t — n)3).
Damit ) ,
F(n+1)~ [°dtexp(—n+nlnn — —(t;:) ) =e"n" [Z dre " /2",

Im letzten Integral trigt nur ein Bereich der Breite /n bei. Deshalb kann fiir n > 1
die untere Grenze durch —oo ersetzt werden, womit als Wert der Faktor +/27n in der
Stirlingformel folgt.

Zahlenbeispiel:

['(51) = 3.04140932.. .- 10%, Stirling—Formel: 50°%e=%0/27 - 50 ~ 3.03634 - 10%*,
Differenz: A = I'(51) — 50°°%e7°%/27 - 50 ~ 5.06473 - 10! (ziemlich grof!),

relativer Fehler: ﬁ ~ 1.7-1073 (schon ziemlich klein!)

Bei Anwendungen in der Statistischen Physik ist in der Regel n =Teilchenzahl~ 1022
und In n! wird mit physikalischen Gréfien in Verbindung gebracht (zB mit der Entropie).

Mit der Stirlingformel erhdlt man Inn! =nlnn —n + % Inn + .... Berechnet man diese
Inn! Inn

Grofle pro Teilchen, also =, so féllt im Limes n — oo der Term =" weg, dh schon der
Faktor \/n in der Stirlingformel ist entbehrlich (erst recht /27). Fiir n ~ 10%2 besteht
zwischen v2mnn™e™™ und n"e™" praktisch kein Unterschied. Diese letzte Ndherung
erhilt man auch ganz elementar mit Inn! = "' Inv ~ [['Inzdz = (zlnz — 2)|} =
nlnn — n, oder indem man — etwas brutal — das Integral n! = [° dte~*¢" durch den
Maximalwert des Integranden approximiert.

c) Zeige, daB fiir halbzahliges positives Argument der Gammafunktion gilt

1.-3-5-...
I‘(g +1) = g N n = ’/2;:1 n!! (n ungerade)

Die “Doppelfakultdt” ist fiir ungeradzahliges n deﬁniert2 durch n!':=1-3-5---n.
Zu berechnen ist T'(2+1) = [ dte~'v/t™ =2 [;° dse™* s"*! mit ungeradzahligem
n. Wir berechnen zunéchst das Flichenintegral

oo 5 2 oo 5 oo 5 o o] 5 o0
(/ dre™™® ) :/ dre™® / dye™¥ :/ 2rrdre”" = 7r/ dse™® =m.
—00 —00 — 00 0 0

Durch Variablensubstitution erhélt man [ fooo dre=®'%" = /75 mit reellem a. Durch

fortgesetztes Differenzieren nach a? an der Stelle & = 1 entstehen die gesuchten
Werte der Gammafunktion; mit n =2k — 1, k =1,2,3,... ist

n o0 2 3k > 2.2
I'(=+1)=2 dse™* 2’“:27/ dse™ ¢
(2+) /0 se”% s a—a?) J, se

ok T
_(_1\k_~ [
= (=1 d(a?)k\ a2

d) Zeige, daBl das Volumen Vj der N-dimensionalen Einheitskugel gegeben ist durch

\/gjv Zum Beweis benutze die Tatsache, dafl das N-dimensionale Gauflintegral ei-

a=1

2k —1 n!! T
= — = n!!

13
VT T VT T m

a=

2
nerseits faktorisiert

o 2 2 2 © 2 [ 2 oo 5
/ dridxs...deye P17 %2 70N = / drie” "1 / dzoe™ "2 / deye N = /7

— 00 — 00 — 00 — 00

N
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andererseits durch die Oberfliche Oy der2 N-dimensionalen Einheitskugel ausge-
driickt werden kann als Op fooo drrN—le 7",

Das N-dimensionale Gauflintegral ist

* 1 * 1 N
Jr = ON/ drrN=1le™"" = EON/ dss? e = EONF(E).
0 0

Das Volumen der N-dimensionalen Einheitskugel ist demnach

1 N N
1 2 Vm T
VN:ON/ drrV ' = —On == = :
0 N NT(d)y 4
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4. Mikrokanonische Gesamtheit

V, N, H sind fest; H ist Hamiltonoperator fiir festes V' und N, also H = Hy, y. Anstelle

von (3.1) haben wir als Dichteoperator

Pm = Zi(s(E —H) mit Zm = Spur§(E —H). (4.1)

m

Die Gesamtheit umfafit alle Mikrozusténde gleicher Energie E mit gleicher Wahrschein-
lichkeit. p, und Z,, hingen von E, V, N ab

P = Pu(E, V,N), Zm = Zu(E,V,N), (4.2)

denn V und N sind implizit in H enthalten. Es treten also die 3 extensiven Grofien F,
V und N als Variable auf.

Bezeichnen wir mit ®(FE) die Anzahl der stationiren Zusténde |n) mit Energieeigenwer-
ten F, < F, also

®E)= Y OFE-E), om={, *7),

Zustande n

oder, mit Y ©O(E — E,) =) (n|©O(E - H)|n),
®(FE) = Spur©(F — H), (4.3)

so ist die Zustandsdichte Q(E) definiert durch

0(F) = lim o(E+ dsz —®B) _ /(p) = Spurd(E—H). (4.4)

Q(E)dE ist die Anzahl von Zustinden mit Energien zwischen F und E + dE. Durch

Vergleich mit (4.1) erkennen wir
Q(E)=Zn(E,V,N).
Da H und N fest sind, haben wir
H)=F, (H)»=E?, (N)=N, (N?=N?

und damit verschwindende Schwankungen (AH)? = (AN)? = 0.
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h. Die Kanonische Gesamtheit

Als eigentliche kanonische Gesamtheit bezeichnet man das Ensemble, in dem das

System nur beziiglich H offen ist. V' und N haben feste Werte, damit hat auch die Teil-

chendichte n := % einen festen endlichen, nichtverschwindenden Wert. Wieder enthilt

der Hamiltonoperator H die Variablen V und N. Der kanonische Dichteoperator ist

1 _
P = 5™ = p(B,V,N) (5.1)
k
(von (3.9) ausgehend setzt man Ay = —f3). Die kanonische Zustandssumme ist
Z(B,V,N) = Spure PH . (5.2)

Die kanonische Gesamtheit hat also 2 extensive Variable, ndmlich V' und N. Anstelle
von FE tritt das intensive Feld 3. Die kanonische Gesamtheit gestattet einen Energie-
austausch des Systems mit der Umgebung, dh es treten auch Energieschwankungen

auf.
Die mittlere Energie ist

1 0
(H) =F=E(B8,V,N)= —SpurHe "® = -~ 1n 7. (5.3)
Zyx s
0B legt also die mittlere Energie fest. Umgekehrt kann man ( als durch E festgelegt
auffassen, dh

B=pB(E,V,N) (5.4)

durch Umkehrung von (5.3). Das ist moglich, weil die Energie mit wachsendem [ mo-

noton abnimmt

dE 1 07y 1
— = ——SpurHZ%e P _ ——= ___Spure PHH = —(H?) 4+ (H)? = —(AH)? < 0.
i3 7 pur H?e o3 7 pure (H) + (H) (AH)* <
(5.5)
Definition: .
Temperatur 7T = @ , kg=10"1° iII‘? (5.6)

Uber (5.4) ist die Temperatur rein mechanisch definiert: T = T'(E,V, N). kg tritt nur
aus historischen Griinden auf, da man 7" in °K (Gasthermometer) vor der Statistischen
Physik eingefiihrt hatte. An sich ist kg vollig iiberfliissig, da man 7" in erg bzw Joule —

Einheiten messen konnte. kg ist daher keine Fundamentalkonstante wie ¢ oder h.
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Die Energieverteilung in der kanonischen Gesamtheit ist

WH (E) = <5(E - H)>kanonisch - Zi Spur G_BH(S(E — H)
k

1 B 4.4 1 E
7 e Spur §( ) Z e (E)

Damit: E = (H) = [*_dE' E'wy (E').
Nun gilt: F ist extensiv, E ~ O(N) — % ~ O(N), ist also ebenfalls extensiv.
Wegen (5.5) ist (AH)?2 ~ O(N) — % = O(ﬁ) — 0 fiir grofle N.

Das bedeutet, da} zwar die Energie schwankt, daf} Q(E)

aber die Verteilung wy(FE) fiir grofie Systeme ein

sehr scharfes Maximum haben mufl mit einer relati-
ven Breite, die fiir N — oo verschwindet. Der Grund
dafiir ist, daBl die Zustandsdichte Q(FE) ungeheuer
schnell anwéchst mit £. Dann kann der Mittelwert
= (H) durch den wahrscheinlichsten Wert E,,

Maximalstelle von w(E)) ersetzt werden.

s o

E!

E=<H>
Da Zy unabhéngig von E ist, folgt aus 0 = g—%

_Q(E)_ d

B bzw die Temperatur T ist damit auf die Zustandsdichte zuriickgefiihrt.

Typisches Energiespektrum fiir realistische grofle Systeme:

kleinster Eigenwert Ey = Grundzustandsenergie.

b) das Spektrum ist nach oben (fiir £ — oo) unbeschrinkt,

m
[N

wobei die Zustandsdichte stark zunimmt.

g

EO
Da (3 intensiv ist, mufl wegen (5.6) In Q(E) ~ O(N), dh extensiv sein. Daher
QE,V,N) = [w(e,n)]V. (5.7)

Hier ist w eine Funktion der intensiven Variablen e := % und n := % und damit selbst

intensiv.

a) das Spektrum ist nach unten beschrinkt, dh es existiert ein
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2 wichst also mit der Systemgréfie (N — o0o) ungeheuer stark (exponentiell) an.

Damit Zy = Spure PH =" _e=FPa existiert, muf
>0, dh T >0 sein. (5.8)

Die Temperatur ist also eine positive Grofle.

Allerdings gibt es Systeme (zB Spinsysteme, ohne kinetische Energie), deren Energie-
sprektrum auch nach oben beschrinkt ist. Fiir diese ist auch g < 0, also T' < 0, moglich,
dh negative Temperaturen (siehe Aufgabe 5.3).

In der Praxis ist die mathematische Handhabung des kanonischen Dichteoperators

1
Zx

vorzugsweise die kanonische Gesamtheit, insbesondere bei klassischen Systemen.

e PH einfacher als die des mikrokanonischen i& (E — H). Deshalb benutzt man
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5.1 Zustandsdichte und kanonische Zustandssumme

Der Zusammenhang Zy = [, dEe PPQ(E) zwischen Zustandsdichte Q(F) und kano-
nischer Zustandssumme Zj ist — mathematisch gesehen — eine Laplacetransformation.

a)

Welche iiblichen physikalischen Voraussetzungen garantieren analytisches Verhalten
der Funktion Zy, = Zx(8) in der Halbebene R3 > 0 ? Unter welchen Umstinden
wiren (i) negative Temperaturen (3 < 0), (ii) eine maximal erreichbare Temperatur
denkbar?

Das Zustandsintegral Zy = [, dEe PPQ(E) konvergiert héchstens fiir 3 > 0, es
sei denn, das Spektrum des Hamiltonoperators wire nach oben beschriankt (dh
Q(F) =0fiir E > Ej). Dies kann vorkommen, wenn es keine kinetische Energie gibt,
wie etwa in Spinsystemen. Fiir grofle E ist die Konvergenz des Zustandsintegrals

gesichert, da in der Regel gilt Q(E,V,N) ~ [w(£, 5)|V, dh Q(E) wichst wie eine
(allerdings sehr hohe) Potenz von E. Bei exponentiellem Wachstum, Q(E) ~ e~f,
wire durch die Forderung 8>k eine Maximaltemperatur gegeben.

Die Umkehrung der Laplace-Transformation ist mit 8 = 3’ + 3"

1 [B i 1 [ L
Q(E) Z(B)ePEdB = — / Z(B +iB")elP TBIEqp" (3> 0),

:2—7TZ B’ —ioco 27 — 00

wobei der Integrationsweg in der rechten Halbebene (3’ > 0) parallel zur imaginéren
Achse verliuft. Der Integrand ePF+m%x() hat einen Sattelpunkt bei dem durch
—-F = % In Z(B) definierten Wert 8’ = '(E). Die Entwicklung

1 0?2

O(E) = i/ exp [ﬁ'E—I—ank(ﬁ') 38

— 00

In Zk(ﬁ)‘ﬂlﬁ’m ¥ .]dﬁ”

zeigt, daf} in der imaginédren Richtung ein Maximum bei 3" = 0 vorliegt, das wegen
% In Zx(B) = (AE)? ~ O(N) sehr scharf ist. Zeige mit Hilfe der Sattelpunktsin-

957
B’] '

tegration

In der Regel interessieren nur die extensiven Terme in In 2, dh der Faktor hinter der
e-Funktion kann ignoriert bzw das ganze Integral iiber 3" durch den Maximalwert
des Integranden ersetzt werden mit dem Ergebnis

=

1 1 82
QO(E) ~ f B+in2:(5) gﬂa_w In Z, (B)

BE +InZy(B8) =InQ(E) mit 3= p(F)= Losung von — E = % In Zy (03)

Es ist

1 02

, , 1 o0
~ B E+InZ (8 _
QE)~e o /_oo exp [ 295 In Zy ()

.
1

Im letzten Ausdruck ist der Faktor neben der e-Funktion oc Wik der Logarithmus

Blﬁlm] dﬂ"

=

i g (g [ O
_ (S E+InZ(6") [Qﬂa_w In Zy.(8)

davon also subextensiv und damit vernachldssigbar.
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5.2 Harmonischer Oszillator

Ein thermodynamisches System bestehe aus N nichtwechselwirkenden linearen harmo-
nischen Oszillatoren der Frequenz w. Die Eigenwerte sind

N
En:hw(n—i-g), n=20,1,2,....

a) Wie grof} ist der Entartungsgrad g,, von E,,, also die Anzahl von Mdglichkeiten, n
Energiequanten der Grofle hw auf die NV Oszillator’topfe’ zu verteilen?
Hinweis: Bei der Berechnung dieses kombinatorischen Faktors hilft die Vorstellung,
daB man lings einer Geraden n rote Kugeln (Quanten) und N — 1 weifle Kugeln
(Topfwénde) in allen denkbaren Aufeinanderfolgen aufreiht.

Der Entartungsgrad ist gleich der Anzahl (n + N — 1)! von Permutationen aller

Kugeln, dividiert durch die Anzahl n!(N —1)! von Permutationen der roten und der

weiflen Kugeln untereinander, also g, = % = (”HT\[ _1).

b) Berechne mittels a) die kanonische Zustandssumme Z, = Zy(83, N) (Hinweis: be-
nutze die Identitét (N el = (—1)”(_nN )). Wegen der Unabhéngigkeit der Oszil-

n

latoren sollte gelten: Zy (3, N) = [Z(B,1)]V. Ist dies der Fall?
Mit z := }Shw ist BE, = z(N + 2n) und

Zk — io:gne—,@En — e—N:c i (n + Jnv — 1> e_2a~,n — e—N:v i <_Tiv> (_6—2w)n
n=0 .

—Nz —2z\— T —z\— 1 N
= (i)

Offensichtlich ist Zy. (8, N) = [Zi(3,1)]V.
c) Zeige, dafl der Mittelwert E der Energie in der kanonischen Gesamtheit gegeben

ist durch € := I ]\thw = cothz|,_ 135, Welche physikalische Bedeutung haben die
Variablen € und x? Berechne ferner die Warmekapazitiat C = %.

Mit E = — g5 In Zy = § Nhw L Insinh z folgt

E
i= —— =cothz >1 d C=N———=Nk
€ %th cothx > un 5 dT do

hw dz de 2 . 1
B (sinhx) mit = 5ﬁhw.

€ ist die mittlere Energie in Vielfachen der Grundzustandsenergie; e > 1 bzw z < 1
ist der klassische Grenzfall. Mit S = —kg Spur (plnp), p = Zike_ﬂH folgt noch fiir
die Entropie S = kp(BE + InZy) = Nkg[zcothz — In(2sinhx)] = kglnQ (siehe
d)).
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d) Berechne die Zustandsdichte Q(FE) und vergleiche mit der Formel aus a) fiir den
Entartungsgrad. Verwende das Ergebnis von Aufgabe 5.1b.

Nach Aufgabe 5.1b ist bis auf subextensive Terme

In Q(E) = BE + In Zy = N[ze — In(2sinh z)]

N A N T
—N{2elne_1+2ln(e 1) —In2

= SN[(e+ DIn(e +1) — (e~ 1) In(e — 1) ~ 21n2]

Entsprechend bilden wir mit n = Z(e—1), n+ N = Z(e+1)

n+N-—-1

In g, :1n<
n

~(n+N)ln(n+ N)—nlnn— NIn N

)z(n+N—1)ln(n+N—1)—nlnn—(N—l)ln(N—l)

N N N N
:5(6—}-1)11&?(6—}-1)—E(e—l)lng(e—l)—NlnN,

was mit obigem Ergebnis iibereinstimmt.

e) Zeige, dafl die Zahl der Zustinde mit Energien < E,, gegeben ist durch ®(E,) =
> B, <E, v = ("J;N ) Was besagt dies iiber den extensiven Anteil von In® 7

Aufgrund einer bekannten Identitét fiir die Binomialkoeffizienten ist

d(E,) = >Sr_, (TN = ("ZN). Fiir N Oszillatoren ist also die Anzahl von
Zustanden bis zur Energie F, so grof3 wie fiir N + 1 Oszillatoren die Anzahl von
Zustdnden bei der Energie E,,. Fiir thermodynamische Anwendungen, dh bei Ver-

nachlédssigung subextensiver Terme, sind die Zustandsdichte 2(E) und die Anzahl
der Zustinde ®(E) = [\” dE'Q(E") gleichwertig.

f) Das klassische Phasenvolumen ist

N
1 mw?
[(E) = dp1dps .. .dpndq; .. .d = Hamiltonfunktion = » (=—p7+——
(E) /HSE p1dp . ..dpNndq: ...dgy, H = Hamiltonfunktion 2;(2mpz+ 5
N sei 1022, Berechne I'(E) und vergleiche fiir den Grenzfall E > & hiw das Phasen-
volumen mit der Zahl der quantenmechanischen Zustédnde mit Energien < E. Wie
grofl muf} A—EF gewéhlt werden, wenn 99,99 % des Phasenvolumens schon zwischen

den Hyperflichen H = F — AFE und H = E liegen soll?

2K
F(E)Z/ dpydps . ..dpndgy . ..dgy = (2mE)* ( 2)%/ dzy ...droN
HIE mw PSS
_ 2FE N 1 2nE N  2meE. N
= () Ve = A (R

Die Zahl der Zusténde bis E, ist n®(E,) ~ N(In§ + 1) = In(;xT'(E)) fiir e > 1.
I'(E)-T(E-AE) - 99.99
T(E) 7100

7 TI(E) B T N

P(E-AE) - 10—4 _ (l—A—]f)N ~ ¢~ NAE/E AE _ 4In10 -, 1921
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5.3 N-Niveau—-System, negative Temperaturen

Die Energieeigenwerte eines Systems seien sidmtlich einfach, dquidistant und von endli-
cher Anzahl f, also

a)

c)

E,=wv-1)-¢ v=12,...,f, €>0.

Berechne die kanonische Zustandssumme Z; = 5 e #Ev,

Hinweis: Da das Spektrum nach oben beschriankt ist, existiert Zy fiir alle reellen
Werte von 3, also auch fiir negative Temperaturen 7' < 0. Fiir die folgenden Rech-
nungen empfiehlt sich die Benutzung der dimensionslosen Variablen z = e~#¢ mit
0<z<oo.

i 1—af
Z = —BE, = v —
k=) =) ah =g
v=0
Berechne aus der kanonischen Zustandssumme die innere Energie £ = —% In Zy =

em% In Zy. Bei welcher Temperatur ist die Energie minimal, maximal, genau da-
zwischen?

d 1— 2f f f—1 (TZO_,J;:OO)
Ezexd—lnl T 1ac —flm 7l =€ :(f-1) (T=o00,z=1)
v -t -t -t 0 (T =0,z =0)

Wie lauten die ’Besetzungszahlen’ n,, mit denen die innere Energie in der Form

E = Z,Jj:l n, E, dargestellt werden kann? Zeige und interpretiere die Symmetrie
ny(z7) = ns_py1(x) (“Inversion der Besetzungszahlen”). Begriinde, weshalb 3 =
—00, also T'= 07, als hochste erreichbare Temperatur aufgefait werden mufl. Wie
grof} ist die Besetzung des obersten bzw des untersten Niveaus bei sehr hohen bzw
bei sehr tiefen Temperaturen?

0 1 1 1—
B=-gamZ= Zy:m”_lEyizyzn,,E,, s ny, = —g¥ 1 v

v—1

Bﬁ Zk :1—l‘f$

nyi11/n, = ¢ — fir z < 1, dh positive Temperaturen sind die oberen Niveaus
geringer, fiir x > 1, dh negative Temperaturen sind sie stirker besetzt als die unteren
Niveaus.

Der Grundzustand, v = 1, ist bei T = 07 voll besetzt, bei T = 0~ leer; der
energiereichste Zustand, v = f, ist bei T' = 0~ voll besetzt, bei T = 07 leer.
Berechne die Entropie S = —kp Spur pln p = kg(In Zx+BE) als Funktion von z und
finde einen Ausdruck fiir S, der nur von den Besetzungszahlen abhingt. Berechne
ferner die Warmekapazitit C = g—g.

1—zf xf T

S =kg <ln
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Die n, haben die Eigenschaften statistischer Gewichte, deshalb ist zu erwarten:
S = —kg)_,n,Inn,, was sich leicht bestétigt:

S Be=—Inz f
— =InZ + BE = ank—lna:Z(y—l)n,,
kg E:eZny(u—l) 1
f f
= In 7y — n,In(Zyn,) = — nylnn,.

Nebenbei bemerkt: mit H = Z,f:l lv)(v|E, als Spektraldarstellung des Hamil-
tonoperators nimmt der kanonische Dichteoperator p = Zike_ﬂH die Form p =

21{:1 [v){v|n, an und es folgt wiederum S = —kg Spur plnp = — Z,Jj:l n,lnn,.
Die Warmekapazitat ist

_OF _ 2
C= 3T =kp(lnz) [

x

, af
a—a2 ! (1—a:f)2]'

e) Vereinfache die Formeln fiir Zy, FE, S, C auf den Fall des 2-Niveau System, f = 2,
der schon alle wesentlichen Merkmale des allgemeinen Falles zeigt. Skizziere und
diskutiere den qualitativen Verlauf von S(E).

X X
Zo=ltw, B=cr—, S:kB<ln(1+x)—1+xlnx>,
Inxz \2 E E €
C_ka<1+m) : S(E)——kB(ln(l—:)—:ln(E—l)).

Die Entropie verschwindet, wenn ausschliefllich der Grund-
zustand oder ausschliefllich der angeregte Zustand besetzt
ist, also bei E/e = 0 und bei E/e = 1. Bei E/e = 1/2, ent-
sprechend der Temperatur 7' = +o00, liegt das Maximum
der Entropie.
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0. Die GroBkanonische Gesamtheit

Bei festem Volumen V ist neben Energie- auch Teilchenaustausch moglich (offenes
System). Es sei N der Teilchenzahloperator mit Eigenwerten N; Hy (N) der Hamilton-
operator mit Eigenwerten E,(N,V). Wir setzen neben Ay = —f noch Ay := fpu und
bezeichnen das der Teilchenzahl zugeordnete “Feld” p als chemisches Potential. p

ist intensiv.
Anstelle von (3.4) und (3.5) schreiben wir fiir den grofkanonischen Dichteoperator

1

Py = 7 e PN (6.1)
mit
Zy = Spure PH-1N) Z o B(Ea(N,V)=uN) (6.2)
a,N
Folgerung
Py = P51 V) Zg = Zg(Bim V), (6.3)

dh die groBkanonische Gesamtheit hat zwei intensive Variable 8 und p und die extensive
Variable V. Wie in der kanonischen Gesamtheit gilt: £ = E(8) = (H) <— 8 = 5(E).

Zusétzlich legt in der grolkanonischen Gesamtheit p die mittlere Teilchenzahl N fest,

N =N, B,V) = (N) = Zig Spur e AH-#NIN — %% In Zg (8, 1, V) (6.5)
und - vgl (5.5) —
dN
i [<N2> . <N>2] = B(AN)2 > 0. (6.6)

N = N(p) ist also umkehrbar zu g = p(N). Ferner ist, da N extensiv, y intensiv,

(AN)?2 ~ O(N) und daher die relative Teilchenzahlschwankung oc \/LN

% - 0(\/—%). (6.7)

Zur Definition des Drucks fithren wir formal einen “Operator” V fiir das Volumen ein

mit Eigenwerten V und schreiben
Zg = PPV

Definition: Der intensive Parameter p heifit Druck des Systems.

Diese Definition ist zunichst rein formal. (6.1) schreibt sich dann auch als

Py = e AH—pN+pV] (6.8)
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was manchmal auch als Druckgesamtheit bezeichnet wird. Aus (6.2) folgt auch

1 1
b= Bvli_l)noovlnzg(ﬁaﬂav) :p(l“'t,/B), (69)

dh der Druck ist eine Funktion von g und (. Fithrt man anstelle von p(N) durch
Umkehrung die Teilchendichte n = & = n(y) als Variable in (6.9) ein, so erhélt man

aus der grolkanonischen Gesamtheit die Zustandsgleichung

p=p(n,T). (6.10)

Bemerkung: Die Summe in (6.2) beginnt mit N = 0. Dafiir
gilt E4(N =0,V) = 0 und daher

Zg =1+ Z e BEa(NV)—uN) 1
€, N>0 Volumen V Sterpel
Es folgt a < 0 und damit Druck p——
p>0, (6.11)

wie es sein sollte. (Es gibt allerdings Modelle, bei denen der Druck negativ herauskommt.
Dann kollabiert das System in einem Raumpunkt, ist also instabil. Fiir realistische

Systeme ist p > 0.)

Eine niitzliche Beziehung: (6.8) a8t sich auffassen als p, = p, (3, 1, p) mit drei intensi-

ven Variablen. Wegen 1 = Spur p, =: (8, i1, p) gilt fiir das vollstéindige Differential

0=dg = dﬁ% +d(Bp) 73(3 Ly +d(0p) —a(gp) SO
= —dB(H) + d(Br)(N) — d(Bp)(V)
oder
0=—[F—uN+pV]|d3+ BNdu — BVdp. (6.12)

Dies ist dquivalent zu (6.9).
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7. Mittelwerte und Schwanl(ungen

In der mikrokanonischen Gesamtheit haben H, N, V die festen Werte E, N, V; all-
gemein haben die Erhaltungsgréfien F; die festen Werte F;. In den kanonischen Ge-
samtheiten schwanken einige F; um den extensiven Mittelwert F; = (F;) ~ O(N) um

Abweichungen AF; mit
AF; ~ O(V'N). (7.1)

Konkret: AH ~ O(v/N), AN ~ O(v/N). Wir betrachten nun eine beliebige Mefgrsfe

A und berechnen den Mittelwert in den verschiedenen Gesamtheiten
<A>m,k,g = Am,k,g — A(E + (AE)m,k,g, N + (AN)m,k,g, V) , (72)

dh wir gehen in jeder Gesamtheit zu den Variablen F, V', N iiber durch Elimination der
Felder A;. Unterschiede k6nnen dann nur durch die Schwankungen AE, AN auftreten.
Da E ~ O(N), AE, AN ~ O(v/N) folgt sofort, daB fiir N — oo die AE und AN in
(7.2) neben E und N vernachlissigbar sind:

lim A(E+ (AE)mxg N+ (AN)mkg, V)= lim A(E,N,V), (7.3)
N—o00 N —o0
unabhingig von der speziellen Gesamtheit. Also

Alle Gesamtheiten sind dquivalent zur Berechnung von Mit-

telwerten beliebiger Grofen.

Da aber schon Energie— und Teilchenzahlschwankung verschieden ausfallen in den ver-

schiedenen Gesamtheiten, gilt auch

Die Gesamtheiten unterscheiden sich bei der Berechnung von

Schwankungen.
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7.1 Schwankung von extensiven Groéflen

Wir gehen davon aus, daf§ sich extensive Groflen in der Form A = [ dr a(7) darstellen
lassen mit einer endlichen Dichte 0 < a(r) < oco. Die Variable A ist damit proportional
zum Volumen V' bzw zur Teilchenzahl N.

Wir wollen zeigen, daf} die relativen Schwankungen % von der Ordnung \/LV sind. Dazu
bilden wir zunichst das Schwankungsquadrat

@4 = (4~ (%) = ([ a7 () - (@) ).

Es sei angenommen, dal Abweichungen der Dichte vom Mittelwert a(7) —(a (7)) nur iiber
eine mikroskopische Distanz A < ¢/V korreliert sind, dh die “Korrelationsfunktion”

wa (7, 7) = ( (@) ~ (@(®)) - (a(F") = (a(7"))) )
soll nur vom Abstand |7 — 7’| abhéngen und verschwinden, sofern dieser den Betrag A
iiberschreitet.

Das Schwankungsquadrat (AA)? ist offenbar das Volumenintegral iiber beide Argumen-
te 7,7 der Korrelationsfunktion. Durch Ubergang zu §:= 7 — 7 und R := (¥ + ) als
Integrationsvariablen folgt sofort das gewiinschte Ergebnis:

@2 = ( ([ a7 @) - @) ( [ @ (@) - @) )
= /dF/dF’w,;(F,F’) = /dﬁ/ds"waﬂﬂ) x VA3
AA A3

BEVI
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8. Die Entropie

Die Entropie ist ein zentraler Begriff der Statistischen Physik. Wir definieren fiir einen

beliebigen Dichteoperator p die Entropie S als
S = —kg(lnp) = —kg Spur plnp. (8.1)
(kg tritt aus historischen Griinden auf). In der Informationstheorie entspricht:
Entropie = — Informationsmenge

Da fiir die Eigenwerte p, gilt 0 < p, <1, und da zlnx <0 fiir 0 < x < 1 ist, folgt

S:—kBZpylnpyZO. (8.2)

Fiir einen reinen (quantenmechanischen) Zustand gilt p; = 1, p, = 0 fiir v > 1, also
S =0 im reinen Fall; (8.3)

das bedeutet volle Information. Je gréfler S, desto grofier also unsere Unkenntnis vom
System, desto grofler die “Unordnung”. Bei statistischer Unabhéngigkeit, p; o = p;-po,
ist S additiv, denn

Sit2 = —kB Spuri42p145Inpy 5 = —kp Spury Spurap; - py(lnpy + py]
= —kp | Spur1p, In p; + Spur sp,In p,| = S; + S

S ist also streng additiv bei statistischer Unabhéngigkeit, dh wenn die Wechselwirkung
W12 zwischen Untersystemen 1 und 2 verschwindet. Aber so wie bei der Energie H in

Abschnitt 5 gilt auch jetzt, daBl S immer extensiv ist, also

S~O(N) fir N — oco. (8.4)

Gleichgewichtsentropie: Da S nach (8.1) Mittelwert von In p ist, folgt zunéchst, daf} S

in allen Gleichgewichtsgesamtheiten den gleichen Wert hat (nach den Uberlegungen von
Abschnitt 7). Ausgehend von (6.8) 14t sich S sofort berechnen

§ = ~knlinps = o [(B) ~ u(N) + p(V)] bow

TS =FE — uN +pV Duhem — Gibbs — Relation

(8.5)

Hieraus erkennt man auch die Extensivitit von S (E, N, V extensiv, T, u, p intensiv).
Wir bilden das vollstindige Differential

d(TS) = SdT + TdS = dE — pudN — Ndp + pdV + Vdp,
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was mit(6.12) und (8.5) die beiden Differentialbeziehungen liefert die differentielle
Duhem-Gibbs-Relation

0= —SdT — Ndu + Vdp, (8.6)
sowie .

H p
dS = —dE — =dN + =dV . .

S T TV + T 14 (8.7)

Wir werden in (8.7) spéter den 1. Hauptsatz der Thermodynamik (Energiesatz) erken-

nen.

Aus (8.7) folgt mit (5.6) auch

oS| 1 Q(E) B
8—E NYV—T—kB Q(E) —kBa—Ean(E,V,N),

was nach Integration liefert
S=S(E,V,N)=kgInQ(E,V,N) + const. (8.8)

S verhilt sich also wie der Logarithmus der Zustandsdichte.
Extremaleigenschaft der Entropie

Wir beweisen im wesentlichen den 2. Hauptsatz und dquivalente Aussagen dazu (gestiitzt
auf den Erfahrungssatz in Abschnitt 3).

Math. Hilfssatz: Fiir zwei beliebige Dichteoperatoren p und p gilt:

Spurp(lnp —Inp) <0 (8.9)

Beweis: Aus Inz < z—1 fiir z > 0 folgt die Operatorungleichung In A < A —1 fiir jeden
nichtnegativen hermiteschen Operator A > 0.

Sei p|n) = an|n) Basis zu p mit (m|n) =dmpn, 0 <a, <1 —

Spurp(lnp — Inp) = Y (n|p(lnp —lnp) n) = 3 an(n| o 2| n)

§Z<n|p—an|n>: Spurp — Spurp =0 qed.

n

Wir betrachten jetzt einen Prozef}, der in beliebiger Zeit ablduft. Der Ausgangszustand
sei beliebig (also nicht notwendig ein Gleichgewichtszustand), beschrieben durch den
Dichteoperator p = p(t), wobei die Groflen H,N, V und die Entropie S die Werte

E = SpurpH, N = SpurpN, V = SpurpV, S = —kg Spur (pIlnp)
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annehmen. Am Ende des Prozesses, bei dem sich Energie, Teilchenzahl und Volumen
verdndert haben koénnen, sei das System dann im Gleichgewicht, beschrieben durch ein

grolkanonisches p, (6.8) mit den Parametern 7', y, p und den Mittelwerten
E = Spurp, H, N = Spur p,N, V = Spur p,V, sowie S = —kg Spur (p,In p,).
Die Anderungen (nicht notwendig infinitesimal klein) seien:

AE=E—-E,AN=N-N,AV=V-V,AS=8-2.

Dann gilt
TAS > AE — puAN + pAV (8.10)
Beweis:
S =—kgSpurplnp < —kg Spur pln Py e % Spur p[H — uN + pV]|
:%[E—/,LNquV]:S—%[AE—/,LAN—FpAV] qed.

Aus (8.10) folgt insbesondere das
Theorem

Jedes (mehr oder weniger) abgeschlossene System strebt ei-
nem Maximum der Entropie zu!
oder auch

Die Entropie eines abgeschlossenen Systems ist am grofiten im
Gleichgewicht, dh

S < SGleichg ~ oder AS >0. (8.11)

denn: bei Abgeschlossenheit bleibt E, N, V erhalten, dh AE = AN = AV = 0, und die
Erfahrung zeigt, daf ein abgeschlossenes System immer ins Gleichgewicht strebt (siehe
Seite 19).

Das ist der zweite Hauptsatz der Thermodynamik.

Aus (8.11) folgt noch

Ein Prozefl im abgeschlossenen System mit AS > 0 ist irre-

versibel.

Das Theorem besagt genau, dafl die Entropie eines abgeschlossenen Systems am Ende
ein Maximum erreicht, es besagt nicht, da§ S(¢) monoton wéchst: S(¢') > S(t) fur
t' > t. Dies miifite in der Statistischen Physik des Nichtgleichgewichts gezeigt werden.

Man nimmt aber axiomatisch an, daf§ S(¢) monoton wéchst.
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8.1 Zur Entropie

Die Entropie ist als Funktional des Dichteoperators definiert:

a)

S = —kg Spur (plnp) = —kp(ln p).

Beweise mit Hilfe des Ergebnisses von Aufgabe 5.1b den Zusammenhang S = kg In (2
(8.8) zwischen Entropie und Zustandsdichte.

Mit dem Dichteoperator der kanonischen Gesamtheit p = Zike_ﬂH folgt zun&chst

S = kg(In Zx + BE). Nach Aufgabe 5.1b gleicht der Ausdruck in der Klammer
dem Lograrithmus der Zustandsdichte In 2 (bis auf subextensive Terme); dabei ist
B = B(E) durch die Bedingung FE = —(% In Z, = (H) bestimmt.

Ein Dichteoperator p geniige der von Neumann-Gleichung. Zeige, daf3 die Entropie
zeitlich konstant ist.

d
o7 Spur (pln p) = Spur (p1np) + Spurp

= Spur (~ - [H, p]Inp) = —- Spur (H [p,Inp]) = 0

Mit anderen Worten: Unter der unitéren Zeitentwicklung des Dichteoperators, p(t) =
e~ #Htp ewnHt bleibt das Entropiefunktional S = —kg Spur p(t) In p(t) konstant.

8.2 Entropie und Wahrscheinlichkeitsverteilungen

a)

Wir betrachten ein System, das N verschiedene stationire Zustinde annehmen
kann, also durch einen Dichteoperator der Form o = Zf\il w;|i)(i| beschrieben

wird. Wir fordern Stationaritit des Entropiefunktionals § = — Zivzl w; In w; bei
Variation der Gewichte w; unter folgenden Nebenbedingungen:

GOSN wi=1, () XN, wi=1 und Y, w;E;=E.
Im zweiten Fall bezeichnet E; die Energie im stationiren Zustand |i); der Mittelwert
E sei fest vorgegeben.

Lose das Variationsproblem mit der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren
und zeige, dafl die mikrokanonische bzw die kanonische Verteilung fiir die w; folgt.

(i) 0=6(—> wilnw; +ad w;)) =, 0w (—(lnw; + 1) +a) —

Inw; = a — 1 = unabhéngig von ¢. Normierung: <— w; = %

(i) 0=6(=>Y wilnw; + ad w; +b> w;E;) = > . 6w;(—(Inw; + 1) + a + bE;) —
Inw; =a+ %Ei —1 < w; c e BE:

Normierung — w; = %e_BEi, Z= o—BE:

EiZEiwi:—%an — B=g, wi:%e—ﬂEi_
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b) Fiir eine kontinuierliche Verteilung w(z) mit [ dzw(z) = 1 bilden wir das Entro-
piefunktional

S = —/oo w(z) Inw(z)de.

Zeige, daBl bei vorgegebenem Mittelwert (z) = fjooo w(z)zdr=0 und vorgegebener

Schwankung (z?) = [% dzw(z)(z — (z))?=0? die Entropie S extremal wird, wenn
w(z) eine Gaufverteilung der Breite o darstellt.

Oié(—/dmw(x) In w(z) —a/dmw(m) —b/dazm2w(m))
_ /dm&w(m)[—(1+1nw(m)) ~a—ba?]
ba?

~ —(1+hw)—a—-0br2=0 < w(r)oce

2 1
202"

— b=

Schwankung = o Normierung < w(x) = e 2.7,

8.3 Boltzmann—Gas

Fiir ein freies Teilchen der Masse m in einem Kasten vom Volumen V = L3 sind die
quantenmechanischen Energieeigenwerte

€7 = Jeo(n2 +n2 +n2) mit e = %,
i = (ng,ny,n;) ist ein Gittervektor mit nichtnegativen, ganzzahligen Komponenten;
die zur Abkiirzung eingefiihrte Energie €y ist von der Gréflenordnung der Einteilchen-
Grundzustandsenergie. Wir ordnen — was quantenmechanisch nicht korrekt ist — jedem
der Teilchen einen bestimmten 7 - Vektor zu und erhalten fiir die Energie des N-

. 3N
Teilchenzustands E = Teg > ., n?.

a) Berechne die Anzahl ®y(E) von N-Teilchenzustinden (N > 1) mit Energien < E
durch Abzihlen der ganzzahligen Gitterpunkte 7 innerhalb des “positiven Oktan-

4FE
T €9

Npyz>=1,2,....

ten” einer 3/N-dimensionalen Kugel vom Radius R =

Da zu jedem 7 eine Gitterzelle vom Volumen 1 gehért und nur nichtnegative gan-

ze Zahlen fiir die Komponenten von 7 infrage kommen, ist ®(E) niherungsweise
3N

gleich dem Volumen %z R3N der Kugel dividiert durch die Anzahl 23V der Oktan-
g

ten

3N

1 7% (AENF 1 (E\T 2B \¥
‘I)N(E):Q:;—N3N'<—) T 3N\ ¢ N<3N60) '
. 2'

Bei der letzten Umformung wird die Stirlingformel n! ~ (2)" verwendet.

b) Die Ununterscheidbarkeit der Teilchen soll wenigstens dadurch beriicksichtigt wer-
den, dafl Zustdnde, die sich nur durch eine Permutation der N Teilchen unter-
scheiden, nur einmal gezdhlt werden. Dies fiihrt offenbar zu einem Korrekturfaktor
+; an dem in a) gefundenen Ausdruck fiir ®y(F). Berechne die Zustandsdichte

Qn(F) = @\ (F) und zeige, dal der Korrekturfaktor die Entropie S = kg In Qy(E)

zu einer extensiven Grofle macht.
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Hinweis: Schreibe die Entropie in der Form S = Ns(&, ) und lasse additive Kon-

stanten weg (um die Formeln {ibersichtlich zu gestalten, nehmen wir die Unschénheit
in Kauf, dafl Logarithmen von dimensionsbehafteten Gréfien gebildet werden).

_3
Beachte: V = L3 ox ¢, 2.
Mit dem Korrekturfaktor wird

3N 3N

e -5 ()~ () = ()" ()

und die Zustandsdichte ist Qn (E) = @\ (E) = 3L &y (E). Es folgt die Entropie

win

N

S 11 0 11 & | [Ve<meE )%] (31 Ele V)+ .
= —1In ~ —In ~ In =(ZIn=+1n— const.
Nkg N  NTNTON 3rhEN 2 N N

c) Zeige, daB die kanonische Zustandssumme Zy = [~ dE e P Qy(FE) die Form
1 (v\Y . 213
Zk:Zk(/B,V,N): ﬁ <F) mit A=nh W

annimmt. Berechne ferner die Zustandssumme Zg (3, V, u) = S°%_, e’*V Zy (B8, V, N)
der grokanonischen Gesamtheit.

Ze= 2B VN) = [ aBe e (E) = [ dem)e P ax(B)
0 0

1 1 [ E\? 1 1 (v\Y v Y

- _ﬂE _ ’ —_— -3 — R ~ 6—

Y %!/0 d(BB)e (e()) = ) = <)\3> ~ <NA3>
> .1 [VePr N VePH

Zg = Zg(/B7 V7 :U’) = Z GB“NZk(N) = ﬁ < 23 > = exp ( )3 )
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II. Thermodynamik des Gleichgewichts

Mit den Dichteoperatoren der verschiedenen Gesamtheiten sind alle Hilfsmittel bereit-
gestellt, mit denen sich die thermodynamischen Eigenschaften eines groflen Systems,
ausgehend vom Hamiltonoperator H, berechnen lassen. Das wird spéter (Kapitel I1T) ge-
schehen. Es bestehen jedoch viele allgemeine, dh fiir beliebige makroskopische Systeme
giiltige Beziehungen zwischen den bereits definierten und weiteren thermodynamischen

Groflen, die in diesem Kapitel behandelt werden sollen.

9. Thermodynamische Prozesse

Ein makroskopisches System im Gleichgewicht heifit thermodynamisches System. Es

wird durch wenige Makrovariable beschrieben, wie
E,S,V,N (extensive Groflen), p, T, u (intensive Groflen).

Je 3 dieser Grofien sind unabhiingig und definieren einen thermodynamischen Zustand.
Die restlichen Grofien sind dann festgelegt und durch irgendwelche Funktionen der drei
ausgewahlten Groflen gegeben (dies gilt fiir ein homogenes einkomponentiges System,

also eine Substanz in einer Phase). Eine solche Beziehung ist zB die Zustandsgleichung

p=p(T,N,V) = p(T,n), n= g (9.1)

(p = nkgT fiir das Boltzmanngas!). Hiufig verwendet man als unabhéngige Variable
solche, die direkt meflbar sind: V, N, p, T. Meistens hilt man auch N fest und hat
dann nur noch 2 unabhingige Variable, die den Zustand in einem zweidimensionalen

Zustandsdiagramm festlegen.

p p

\%4 T
Wir bezeichnen einen Zustand durch einen Punkt P, oder nennen Zustidnde (1) bzw (2) ...

Prozesse sind Anderungen von einem (Anfangs-) Zustand (1) in einen anderen (End-)Zu-

stand (2) durch Verdnderung der dufleren Bedingungen.
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Beispiel: Expansion eines Gases: Vi — Vo mit AV : =V, — V; > 0.
Fiir Zustandsgrofien wie E, S, V, N etc gilt dann
(2)
AE=FE,—E, = / dE unabhingig vom Weg zwischen (1) und (2)
(1)
dh dE ist ein vollstandiges Differential. Zur Unterscheidung verwendet man

d—Differentiale bei infinitesimalen Groéflen du, wenn dazu keine Zustandsgrofie u exi-

stiert.
Beispiel:
f=fay) = df = 2| de+ 20| ay = sut s
orl, oy,
N——
du Sv

hier ist Au = uy — uy = ff du wegabhingig.

Die Energiebilanz liefert jetzt den 1. Hauptsatz der Thermodynamik: fiir einen infi-

nitesimalen Prozel von F — dE — FE gilt
dE =0Q + A+ 0nE, (9.2)

dh Anderungen der Energie erfolgen durch

dnE = Energieinderung bei Hinzufiigen von Teilchen: §y E = 0, wenn dN = 0.
8A = Arbeitsleistung bei Anderung des Volumens durch #uflere Krifte (mecha-
nischer Druck, elektrische und magnetische Felder, die aber bisher wegge-
lassen wurden); 6A = 0, wenn dV = 0.
0Q = Wirmezufuhr bei Warmekontakt.

Bemerkung: In der axiomatischen Thermodynamik wird durch den 1. Hauptsatz die Zu-
standsgréfie E (innere Energie) axiomatisch eingefiihrt. Hier ergibt sich (9.2) “lediglich”

als Bilanzgleichung.

Als quasistatischen ProzeSB (q.s.) definieren wir Prozesse, bei denen nur Gleichge-
wichtszustidnde durchlaufen werden. Dies ist realisiert, wenn der Prozef langsam (qua-

sistatisch) gegeniiber den Gleichgewichtseinstellzeiten abliuft.

Ein q.s. Prozef 148t sich als Weg in einem Zustandsdiagramm

0 2 von Zustand (1) bis Zustand (2) eintragen. Hingegen durch-

laufen nicht q.s. Prozesse Nichtgleichgewichtszustinde, denen

s keine Punkte des Phasendiagramms entsprechen (deshalb die
(¥ " nichtq.s.

gestrichelte Linie).
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Im Gleichgewicht haben wir die Duhem—Gibbs—Relation (8.5) bzw (8.7)

E=TS+ uN —pV, (9.3)
dE =TdS + pdN — pdV . (9.4)
Dies ist der Energiesatz fiir q.s. Prozesse und wir identifizieren
~— X
TdS = (§
(0Q)as Volumen V' § siempel
pdN = (O0NE)qgs - (9.5) Kraft K
—pdV = (5A)qs Druck plrW T pauBen

0A =Kdx =p, dV =-pdV

Durch Vergleich mit (8.10) in differentieller Form
TdS > dE — pdN + pdV (9.6)
sehen wir, daf} fiir q.s. Prozesse in (9.6) das Gleichheitszeichen steht.

Reversibilitdt: Ein Proze8, fiir den in (8.10) bzw in (9.6) das > —Zeichen steht, ist
irreversibel. Zur Begriindung denken wir uns das System abgeschlossen, dadurch,
daB wir die Umgebung (gestrichene Gréfien) hinzunehmen. Am Ende sind System und
Umgebung im Gleichgewicht, dh T = T', up = p', p = p’ (siehe spéter) und wegen
dE + dE" = dN + dN' = dV +dV' = 0 und TdS' > dE' — pdN' + pdV’ gilt bei
Addition, mit 7' > 0, dSges = dS + dS’ > 0, was wegen (8.11) Irreversibilitdt bedeutet

(der umgekehrt ablaufende Prozef ist thermodynamisch verboten).

Also ist ein Prozefl dann und nur dann reversibel, wenn sowohl fiir das System, als auch
fir die Umgebung, mit der Kontakt besteht, in (9.6) jeweils das Gleichheitszeichen
steht.
Folgerung:

FEin q.s. ProzeB, fiir den wegen (9.4) in (9.6) das Gleichheits-

zeichen steht, ist reversibel, wenn auch fiir die Umgebung der

Prozef} q.s. ablduft. (Ein reversibler Prozef$ ist natiirlich im-

mer quasistatisch.)
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Bemerkung: In der axiomatischen Thermodynamik wird der 2. Hauptsatz so formuliert
Es gibt eine Zustandsgrifle S, so daf3 bei reversibel gefiihrtem
Prozef$ gilt: dS = 7 (6Q)rev-

Weiter definieren wir

a) Ein q.s. Prozefl mit §@Q = 0 heif}t adiabatisch.
Offenbar gilt fiir q.s. Prozesse dS = 0 <= §@Q = 0, dh adiabatisch = isentrop.
(Adiabatisch heifit eigentlich “wérmeundurchlissig”; in leicht verwandter Bedeu-
tung benutzt man adiabatisch allgemein fiir Vorgéinge, die q.s., dh langsam ge-
geniiber den internen Relaxationszeiten ablaufen.)

b) dT' =0 <= isotherm

c) dV =0 <= isochor

d) dp =0 <= isobar
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9.1 Warmeaustausch

Ein thermodynamisches System S ist im Gleichgewicht bei der Temperatur 7. Es wird
in Wiarmekontakt gebracht mit einer Umgebung U, die fiir sich genommen, den Gleich-
gewichtszustand bei der Temperatur T;, # T, erreicht hat. Das Gesamtsystem S + U
ist zunéchst offenbar nicht im thermodynamischen Gleichgewicht. Der Wiarmekontakt
ermoglicht einen Energieaustausch bei festen Werten der Teilvolumina und Teilchen-
zahlen von System und Umgebung.

Finde aus dem Prinzip des Anwachsens der Gesamtentropie, 4554, > 0, ob Energie
(=Wéirme) vom System S in die Umgebung U oder in umgekehrte Richtung fliefit.
Beriicksichtige dabei auch negative Temperaturen von System und Umgebung.

Betrachten wir System und Umgebung zusammen als abgeschlossen, so ist E; = —0F,,
und
5S, 88, _ (1 1
) B = (55 — 85+ ) 0B, = (% — 4 ) 9B,

Offenbar ist §F; < 0 (dh das System gibt Wirmeenergie an die Umgebung ab), falls
0 < T, < Ts ist (wie bekannt), aber auch, falls Ty < 0 < T, oder falls T,, < T < 0 ist.
In diesem Sinne sind Systeme mit 7" < 0 “heifler” als solche mit positiver Temperatur,
und die “maximale Temperatur” liegt bei "= 0".

_ [ 6Ss 65y
0< 05 = (25 + 55
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10. Thermodynamische Groflen

a) Intensive Parameter (Felder): p, T, u

Aus (9.6) folgt

OF 1 0S8
T="" bzw — = — 10.1
S lny T T BElwy (10.1)
bzw unsere frithere Beziehung 3 = kBlT = (%’((5)))]\["/. Die Indizierung kennzeichnet
die festgehaltenen Groflien. Weiter
oF 7 0S
= — 10.2 d - = —— 10.2
h=anl,, (0B oder m=—ggl (10-2a)

das chemische Potential ist also diejenige Energie, die ein Teilchen mitbringen muf}, um
das Gleichgewicht bei festem S, V nicht zu storen.

Weiter

P 0S

OF
e 10. P__2
avl,, (108 oder g=-5y

Wir wissen schon: p > 0, T" > 0 fiir realistische Systeme.

p= (10.3a)

E,N

Gleichgewichtsbedingungen: Die Entropie eines abgeschlossenen Systems ist im Gleich-

gewicht maximal.

Bei Aufteilung des Systems in zwei Untersysteme 1 und 2 ist
S =S(E,V,N)=S1(F,V1,N1) + So(E2, Va2, N>).

S ist stationdr unter Variation von E;, V;, N; bei festgehaltenen Werten von
E=FEi+E;,, V=V, + V5, N=N; + Ny. Mit §E; = —§FE; und (10.1) folgt

1 2

68 551+5s2_551_5s2 %@ 98,
5B, O0E, 0E, 0E, 0E» OF v, n, 0Fsly, v,

— Ty = Tz, (104@)

also Gleichheit der Temperatur in beiden Untersystemen. Analog folgt mit (10.2) und
(10.2a) durch Variation von V; bzw Ny

p1 = p2, M1 = p2 - (10.4b,¢)

Folgerung Im Zustand des thermodynamischen Gleichgewichts sind die intensiven
Groflen T, p und p (allgemein: Felder) gleich in allen Teilsystemen eines

groflen Systems, insbesondere also in jedem Teilvolumen.



Seite 55

b) Thermodynamische Potentiale

In der mikrokanonischen Gesamtheit ist ein System durch die 3 extensiven Groflen F,
V, N festgelegt. Es folgt S = S(FE,V,N) oder — nach E aufgelost —

E = E(S,V,N) (10.5)
mit dem Differential gemifl der differentiellen Duhem—Gibbs—Relation (8.7)
dE = TdS — pdV + pdN . (10.5a)

Da sich das totale Differential dE durch die Differentiale dS, dV, dN ausdriickt, be-
zeichnet man S, V, N als die natiirlichen Variablen, von denen die innere Energie
E abhingt. (10.5a) ist der Energiesatz fiir (infinitesimale) quasistatische Prozesse und
die Felder T, p, i ergeben sich als partielle Ableitungen von E. Andererseits haben wir
die integrale Duhem—Gibbs—Relation (8.5)

E=TS—pV +uN. (10.6)

Die Energie E in der Form (10.5) bezeichnet man auch als thermodynamisches Poten-
tial. Als weitere thermodynamische Potentiale bezeichnet man die Gréfien, die man
aus (10.6) gewinnt, indem man jeweils einen bzw zwei bzw alle drei der Terme T'S,
pV, uN auf die linke Seite schafft. Das ergibt acht Md&glichkeiten; die Transformationen
heilen Legendre—Transformationen. In der Praxis betrachtet man neben E vier weitere

thermodynamische Potentiale:

Freie Energie F:=E-TS=F(T,V,N) (10.7)
mit
dF = dE — TdS — SdT = —SdT — pdV + pudN (10.7a)
und
g oF  __op oF
_aTV’N’ p_aV'nN, 'u_aNT,V‘

Die natiirlichen Variablen sind also 7', V und N. Dies sind auch die Variablen der

kanonischen Gesamtheit und es gilt
F=—kgTlnZ., p,=e"FH, (10.8)

Physikalische Bedeutung: das Differential der freien Energie (dF)r n = —pdV ist die
Arbeit, die ein System bei isothermen, quasistatischen Zustandsinderungen mit kon-

stanter Teilchenzahl aufnimmt.

Enthalpie H:=FE+pV =H(S,p,N) (10.9)
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mit
dH = TdS + Vdp + pdN (10.9a)
und oOH oOH oH
T = — _ -
8S | v’ v apl. . P NI,

Die natiirlichen Variablen sind also S, p und N.

Freie Enthalpie G:=E-TS+pV =_G(T,p,N) (10.10)
mit
dG = —SdT + Vdp + pdN (10.10a)
und le le e
7 or . VT ol T oN

Die natiirlichen Variablen sind 7', p und N. Wegen (10.6) ist

G(T,p,N) = Nu(T,p) (10.11)
Grofkanonisches Potential O:=FE—-TS—uN=®(T,V,u) (10.12)
mit
d® = —SdT — pdV — Ndu (10.12a)
und 99 99 9P
aTl,,’ T vl E .
Wegen (10.6) ist: ¢ =—pV (10.13)

Die natiirlichen Variablen von ® sind 7', V' und p wie in der grofSkanonischen Gesamtheit
und durch Vergleich folgt

&= —kgTlnZ;, p,=e P HHN), (10.14)
Alle Potentiale sind extensiv, deshalb gilt

E=E(S,V,N) = (

2| <

)

ZICD

F=F(T,V,N) = T

Zb

1

o

11

G =G(T,p,N) =N -g¢(T,p) n=g(T,p)

vi

H =H(S,p,N) = N-h(N,
o = @(Ta v, /J') = _Vp(T, /J’)

p
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die kleinen Buchstaben e, f, g, h kennzeichnen die jeweils auf das Teilchen bezogene
Potentialdichte.

Abgeleitete Groflen

Man interessiert sich zB dafiir, wieviel Warme notig ist, um bei einem quasistationiren

Prozef§ die Temperatur zu &ndern und definiert als Warmekapazitéat die extensive Grofle

(5Q)es _ 105

=~ “Tor

(10.15)

Beim Differenzieren von S kann man p oder V festhalten (NN ist iiblicherweise sowieso
fest) und erhalt

dS OF
—T=| == 10.1
Cv OT lyn  OT Iy (10.16)
aS OH
Cp=Tom T aTl. (10.17)

Allgemein ist die Kompressibilité&t definiert als intensive Grofle

__lov
- Vop
Bei festem N kann man 7" oder S festhalten und erhilt die isotherme Kompressibi-
litat 1oV
KT = ————— 10.18
T V oplrw ( )
und die adiabatische Kompressibilitat
10V
KS = ———— . 10.19
o V 3p S,N ( )

Ferner wird als intensive Grofle der thermische Ausdehnungskoeffizient definiert

VT

(10.20)

p,N

Die fiinf abgeleiteten Gréflen Cy, Cp, K1, ks, a sind die gebréuchlichsten, da direkt

mefBbar und experimentell wichtig.

Behauptung:
Cyn>0 (10.21)

Beweis: Ausgehend von (5.5) (kanonische Gesamtheit) haben wir
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Die Wiarmekapazitiat mifit die Energieschwankung.
Behauptung:

RT,N Z 0 (10.22)
Beweis: Ausgehend von (6.6) (groBkanonische Gesamtheit) haben wir zunéchst

0 < B(AN) i

T,V

Wegen 0 = —SdT — Ndu + Vdp (8.6) gilt fiir T = const die Beziehung Ndur = Vdpr.

Ferner folgt aus p = p(T, %), daB g—]’\’[‘ = —%g—{}‘ gilt. Damit
T, v T,N
0 Vo V2o vV 1
o<t =220 T P < krn > 0.
a T,V N (9 T,V N2 8V T,N N2 KIT7N ’
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10.1 Thermodynamische Potentiale des Boltzmanngases

In Aufgabe 8.3 haben wir die Entropie des Boltzmanngases in Abhéngigkeit von ih-
ren natiirlichen Variablen, S = S(E,V, N), berechnet; ferner die kanonische und die
grofkanonische Zustandssumme (Zy und Z).

Berechne die zu Zy und Z; gehérenden thermodynamischen Potentiale sowie die freie
Enthalpie G in Abhéngigkeit von ihren natiirlichen Variablen (ggfs unter Verwendung
von 3 und A anstelle von T'). Priife, ob die aus der kanonischen Gesamtheit berechnete
Entropie mit der in 8.3b angegebenen iibereinstimmt.

N3
F(T,V,N)= —kpTInZ, = NkgTIn
e
v
@(Ta Va /Jf) =—kpTInZ, = —kBTFeB“
oF NkgT
G(TaP,N):F+pV mit VauSp:—— = B (SN G:NkBTlIl(A3ﬁp)
oV lr %4

Mit A3 oc T—3 folgt fiir die Entropie unter Weglassung von Konstanten

3

0

vx 0T

_oF
oT

N
NEkgTIn = Nkg an—FgInT .

S =
V,N eV N

Der Zusammenhang zwischen Energie und Temperatur ist durch

?
L

gegeben, so dafl die Entropie als Funktion der natiirlichen Variablen E, V, N der in
Aufgabe 8.3b berechneten gleicht.

1 E
ank:3N31n)\: §N— = §NkBT — lnN =InT

E = =
V,N op 2 B 2

10.2 Das Potential der Druckgesamtheit

Eines der acht mdéglichen thermodynamischen Potentiale hingt nur von den intensiven
Variablen ab: K = K(T,p,pu). Wie lafit sich K von E = E(S,V, N) ausgehend durch
Legendre-Transformationen bilden? Warum mufy K als Funktion seiner Variablen iden-
tisch verschwinden, K = K(T,p,u) =0 ?

Die drei Variablen von E, also S, V und N, ersetzen wir durch eine dreifache Legendre—
Transformationen durch die Felder 7', p und g und erhalten (vgl (6.8)) das

Potential der Druckgesamtheit K = K(T,p,u)=E —TS +pV — uN 125

it oK oK oK
iy ) V=— ’ —N = —
8T Pyp 8p T,p 8:“‘ p,T

Dieses Potential ist extensiv, hingt aber nur von intensiven Variablen ab. Deshalb ist
es identisch gleich Null, in Ubereinstimmung mit der Duhem—Gibbs—Relation.

-S
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11. Thermodynamische Relationen

Zwischen den verschiedenen thermodynamischen Gréflen und ihren Ableitungen beste-
hen viele allgemein giiltige Relationen. In diesem Kapitel 11 sei IV fest, ohne daf} dies
besonders hervorgehoben wird. Die Groflen, die wir betrachten, sind damit Funktionen

zweier Verdnderlicher,
f=f(z,y) wobeiz,y= zweider GréBen T, S,p,V, E, ...

a) Integrabilitidtsbedingungen

f=f(z,y) — df = g—idazwL g—zdy — aﬁyg—i = %g_ljj
Daraus folgt eine Fiille von Relationen. Die wichtigsten
dF = —SdT — pdV — g—iT:g—gv, (11.1)
mit dE = TdS — pdV folgt weiter g_‘E/ = Tg—g, i —p= g—g § —p (11.2)
wa ] =y gl ) =T Gravl, ), = Taml, 09
dG = —SdT +Vdp — —g—i T:g—;{ pEVOz (11.4)
undaa—C;T:T<§pg—§P)T:T(a%% T)p:— %‘p (11.5)

und andere.

b) Index—Wechsel

Man interessiert sich fiir Relationen, die sich ergeben, wenn beim Differenzieren eine

. . . oOF o oOF .
festgehaltene Grofle gegen eine andere ausgetauscht wird, zB B_T‘ = 57| + 7 Hierzu
p

\%4
benutzt man die Jacobi-Determinante, fiir f = f(z,y), g = g(z,y) definiert durch

af of
a(f, 8 %L 9589 ofd
(f,9) \29 Sg\ fog _0fdg (11.6)

oz o

die Kettenregel 0(t,9) _ 9f,9) O(u,v) . (11.7)

d(z,y) 09(u,v)0(z,y)




Speziell ist

Anwendungen:
1%
op| _opV) _opV)opT) T, o
aTl, — a(T,V)  8(p,T)d(T,V) ov KT
p T
a8
op| _9(mS) _ oS dT)oV,T) _ °"l, dp
vl " 8wS) T ae 1AV 0,9 g
oder & _hr
\% Ks
6 =15 rdEN) _28V) 0T
o(T,V) o(T,p) O(T,V)
8p 0S| oV oS (?V 1 9
v [— pa—p T B 317 ] Cp_'_T_VKT (Va)
oder 2
Cp,—Cy=TV—2>0
KT
Durch Kombination c )
_ _ SV &
h‘,T—h‘,s—h‘,T<1 Cp> TVCp

Es gelten offenbar die Ungleichungen

C,>Cy >0 (11.12) und kT > kg > 0. (11.13)

c) Stabilitét
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(11.8)

(11.9)

Die Entropie S = S(F,V) muf sich gegeniiber Fluktuationen von E und V in Unter-

systemen, dh mit £ = E; + Fs = const, V = V7 + V5 = const nicht nur stationir

(extremal) verhalten (siehe 10.4), sondern dariiber hinaus ein lokales Maximum anneh-

men. Fiir beliebige Variationen d F1, 6V; muf} also gelten

d d 1625 1625 925
SEi—2 1 _ 195 5m)2 + 1972 (512
( 9B, Vlavl) § = 3w OB + 35 M)+ gE o

Es folgt (nochmals) Cy > 0 und 7 > 0.

dE10V1 < 0.
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11.1 Thermodynamische Relationen
Zeige (fiir feste Teilchenzahl V)

. oT 1 op ... OF Op

(i) =— CV <p— Ta—T V> ,  (il) Frie Vkr <p T— )
... 0(T,S) . op a5 op| _ G
(iii) V) 1, (iv) (v) T avT

Diskutiere Prozesse, bei denen diese Relationen anwendbar sind. Was besagt (iii) geo-
metrisch iiber die beiden Darstellungen eines Kreisprozesses im p,V- bzw im T, S -
Diagramm?

. 9T| _O(T,E)  A(E,T)dT,V) 1 0E| 1u2 1
O vl ~5w e ~awmaE v - Gravh o 0 Tarh)
.. OE| O0(E,T) 0(E,T)OV,T) OF| 11.2
@ Sl = 9 = v o = Vravl, = Ve~ Taph)
L 98| _ov| _ B(T,S) a(S,T) ,a(V,p)
(i) dG = ople ~or, "V 7 aev) o) (T
) 22| —2®:S) _ 9w,S)0lnV) _ 3(S,p) _ 08
aTls ~ A(T,5) ~ alp,V)a(T,5)  a(V,p)
w 2| _9wS) _ AT oSp) _ Cp 0S| ) Cp
v s 9(T,8) aT,8oT,p T oply  avT

(i) gibt die Temperaturdnderung beim Gay—Lussac Versuch an, bei dem ein Gas ohne
Arbeits- oder Warmezufuhr, also bei konstanter innerer Energie, durch “Sturz ins Vaku-
um” expandiert. Beim Boltzmanngas ist (fiir festes Volumen) p o T', folglich die rechte
Seite gleich Null, dh die Temperatur bleibt bei der Expansion konstant. Ansonsten sind
beide Vorzeichen der Temperaturinderung moglich.

(ii) gibt — dhnlich wie (11.2) — die Anderung der inneren Energie bei isothermer Expansi-
on oder Kompression an. Beim Boltzmanngas sind zugefithrte Warme und geleistete Ar-
beit gleich und die innere Energie bleibt konstant.

(iii) driickt die Flachengleichheit von Kreisprozessen im p,V und im T, S —Diagramm
aus.

(iv) und (v) besagen, dafl bei isobarer Expansion die Entropie anwichst, sofern a > 0
ist. Dies ist bei Gasen immer zu erwarten; bei Fliissigkeiten und Festkorpern gibt es
etliche Ausnahmen (zB H,0).

An einer Substanz bei Zimmertemperatur und 1 atm Druck habe man folgendes beob-
achtet:

(i) bei Erwdrmung um 1°C bei konstantem Druck nimmt das Volumen um 0.5% zu,
wéahrend
(ii) bei Erwirmung um 1°C bei konstantem Volumen der Druck um 1% zunimmt.
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Frage: Wie dndert sich der Druck, wenn die Substanz um 1°C abgekiihlt und das Volu-
men um 1% reduziert wird?

Losung in Worten:
Kiihle bei konstantem Druck um 2°C ab! (i) < das Volumen nimmt um 1% ab.
Erwérme bei konstantem Volumen um 1°C! (i) < der Druck nimmt um 1% zu.

Formal:
dp | (i) p/100 op op (i) p/100 op| V
) & dp= 2| gr+ 22| qv¥o= e+ 221 2
aT |, ~ 1°C P= 57, T avl, 1°C vl 200
Op Op p/100 op| V op| V P
dp= 22| ar+ 22| qv = oy L9y Y _ P
= dp=on| AT+ o] AV =" (-1°0) = 50| 100 = 3V, 200 — 100

11.2 Charakterisierung der klassischen idealen Gase

Wir betrachten eine Substanz, deren thermodynamischer Zustand durch 7', V und N
vollstdndig beschrieben sei, und halten N im folgenden fest. Zeige mittels der bekannten
thermodynamischen Relationen:

a) (i) Hingt das Volumen pro Teilchen, v := ¥, nur von £ ab (und héngt damit auch
L nur von v ab), so ist die innere Energie pro Teilchen, e := %, eine Funktion von

T allein und umgekehrt.

_ Py = . e
U_U(T) N p_T f(v) S v

11.2 . Op

i 57| ~P=0 (*)

v

(ii) Héngt der Druck p nur von # ab, so ist die Enthalpie pro Teilchen, h := %,
eine Funktion von T allein und umgekehrt.

12.11 ov
=y — T
. U tar

oh

- =0
Op

p

) = v=T-f(p) +

b) Zeige: im Fall (i) hingt die Wérmekapazitit c, := S¥ (pro Teilchen) nur von T ab,
im Fall (ii) gilt das entsprechende fiir c,.

_ 9
, OT

oh
» 0P

@
0T

%
» OV

0

T:av

%
r 0T

dcy,
ov

0

. 0T

)

_9
T_ap

T_’ Op

T

c¢) Im folgenden soll sowohl (i) als auch (ii) gelten. Zeige, da8 gilt: c, —c, = %7 = const.

Als Funktion von p und v aufgefaft, ist 7" nach (i) o p, nach (ii) o« v, folglich 7" x pv.
Alternativ: mit ¢ := pv = h(T) — e(T') = ¢(T) folgt aus (x) durch Multiplikation
mit v 5

d
Tva—gv—pvzo — Td—;:¢ — p=pvxT
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Ferner:
10v) @i 1 1 118 _;0p| (), .p 11.10 Tva?  pv
waTl, — T’ wrp ar|, T P T T . cons

11.3 Zur Thermodynamik der idealen Quantengase

Thermodynamisch 148t sich ein ideales Quantengas beschreiben als ein System, das der
Relation pV = gFE mit einer Konstanten g geniigt. Zeige, daf} fiir ein solches Gas das
"Griineisen—Verhéltnis’ I' = N;‘gv den konstanten Wert g annimmt. (Bei der expliziten
Behandlung der idealen Quantengase werden wir sehen, dafl I' den Wert 4 hat, wobei
d = 3 die Raumdimension und v der Exponent in der Einteilchen—Energie-Impuls

Beziehung €(p) o p” ist. ZB ist fiir das Photonengas v =1 und T' = 3.)

Vv ) 0 oF
o 11:8V D

FZHTC’V a_T‘V/a—T‘V:g'

11.4 Kettenmolekiil

Ein Molekiil bestehe aus N > 1 identischen Abschnit-
ten der Lénge a, die in beliebigen Orientierungen anein-
ander gekettet ein dreidimensionales Gebilde ergeben. Wir
beschreiben eine Konfiguration durch 2N Polar- und Azi-
mutalwinkel (0;, ;) = &;, @ = 1,2,...N bzgl einer fe-
sten Richtung (zB der z-Achse, siehe Skizze). Damit ist
L =a), cosf; ein Maf fiir die Lange des Molekiils.

Wir nehmen an, dafl die Kettenglieder um ihre Endpunkte
frei drehbar sind und daf} allen Konfigurationen die gleiche

Energie £ = 0 zukommt. Die kanonische Zustandssumme
‘st dann L= a2 cosh,

Zy = Zx(B,L,N) = / Hd(ﬁi = (27r)N/_11 Hd(cos&) 5<Zc059,~—L/a).

Zi cos@;=L/a "

Die etwas unangenehme Einschrinkung des Integrationsbereichs fillt beim Ubergang
zur Druckgesamtheit weg:

1 [ 1 N
7 = Z(ﬁ, o, N) = _/ dL eﬂO'LZk — (271'/ d(COS e)eﬂaacosﬁ)
a

oo -1
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Die zu L konjugierte intensive Variable o wird hier formal als negativer Druck —p
eingefiihrt und hat damit die Bedeutung einer Zugspannung: dE = T'dS + odL. Wie L
kann auch o positive und negative Werte annehmen; es geniigt jedoch, den Fall L, ¢ > 0
zu diskutieren.

a) Berechne Z explizit. Bilde das zugehorige thermodynamische Potential. Wie lau-
tet die thermische Zustandsgleichung L = L(T, 0, N)?

1

N inhz\ N
d(cos )eP7ees?) " = (4rZE1T) T = Nolo),

Z = 7(8,0,N) = (27r/

-1 T
Es ist
sinh x 1 1 1
—1 (4 )>o, () = cothz — =, ¢"(z) = — ~ >0.
o) =t (1) 20, @) =cotha— 1, pa) =~ >
Die Freie Enthalpie ist G = —% InZ = —NkgT¢(z) und es folgt die thermische
Zustandsgleichung
%) = Nag!(a) = L(z)
=——| = Nay'(z) =L(x
0o |1 ?

b) Definiere und berechne die Gréfien, die den {iblichen Gréflen «, Cp, Cy, k7, Ks,

sowie % und g—; entsprechen. Alle Groflen sollen durch die dimensionslose
T

Funktion p(z) := ln(‘éiﬂ sinh z/x) und ihre Ableitungen mit = := Boa, sowie einen
aus N, a, kg und 8 = 1/kgT zusammengesetzten Dimensionsfaktor dargestellt
werden. Was 1483t sich iiber die Vorzeichen sagen? Wie lautet die Duhem—Gibbs—
Relation?

Der thermische Ausdehnungskoeffizient ist negativ

1 0L zo" ()
el <o0.
@ LoT], B o' (z) =0
Die Entropie
0G

S =

57| = Nkn(e(@) - 20 @)
hingt - wie auch L - nur von x = Boa, nicht von T und o einzeln ab. Es folgt

08
Cy = Té?_T

e
, 0T

dS 2. N
- = > = -
] Nkpx“p (;L') 0, (g T

0z

Oz dS _
. 0T B

. dz ’

letzteres wegen x = x(L). Die Kompressibilitdten sind

1 0L " 10L
KT:Z%TZGBZ'((;) >0, sowie KSZE%SZO wegen S = S(z).
Die Entropie nimmt mit wachsendem |L| ab
oS do o kg oS 1 0S8 kg T
—_— _ — = - = - <> — _ —— = - SO_
OL | oT |, T a 0L?|, 2LOLI, 2Na? ¢/ (z)
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Die Duhem—Gibbs—Relation lautet E = F +TS =G + TS +0L = 0.

Aus der freien Energie F' = —T'S 148t sich auch die kanonische Zustandssumme
bilden. Zeige, dafl im Grenzfall % — 0 die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die
(Horizontal)Koordinate des Kettenendes gegeben ist durch

3 L? L
Z = _BF% —_— = - ).
Kk=¢€ exp| 2Na2]o<wN(a)

wy (£)dl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da§ ein vom Ursprung ¥ = 0 ausge-
hender ’random walk’ von N Schritten der Linge 1 in beliebigen, rein zufilligen
Richtungen im X -Intervall zwischen ¢ und /£ + df endet. Lifit sich dies einfach
begriinden? Was ist die anschauliche Bedeutung des Limes % —07

Die Taylorentwicklung von ¢'(x) um z = 0 beginnt mit ¢'(z) = £ + O(z?), des-

halb ist mit % auch z klein. Der Limes beschreibt offenbar die stark verkniulte

Kette (erreichbar zB durch ¢ = 0 oder T — 00). Der Logarithmus der kano-

nischen Zustandssumme ist In Z, = —3F = N(¢' — zp) ~ —tNz? ~ -3 L

2 Na?2?
also

™

3 12
Jy ~e 2N aZ |

|

wie behauptet. 7y = fz costi=L/a [1; did; ist ein MaB fiir die Anzahl von Konfi-

gurationen mit Endkoordinate um L und ist damit proportional zu der genannten
Wabhrscheinlichkeit. Das quadratische Mittel der Endkoordinate (in X-Richtung)
ist
f_oo dL L? exp[—% %)2] B lNa2

ST dl exp[—5%(2)?] 3

Aus Symmetriegriinden ergeben sich dieselben Werte fiir die Y- und Z-Richtung,
so dafl als mittlere quadratische Entfernung vom Ursprung folgt (R?) = Na?.
Dies folgt auch aus einer ganz elementaren Betrachtung des random walk. Nach
N Schritten der Lénge 1 ist die mittlere quadratische Entfernung wegen €; - €; =
cos ©;; = 0 fiir 1 # j

(?) =

(€1 +ér+...+en)2=€12+é2+...+éx2=Née?2=N.

Fiir den eindimensionalen random walk ist dieses Ergebnis bereits aus Aufgabe
2.3 bekannt.
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11.5 Polarisierung eines dielektrischen Mediums

Wir betrachten ein System aus N elektrischen Dipolmomenten (nicht Impulsen !)
pi, t =1,2,...N, die in einem dufleren elektrischen Feld £ eine Einstellenergie

mit p := |p;| haben. Von einer translatorischen Bewegung der Dipole sehen wir ab.

a) Berechne das Zustandsintegral
N N
2= (2m) [ [ dlcosy) e Xk cox
i=1

und das zugehorige thermodynamische Potential —kgT In Z. Welches wire der pas-

sende Name fiir das Potential? .
Hinweis: Verwende x := @p€ und die Funktion ¢(z) :=In (47r%) > 0.

1 N inhz\N
7 = (27r/ d(cos 9) e“‘)”> = (47rsm x) < G =—kgTInZ = —NkgTop(z)

-1 T

Die Variable £ ist intensiv und entspricht dem Druck p, das Potential sollte man

also als freie Enthalpie bezeichnen.
b) Berechne die elektrische Polarisation P := (p Zivzl cos ;) in Abhéngigkeit von der
Temperatur.
0 d 0G



Seite 68

12. Thermodynamische Maschinen, (Kreis—) Prozesse

Fiir viele technische Anwendungen 14t man ein System (“Arbeitssubstanz”) einen Pro-

zefl durchlaufen, bei dem Arbeit geleistet werden soll. Nun gilt allgemein
0A+pdV >0, (12.1)

denn bei Kriftegleichgewicht haben wir A = —pdV'. Eine Volumenverkleinerung, dV <
0, erfordert immer zugefiihrte Arbeit, so dafl A = —pdV > 0. Andererseits kann dV > 0
bei einem Prozef sein, ohne da3 Arbeit geleistet wird: 0 A = 0 mit pdV > 0, zB bei
der freien Expansion eines Gases. Bei konstanter Teilchenzahl, dN =0 — dyE = 0,
ergibt (9.2) und (9.6) mit (12.1)

TdS > 6Q + (6A + pdV) > 6Q. (12.2)

Bei Reversibilitat ist TdS = (0Q)rev, also (0A)rey = —pdV. Umgekehrt, wenn kein
Kraftgleichgewicht herrscht, ist A + pdV > 0 und damit TdS > dQ, der Prozefl also

irreversibel.

Periodisch arbeitende Maschinen (Motoren, Dampfmaschinen, Warmepumpen etc) durch-
laufen Kreisprozesse. Bei konstantem N betrachten wir solche Prozesse im p, V- bzw
T, S-Diagramm.

T p

g.s. nicht g.s. g.s. nicht g.s.

R i | p
@ S (1)

S \ %4

Zu unterscheiden sind

a) Quasistatische Kreisprozesse, entsprechen einem geschlossenen Weg in der p,V
bzw T, S—Ebene,

b) Irreversible Kreisprozesse, Teile des Weges liegen aufierhalb der p,V bzw T, S-
Ebene.

Fiir die quasistatischen Kreisprozesse ist die eingeschlossene Fliche im T, S—Diagramm

f:rds - faQ ~Q (12.3)



Seite 69

gleich der bei einem Umlauf aufgenommenen Wirmemenge. Die entsprechende Flichem

fpdv = ]((—JA) = A=W

ist die vom System geleistete Arbeit (A = —W ist die dem System zugefiihrte Arbeit).

im p, V-Diagramm

Wegen dE =6Q +0A und %dEzO ist Q=W,

a(p,V)
a(T,S)

spricht man von einem RechtsprozeB mit ) = W > 0 oder einem Linksprozef mit

Q = W < 0. In einem Rechtsprozef} leistet das System Arbeit an der Umgebung, dh

was formal auch aus = 1 folgt. Je nach dem Durchlaufsinn der Wegintegrale

es handelt sich um eine Arbeitsmaschine. Beim Linksprozef} fithrt das System Warme

an die Umgebung ab, Beispiele sind Wiarmepumpen, Kiihlmaschinen usw.

Kreisprozesse enthalten meistens isotherme, adiabatische, isobare oder isochore Teil-
prozesse. Zur Definition des Wirkungsgrades teilen wir die gesamte vom System auf-

genommene Wirme in die positiven und die negativen Anteile auf:

= ¢ 6Q = ) 00 = — i .
Q fcz 7{@@ Q+7€Q<OQ Q1 — Qs mit Qrz>0

Die gesamte aufgenommene Wérme (@) ist also die Differenz aus zugefithrter Warme Q4

und abgegebener Wirme Q5. Bei der Arbeitsmaschine, also fiir den Rechtsprozef}, ist

diese Grofle positiv, Q1 — Q2 = W > 0 und der Wirkungsgrad ist definiert durch
geleistete Arbeit 14 Q2

=5 =1-=-20. 12.4
zugefithrte Warme — Q1 ~ ( )

TNArbeit -—

Fiir die Warmemaschine, also den Linksprozef}, ist Q2 — Q1 = A > 0 und wir definieren
die Heizeffektivitat als

abgegebene Warme Q2 Q1\ 1
@@yt
aufgenommene Arbeit A

o (12.5)

TTWirme =
Arbeitsmaschinen sollten méglichst einen Wirkungsgrad na in der Ndhe von 1, Warme-
maschinen eine moglichst grofle Heizeffektivitit nw haben. Einfache Umwandlung von

Energie in Warme beim {iblichen Heizen mit (); = 0 bedingt nw = 1, ist also uneffektiv.

Historisch besonders wichtig fiir die Entwicklung der Thermodynamik ist der Carnot-

Prozef, der aus zwei isothermen und zwei adiabatischen Teilprozessen besteht:
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/iy — T, (isotherm)

Sl (adiabatisch)

2 Sl

Mit TdS = (6Q)q.s. ist die bei der hoheren Temperatur 77 aufgenommene Wirme
1 = f5Q>0 dQ = T1(S; — S3) und die bei der tieferen Temperatur T abgegebene
Wirme Qo = — §5Q<0 0Q = T»(S1 — S3), damit also der Wirkungsgrad

Ty
TICarnot = 1-— @ =1—-——<1 fur T2 > 0. (12.6)

Q1 T
Der Wirkungsgrad wére ideal (9carnot = 1), wenn man mit 7 = 0 arbeiten konnte.
T = 0 ist jedoch nicht erreichbar (siehe néchstes Kapitel).
Wir beweisen den folgenden Satz iiber die “maximale Arbeitsleistung”:

Der Carnot—Wirkungsgrad Ncarnot = 1 — % ist grofer als der
Wirkungsgrad jedes anderen Kreisprozesses, der zwischen der

héchsten Temperatur Ty und der niedrigsten Temperatur Ts

verlauft.
T
T[> Wie angedeutet, kann der Vergleichsprozefl auch irreversible
/ /q/ (nicht quasistatische) Anteile enthalten. Das System &ndert
( , seine Entropie beim Umlauf dann nicht, aber in der Umgebung
ol S st (AS)umg > 0.
S
Beweis

(12.2)
s > 5_Q o_fds>f“? / 0Q
Q>0T 6Q<0T

Mit den Abschitzungen

[ . se_ @ [ wel [ Qg
s0s0 T “Jsoso Tt T Jsgco T ~ Jsg<o T T,

folgt
Q.0 T 0
Ty T Ty Ql
also
n=1- @ <1- E = TlCarnot - (12.7)

Q1 Ty
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Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn

a) TdS = §Q, dh der Prozefl reversibel bzw quasistatisch verlduft,

b) Wérme immer nur bei konstanter Temperatur zugefiithrt bzw abgefiihrt wird.

Zur Erginzung und als Beispiele berechnen wir noch zwei Prozesse.

Expansion ins Vakuum:

Durch plétzliches Entfernen einer Trennwand expandiert ein

E Gas frei in ein gréfleres Volumen: Vi — Vo > V;. Es wird
0s keine Arbeit geleistet oder Warme ausgetauscht, also bleibt

die innere Energie unverdndert: 6QQ = 0A =0 — dE =0

E, oder E; = E5. Der Prozef ist irreversibel bzw nicht quasista-
V tisch; er wird im F,V-Diagramm durch die punktierte Linie

Vi |4 dargestellt.

Zur Berechnung des Entropiezuwachses bemerken wir zunichst, da$ die Anderung von
ZustandsgroBen (wie S) wegunabhingig ist, also nur von Anfangs— und Endzustand
abhéngt. Wir konnen deshalb AS liangs eines quasistatischen Vergleichsweges vom An-
fangszustand (F4, V1) zum Endzustand (Ey = Ey, V3) berechnen:

dEE. p

A 2 285 2p

T
Die Temperaturdnderung ist AT =T, — T = 12 g—g‘ dV mit
E

oT d(T,E) O(T,E)d(V,T) 1 0F

ovl, — o(V,E)  8(V,T)d(V,E)  Cy oV

1 dp
= |p—T=2
T CV [p 8T v

] . (12.9)

Fiir die explizite Berechnung brauchen wir die Zustandsgleichung. ZB gilt fiir das Boltz-

manngas p = %kBT — AS:Nkalz% :NkBln%, ATzowgp:Tg—é’,
\%4
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Joule-Thomson-Prozef3:

Ein Gas wird iiber ein Drosselventil vom Anfangs-

druck p; auf den Enddruck ps entspannt. Der

V1 | V2 Prozefl wird stationir betrieben, dh durch Ver-

— I - schieben zweier Kolben wird auf beiden Seiten
Py P, des Ventils der Druck konstant gehalten.

Ventil

Der Prozef} verlduft irreversibel (Reibungsverluste im Ventil). Das Ganze ist thermisch
isoliert. Wegen 6Q = 0 ist dE = §A, also Ey — F; = ff dE = ff 0A = A, + A,, die
Anderung der inneren Energie also gleich der dem System zugefiihrten Arbeit. Diese
besteht aus den Anteilen A4; = f‘gl(—pldV) =p; V7 und 4, = fOVQ(—png) = —poVs.
Damit ist

Es +pVo =E1 +p1 Vi oder Hi=Ha2, (12.10)

dh beim Joule-Thomson—Prozef} ist die Enthalpie konstant.
Die Entropieerhdhung folgt mit d# = TdS + Vdp — dS = 4 — Ydp
2 2 2
0S |4 |4
AS:/dS:/— dp:—/ —dp>0 da—=>0unddp<O0.
1 1 Oplu 1 T T

Auf dem Weg von 1 — 2 ist dp < 0, also wichst die Entropie, der Vorgang ist
irreversibel (vgl Aufgabe 12.4).

Die Temperaturinderung ist T — T} = ff dT = 12 % dp mit
H

oT (T, ") (T, H)0(p,T)  OH| JOH 4

—| = = =——| /—=| =5(r-1), (1211

0 " 0w H) D) 0 H) | dpl/ 0T, T (02
denn: 22| =725 —Cp,%T:T%T+V:V—T3—¥ =V(1-aT).

p

Da dp < 0 und % > 0 ist, fithrt der Joule-Thomson—Prozef} zur

Temperaturerhohung, wenn o < —,

ist.

N~ =

zur Temperaturerniedrigung, wenn o >

Bei Gasen (und Fliissigkeiten) ist fiir tiefe Temperaturen o > . Daher dient der Joule—

Thomson—Prozef} (evtl kaskadenformig wiederholt) zur Verfliissigung. Beim Boltzmann-

1 8V Nk __

gasist a = ;55| = S %, also Ty = T5, ebenso Ey = E5, da p1 Vi = poVs.
p
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12.1 Reversibler Temperaturausgleich

Ein Korper der Temperatur T} wird in eine kéltere Umgebung der Temperatur Ty (Tp <
T ) gebracht. Wieviel Arbeit kann durch Abkiihlen des Korpers auf die Temperatur Tj
maximal gewonnen werden? Die Warmekapazitiat C' des Korpers soll dabei als konstant
angesehen werden.

Hinweis: Bekanntlich besitzt der Carnotprozess den héchsten Wirkungsgrad fiir die Um-
wandlung von Wirme in Arbeit. Die Sache wird nur dadurch etwas kompliziert, daf3 die
obere Temperatur (die des Korpers) nicht konstant bleibt. Die optimale Umwandlung
der verfiigbaren Warme in Arbeit wird durch eine Folge infinitesimaler Carnotprozes-
se zwischen variablen oberen Temperaturen 7', 77 > T > Ty, und der festen unteren
Temperatur Ty erreicht (praktisch allerdings nicht ganz einfach zu realisieren .. .).

Entziehen wir dem Ko6rper bei der Temperatur 7' eine Warmemenge d@QQ = CdT und
fiihren sie durch einen infinitesimalen Carnotprozefl bei der Temperatur Ty ab, so er-
halten wir die Arbeit

T
dA =ndQ =nCdT = (1 — ?O)C'dT oder aufintegriert
T
! T T,
A=C | dT(1-22)=C[(Ty - To) — Toln —].
T T To

12.2 Thermodynamische Ungleichungen

Nenne die wichtigsten Ungleichungen aus Thermodynamik und Statistischer Physik.
Worauf beruhen diese Ungleichungen, wie werden sie hergeleitet? Welche Ungleichungen
sind in der Praxis oft erfiillt, aber nicht aus allgemeinen Prinzipien herleitbar?

T > 0 fiir unbeschrankte Hamiltonoperatoren, % = —Spurolno > 0, trivial: V' > 0.

Ferner:p > 0 wegen pV = —® =kpTInZy, Zg = 1+eBeq. .. > 1.
Mit der zugefiihrten Wirme dQ ist nach dem Satz von Clausius § % <0.
AS > 0, —AF = TAS — AE > pAV =abgegebene Arbeit bei isothermem Prozes,

NS Moamo < 1, 5| = £ 20, 88 =% <0,C >0y 20 k> hs> 0.
H

‘ E

dp AS

Meistens: « >0, 22| = % >0, 47 = 7ay > 0 an Phasengrenzen.

%
v

12.3 Expansion eines Gases

Diskutiere die Expansion eines Gases von einem Volumen V auf das Volumen V + AV
unter verschiedenen Prozefifithrungen ((ii) bis (iv) quasistatisch):

(i) “Sturzins Vakuum”, dh die Expansion in das urspriinglich leere Volumen AV erfolgt
nach Herausziehen einer Trennwand ohne Arbeits- oder Warmezufuhr,
(ii) isotherm; das Gefdf mit dem Gas befindet sich in einem Wéarmebad der Temperatur 7'
(iii) adiabatisch; das Gefaf ist thermisch isoliert
(iv) isobar, durch Erwirmung des Gases.
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Was liBt sich jeweils iiber die Anderung der inneren Energie und der Entropie sagen?
Welche Wiarme wird dem Gas zugefiihrt, welche Arbeit wird vom Gas geleistet? Welche
Anderungen von T und p treten ein? Was Lt sich iiberdies sagen, wenn das Gas einer
Zustandsgleichung der Form p = T f(%) oder aber pV = I'E (siehe Aufgabe 11.3)
geniigt?

Zunichst gibt es in den Spezialfillen folgende Vereinfachungen

R

Beim Quantengas (also fiir pV = I'E) 1a8t sich C, durch a und E ausdriicken:

falls p = T f(x)

o= +Cv falls pV =TE

a 11.8 Op

T

<|H ks

OFE

o

(o5}

KT

_ o
- oT

0

) = 57 (E+pV) = (1+l)i (pV) = (1—+—%)apV: (T +1)aFE

r r'o

p p

T .. c aV 11
und damit wird kg trivial: kg = Yk = = ==,
S S— ¢, —C,T — T+ip

. _ _ B 0S8 _ P
(1) AQ =AA=0 < AF = 0, AS AE:O W : dE:T(ZS‘—pdV TAV >0
Ferner ist nach Aufgabe 11.1(i)
AT 10T AV p 0Op 0 falls p =T f(%)
T TV AVZ(T(T_a_T ): AVP(_E_ _1) falls pV =TE
B v v v Loy T pv =

Zur Berechnung der Druckidnderung bilden wir zunéchst

08

A 2(S,V)o(T,V) 118 Cykr oS
Op B

y (T, V) d(p,V) o Gy

8(5,]7) 8(T,p) Cp

» O(T,p)d(V,p) aVT

und erhalten

P Cp Cykr Ap Cp AV

AV =AS = AV A — = —1)T——

T T T Tar P, (apV ) v
mit der Griineisen-Konstanten I" = % (sieche Aufgabe 11.3).
Sofern pV =T'FE gilt, kommt fiir £ = const natiirlich % = —A—VV heraus (mit C, siehe
oben).
.. 0S op EAV falls p =T f(¥)

AT = AS = — = _ A — T N

(i) 0= A8 oV ir dF=-8dT—pdv OT |, v { TCOvAV  falls pV =TE

Die Energiednderung ist

AE = TAS — pAV = (T@

.
- V—p)AV, =0, falls p="T ()
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Die zugefithrte Warme ist AQ = TAS = Tg—%i AV, die geleistete Arbeit pAV. Die
A4

Druckénderung ist Ap = g_‘l}

TAV = — oy AV.

(i) AQ=TAS=0 — AE=—pAV <0,

85 Cy op
tov AV =T AT+ 55|

T 1%

:—é%(— —(1 4+ D)pAY falls pV = FE)

Die Druckinderung ist Ap = g—‘fj
S

. 08§ 0 Cp _ Lip _
(iv) AS= AV = aVTAV’ =(1+ F)TAV falls pV =TFE
Mt 0S 35 C dp
_ 90 _ hd
AS = oT |, dF=—SdT—pdv T AT + oT VAV
folgt
Cp AV AV
AE =TA A 1 = F— fall I'E
S —pAV = pV<apV ) T - fa spV =
AT Oop C T op J4
2L A2 (. LI \P A
O S aT |, (apV )T v
AT AV | (=2 - 1)5’ falls p = T £(¥)
T~V \(@C+1)E% T fallspV =TE
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12.4 Zur Irreversibilitidt des Joule-Thomson—Prozesses

Der Joule-Thomson-Proze kann bei geeigneter Dimensionierung des Drosselventils
beliebig langsam ablaufen. Wird er damit quasistatisch?

Nein! Ein quasistatischer Prozef§ durchliduft nur Gleichgewichtszustinde. Nach (10.4b)
ist das System jedoch nicht im Gleichgewicht, wenn auf beiden Seiten des Drosselventils
unterschiedliche Drucke p; # ps herrschen. Das Drosselventil bewirkt eine kiinstliche
Verlidngerung der normalerweise sehr kurzen Relaxationszeit, wihrend derer das System
den Gleichgewichtszustand erreicht.

12.5 Durchmischung zweier Gase

Zwei verschiedene ideale klassische Gase befinden sich bei gleichem Druck und gleicher
Temperatur getrennt in zwei Hélften eines Kastens vom Volumen 2V. Die Trennwand
zwischen beiden Teilvolumina wird herausgezogen, und die Gase diffundieren ineinan-
der. Um wieviel hat die Entropie bei vollstindiger Durchmischung zugenommen?

dA=0

Eine Methode, dieses Problem zu l6sen, besteht dar-
in, eine reversible Zustandsinderung zu betrachten,
die zum gleichen Endzustand fiihrt wie die Diffusion

und die dabei auftretende Entropieinderung zu be- e A

rechnen. Diese Zustandsdnderung besteht darin, bei-

de Gase zunichst getrennt isotherm auf das doppel- :

te Volumen zu expandieren und dann mit Hilfe von ' (T undurchiseegb®!
semipermeablen Wianden ohne Arbeitsaufwand und Apemeaier stempei B permeable ortsfeste Wand
reversibel “ineinanderzuschieben” (Siehe Skizze). Einrichtung zum reversiblen Mischung/Entmischung zweier

Gase ohne Arbeitsaufwand mittels semipermeabler Membrane.

Semipermeable Winde, die jeweils eine Teilchensorte durchlassen und alle anderen
zuriickhalten, gibt es fiir manche Gase wirklich (zB ist glithendes Palladium allein fiir
Wasserstoff durchlissig). Die Annahme der Existenz solcher Winde fiir Gedankenexpe-
rimente fiihrt jedenfalls nicht zu Widerspriichen in der Thermodynamik. Wir denken
uns zunichst beide Gase isotherm (unter Warmezufuhr) auf das doppelte Volumen
expandiert. Dabei vergrofiert sich die Entropie jeweils um

oS

AS = [ —

| o

Da sich beim reversiblen Ineinanderschieben die Entropie nicht &ndert, ist die gesamte
Entropiezunahme Nkg - 21n 2.

_ [ op
TdV— B—T

2V
P NkB
dV = —dV = dV = Nkgln?2.
v /T /V v B

Alternativ 148t sich das Problem mit den Ergebnissen der Aufgabe 8.3b l6sen. In je-
dem der beiden Teilvolumina V seien N Molekiile enthalten. Beim Herausziehen der
Trennwand wird weder Wérme noch Arbeit zugefiihrt, die innerere Energie bleibt so-
mit konstant. Nach Aufgabe 8.3b hingt die Entropie des Boltzmanngases in der Form
S = Nkgln % vom Volumen ab, ist also im doppelten Volumen um NkgIn2 grofier.
Da beide Gase im Volumen 2V ’nichts voneinander merken’, addieren sich beide Entro-
pieunterschiede zu Nkg - 21n 2.
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13. Tieftemperaturverhalten: Nernst’sches Theorem (3 Hauptsatz)

Wegen Cy = ‘g—g > 0 ist die innere Energie F eine mo- g

noton steigende Fu‘rflktion der Temperatur 7' (bei konstantem

V). Am absoluten Nullpunkt 7" = 0 befindet sich das Sy- E(T)
stem in einem Zustand kleinstmdglicher Energie £ = Ey = g

Grundzustandsenergie. r

Evtl liegt eine Entartung vor, dh es gibt g > 1 Zustidnde zur Energie Ey. Es sei Py
der Projektor auf diesen Zustandsraum mit P2 = P,, SpurPy = g. Dann ist der

Dichteoperator mit maximaler Entropie

1
p(T=0)= §P0 = pPp -

Fiir die Entropie folgt S(T' = 0) = —kp Spur pyln p, = kglng (da Spur Poln Py = 0).

Im allgemeinen ist g = 1, dh der Grundzustand eindeutig, damit also
S =0 firT =0 beibeliebigem V, N . (13.1)

Wenn g > 1 ist, dann ist bei realen Systemen héchsten g = O(N), also S(T' = 0) =
O(In N) = subextensiv, und damit die Entropie S als extensive Grofie gleich Null. Es

gilt also das Nernst’sche Theorem

Die Entropie jedes realistischen Systems verschwindet bei T = 0
fiir beliebige V', N.

In der axiomatischen Thermodynamik wird diese Aussage als Erfahrungssatz (3. Haupt-

satz) eingefiihrt.

Folgerungen:

1. Verschwinden des thermischen Ausdehnungskoeffizienten

10V ap o
~vorl, d | =—=0 beilT= 13.2
o Vorl un aT |, . 0 el 0, (13.2)
denn
oV 0§ op| _ 0S
arl, ~ “opl.> aTl, ~ av it S(T =0,p) = 0 unabh. N.
oT |, = “apl.> arl, “avl, mit ST=0p)=0unabhvonp,V,

2. Verschwinden der Wirmekapazitit

0S
Mit z = it Cp,=T—
ite=p,Vgilt C 5T

0§
. OlnT

-0 furT—0

EY
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2—181 integrabel beiT =0 — C,(T =0) = (13.3)

Ublich ist Cp o< T€ mit € > 0 fiir T — 0.
3. Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts

Wihle Zustandsvariable x; durch Variation von z (zB Volumen, Druck) innerhalb

endlicher, fester Grenzen x; < x < x5 soll T' = 0 erreicht werden.

T
1=,
Im 7', S-Diagramm verlaufen diese Prozesse zwischen zwei Kur-
a) .
ven x = x; = const und x = x3 = const, die wegen des
// *=% 3. Hauptsatzes gemeinsam bei (S = 0,7 = 0) einmiinden.
[ 1) S

Man kann das System in einem ersten Teilproze a) durch adiabatische Zustandsinde-
rung von xj nach zy abkiihlen. Vor dem nichsten derartigen Schritt mufl man wieder
auf x; zuriickgehen, was in Abwesenheit eines kélteren Bades bestenfalls bei konstanter
Temperatur T erfolgen kann (Teilproze b). Um T = 0 zu erreichen, miifite man diesen
Vorgang unendlich oft wiederholen, dh 7" = 0 ist unerreichbar. Dies wére nicht der Fall,
wenn — im Widerspruch zum Nernst’schen Theorem — eine S(T,z = z2)-Kurve vom

gestrichelten Verlauf existieren wiirde.

13.1 Spezifische Warme zu einer Modell-Zustandsdichte
Wir betrachten die Modell-Zustandsdichte

e

Q(B) = 8(E)+N3(B-A)+0(E-A) ¢ (15 ) mit O(x) = { 0 (@<0) 50y = 2

A\NA 1 (z>0)

und einer positiven Konstanten A. Das Spektrum besteht also aus einem einfachen
Grundzustand bei F = 0, einem N-fach entarteten angeregten Zustand bei £ = A
und einem anschliefenden Kontinuum, das fiir £ > NA den dominierenden Term der
Zustandssumme liefert. Da die Zustandsdichte sowohl bei niedriger, als auch bei hoher
Energie “realistisch” ist, sollte auch die Wéarmekapazitit ein verniinftiges Tief- und
Hochtemperaturverhalten zeigen.



Seite 79

a) Bilde unter Benutzung der “unvollstindigen Gammafunktion” I'(n,z) := [ dte~'t"~!
(vgl mit Aufgabe 3.2) die kanonische Zustandssumme Z) in Abhéngigkeit von
x = BA.

* dE E \N
Z = | dEe PPQ(E) =1+ Ne™® e —BE<_)
k / e (E) + Ne ™ + /A N NA
1
=14+ Ne "+ —=T(N+1
+ Ne +ac(acN)N (N+1,z)
b) Berechne — fiir endliches N — in den Grenzfillen
(i) hoher Temperatur (T — o), niedriger Temperatur (7" — 0)
die innere Energie £ = —A% In Z) und die Warmekapazitiat C' = % = kp z?2 % In Z.

Welcher Teil des Spektrums ist jeweils relevant?
Hinweis: Die unvollstindige Gammafunktion I'(n, z) hat fiir x > 1 die asymptoti-
sche Entwicklung

o 2 (n-1)(n-2)...(n—-v)
r — nn—l1 T (1 (n

(n,z) =2"""e [ + ’;:1 — ,
wéahrend fiir z < 1 gilt

o0 v

x
I'(n,z) =T(n) —x"e™® .
(n,) (n) Vz:zon(nle)...(nle/)
Fiir hohe Temperaturen ist x < 1 und
1 e T N+1 N!
Zy =1+ Ne™™® 7[N!—7 U S
: Ve +ac(acN)N N+1 + z(zN)N

d
ExA- InzNtt = (N + 1)kgT — C =~ (N +1)kp

Fiir tiefe Temperaturen ist > 1 und

e €7 N B _w
Zy =1+ Ne +$NN 1+;+... =1+ Ne (1+W+'”) <
d _ A
Ex-A—In(l+Ne ™)~ NAe ™ =NAe FeT
i
d? A N
C~ kB wzw In Zk ~ NkB.fL'ze_w = NkB(kB—T)ze kl?T

Bei tiefen Temperaturen wirkt sich also nur der diskrete Zustand bei £ = A aus, bei
hohen Temperaturen nur das Kontinuum.
Mathematica liefert nach den Eingaben

In[1]:= z=1+n*Exp[-x]+Gamma[n+1,x]/n'n/x (n+1) ;

In[2]:= c=x"2#D[Log[z],{x,2}] ;

In[3]:= ¢c1000 = ¢ /. n—->1000 ;

In[4]:= Plot[’’c1000a”’,{x,0,.363},PlotRange->{995,1005}] ;
In[5]:= Plot[’’c1000b”’,{x,.36,.38},PlotRange->{0,50000}] ;
In[6]:= Plot[’’c1000c”’,{x,.38,12}] ;
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die Warmekapazitit % fir N = 1000 als Funktion von z = BA mit folgendem
Verlauf

ooooo

ooooo

0<z<.363, kgT > 2.72A 36 <z < .38, kpT ~ 2.72A .38 <z < 12, kpT ~ 0.134A

Die mit Mathematica erzeugten Plots zeigen, dafl die Warmekapazitit fiir Tempera-
turen oberhalb von kT ~ 2.72A praktisch konstant den Hochtemperaturgrenzwert
C = 1001kp annimmt. An der Stelle kgT ~ 2.72A weist C ein sehr scharfes Ma-
ximum auf. Bei tieferer Temperatur (kgT = .134A) liegt ein zweites, viel flacheres
Maximum. Fiir 7' — 0 geht C' (exponentiell) gegen Null, im Einklang mit dem drit-
ten Hauptsatz. Das ausgeprigte Maximum von C' bei x ~ .37 spiegelt sich auch im
Verhalten der Entropie wider, hier % =InZ — 2 InZ fir 0 < z < 12 (links)
und in der Umgebung von = ~ .37 (rechts):

400
- L
R

13.2 Warmekapazitdten am absoluten Nullpunkt

Man habe festgestellt, dal die Warmekapazititen C, und Cy eines Systems fiir alle
Werte von p, V bei T = 0 einzeln wie T™ verschwinden. Begriinde, dafl unter diesen
Umsténden die Differenz C, — Cy wie T?"*1 verschwindet.

Bei beliebigem Volumen V ist

T
0S8

S=85(1T,V)= —
=[5

analog ist S(7,po) o< T™. Damit ist bei T'= 0
28 oV a8

= — TTL = — = ——
CTavl, T AV =an =,

< O, — Cy =TaV-— o T2+,
KT

T dT T
dT:/ —C’V(T)oc/ T YT < T™
\% 0 T 0

o _op

IiT_aT
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14. Phasengleichgewich‘c

Erfahrungsgemif legen die Werte der intensiven thermodynamischen Variablen (p und
T) zusammen mit der Teilchenzahl N den thermodynamischen Zustand in manchen Si-
tuationen nicht eindeutig fest. Beispielsweise kénnen 1023 Hy0-Molekiile bei T' = 373°K
und p = latm sowohl im Zustand “Wasser”, als auch im Zustand “Dampf” existieren,

mit verschiedenen Werten der Dichte, der Kompressibilitdt usw.

Allgemein kann ein und dieselbe Substanz bei geeigneten Werten der intensiven Va-
riablen in zwei (oder mehr) verschiedenen Phasen vorliegen. Die wichtigsten Phasen
sind

fest , fliissig , gasformig

mit weiteren Unterteilungen der festen und fliissigen Phase:
verschiedene Kristallstrukturen, ferromagnetisch — paramagnetisch

supraleitend — normalleitend, suprafluid — normalfliissig etc
Es gibt zwei Fragenkreise

1. Wie werden verschiedene Phasen im Formalismus der phinomenologischen Ther-
modynamik beschrieben? Was folgt aus den Hauptsitzen? Welches sind die Be-
dingungen fiir réumliche Koexistenz und fiir Ubergiinge zwischen den Phasen?

2. Kann die Existenz verschiedener Phasen aus der mikroskopischen Theorie (dh aus
dem Hamiltonoperator und den Dichteoperatoren der verschiedenen Gesamthei-

ten) begriindet werden?

Antwort zur zweiten Frage: grundsitzlich ja, jedoch sehr schwierig, Gegenstand aktueller

Forschung. Hier soll nur der erste Fragenkreis behandelt werden.

Im einfachsten Fall hat man ein einkomponentiges System (eine Substanz), die in zwei
Phasen auftritt. Beide kénnen im thermischen Gleichgewicht nebeneinander koexistie-

ren, zB ein Eisberg im Wasser.

Betrachte ein inhomogenes System, bestehend aus

zwel homogenen Untersystemen, den einzelnen Pha-
Dampf | Fliissigkeit sen.

Im Gleichgewichtszustand ist die Entropie

S = S1(Eq, Vi, N1) + Sa(E3, Va, Na)
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mit £ + F3 = E = const, Vi + V5, =V = const, Ny + Ny = N = const. Aus der
Extremalitdt von S folgt wie in (10.4a-c) Ty = T» =T, p; = p2 = p und

p1(p, T) = p2(p, 7). (14.1)

Was unterscheidet beide Phasen? Die beiden chemischen Potentiale p1(p, T') und p2(p, T')
hingen in verschiedener Weise von den intensiven Variablen p und T ab!
Hy

Die Skizze zeigt das chemische Potential bei festem
Druck p fiir beide Phasen. Bei T' = T'(p) erfolgt der
Ubergang zwischen beiden Phasen; die gestrichelten u(T)

T

Teile der Kurven g1 »(T') sind unphysikalisch.

Mit verschiedenen Funktionen pq(p,T) und ps(p,T) ist die Gleichgewichtsbedingung

(14.1) im allgemeinen nur lings einer Linie

p=p(T) (14.2)

erfiillt und man unterscheidet speziell fiir das Gleichgewicht

fliissig — gasformig : Dampfdruckkurve,
fliissig — fest : Schmelzkurve,
fest — gasformig : Sublimationskurve.

Fiir das Gleichgewicht aller drei Phasen gilt die Koexistenzbedingung

p1(p, T) = pa(p, T) = ps(p,T), (14.3)

die nur an einem Punkt der p,T-Ebene, dem Tripelpunkt, erfiillt ist. Fiir vier und
mehr Phasen einer Substanz gibt es kein Gleichgewicht, pu; = pe = ps = p4 ist (in der
Regel) nicht erfiillbar.

Die Koexistenzlinien der Phasen stellt man im Phasen- bzw Zustandsdiagramm dar.

b p J
z.B. fT< 0
a-Phase
-Phase fest| flussig
fest |/ flissig 2175atm_ .\ :
3 4.6 mmHg|-— ‘ |
| Gas | T ' Gas 3 T
Tripelpunkt  kritischer 0.0075 C 374.2°C
Punkt

Phasendiagramm einer typisch8nbstanz Phasendiagramm von W
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Auf der Kurve p = p(T') koexistieren 2 Phasen, im Tripelpunkt 3 Phasen. Im kritischen
Punkt haben sich Gas und Fliissigkeit in allen Eigenschaften (zB Dichte, Entropie etc)
angeglichen, bei hoheren Temperaturen oder Drucken lassen sich Gas und Fliissigkeit

nicht mehr unterscheiden.

Latente Warme: Bei der reversiblen Umwandlung einer Phase in eine andere mufli man
im allgemeinen eine Wirmemenge @ zufithren bzw abfiihren (Sublimationswérme,

Schmelzwidrme, Verdampfungswirme). Sie betrigt

Q= [ Q= [ Tas=1(s, - 51); Py

mit S; = Ns1(p,T), So = Nso(p,T) ist 5

(2) » p=p(D
q= % = T'(s1 — s2) die latente Wirme pro Teilchen. ’i/(l)' T

—

Es gilt allgemein (8.6) 0 = —SdT + Vdp— Ndp jeweils fiir S = S12, V = Vi 9, p = 1,2,
folglich

Op,2 _ Sy _ Op1 2 _ Vi .
ar | N 1,2 ap | N 1,2
mit den spezifischen Volumina vy, = V}\;Z der beiden Phasen. Im Gleichgewicht ist
p =p(T) und p1 (T, p(T)) = p2(T, p(T)), also folgt
dpy _ dpe N O Opr| dp _ Opa Ouz| dp
dT ~ dT T |, " Bp lpdT — 9T |, " 8p |lpdT
und damit die Clausius-Clapeyron-Relation
dp(T — T
p( ) — P P — 82 81 — q( ) . (14‘4)
aTr Oui| _ Buz vo—v1  (vg—v)T
Op . op .

Der Anstieg der p(T)-Kurve bestimmt sich also aus der latenten Wiarme, der Tempe-

ratur und der Differenz der spezifischen Volumina.

Es gilt: Verdampfungswérme > 0, Sublimationswérme > 0 und Schmelzwérme > 0

(wichtige Ausnahme: He?)

vy > vy <> positiver Anstieg von p(T)

vy <wp < negativer Anstieg von p(7T) '
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Die Gasphase hat immer ein grofieres spezifisches Volumen als die fliissige oder feste
Phase, dh beim Verdampfen und Sublimieren ist vy > v;. Beim Schmelzen ist im allge-
meinen vy > vy, aufler beim Wasser (und wenigen anderen Substanzen). Daher verlauft
die Schmelzkurve von Wasser im p, T-Diagramm monoton fallend (siehe Skizze auf Seite
93).

Fiir den Ubergang der fliissigen (oder festen) Phase (1) in die gasformige Phase (2) gilt

im allgemeinen vy >> v;. Betrachtet man iiberdies den Dampf als ideales Gas mit der

Zustandsgleichung pv = kgT, so folgt aus (14.4) die Beziehung j—,f,’, N - & 8. Setzt

man hier niherungsweise die Ubergangswirme ¢ als temperaturunabhiingig an, so folgt

_a
p(T) = poe” 8T

als Losung der Clausius—Clapeyron-Gleichung.
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14.1 Gleichgewicht im dufleren Feld

Zur Beschreibung eines Gases im Schwerefeld fiigen wir dem chemischen Potential ein
ortsabhingiges Einteilchenpotential u(z) hinzu, so daf} gilt:

dE =TdS — pdV + (p+ u)dN .

Die Gleichgewichtsbedingung fiir benachbarte Hohenschichten, p + u(z) = const. fithrt
zu einer Abhéngigkeit des chemischen Potentials © von der Hohe z. Leite aus der Formel
fir die Fugazitit z = eP* = nA3 des Boltzmanngases die barometrische Héhenformel
fiir die isotherme Atmosphére her.

Aus der Extremalitdt der Entropie leitet man wie iiblich p+ u = const. fiir benachbarte
Teilsysteme her. In der isothermen Atmosphire ist also auch ef#+%(#)) konstant. Die
potentielle Energie eines Teilchens in der Hohe z ist u(z) = mgz. Damit ist

ePlutu()) — yePmaz — . \3ehmgr — oBlutu(0)) — 0 — n A3 < p = nge PmI”,

14.2 Dampfdruckkurve

a) Am Tripelpunkt ist die Steigung der Dampfdruckkurve der festen Phase grofier als
die der fliissigen Phase. Gib eine thermodynamische Begriindung dafiir.

Bezeichnen wir mit den Indizes g die Gasphase, [ die Fliissigkeit und s die feste
Substanz, so sind
dp B Sqg— S5
dT ls—g  Vy -V

dp| S, 5
dTli—g ~ V,—V,

und

die Steigungen der Dampfdruckkurve zwischen fester Phase und Gasphase, bzw zwi-
schen fliissiger Phase und Gasphase.
Meistens ist Vy, > V;,V, und S, > S; > S, damit also

dp| Se=S8 _ dp| S-S
dT ls—g ~ V, dTli—g =V,

b) Die Groflen Cp, k7 und a divergieren auf der Dampfdruckkurve. Weshalb?

Auf der Dampfdruckkurve ist p = p(T'), dhin C, = Tg—*;: ‘ ist mit p auch T konstant.

Die Wiarmemenge TAS wird bei AT = 0 nicht zur Temperaturerh6hung, sondern
zur Phasenumwandlung “verbraucht” (jedoch gibt es C, fiir die einzelnen Phasen,

siehe c). Entsprechend gibt es eine Volumen#inderung bei konstanter Temperatur

bzw Druck, also a = £ 2% | = oo bzw ki = —122Y| = o0,
’ Ve T V 8p

T

p

c) Zeige, daB fiir die Temperaturabhingigkeit der Verdampfungswirme @, lings der
Dampfdruckkurve p(T) gilt:

dQL . dp 8

a7 Z(a%\ﬁd—Ta—p\T “

T

A(aV)
AV

)QL:ACp+ QL
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wobei A(...) den Sprung der betreffenden Gréfie an der Dampfdruckkurve bezeich-

net.
Wie vereinfacht sich d‘%f , wenn die Gasphase durch ein Boltzmanngas approximiert
werden kann und das spezifische Volumen der Fliissigkeit gegeniiber dem des Gases

vernachlissigt werden kann?

Mit Qr, = TAS ist

dQr d B 0 dp 0
= _AS+TﬁAS_AS+T<aT o T)AS
dp 0 QL QL 0
=AS+AC,+T ——| AS=—"+AC,+ -—=—| AS.
At dT Op s T " p+AV(9pT
Wegen % } = —‘3—¥ = —aV 1483t sich der letzte Summand schreiben als — Q) 1, A(Aa‘)/ ),

Vernachléssigt man das Volumen der fliissigen Phase gegeniiber dem der Gasphase

und setzt fiir letztere a = %, so wird daraus —Q—TL, also

dQr
ﬁ ~ ACP
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15. Mehrl(omponentige Systeme

Wir verallgemeinern unsere bisherigen Betrachtungen auf den Fall mehrerer Teilchen-
sorten: physikalisch homogene Gemische, wie zB Luft = 05, Ns,...! Man habe i =

1,2,...k Sorten, nicht ineinander umwandelbar. Jeder Teilchenzahloperator
k
N; mit N=) N; istErhaltungsgrofe.
i=1

Jede Komponente hat dann ein eigenes chemisches Potential p;. Im Dichteoperator

haben wir zu ersetzen
k

uN — ) N, (15.1)

i=1
bzw uN — Y% i N; mit N = (N), N; = (N,).

a) Thermodynamische Beschreibung: Die Potentiale sind jetzt Funktionen der
N; bzw p;
Energiesatz(q.s.) : dE =TdS — pdV + Z pidN; (15.2)

(3

Duhem — Gibbs : 0= —SdT + Vdp— Y _ Nidp;

(15.3)
E:TS—pV+ZuiNi
. . . 0G
Freie Enthalpie : G = G(p,T, N;) — G(p,T, N;) mit p; = (15.4)
ON; p,T,N;j(#N;)

Wir definieren die Konzentrationen als ¢; := % Wegen ) . N; = N sind die ¢; k — 1

unabhéngige Variable mit ) . ¢; = 1 und die freie Enthalpie hat die Form
G = Ng(p,T,c,),

die Variablen von g sind also p, T' und die k—1 Konzentrationen ¢;. Da G = E—-TS+pV,
folgt aus (15.3)

oG

mit pu; = g—]% . Frither (dh fiir das einkomponentige System) galt u(p,T) = g(p,T).
Dies gilt jetzt nicht mehr, sondern (15.5).

Das groflkanonische Potential ist

@:@(T,V,,U,,) :E_TS_Z/J'zNz - _pV
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mit & = —In Z,, Z, = Spur e_B(H_Zi“iNi).
b) Phasengleichgewicht: Betrachte wieder zwei Untersysteme mit
S(E,V,N;) = S(E1,Vi,N;1) + S(Ea, Va, Ni2) .

Natiirlich gilt 77, = T, = T, p; = p; = p. Wegen der Konstanz von N; fiir jede

Komponente gilt jetzt auch

oS
ON;1

08

— (_> 1: o 1: . 15-6
N, Hi1 = 42 ( )

Jedes chemische Potential ist gleich in allen Teilbereichen. Aber: p; # p; fiir ¢ # j, da

unabhéingig voneinander.

Betrachte jetzt £ Substanzen und r Phasen. Im allgemeinen sind in jeder Phase 1,2,...,r

alle &k Substanzen vorhanden.

Phasengleichgewicht bedingt: T konstant, p konstant und

Sorte 1 : ,ugl) = u?) =...= ,ugr)
Sorte 2 : ,ugl) = ug) =...= ,ug)

(15.7)
Sorte k : ,u,(gl) = u,(f) =...= ,u,(:)

Jedes pu: ul(-s) = ul(-s)(p, T, cgs)) ,s=1,2,...r.
Wir haben k(r — 1) Bedingungsgleichungen (15.7) fiir 2 4 r(k — 1) Variable.

Variable: T, p, fiir jede Phase s = 1,2,...r k — 1 Konzentrationen cgs), da Z.cz(.s) = 1.

Losbarkeit: k(r—1) <2+r(k—1) oder
0<2+k—r=f =Freiheitsgrade. (15.8)

Dies ist die Gibbs’sche Phasenregel. f ist die Variablenzahl, die man vorgeben kann.
Speziell:
1 Komponente k=1: f=3—r — 1Phaser =1,f=2, zBp, T
2Phasenr =2,f =1,zBp=p(T)
3 Phasen r = 3, f = 0, Tripelpunkt.
2 Komponenten k =2 : f=4—r zB 02 — Ny Gemisch

r = 1,2, 3,4 koestistierende Phasen moglich.
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¢) Anwendung auf verdiinnte Lésungen

Ein Stoff sei in geringer Menge in zwei Phasen eines Losungsmittels vorhanden: verdiinn—

te Lésung (zB Salz in Wasser bzw Eis).

Reine Substanz: u = u(p,T), Losung: u(p, T, c), es sei ¢ < 1! Spéter zeigen wir
n(p,T,c) = pup,T)—kpTec, c¢—0. (15.9)
Es seien 1,2 zwei Phasen, die miteinander koexistieren..
Rein:  pi(p,T) = pa(p,T), p = p(T)
Losung : 71y (p + Ap, T + AT, c1) = fiy(p + Ap, T + AT, c3)
Fiir ¢1,» < 1 unterscheiden sich p und 7' um kleine Gréflen Ap, AT
Wegen 0 = —SdT + Vdp — Ndu ist g—; = —% = —s, g—g = % = 0.
p T

Entwicklung nach Ap, AT, ¢ liefert
(v1 — v2)Ap — (51 — $2)AT = kgTAc, Ac=rc; —co.

Folgerung: Verschiebung der Ubergangstemperatur bei Ap = 0

AT kgT kpT?
— BT _ BT it q = T(s1 — s3) = latente Wérme (15.10)
Ac 81 — 82 q

Schmelzen: 1=Fliissigkeit, 2=Festzustand. Es ist ¢ > 0, ¢; = ¢, ¢c; = 0, wenn Stoff im

festen Zustand nicht 16sbar (zB ist Salz in Wasser 16slich, aber nicht in Eis). Es folgt

. CkB CZ—'2
q

Deshalb streut man im Winter Salz.

AT =

<0 Gefrierpunktserniedrigung

Verdampfen: 1=Gas, 2=Fliissigkeit, ¢ > 0, ca = ¢, ¢; = 0, wenn Stoff nicht fliichtig,

C_>
Ck]_:;fz—'2

q

AT =

<0 Siedepunktserhdhung

Mit A _
AT =0: gilt —2— "B
Ac v — vs

(15.11)

Verdampfen: 1=Gas, 2=Fliissigkeit, c; = ¢, ¢c; = 0, wenn Stoff nicht fliichtig, —

cksT
Ap = — BZ <o Dampfdruckerniedrigung
U1 — U2
. . kT ~ ksT ~
Speziell: Idealgasverhalten und vy > vy — LRI xp
Ap . /
— = —c Raoult'sches Gesetz (15.12)

p
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[11. Gleichgewichtseigenschaften makrosl{opischer Systeme

Aufgabe der Statistischen Physik ist die Berechnung der Zustandssumme fiir konkrete
makroskopische Systeme. Aus der Zustandssumme folgen dann alle thermodynamischen
Eigenschaften. Die mikroskopische Dynamik wird beschrieben durch den Hamiltonope-

rator, fiir ein einkomponentiges System wechselwirkender Teilchen etwa

3N p2
H:nz::lﬁ—l—V(Xl,...,XgN),

woraus die kanonische bzw groflkanonische Zustandssumme

o0
Zx,N = Spur ye PH~ Zg = Spur e AH-uN) _ Z Zk,Neﬂ“N
N=0

zu berechnen wére. Obwohl H oft explizit angegeben werden kann, bereitet es grofle ma-
thematische Schwierigkeiten, die Spurbildung tiber die N-Teilchenzustinde (kanonisch)
bzw iiber Zustidnde mit allen Teilchenzahlen (grofikanonisch) bei vielen Freiheitsgraden

exakt auszufithren. Im allgemeinen gibt es zwei Mdoglichkeiten:

1. Studium von vereinfachten Modellen

2. Néherungsverfahren, die in Grenzfillen anwendbar sind.
Beispiele:
klassische Niherung, i — 0, anwendbar bei T" — oo
Virialentwicklung, Dichte n = % — 0, anwendbar bei verdiinnten Gasen
Hochtemperatur—Naherung, % — 0, anwendbar auf Spinsysteme bei T' — oo
Quasiteilchen-Naherung, 7" — 0, anwendbar in der Tieftemperaturphysik
Wechselwirkung klein ——  Ideale Gase

Wir diskutieren zuerst die klassische Nidherung, dann die idealen Gase.

16. Die klassische Néiherung

Im Prinzip sollte jedes reale System quantenmechanisch beschrieben werden. Hiufig
jedoch spielen Quanteneffekte keine Rolle, so dafl die Dynamik der klassischen Mechanik
ausreichend ist. Der formale Ubergang erfolgt durch & — 0.

Quantenmechanik eines Teilchens: Observable A = A(p,x) mit [p,x]| = %
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Zustande:

x|z) = z|z), /dac|;v><ac| =1, (2'|z)=¥8x—12)

plp) = plp), /;jr—p;blpﬂpl =1, (p'|p)=27hé(p—p’) (16.1)
mit  (z|p) = erpe

Jedem in diesem Zustandsraum wirkenden Operator A = A(p,x) ordnen wir nach

E.Wigner eine Funktion A(p,x) zu gemif
A — Alp,z) = (p| Al z)(z|p). (16.2)
Speziell gilt fiir Operatoren der Form B = f;(p) - f2(x)

B(p,z) = (ol f1(p) - f2(x)| z)(z| p) = f1(p) - f2(2) (2| P)|* = fi(p) - fa(2)

und daher
_p2 Vv — H _p2 V
H = e

also Hamiltonoperator — Hamiltonfunktion.

Durch explizites Nachrechnen zeigt man, dal dem Kommutator zweier Operatoren

A = A(p,x), B=B(p,x) eine Funktion zugeordnet ist, die in fithrender Ordnung in

h durch die Poisson-Klammer {4, B} = %%—f - %%—f gegeben ist

_ hd(4,B)

[A.B] — (pl[A,Blle)(alp) = 55005

L O = ?{A,B} L ORY).  (16.3)

Im klassischen Limes A — 0 kdnnen wir also die Kommutatoren weglassen, dh die

Nichtvertauschbarkeit ignorieren. Damit gilt fiir obiges H auch die Zuordnung
p2 p2 /32
e PH _ —B(ER+V(X) — o=B3m = BV(X) _ 4—{p2,V(x)} ... — e PHPD) L O(R).
m

Im klassischen Grenzfall ist die kanonische Zustandssumme fiir ein Teilchen

B dpdzx _ dpdx _
_ pH _ fH _ BH(p,z) ,
7 = Spure / 9T, (ple | z){x| p) / 5 € 14+ O(Rh)]

Dem kanonischen Dichteoperator ist damit die klassische Verteilungsfunktion zu-

geordnet
1 1

_~ _— _—BH(p,») 16.4
9k Zog (16.4)

o0, ) = 5 (vl ol ) ] p) =
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mit
_ dpdl —BH(p,z)
7 = 16.
ki / 9 e ( 6 5)

so daf}
/ dpdzp(p,z) = 1.

Im klassischen Grenzfall verbleibt also in der Zustandssumme ein Faktor %, im wesent-

lichen von der Normierung herriihrend. Bei der Berechnung von Mittelwerten kiirzt sich

dieser Faktor jedoch weg

1 dpdz _ [ dpdzA(p, x)ePH @)
A= S A— A BH (p,x) ’
< > purp Zk] / 2ﬂ_h (p? m)e f dpdme_ﬂH(p’w)

= /dpda:A(p, z)p(p, x) = (A)klassisch

Die bisherigen Unterschiede zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik stam-
men her von der Nichtvertauschbarkeit der Operatoren. Eine zweite Quelle von Quan-
tenkorrekturen sind Symmetriekorrelationen bei identischen Teilchen.Fiir N wechsel-

wirkende Teilchen setzen wir x = (z1,...23n5), p = (p1,...p3n) und Zustidnde |p) =

pP)1lp)2- - p)sN, |2) = [2)1|T)2 . . . [T)3N-

Physikalische Zustinde: Nur solche Zusténde sind verwirklicht, die bei Teilchenvertau-
schung entweder total symmetrisch (Bosestatistik) oder total antisymmetrisch (Fermi-
statistik) sind:

1
p)s = i ;(ﬂ)?’mm (16.6)

P ist eine Permutation der Teilchen 1,2,...,N; zB 2,1,3,..., N. Definitionsgeméi$ ist

17 :=1 fiir alle Permutationen, und

(—1)P = 1 fiir gerade
~ | =1 fiir ungerade

Permutationen (Fermistatistik). Die Summe in (16.6) lduft iiber alle N! moglichen Per-

mutationen.

Fiir zwei Bose— (Fermi-) Teilchen in einer Dimension ist zB

p)s = pip)s = =)y lpa)y & lpa)y o))

Die Normierung der physikalischen Zustinde ist gerade so, daf} fiir einen Operator A

gilt:

1 dSNp
A=— | —=~ A .
Spur & = 7 [ e 50l Alp)s
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Schieben wir nichtsymmetrische |z) ein mit 1 = [ d3Nz|z)(z], so erhalten wir (A — 0)
1 dBdiSN.T 1 d3di3N1‘
SpurA = — [ P2 T A = = [ S22 Ap, 16.7
purd = 7 [ SR sl Aln)aln)s > 5 [ T Awo) (16.7)
wenn A(p) symmetrisch in den pq,...psn ist. Denn es gilt
li =1
lim | (2] p)s|
in dem Integral in (16.7). Die klassische kanonische Zustandssumme
3N, 13N
T = i / W e—BH(p,T) it
N! (2mh)3N
(16.8)

3N o
H(p,z)=Y ;’;1 +V(z1,...,23n)
=1

dpdx
2mh

Faktor % Beide rithren her vom richtigen Abzdhlen. Dem Volumenelement 27h = h

enthilt zwei Uberbleibsel der Quantenmechanik: fiir jeden Freiheitsgrad und einen

im Phasenraum entspricht ein Zustand, der Faktor % sorgt dafiir, dafl Zusténde, die

durch Teilchenvertauschung auseinander hervorgehen, nur einmal gezdhlt werden.

[

Impulsintegration: ffooo dpe~'s = /7. Damit reduziert sich die klassische kanonische

Zustandssumme auf
1 bt xr X
Z(T,V,N) = NIEN /dml ...dzrsne BV (21..-23n) (16.9)

mit der potentiellen Energie V(x;...x3y) fiir N Teilchen und der thermischen de-

Broglie Wellenlange

2mh
Aim ———, 16.10
vV 27rkaT ( )

Kriterium fiir die klassische Naherung (h — 0):

A < jede andere Linge des Systems,

zB mittlerer Teilchenabstand, Reichweite des Potentials etc

Offensichtlich ist dies fiir geniigend hohe Temperatur immer erfiillt. Die klassische Be-
schreibung (16.9) reduziert sich auf die Berechnung des Konfigurationsintegrals [ d3N e BV (@),

im allgemeinen schwierig!

Die grolkanonische Zustandssumme ist

o0
Zg 11 = Z zNZk,kl(T, V,N) = PPV = ¢7B® mit 2 := eP* Fugazitit . (16.11)
N=0
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Gleichverteilungssatz : Sei y eine der Orts— oder Impulsvariablen. Wegen — % 3%6_*3[{ =
3 Ho—fH fo]gt
OH fdpd;r; Y5, e PH —% [ dpdx ya%e_ﬂH 1
v 3y> ~ [dpdze ﬂH N [ dpdxz e=BH ]
durch partielle Integration mit verschwindenden Randbeitrigen.
Speziell:
2
D; 1, 0H 1
y=p; = (=)= (pig—) = 5ksT
OH

y=x; = (r;—)=kgT

81’,’
Also: auf jeden Impulsfreiheitsgrad entfillt die mittlere kinetische Energie %kBT, ebenso

auf jeden Ortsfreiheitsgrad, der quadratisch in H eingeht.

Virialsatz: Mit p; = —% ist
3N 3N 3N
1 1 0H 3N p?
—= iy ) = — i )= kT = () = (Hyin 16.13
2<;pw> 2<;m 81’,~> g B ;<2m> (Hcin) (16.13)

Anwendungsbeispiel: fiir Oszillatoren ist Z 1 x; 20 (% =2V, also (V) = (H)kin-

Zusammenbruch der klassischen Niaherung bei tiefen Temperaturen:

3N OF 3N, (AV)? _ 3N
E =E(N,V,T) = (Hxn+V) = ——kgT o Oy = —| =""k >
(N,V,T) = (Hyin+V) 5 ke +(V) Cv=2r vy 2 Bt

dh das Nernst—Theorem ist nicht erfiillt. Es ist aber klar, dafl die klassische Ndherung
zusammenbrechen muf}, da A mit T — 0 wegen (16.10) beliebig anwéchst, zB grofier

wird als der mittlere Teilchenabstand ¢ = ¢/ % Nehmen wir A < £ als Kriterium, so
folgt fiir die Temperatur 7'
omh? 05 e me 1

[OK] > — kB£2 ~5H- m E[A]z

=T, (16.14)

mit der Elektronenmasse me und £ in A.

Fiir Elektronen im Festkorper ist £ ~ 1A To,Elektron = O - 10° °K, die klassische
Néherung also immer verboten.

Fiir ein Gas aus Atomen mit m = A - Mproton Und £ ~ 10A — Ty ~ 5 K, dh es
gibt einen groflen Bereich realistischer Temperaturen, in dem die klassische N&aherung

ausreicht.
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16.1 Orts— und Impulsbasis
Begriinde die Formeln (16.1).

Mit Hilfe der fundamentalen Vertauschungsrelation [p,x] = % beweist man * fiir den
“Translations-Operator” Tz := e~ #P? die Relation {x, Tz} = Tz Damit erzeugt
Tz aus einem Eigenzustand |z) des Ortsoperators zum Eigenwert z einen solchen zum
Eigenwert x + T, also Tz|z) = | + T), denn xTgz|z) = (Tzx +ZTz)|x) = (¢ + T)Tz|x).
Da der Parameter Z beliebig ist, mufl das Spektrum von x kontinuierlich von —oo
bis oo reichen. Deshalb kommt fiir die Zustdnde nur die Delta—Funktions Normierung
infrage: (z'| z) = 0(x — ') mit einem willkiirlich gleich Eins gesetztem Vorfaktor. Die
Vollstéindigkeitsrelation [ dz|z)(z| =1 enthilt dann keinen weiteren Faktor mehr, denn
es muf} gelten §(z — z') = (2| 1| z) = [da"(2'| 2" ) (2" | z) = [ dz" (2’ — ") (2" — z).
Da Ort und Impuls (bis auf ein Vorzeichen) vollig symmetrisch in die fundamentale
Vertauschungsrelation eingehen, ist auch das Spektrum von p kontinuierlich im In-
tervall —oo < p < oo. In die Normierung und die Vollstdndigkeitsrelation wurde der
Faktor 27h aufgenommen, um in (z|p) = e#P® keinen weiteren Vorfaktor mehr zu
haben. Zur Berechnung von f(z) := (z|p) bilde die Funktion (es ist Tz = TT_E)

(x| Tz p) = (x| e #P%| p) = e #P%(z| p) = (z| T' _|p) = (z — F|p) — f(z —TF) = e *P"f(x).

Da letztere Beziehung fiir beliebiges z, T (etwa = 0) gilt, mu$ f(z) o e#P® sein.

Der Vorfaktor muf} gleich Eins sein, damit gilt §(z — z') = (2’| 1|z) = %(m’| p)(p| x)

i i (o’ : : :
= [ f2-ewP? ¢~ 7P? = [ dkik(z'=2) (Fouriertransformation der 6-Funktion).

16.2 Kommutator und Poissonklammer
Beweise (16.3).
Dem Produkt AB ist die Funktion

dp'dx’
27h

(0| AB|)(alp) = [ BT GlAL") '] ) ([ Ble) (] )

= / dﬁfg l (p|Alz") (z'| p)(p'|Blz) (x| p") (='| p'){(z| p){p| ') (p'| z)

— / dg;rd;IA(p, x’)B(pl, :L') <£L'I|p’><:17| p><p| :L'I><p’| $>

dp'dz’ o
N / IZ)W; Alp, xl)B(pl,:L') et (P'—p) (2" —z)

zB durch Taylorentwicklung der e-Funktion und {p”,x} = n%p"‘1

*
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zugeordnet. Durch Umbenennung von A und B erhilt man den anderen Term des

Kommutators und Taylorentwicklung nach p := p' — p, 7 := 2’ — z liefert

dp'dx’
2mh

(p| [A,B]| z){z| p) = / (A(p, B, z) — B(p,z")A(p, x)) ot (0 =) (&' )

_ ~ 1 (8*A0B 9“BO“A\ [dp'dd’ L i —p) (@ —a)
- Zl u!u!<amu dp”  Ozr 8p”)/ omn (& @) p)Ten T :
w,v=

B i 1 <8NA8VB_8MB8VA)/dﬁd5: £ 5
N plv! \ ozt op¥ ozt Op¥ 27h e ap

ZWV=

Das Integral formen wir wie folgt um

dﬁ v -~ Lﬁiﬁ”’,ur_\/ dﬁ v h 8 'u’/ - iﬁiﬁ_\/ ~~l h 8 K ~ h K '
/ onhi’ /d“"eﬁ =] 2m? (z 8;5) dzer™ = [ dpp (z 813) op) = ( z) MOy
und erhalten als Ergebnis die gesuchte Entwicklung nach Potenzen von h

(=) (G e~ o) — 3 (4} 000

]

(p| [A,B]|z){z|p) =)

1
pn=1

16.3 Symmetriekorrelationen im einfachsten Fall

Fermionen

Zwei identische B
osonen

bewegen sich frei

a) mit Impulsen p; und p, entlang der z—Achse

b) in einem eindimensionalen Kasten mit undurchdringlichen Wianden bei
i%. Die Teilchen sollen die beiden energiedrmsten Einteilchen—Zusténde
besetzen (Grundzustand und erster angeregter Zustand).

Berechne in beiden Féllen die total antisymmetrische bzw total symmetrische 2-Teilchen
Wellenfunktion. Skizziere und diskutiere die Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiir die 2

Teilchen im Potentialkasten.

1

a) 75 (1] pr1) (2| p2) F (21| p2) (2| p1)) = J (ex (PP toor) x em(@mpataarn)) —

%e%(l‘ﬂh-ﬂ:zpz)(l T e~ # (Pr=P2)(@1—72)) it Absolutbetrag v/2 zg; —(pl_nggcl_m).

Offenbar ist es nicht moglich, dafl beide Fermionen den gleichen Impuls tragen oder sich
am gleichen Ort befinden. Fiir zwei Bosonen ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude unter
diesen Umstidnden maximal.

b) Der Einteilchen—Grundzustand ist pg(x) = \/% cos T, der erste angeregte Zustand

p1(z) = \/% sin 27 x. Der Zustand fiir zwei identische Fermionen ot amit

Bosonen

=%
—~

m . T ™ . T
COS —x1Sin2—x9 F cOS —x9Sin2—x1

L L L L
NI 7r(7r 7r>

—— COS — 1 COS —Io| Sin —xy F sin —x1
L L L L L



Seite 98

Nachfolgend ist |¢(z1,22)|*> gegen (x1,7s) aufgetragen (mit L = 7) fiir Fermionen
(links), Bosonen (Mitte) und unkorrelierte Teilchen (rechts). Im letzten Fall ist einfach
o(x1,22) = @o(x1)p1(x2) gesetzt, dh Teilchen 1 ist im Grundzustand, Teilchen 2 im
angeregten Zustand. Im Fermionenfall liegen die Maxima der Amplitude |p|? auf der
Linie 1 = —x4, die Nullstellen auf x; = z2. Im Bosonenfall ist es genau umgekehrt.
Man findet also die beiden Fermionen vorzugsweise getrennt in den beiden Hé&lften des
Kastens vor, die beiden Bosonen hingegen mit iiberwiegender Wahrscheinlichkeit vereint
in einer der beiden Hilften des Kastens. Offenbar bewirken die Symmetriekorrelationen
eine effektive Abstoffung der Fermionen und eine Anziehung der Bosonen. Die beiden
Fermionen konnen sich nicht am gleichen Ort aufhalten, die Bosonen tun das gerne.

Die Wahrscheinlichkeit, eines der Teilchen an der Stelle z anzutreffen (ohne Beriick-
sichtigung der Position des zweiten Teilchens) ist im Fermionen— und Bosonenfall die
gleiche, némlich [ |p(z,y)|’dy = £ (1 + 4sin® Tz) cos? Fz.

16.4 Zur Anwendbarkeit von Niherungsmethoden

Die Anwendbarkeit verschiedener Ndherungsmethoden zur Berechnung von Zustands-
summen hingt von den Werten der relevanten Lingenparameter ab:

A= thermische de-Broglie Wellenlénge,

ro= Reichweite der intermolekularen Wechselwirkung,

¢ = {/V/N= mittlerer Teilchenabstand,

A. = == Comptonwellenlinge, = 2.4263 - 10~ '?m fiir Elektronen.

mc
In welchen Fillen liegt ein ideales Quantengas vor?
Wann darf klassisch gerechnet werden?
Wann bewegen sich die Teilchen mit relativistischen Geschwindigkeiten?
Wann liegt ein reales Gas (bzw Fliissigkeit, Festkorper) vor?

Nichtideales Gas (bzw Fliissigkeit, Festkorper): rg 2 £.

Quantengas: A2 ¢, ansonsten klassisch.

Die quantenmechanischen Quasiteilchen wechselwirken nur geringfiigig. Deshalb ist die
Theorie der idealen Quantengase bei tiefen Temperaturen universell anwendbar, auch
wenn die “nackten” Teilchen iiber grofle Entfernungen wechselwirken. Wichtigstes Bei-
spiel: Metallelektronen. Obwohl die Coulombwechselwirkung sehr langreichweitig ist
(ro = 00), kann das “Elektronengas” als ideales Fermigas betrachtet werden. Eine klas-
sische Behandlung wére hingegen vollig unmdoglich (siehe 16.14).
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Die Comptonwellenlinge ist fiir ein sehr dichtes Fermigas relevant. Ein Fermion, das
auf einen Raumbereich ~ £ beschrinkt ist, hat nach der Unschérferelation einen Impuls
P~ %. Die Bedingung ¢ ~ A. bedeutet daher p ~ mc, dh die Fermionen bewegen sich
mit relativistischer Geschwindigkeit und die Energie-Impuls Beziehung ist € = c|p].
Dieser Fall liegt fiir Elektronen in “Weiflen Zwergen” und fiir Neutronen in “Neutro-
nensternen” vor.
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17. Die idealen Gase

Definitionsgemi$ ist ein ideales Gas ein Teilchensystem ohne innere Wechselwirkung.
Streng genommen gibt es natiirlich keine idealen Gase, sie sind aber niitzliche (bere-

chenbare) Modelle und sind Grenzfille von realistischen Systemen.

Aus der Quantenmechanik kennen wir das Spin-Statistik-Theorem

Teilchen mit ganzzahligem Spin < total symmetrische Zustande
(Bose — Teilchen)
Teilchen mit halbzahligem Spin < total antisymmetrische Zustande

(Fermi — Teilchen)

Wir unterscheiden daher: Ideales Fermigas bzw Ideales Bosegas.

a) Klassisches ideales Gas (Boltzmanngas)

Beide Quantengase gehen iiber in das klassische ideale Gas, wenn das Kriterium

N
A3 1 == 17.1
erfiillt ist. Nach (16.9) ist
1 (VAN
Z(T,V,N) = — (ﬁ) (17.2)

Mit In N!= NIn & + O(In N) (Stirling-Formel) ist

. 1 3
F(T,V,N) '%® ~5 102k = NkoT'In n\” (17.3)
e
Daraus folgt mit A T2
OF NkgT
D= —7= — =B~ — nkgT (thermische Zustandsgleichung) (17.4)
oV lrn |4
oF nA3 3
BT V,N B[ n e + 2 ( )
E=F+TS= gNkBT = E(T) (kalorische Zustandsgleichung) (17.6)
5
H=E+pV = NkaT (17.7)
OE 3 oH 5
Cy = — = —Nk C,=— = —Nk 17.8
VT oT w20 TP aT L,y 20T (17.8)
“vorl, T Vopl. p T ¢, " Bp
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Dieselben Ergebnisse folgen aus der grofikanonischen Rechnung

> 01 /2V\N 2V
_ E N _ E _ .53
Zg = z Zk = ﬁ (F) =ex (179)
N=0 N=0
_ B 14 _ Bu
— BpV = —p(T,V,p) =InZ, e z=e¢e
0P zV
N=——| =% = et =n)®
— ey e — z=e n

Das Kriterium fiir die klassische Nidherung ist also
z=n\ <1, (17.10)

dh chemisches Potential g — —oo. Bei festem A (dh bei fester Temperatur) geht jedes
Teilchensystem bei hinreichender Verdiinnung (n — 0) in ein klassisches ideales Gas

iuber.

Bemerkung: diese Ergebnisse miissen sich fiir z — 0 auch aus den folgenden Formeln

fiir die idealen Quantengase gewinnen lassen.

b) Ideale Quantengase

In gewisser Verallgemeinerung unserer bisherigen Definition wollen wir ein ideales Gas
folgendermaflen kennzeichnen: Der Gesamtzustand zerfalle in ein (Tensor—) Produkt von
“Einteilchen-Zustinden”, die Gesamtenergie sei die Summe von Einteilchenenergien. In

Formeln:
|¢> = |V1,V2,---,VN> = |V>1|V>2---|V>N

(17.11)
H=h(v;)+h(v)+...+ h(vy)

Dabei sind {v} die “Einteilchenquantenzahlen”. {v} enthilt immer (p,,py,p.) = P,
den Gesamtimpuls des “freien” Teilchens, daneben aber innere Quantenzahlen, zB fiir
Teilchen mit Spin s die Spinquantenzahl ¢ = —s, —s + 1,...,s; bei Fermionen ist im
allgemeinen s = % Atome und Molekiile haben neben dem Gesamtimpuls p meistens
noch Quantenzahlen v; fiir innere Anregungen (Schwingungen, Rotationen etc), und

wir fassen zusammen: {v} = {p,v;}.

Die Einteilchen—Energien €(v) ergeben sich aus der Losung der Einteilchen—Schrédin-

gergleichung hlv) = €(v)|v).
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Statistik: Wir wissen, daf§ es fiir identische Teilchen nur total antisymmetrische (Fer-
mionen) bzw total symmetrische Zustdnde (Bosonen) gibt. Das heifit offenbar, daf§ wir
die Einteilchen-Zustinde mit Besetzungszahlen n, versehen kdnnen, so dafl diese

Zustande fiir

Fermionen mit n, = 0 oder 1, hdochstens 1 — fach besetzbar (Pauliverbot)

Bosonen mit n,, = 0,1,2,... — 0o, beliebig vielfach besetzbar sind.

Die Ununterscheidbarkeit wird dadurch beriicksichtigt, daff wir nur die Besetzungszahl

n, angeben und dann den entsprechenden Zustand nur einmal z&hlen. Es folgt der

Hamiltonoperator : H = Z e(v)n, (17.12)

fiir einen Vielteilchenzustand mit jeweils n, Teilchen mit den Einteilchen—Energien €(v).
Der Teilchenzahloperator ist in dieser Besetzungszahldarstellung bzw 2. Quanti-

sierung

N=> n,. (17.13)

Damit konnen wir die grofkanonische Zustandssummen der beiden idealen Quantengase

ausrechnen (vgl Aufgabe 17.1)

Zg = Spur o BEH—uN) _ Z e~ B () —pne _ H [Z (ze_ﬁﬁ(”))n]

{nu} v n
mit z = ef#. Mit n = 0,1 fiir Fermionen bzw n = 0,1,2,..., 0o fiir Bosonen folgt
*1 Fermi
Z.(T,V,N) = [1 + —f’f(v)] . 17.14
g ) 1:[ =€ Bose ( )
Nach 10.14 gilt fiir das Groflkanonische Potential
Fermi
—nZ, = B8(T,V,u) = —BpV = 1 [1 + —f’f(v)] 17.15
nZg = BO(T,V, ) = —fp ¢§V:n ze Bose (17.15)
Die Teilchenzahl ist
0P -1 Fermi
N _ 9% _ [ Be(w)—n) 4 1] 17.16
ou zy: ¢ Bose ( )
und die mittleren Besetzungszahlen sind
0P 1 Fermi
- ermt (17.17)

() = Oe(v)  eble-—m £1 Bose
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Formeln (17.14) bzw (17.15) bestimmen die gesamte Thermodynamik der idealen Quan-

tengase.

Zur Impulssummation: Sei g(€) beliebig, so ist
Y ogle) =Y glew)) =) G-
v P Vi I3

Diese Impulssummen hatten wir schon als Integral geschrieben, und zwar

ZG(;E) = Spur ;G (p) = / C(l;r‘é)fc;(ﬁ) - (2;;)3 / EpG(F) .

Also:

vV 3 3
oo — (27rh)3/dp..., V:/Vd;v. (17.18)
I3

Im endlichen Volumen V = L3 (Kubus) hat man ebene Wellen enP® als Zustéinde. Mit
periodischen Randbedingungen in jeder Richtung z,y, z gilt enp® = erP(@tl) o,

pL = 2whn, n = 0,£1,+2,... . Die diskreten Impulse p = @n werden im grofien

Volumen V' quasikontinuierlich mit Abstand Ap = 22—5An = 22—5, da An = 1. Also:

L \3 V
zﬁ:...:zﬁ:<m) Ap,Ap,Ap, ... — W/di*p_...

Fiir ein einatomiges (strukturloses) Gas gibt es keine inneren Quantenzahlen und es ist
{v} = pund e(v) = e(p) = Z-. Aus (17.15) folgt

2m
Vv e
O =F o [ dipln |1+ ze 55, 17.19
80 = F s [ dpn[142e (17.19)
Speziell folgt daraus fiir z — 0, also im Grenzfall starker Verdiinnung, die schon benutzte

Formel (17.9)
%4 e Vz
B = | d®pre " zm = —_ .
B PIOE / pze” 2
Bei extremer Verdiinnung geht also beide idealen Quantengase iiber in das klassische
ideale Gas. Man beachte, dafl mit z — 0 die Gréfle Su = In z gegen —oo geht, dh das

chemische Potential wird beliebig stark negativ bei extremer Verdiinnung.
Es folgen Beispiele fiir ideale Quantengase, doch vorher noch ein

c) Nachtrag zu verdiinnten Lésungen
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Ein System bestehe aus 2 Komponenten: 1. einem L&sungsmittel, 2. einer gelGsten

Substanz in geringer Konzentration, dh

N, Ny -
Co = ——/mmm = — = C .
>N+ N, N

Mit ¢ — 0 geht ny = % — 0 und damit 2o = ef#2 — 0. Sei ® = ®(T,V, py, p2) das

groflkanonische Potential, so gilt die Entwicklung
® = &(T,V, p1, p2) = (T, V, 1) — Vo(T, 1) z2 + O(23) ,

0P
<y Ny = o =VBzes — pe =kpT[lnng + O(ny) — InBy].

Hier ist puo = po(T, p1, %) Durch Umschreiben auf die Variablen T, p, ¢ folgt
p2(p,T,c) = kgTlnc+g(p,T) + O(c), (17.20)

dalnny =42 =2 & =Inc+Inft + O(c). (17.20) gibt die fiihrende Ordnung an
im Limes ¢ — 0.

Die Freie Enthalpie ist G = G(p, T, N1, N3) = Nip1 + Naopo mit dG = —SdT + Vdp +
/vblle + ,UQdNQ. Nun gllt

Oy Otz 1
| ==| =—kgT—[1 .
Integration liefert
p(p,T,c) = p(p, T) — kgTe+ O(c?). (17.21)

Dies wurde als Formel (15.9) schon verwendet.

17.1 Zur groflkanonischen Zustandssumme der idealen Quantengase

Bei der Berechnung der grofikanonischen Zustandssumme der idealen Quantengase wird
eine Summation mit einer Produktbildung vertauscht. Mit welcher Begriindung?

Mit einem Index i anstelle von p handelt es sich um die Identitat

{n:} 1

Mit zg = a, x1 = b, r2 = c usw. wird die Aussage deutlicher

A+a+a®+..) - (L+b+b%+..) - (I+c+c?+..)--=> a™h™c™ -
{ni}
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Offensichtlich findet sich jeder Term, der sich beim Ausmultiplizieren der Klammern
auf der linken Seite ergibt, auf der rechten Seite wieder und umgekehrt.

17.2 Bose—Einstein, Fermi—Dirac und Boltzmannstatistik

Bei der Behandlung des Boltzmanngases in Aufgabe 8.3 sind wir von quantenmechani-
schen Einteilchenenergien ausgegangen und haben mit der Ununterscheidbarkeit der
Gasmolekiile argumentiert, um einen Faktor % in der Zustandssumme und damit
extensive thermodynamische Potentiale zu gewinnen. Trotzdem werden weder Fermi-,
noch Boseteilchen richtig beschrieben. Wo lag der Fehler?

Zur Erlduterung betrachte ein System aus zwei identischen Teilchen, fiir den Fall daf} je-
dem Teilchen nur drei Einteilchen—Zustinde mit den Energien 0, € und 2¢ zur Verfiigung
stehen. Wie lauten die kanonischen Zustandssummen fiir Bose-, Fermi- bzw Boltzmann-
statistik?

Die Besetzungszahlen (n,ns,ns) fiir die Einteilchen—Niveaus 0, €, 2¢ sind im Fall der
Fermi-Dirac Statistik: (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1) und fiir

Bose-Einstein Statistik: (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (2,0,0), (0,2,0), (0,0,2).
Mit x = e~P¢ folgen die kanonischen Zustandssummen

Zep = + 2% + 2° Zpp=z+ 2’ +22+1+22+2* =1+ + 222+ 2% + 2%

Im Fall der Maxwell-Boltzmann Statistik geht man zunichst von unterscheidbaren Teil-
chen aus. Beispielsweise gehdren zur Gesamtenergie 2¢ drei Zustidnde: Teilchen 1 mit
Energie 0, Teilchen 2 mit Energie 2¢ und umgekehrt, sowie Teilchen 1 und Teilchen 2
mit Energie €. Zum Ausgleich wird die Zustandssumme durch N! = 2! = 2 dividiert. Da-
mit enthilt der x2-Term der Zustandssumme den unsinnigen (weil nicht ganzzahligen)
Vorfaktor % gegeniiber den Werten 2 bzw 1 bei Bose- bzw Fermistatistik. Im ganzen
gibt es 3% = 9 Zusténde und die Zustandssumme ist Zyp = 5;(1+ 2z + 3% + 22 + 2*).

17.3 Grolkanonische Zustandssumme der idealen Quantengase

Die Tatsache, dal die groflkanonische Zustandssumme der idealen Quantengase in die
Beitrige der einzelnen Einteilchen—Zusténde (’Orbitale’) faktorisiert, legt es nahe, ein
solches Orbital mit der Energie € als statistisch-physikalisches System zu betrachten.
Dessen groflkanonische Zustandssumme umfafit dann alle Zustédnde mit den Besetzungs-
zahlen n = 0,1 bzw n = 0,1,2,... (Fermionen/Bosonen); alle iibrigen Orbitale bilden
ein Reservoir mit N — n Teilchen. Begriinde aus dieser Vorstellung die Formeln fiir die
Besetzungszahlen der idealen Quantengase.

Die grofikanonische Zustandssumme fiir das i-te Niveau ist
(vgl Ch.Kittel, Thermal Physics)

1

ng — Z e—B(Ei—u)ni — 1+e—,3(6i—ﬂ) bzw ng — Z e_IB(Ei_H')ni — m

n;=0,1 n;=0,1,...
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fiir Fermionen bzw Bosonen. Damit

0 1

(i) 0(Be) BT eBle—m £ 1

17.4 Virialsatz und Adiabaten der idealen Quantengase

In dieser Aufgabe betrachten wir einige Eigenschaften der idealen Quantengase, die
unabhingig davon gelten, ob es sich um Bosonen oder Fermionen handelt.
a) Zeige, daBl aus den Formeln fiir das groflkanonische Potential und die Energie

Oln Z 2(6P) B €5
N v Zﬁ: e + 1

1
d=—pV =F=Y In(ltze P%), E= =
pV :Fﬁzﬁ: n( ze )? 8/3 v 8/3

die in Aufgabe 11.3 bereits verwendete Beziehung pV = gE mit g = 7 folgt.
Hinweis: Benutze € = yp” als Energie-Impuls Beziehung und ersetze die Summation
in d Raumdimensionen durch eine Integration gemaf ) f(e5) — Cy [ dp p¥1f(p¥);
Cy ist ein dimensionsabhéngiger Zahlenfaktor.

Zu zeigen ist

_1 Ze_ﬂ'ypu /Yp’/

1 v 124
V=+=-04 [ dpp* 'l [li —W]:—c /d d X
P d/ pp® " In ze Y e —

B d

Dies folgt durch partielle Integration.

b) Zeige, daf die adiabatische Kompressibilitit gegeben ist durch prkg = Flg' Zusam-

men mit der Griineisen—Relation und den allgemeinen thermodynamischen Relatio-
nen fir C,/Cy und C, — Cy bestehen somit vier Gleichungen fiir die finf Grofien
Cpa CV7 RT,Kks, X.

OF| gu— E%
= v

- | =v(1-
gap . pap . (1 —pks)
_ O0(E,S) 0(E,S)o(V,S) OF| dE=TdS-pdV
=9%0.8) ~a(v.8) aps) - syl T 9pVes

Vergleich der rechten Seiten liefert die gesuchte Beziehung (1 + g)pks = 1.

c) Zeige, daB fiir isentropische Zustandsinderungen eines idealen Quantengases allge-
mein die folgenden Adiabatengleichungen gelten

pT_(1+%) = const, TV9=const, pV'"9 = const.

Was folgt in d = 3 Raumdimensionen im nichtrelativistischen (v = 2) bzw ultrare-
lativistischen (v = 1) Grenzfall?
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Sei x,y ein Variablenpaar aus p,V, T, so ist die Aussage z%y® = const bei dS = 0

- _a

dquivalent mit der DGL %‘ =
S

2 % Es bleibt zu rechnen

@ B _8(p, S) d(p, T) _ Cp dG=—5dT+Vdp Cp b) <1+ 1)2
oT | s d(p,T) 0(S,T) Tg_i aTV g/ T
oy _ oV, 8) oV, T) _ CVT dF=-5dT—pav Cy kr b) 1V
oT |s o(V,T)d(S,T) TS T « gT
T
ov b 1 Vv
Wl =V Ty
Fiir d = 3 folgt in den beiden Grenzfillen
pT~* = const, VT3 = const, pV% = const fir v=1 (UR)
sowie
pT~% = const, VT? =const, pV3 =const fiir v=2 (NR)
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18. Verdiinnte Systeme aus mehratomigen Molekiilen

Wir betrachten ein Gas aus mehratomigen Molekiilen. Bei hinreichender Verdiinnung,
z = An < 1, kénnen wir von der Molekiil-Molekiil-Wechselwirkung absehen. Die
Einteilchenquantenzahlen sind {v} = {p,v;}, der Index ¢ zdhlt die inneren Freiheitsgrade
ab. Die Einteilchenenergien sind €(v) = % + €;, dabei ist M die Gesamtmasse und ¢;

sind die internen Anregungsenergien des Molekiils. Aus (17.15) folgt

—Be(T,V,u) = BpV = £ Z Zln [1 + ze_%_ﬂei
P Vi

2
=2 YWY e 00 = S0+ 0()
p Vi
Z;

Z; = Z;(T) ist die Zustandssumme der inneren Anregungen. Es folgt

0% 9 4 N
N=—— =2_—(—f3®) = Z)\—?’Zi = BpV also p = VkBT = nkgT', (18.1)

die thermische Zustandsgleichung des idealen Gases (klassisch).

Die Freie Energie ist 3F(T,V,N) = —BpV + BuN. Mit z = A3nZ; ! folgt Bu =Inz =
In(A3n) — In Z; und daher

3
F(T,V,N) = NIn (’\—”) - kpT — NkpT In Z;
e .

- Ftrans(Ta VaN) +F'L(TaN)

(18.2)

Der erste Teil ist die “translatorische” Freie Energie des klassischen idealen Gases (17.3),

F; ist die “innere” Freie Energie.
Bei Zimmertemperatur sind die elektronischen Freiheitsgrade in Molekiilen thermisch
noch nicht angeregt. Man kann sich dann auf die Rotations— und Vibrationsfreiheits-
grade der Molekiile beschrinken. Speziell betrachten wir ein zweiatomiges Molekiil mit
B2 +1)

i y evib:hw(n+§)

€; = €rot T Evib » €rot =

dabei ist I das Tragheitsmoment, w die Schwingungsfrequenz des Molekiils und j =

0,1,2,..., n = 0,1,2,... . Aus Zz = Zrot 'Zvib fOlgt Fz = Frot +Fvib mit Frn_)lt) =
_NkBT].n Z“_’,; .

a) Rotationsanteil:

N _iGtne. . hZ
th:Z(2j—}—1)e 2 T mlt@r:E-

j=0
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O, ist die charakteristische Temperatur fiir die Rotationsfreiheitsgrade.
Fir T < ©,. ist
Zrot =1+ 36_@r/T + 58_367'/T + ...

die Rotationen sind kaum angeregt.

Fiir T > 0O, liefert die Eulersche Summenformel
Yo f@) = [ dif(5) + 5£(0) — 5 F(0) + ...
die Entwicklung Z,o; = 2(% + % + O(%). Damit ist pro Molekiil

d 3®r6—@r/T fuI' T < ®r
Erot_—%lnzrot_kB{T_%Gr fuI'T>>®1“
2
d 3(%:) e_eTv fﬁI‘T<<@r
Crot = ﬁErot =k e?

1

Die Skizzen (erzeugt mit MAPLE) zeigen éC’ rot aufgetragen gegen @L fiir 0 < @L < 2.

b) Vibrationsanteil:

Mit hw = kp®, (meistens gilt 0, < ©,) ist pro

Molekiil
> —18hw 1
Zvi = —ﬂhw(n—i—%) = € —
i nz::o6 1—e 0 2sinh 20
d kg®©, O,
EVi = —— ]_ ZVi g h -
b I N Zyib 5 cot 5T
, i
d Oy,\2 1 o, _ 9y .
sinh” &2 1 fir T> O,

Mit Clirans = %N kg folgt insgesamt fiir zweiatomige Molekiile

C § T'<6,<06,
jg\(;;:mt ~ ? @r <<T<<®u
B s 0, LT
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Das wird beobachtet. Fiir T' < ©,., aber so, dafl noch die klassische Ndherung gilt, sind
weder Rotationen, noch Vibrationen angeregt. Dann werden erst die beiden Rotationen
des Molekiils angeregt mit der mittleren Energie E,o; = 2-£kpT (Gleichverteilungssatz).
Schliefllich kommt der Vibrationsfreiheitsgrad dazu. Hier liefern sowohl die kinetische
Energie, als auch die potentielle Energie der Schwingung jeweils einen Beitrag %kBT
zur mittleren Energie. Bei hochsten Temperaturen dissoziiert das Molekiil. Beide Atome

liefern dann jeweils %kBT — 3k zu C, dh %kB weniger als das Molekiilgas.

Die folgende Skizze zeigt (schematisch und nicht mafstabsgerecht) den Gesamtverlauf

der Wiarmekapazitit.

C/NE;

’l o

2 ~ =, Dissoziation

Schwingungen Tt

5

2

Rotationen

3

2

Translationen
| | T
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18.1 Klassische Warmekapazitdten von 3-atomigen Molekiilen

Ein ideales Gas bestehe aus 3-atomigen Molekiilen von gestreckter Form: o-e—o. Fiir
die charakteristischen Temperaturen der Rotations- und der Schwingungsfreiheitsgrade
gelte ©, < O,. Die verschiedenen (harmonischen) Schwingungen sollen ungefihr gleiche
Frequenz haben. Skizziere den zu erwartenden Verlauf der Wiarmekapazitit Cy als
Funktion der Temperatur. Aus der Skizze sollte das Verhalten von Cy fiir T < ©,., fiir
0, < T < O, und fir ®; < T hervorgehen.

Welches ist der klassische Grenzwert von Cy, wenn die drei Atome des Molekiils nicht
auf einer Geraden liegen?

Die Form des Molekiils - gestreckt oder gewinkelt - 148t sich sofort am klassischen Grenz-
wert der spezifischen Wiarme ablesen. Dieser betrigt %kB pro statistischem Freiheits-
grad (entspricht jeweils einer quadratischen Variablen in der Hamiltonfunktion). Eine
Schwingung liefert zwei statistische Freiheitsgrade, eine Rotation nur einen. Von den 9
mechanischen Freiheitsgraden fiir 3 Atome werden 3 fiir Translationen ’verbraucht’. Fiir
das gestreckte Molekiil gibt es zwei Rotationen, fiir das gewinkelte drei. Die restlichen

vier, bzw drei mechanischen Freiheitsgrade gehoren zu Schwingungen. Die spezifischen
Wéirmen sind also %(3 +2+4+2-4)kp = %kB bzw %(3 +3+2-3)kp = 6kp.
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19 Photonen—GaS als ideales Bose—Gas

Das Paradebeispiel fiir ein ideales Gas, speziell Bosegas, ist die Hohlraumstrahlung.
Teilchen der Strahlung sind die Photonen oder Lichtquanten (quantisierte Strahlung).
Da die Wechselwirkung von Photonen untereinander (Licht-Licht-Streuung) unmefibar
klein ist, handelt es sich um freie Teilchen. In diesem Falle, wie auch bei den spéter zu

besprechenden Realisierungen von idealen Bose-Gasen, gilt die wichtige Eigenschaft:

die Teilchenzahl N ist keine Erhaltungsgriéfie, denn Photonen

entstehen und vergehen spontan (Absorption und Emission).

Folgerung: es gibt kein chemisches Potential, man setzt yu = 0

in allen Formeln.

Somit ist die freie Energie F = F(T,V) identisch mit dem grofikanonischen Potential
® = ®(T,V,u = 0) und die Fugazitit hat den Wert

z=ePr=1. (19.1)

Die Einteilchenenergien der Photonen sind

e(v) — e(k) = hwg = c|p] = he|k| (19.2)

mit p'= hl;, E:Ausbreitungsvektor. Fordern wir periodische Randbedingungen im Ku-
bus mit Kantenlinge L, so haben wir ebene Wellen mit diskreten k — Vektoren als
Quantenzahlen

B ik-7 S

erPT — ¢ mit k:fm,m:(ml,mg,mg), m; = 0,+1,£2,...

Zusétzlich tritt als innere Quantenzahl eine Polarisationsrichtung mit zwei Einstellmoglich-
keiten ¢ = 1,2 auf. Die transversalen Wellen konnen rechts— oder linkszirkular polari-
siert sein. Dies entspricht einem Photonenspin 7 = 1, jedoch sind von den drei z—
Komponenten o = —1,0,1 dieses Spins nur ¢ = +1 verwirklicht, was typisch ist fiir
relativistische Teilchen mit Ruhmasse 0. ¢ = =+1 sind die Spinprojektionen auf die

Ausbreitungsrichtung (Helizité&t).

Mit den Besetzungszahlen
ng) =0,1,2,...,00

ist die Energie

H= Ze,,n,, — ZE(E) [nl(;) + nl(;)] = Ze(l;) an) .
v i 2

k
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Aus (17.15) folgt sofort mit z =1
Be(T,V)=pF(T,V) = Zln[l —ePeR)] = o Zln[l PR
ki i

Mit
S 0llf) — o [ ko) = Gogdr [ Kk o(k)

—

folgt weiter
14 > 2 —Bhck .
BF = — kdkln[l—e ] mit x = Bhck

72 Jo
vV kBT 3 e 2 _ ’/'I'2 kBT 3
=L de In(l — e~%) = — ( )
7r2(hc>/0 v"dz In(1 —e™) 45 he
e
2k4
Definition : o= i 3B = 5.67-107° °re = Stefan — Boltzmann — Konstante
60h°c2 seccm?2 °K4
4
F(T,V) = —§5VT4 (19.3)
c
oF 16 0
=——| =——VT? 19.4
oT |, 3 ¢ ( )
E=F+TS=42vT" (19.5)
c
oF o
Cv=—| =16-VT®xT? 19.6
Vo v c x ( )
oF 40 1FE
=—— | =-"T'=-— 19.7
P="9vi, 3¢ ~3V (19.7)
Dagegen gilt beim nichtrelativistischen idealen Gas fiir den Druck p = %% (vgl Aufga-
ben 17.4, 19.2).
Die mittlere Besetzungszahl (aus 17.17) 10
@y _ 1 8
<nE ) = e (19.8)

heifit Bose-Verteilungsfunktion. Die Skizze zeigt

<n,(£)> aufgetragen gegen Bhwy im Intervall [0, 2].

0.5

Speziell fiir T'= 0 geht Shw — oo fiir jedes Photon mit w > 0, also
dh bei T' = 0 sind keine Photonen vorhanden.
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Spektrale Verteilung: Wie ist die mittlere Energiedichte % iiber das Photonenspektrum

(Frequenz w) verteilt? Es ist

E o0
V= /0 dw u(w) mit

1 i
u(w) = v Zhw,; <n1(€)> 0(w—wz), also L
ki L2
1 3 hw 1
u = @Z/d kmé(w—ck) — .
h w3 0.6
u(w) = 33 PR 1 Planck — Gesetz. (19.9) y

Die Skizze zeigt die dimensionslose GroBe m2h%c® 3% u

aufgetragen gegen Shw im Intervall [0, 10].

2
hw < kgT — u~up_j(w) = kBTL;—3 Rayleigh — Jeans (19.10)
m2c

Dies ist die klassische Ndherung der Strahlungsformel, da unabhingig von h.

h 3
hw > kT — u =~ uy(w) = ;36_[35“’ Wien (19.11)
T3¢
Das Maximum der Planck—Verteilung folgt aus
23
u(w)=max — — limax — ¢ =2.82... = hwmax = 2.82kpT. (19.12)
6 —

Dies ist das Wien’sche Verschiebungsgesetz.

10
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19.1 Schwankung der Photonenzahl

In 17.17 wird die mittlere Besetzungszahl (n,) der idealen Quantengase als logarith-
mische Ableitung der groflkanonischen Zustandssumme nach €(v) bei konstantem 3, z
berechnet:

N —BY e¥)n.
Z{n"} i _ 1.9 ‘ In Z Ne B2, < _ 0o

Z{n,,} SN~ B Yo e B Oe(v) ls.. o Oe(v) ls,.

<n,,> =

J/

-~

Zg

Berechne in dhnlicher Weise die quadratische Schwankung der Teilchenzahl und zeige

(Any)* = (ny) - (1F ().
Wie ist dieses Ergebnis fiir Fermionen auch ganz elementar erhéltlich?
Was folgt speziell fiir Photonen?

Fermionen

Durch nochmalige Differentation von (n,) erhalten wir fiir "5 ™"

d(ny) _l b Z{n,,} n, 2N e P ZV e(v)n,
W)l = BIW b e Ao

I
o)

Z{nu} nI%ZN e_ﬂ Z” “(in Z{n.,} nuzN e_ﬂ Z" cwine 2

Z{nu} Ne™” 2o e ( Z{nu} ZNe_BZU ne
= (n;) — (n)* = (Any)”

v

1 0 1 Lefe(v) £+ 111
2 T Geto == 5 = (n,) - (1F ()
BOe(v)ls. zef<t) £1 (%656(7/) + 1)

Fiir Fermionen ist das Resultat wegen n, = 0,1, also n2 = n,, unmittelbar klar:
(An,)? = (nf)—(n,)? = (n,)—(n,)”.

Fiir Photonen gilt das untere Vorzeichen und es ist €(v) = hwy, z = 1 zu setzen. Die
relative Schwankung der Photonenzahl ist damit

Ant
= 1 g = e,
(a0 ()

bei tiefen Temperaturen bzw hohen Frequenzen also keineswegs klein wie gewohnt.
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Dazu Kommentar in Ch.Kittel, Thermal Physics: Photons like to travel in packs!

Im iibrigen vereinigt die Formel sehr schén die Wellen- und Teilcheneigenschaften der
Strahlung. Statistisch unabhiingige Teilchen unterliegen der Poissonverteilung, und nach

Aufgabe 2.2 ist damlt \ o . Fiir Wellen ergibt sich dagegen der Wert 1 fiir diese

Grofe.

Um dies einzusehen, geniigt ein skalarer Ansatz, E = A . e*¥7, in welchem Wellen von
N Quellen mit unkorrelierten Phasen ¢ addiert werden. Die Teilchenzahl ist proportio-
nal der Intensitiat, n o« EE* und damit

(n) = A2 Z <6i(<pj—<pk)> — N A2
J.k
(%) =4t 3 <ez’(soj—sok)ei(som—son)> — (2N? — N)A* ~ 2N24*

j7k7m7n

— ((n?) — (n)?)/(n)? = 1. In den Mittelwerten tragen nur die Terme mit j = k bzw
mit j =k, m=n oder j=n, k=m bei

19.2 Zur Zustandsgleichung des Photonengases

Aus klassisch-elektrodynamischen Uberlegungen kann man schliefen (wie?), dal beim
Lichtquantengas der Druck und die Energiedichte durch E/V = 3p verkniipft sind. Die
Extensivitdt von E wird durch E o« V (bei festem T') ausgedriickt. Schliefle daraus,
daB p o< T* gilt. Ist auch der Proportionalititsfaktor aus klassischen Uberlegungen
erhéltlich?

In der klassischen Elektrodynamik ist der Poyntingvektor S dividiert durch c? gleich
dem Impuls des Strahlungsfeldes pro Volumeneinheit, fiir eine ebene Welle mit der Aus-
breitungsrichtung 7 ist dies der Vektor c% = %ﬁ, wobei W = % die Energiedichte des
Feldes ist. Entsprechend ist auch der Impuls eines einzelnen Photons bis auf den Faktor
c gleich seiner Energie (Spezialfall m = 0 der relativistischen Energie-Impuls Beziehung
E? = m?c* + p%c?). Nehmen wir an, da$§ ¢-tel aller Photonen in +z-Richtung fliegt,
und jedes einzelne von einer dazu senkrecht stehenden Wand ideal reflektiert wird (also
mit Impulsiibertrag 2%), so erhalten wir gerade %g fiir den gesamten Impulsiibertrag
pro Zeit— und Flidcheneinheit, dh fiir den Druck. Es folgt

OE| E ap d
= =3p=TL| —p s Py

oF P dp
oV |, Vv oT | dT T

ar
s = =4— = poc T
p T

4o

Der Proportionalititsfaktor 37 enthélt A und ist deshalb nicht aus klassischen Uberle-
gungen erhéltlich. Bei der Begriindung von p = l E haben wir nur der Anschaulichkeit
wegen mit Photonen argumentiert. Wichtig ist allerdings, dal im thermodynamischen
Gleichgewicht die Strahlung sich gleichmifig nach allen Richtungen hin ausbreitet.
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19.3 Sonnenstrahlung
Die Solarkonstante S ~ 23 gibt die auf die Erdoberfliche einfallende Strah-

Minute cm?
lungsintensitdt der Sonne an (=Energiestromdichte). Diese Grofle ist mit dem Strah-
lungsdruck p iiber die Beziehung S = pc verkniipft.
a) Welche Kraft erfihrt die gesamte Erde aufgrund des Strahlungsdrucks des Sonnen-

lichtes?

Der Strahlungsdruck an der Erdoberfliche betrigt

S 2 sec cal 1 cal 4.184 erg N
=2 _—Zqo10x2_ ™ @ _ ~ 010 X — TR 1070 =2 ~4.65-107 6 —
PE c 3 cm Minutecm? 90 cm3 .9 cm3 m?

Die Strahlungskraft auf die gesamte Erdoberfliache ist
2 2 10122 ¢ N 8
Fg=nmRypg =7-6.4°-10 "m” -4.65- 10 —2%6-10 N.
m

b) Wie grof ist der Strahlungsdruck an der Oberfliche der Sonne? Schitze die dortige
Energiedichte und Temperatur ab unter der Annahme, daf§ die iiblichen Relationen
fiir Strahlung im thermodynamischen Gleichgewicht gelten.

Hinweis: Die Entfernung Erde - Sonne betrigt ~ 150 Mio. km =~ 215 Sonnenradien.

Da die Energiestromdichte mit »~2 abnimmt, ist der Strahlungsdruck an der Sonnen-
oberfliche pg = 2152 - pg ~ 0. 2155 N Gemaﬂ p = 1E = ?,’—CC’T‘l wiirde dem eine
Energiedichte von ~ 0. 64511;] und eine Temperatur von etwa 5400 °K entsprechen;
jedoch ist die ausgehende Strahlung nicht im thermischen Gleichgewicht.

c) Das Intensitdtsmaximum der von der Sonne einfallenden Strahlung liegt bei w,, ~
2.2 - 10'® Hz. Bestimme daraus die Oberflichentemperatur und vergleiche sie mit
der in b) berechneten.

Aus wy, und dem Wien’schen Verschiebungsgesetz folgt T = 2_’;‘;‘,‘53 ~ 5960°K.

d) Betrachte die Bewegung eines kleinen Teilchens (‘Spore‘) innerhalb des Sonnen-
systems. Zeige, daf fiir hinreichend kleinen Radius a des Teilchens der abstofen-
de Strahlungsdruck gegeniiber der anziehenden Gravitationskraft iiberwiegt (un-
abhéngig von der Entfernung zur Sonne).

Fiir ein kleines Teilchen iiberwiegt der Strahlungsdruck gegeniiber der Gravitati-
onskraft; im Abstand R vom Sonnenmittelpunkt (Sonnenradius=Rj) ist:

R2
—apG—oca — 00 fir a — 0.

_ 2
FStr/FGrav =Ta PS—o R2 3 R2

e) Im Sonneninneren betréi,gt die Temperatur grofenordnungsmiBig 107 °K, die Dichte
ist ungefdhr 100 —25. Wie grof} ist dort der Strahlungsdruck? Vergleiche mit dem
materiellen Druck (rechne mit klassisch idealem atomaren Wasserstoffgas). Wo liegt
das Intensititsmaximum der Strahlung? Wieviele Photonen befinden sich im cm?3?

Bei T = 107 °K ist der Strahlungsdruck

» 40,14 w2 (kpT)? 72(1.38-107¢.10")* erg
str = 5.1 = —=3 (kB =

~ 2.512- 1012£
3c 45h3¢3

45 - (1.0546 - 3)3 - 10-51 cm? m?’
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Im cm?® befinden sich n = I&Og = 1671_23_24 ~ 6 -10%° H-Atome, also ist der
,, :

materielle Druck

N
TE . 8.26- 1015 .

PMat ~ nkpT ~ 6-10%°-1.38-107'% . 107 —
cm m

Erst bei 108 °K wiire ps¢r &~ pMat. Die Anzahl der Photonen im cm? ist

: %4 > k2 vV 1 > x2
N — Dy _ o 4 / dk :—7/ d ~ 2.1022
.zl;nk ) e exp[fhwg| =1 72 (Bhc)3 Jo Ter —1 ’

wobei das Integral auf den Wert ((3) ~ 1.202 der Zetafunktion fiihrt

[e9) l‘2 [ee) S S e’} ( )
dzx = / dzr x%e™ " eV = / dz x2e~ Ve
|- >er=3 |

v=0
z/oodyyze_yiil 3 :2502% =20(3)
0 v=0 (V + 1) v=1 v
und der dimensionslose Vorfaktor gegeben ist durch
vV 1 1 1.38-10716.107 31 1.38 \3
S = o5 ) = (5 ere) 10~ 84107,
w2 (Bhe)® w2 \1.0546 - 1027 .3 .1010 w2 \3-1.0546

Das Intensitdtsmaximum liegt bei

_ 2.82kpT  2.82-1.38-107'6.107

—1 18
~ 3.7 10'®Hz.
A 1.0546 -10-27 ¢ g

Wm

Man denke sich 1 cm® Materie aus dem Sonneninnern auf der Erde irgendwie zu-
sammengehalten. Welchen Druck wiirde die Strahlung in 1 km Entfernung ausiiben?

Mit psq, aus e) ist der Strahlungsdruck in 1 km Entfernung psg; - (Oi‘r’ﬁ)2 ~ 25 %

Jemand will mit einer sehr groflen und sehr prézis geschliffenen Linse das Son-
nenlicht so biindeln, daff im Brennpunkt eine Temperatur von 10000 °K entsteht.
Welche Aussicht auf Erfolg hat das Vorhaben?

Mit dem Brennglas wird sich nie eine Temperatur erzielen lassen, die hoher ist
als die Oberflichentemperatur der Sonne; dies widerspriche nidmlich dem zweiten
Hauptsatz in der Clausius’schen Formulierung.
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19.4 Carnotproze3 mit Lichtquanten

Betrachte den Carnotprozesses mit einem Photonengas als Arbeitssubstanz. Stelle den
Prozef im p, V-Diagramm dar. Berechne die aufgenommene und abgegebene Arbeit in
Abhingigkeit von den Variablen 7" und V. Wie grof} ist der Wirkungsgrad?

Im folgenden werden Wirme- und Arbeitsmengen, die dem Photonengas zugefiihrt wer-
den, positiv gezahlt.

T
Ty

TO """"""" '

S v
VA (VARRYA

1. Isotherme Expansion von V; auf V; bei Temperatur T3, Druck p;=const.(!):

4o
Al o =—p1 (Vo —Vq) = —§T14(V2 - W)

4o
Qio2 =AFE 19— Aj0 = —4A1 2 = 4§T14(V2 - V1)

wobei AE = A(3pV) = 3p; AV benutzt wurde.

2. Adiabatische Expansion von V5 auf V3 mit pV% —const.

Vs s V3 V-
Ay g = —/ pdV = —pVy* [ V7idV = —43T14V2(1 - (—2)%)
Va Va c Vs

3. Isotherme Kompression von V3 auf Vy bei Temperatur T, Druck pg, analog zu 1):

4o
As 40 =po(V3 —Vy) = gTé(V?, — Vi)

4. Adiabatische Kompression von V; auf Vi, analog zu 2):

Vi
_ — _a%mv (1 - (Vays
Agor = /V pdV = 42 TiVy (1 (Vl)s)

Auf den Adiabaten ist VT3 =const., also %’ = % = (%)3 Damit folgt der Wirkungs-

grad:
—Ai10 —As 3 — A3y — Assn To

n= :]-__:770rn .
Q12 Ty arnot
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19.5 Wirmekapazitdaten von bosonischen Anregungen

Nach Aufgabe 17.4 besteht in d Raumdimensionen und mit einer Energie-Impuls Be-
ziehung der Form ez o [p]” zwischen dem grofikanonischen Potential ® und der inneren
Energie F' die Relation —® = S E.

Begriinde daraus, dafl bosonische Anregungen mit der obigen Energie-Impuls Beziehung
zu einem C ox T — Gesetz fiir die Wairmekapazitit fithren.

Was folgt speziell fiir ferromagnetische Magnonen (Spinwellenquanten) mit

ez x 1—coska ~ (ka)®?

2 2
_OB _p05 _ g0 v 0B _vp00 0 oot g

C=ar~Tor=Tom=—3"ar~3'ar ~ o7 T

Fiir die Magnonen ist v = 2, d = 3, dh es gilt ein C' ~ T? — Gesetz.
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20. Realisierung der idealen Quantengase bei tiefen Temperaturen:

Quasi—Teilchen

Bei tiefen Temperaturen 148t sich keine der besprochenen Niherungsmethoden direkt
anwenden. Fiir 7' — 0 sind alle Teilchensysteme im festen Zustand (Festkorper); eine
Ausnahme sind die beiden Helium-Isotope He® und He?, die auch bei T = 0 fiir niedrige
Drucke fliissig bleiben (“superfluides Helium”). Die Wechselwirkungen zwischen den
urspriinglichen Teilchen (Elektronen, Atome, Molekiile) sind grof, die Dichten sind im
allgemeinen auch nicht klein. Auflerdem gilt nur die quantenmechanische Beschreibung.
Trotzdem machen sich fiir 77 — 0 wieder einfache Ziige bemerkbar, daher die grofie

Aktivitat der festkorperphysikalischen Forschung, speziell der Tieftemperaturphysik.

Der Grundzustand ist im allgemeinen beliebig kom-
pliziert. Thermodynamische Eigenschaften werden aber
bestimmt durch die tiefliegenden Energieanregungen
AE, so daBl e PAEF merklich von Null verschieden.

Hohe Anregungen mit AE >> kT treten dann prak-

m
=

AEUKT

| VM ™

tisch nicht mehr auf.
0

Merke: das Tieftemperaturverhalten jedes Systems ergibt sich aus dem Energiespektrum

in der Nihe des Grundzustands!

Die tiefliegenden Anregungen sind aber, relativ zum Grundzustand, meistens von ei-
ner gewissen Einfachheit. Die sogenannten Elementaranregungen lassen sich nidmlich
durch “Ein-Teilchen” Quantenzahlen charakterisieren und in Bosonen und Fermionen
aufteilen; sie heifien nach Landau auch Quasiteilchen. Ahnlich ist es in der Hochener-

giephysik, auch die Elementarteilchen sind Quasiteilchen.

Die tiefliegenden Anregungen eines Systems lassen sich also als eine Uberlagerung sol-
cher Quasiteilchen beschreiben mit vernachlissigbarer Wechselwirkung. Damit liegt eine
Realisierung eines idealen Quantengases vor. Bei hoheren Temperaturen fithren Wech-
selwirkungen zwischen den Quasiteilchen zu komplexeren hoheren Energieanregungen.
Beispiel: Stark wechselwirkende Atome bilden einen Festkorper (Kristall). Die tieflie-
genden Anregungen im Kristall sind Phononen oder Gitterschwingungen, die fiir T — 0
nur sehr schwach wechselwirken, dh stark wechselwirkende Atome werden ersetzt durch

schwach wechselwirkende Phononen!

Es gibt zwei Gruppen von Quasiteilchen

a) Quasifermionen: Quasiteilchen mit Fermistatistik, dh die Besetzungszahl des Ein—
Teilchen Zustands {v} ist n, =0, 1.
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Wichtig: Bei Fermionen haben wir immer Teilchenzahlerhaltung, dh N =% n,
tritt als Erhaltungsgréfie auf und es gibt ein chemisches Potential,

b) Quasibosonen: Quasiteilchen mit Bosestatistik, dh n, = 0,1,2,...,c0. Hier gilt:
N = > n, kann sowohl als Erhaltungsgréfie als auch nicht auftreten.
Wichtig: Fiir alle Realisierungen von idealen Quantengasen ist N nicht erhalten,
Bosonen entstehen und vergehen (wie die Phononen) und es ist u = 0 sowie die
Freie Energie F(T,V) dquivalent mit dem groflkanonischen Potential ®(T, V).

Das ideale Bosegas in Abschnitt 17 mit p # 0 ist ein lustiges Rechenmodell, aber total
unrealistisch. Beim He* geht man aus von Bosonen (He*—Atome), die aber sehr stark (fiir
T — 0) miteinander wechselwirken. Die im superfluiden He* bei T = 0 auftretenden

Boseanregungen sind Phononen und Rotonen mit nicht erhaltener Teilchenzahl und

haben nichts mit den urspriinglichen Bose-Atomen He* zu tun.

Es folgt eine Tabelle der wichtigsten Quasiteilchen (siehe auch W.Brenig, Seite 158).
Die Rechtfertigung fiir eine Quasiteilchenbeschreibung eines Systems mufl in jedem

konkreten Fall erbracht werden; dies ist Aufgabe der Vielteilchenphysik.

Fermionen
Name Vorkommen
Elektron (Schale) Atombhiille
Elektron (Bénder) Festkorper
Locher (Bander) Festkorper (Locher in besetzten Elektronbéndern
erscheinen als positiv geladene Teilchen)
Elektron = Polaron Ionenkristalle
Elektron mit Energieliicke Supraleiter
He3-Atom Fliissiges He?
Nukleon Atomkern (trotz sehr starker Nukleon-Nukleon Wechsel-

wirkung lassen sich Kernanregungen durch “effektive”

Schalenmodell-Nukleonen beschreiben)

Bosonen (nicht erhaltene Teilchen)

Name Vorkommen



Phonon (akustisch)
optisch)
0.ter Schall)
1.ter Schall)
Phonon (2.ter Schall)

Roton (quantisierter Wirbel)

Phonon

Phonon

A~~~ N /N /N

Phonon

Magnon (Spinwelle)
Plasmon

Exciton

Helicon

gebundenes Elektron-Paar

gebundenes Nukleon—Paar
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Festkorper

zuséitzlich in Ionenkristallen, zB NaCl
Fermisysteme, Fliissiges He>
Superfluides He* (entspricht akustischem Phonon)
Superfluides He?, Festkorper
Superfluides He*

Ferro— und Antiferromagnete
Metalle, dotierte Halbleiter
Halbleiter, Isolatoren

Metall, Halbleiter im Magnetfeld
Supraleiter

manche Kerne
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21. Phononen im Festltérper

Bei tiefen Temperaturen ordnen sich Atome bzw Molekiile in einem periodischen Git-
ter an: Kristall (Festkorper). Die Dynamik des Systems wird beschrieben durch kleine
Schwingungen um die Gleichgewichtslage = Phononen. Wir betrachten Kristalle mit
einem Atom in der Einheitszelle. Mit N Atomen haben wir insgesamt 3N mechani-
sche Freiheitsgrade, ndmlich 3N harmonische Oszillatoren mit Frequenzen w;; i =
1,2,...3N. In der harmonischen Ndherung (also in niedrigster Ordnung in den Auslen-

kungen) ist die Energie
3N

i=1
mit Ey = Grundzustandsenergie, dh Energie des ruhenden Gitters. Die niedrigliegen-
den Boseanregungen sind durch die Phononenbesetzung n; = 0,1, 2, ... gegeben. Wie
bei den Photonen gibt es keine Teilchenzahlerhaltung. Folglich ist die Freie Energie

F(T,V)=®(T,V) = —% In Spur e #H | wie zuvor. Die mittlere Energie ist

1

m . (21-2)

E=EFEy+ Z hw; (n;) mit (n;) =

Der “Einteilchen—Zustand” i = (k, s) ist charakterisiert durch einen Ausbreitungsvektor

k einer ebenen Welle e**'™ und einen inneren Freiheitsgrad s, der fiir eine longitudinale

und zwei transversale Schwingungen steht. Durch die Forderung
3N z(w)dw := Anzahl der Frequenzen w; zwischen w und w + dw

definieren wir die

Zustandsdichte 2z(w) mit / dwz(w) =1. (21.3)
0
Damit ist
E E+3N/ood ()=
= wz(w)—F—— .
0 0 efhw _ 1

Das ganze Problem ist damit zuriickgefiihrt auf die Berechnung von z(w) bzw der Fre-
quenzen w = w(k, s). Dieses Problem der Gitterdynamik ist im allgemeinen recht kom-

pliziert. Im Grenzfall k—0 entsprechen die Phononen den Schallwellen:
Wl i 5) = {CZ|E| = ¢k mit der longitudinalen Schallgeschwindigkeit c,
’ ct|k| = etk mit der transversale Schallgeschwindigkeit c;

w<w(k,s)<w+dw

= 3Nz(w)dw= Y 1 = (2‘;)3 Z/d% = 2—‘;2 Y K2dk

Il
)
3
M)
/N
o
SW
+
Rl
W
N——
M)
W
&
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und mit

1 2 VIN , ..
e (g + C_?) folgt z(w) = 53,3 firw —0.

(21.4)
Debye-Modell: Debye nimmt an, daf (21.4) auch fiir grofiere w einigermaflen stimmt:
-4

V/N ..
Z(LU) = { sz flll‘ w S WD N (215)
0 fiir w > wp

dabei folgt die Abschneidefrequenz wp aus

Y e V/N w? 3 9 3N 3w?
1:/0 dw z(w) = 5253 3 wp = 67°c v und z(w) = E
Es folgt

N wp 3
E—Eozg h/ p w
0

wi
3 ePhw _ 1

YD
und mit der durch kg®p = hwp definierten Debye-Temperatur ©p

E—Ey= 3NkBT-I(@)

3 [% z3dx
it I(z):= — . 21.6
wit T [ 255 (L)
Fiir hohe Temperaturen (T > Op) ist Z(z) ~ 5

3 dz[z® + O(2®)] = 1+ O(2) und es
folgt

© OF
E(T) — Ey = 3NkBT[1+O<TD)], -
also eine Warmekapazitdt kg pro (mechanischem) Freiheitsgrad (Gesetz von Dulong —
Petit).

Fiir tiefe Temperaturen (T' < Op) ist Z(z) ~

3t T
E(T) — Ey = %NkBG—S xT%, Oy
D

— Nkp— ox T2. 21.
8T 5 kB XX ( 7)

Dieses T3-Gesetz fiir die Gitterwirmekapazitiit ist charakteristisch fiir Festkérper und
experimentell bestens bestétigt.
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Echte Zustandsdichten:

z,

i
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Wy

Anmerkung: Wenn mehr als ein Atom pro Gitterzelle vorhanden ist (Gitter mit Basis),
so gibt es optische Phononen mit hoéherliegenden Frequenzen und wenig Dispersion.

Hier verwendet man hiufig das Einstein-Modell

2p(w) = 0(w — wg) . (21.8)
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22. Superﬂuides Helium

Als zweites Beispiel fiir ein Tieftemperatursystem mit Boseanregungen betrachten wir
“He II”. Ein System aus den Atomen des He* Isotops, ein Bosesystem mit starker
Wechselwirkung, bleibt fliissig bis 7' = 0 (bei nicht zu hohem Druck).

p Phasendiagramm: Unterhalb von T geht He? in die

fest superfluide Phase He II iiber. Modellméflig faf3t man

He II als 2—Fliissigkeitssystem auf mit
! Normal-fltissig

1. normalfliissigem Anteil,

Hell ! \-Linie
e 2. superfluidem Anteil = Kondensat.

flissig

' Gas T

T,=2.186 K

Die folgende Deutung stammt von Landau. Das Kondensat oder die kondensierte
Phase zeigt keine Reibung, daher die Superfluiditdt, dh reibungsfreies Flielen durch

diinne Kapillaren usw. Das Kondensat hat keine Entropie. Bei T' = 0 gibt es nur das

Kondensat. Der Normalanteil besteht aus den Anregungen des Systems und kann als
Gas aus Quasiteilchen angesehen werden. Diese sind Bose—Teilchen, haben aber gar
nichts zu tun mit den urspriinglichen He*-Bosonen. Folgendes Anregungsspektrum wur-

de sowohl experimentell (durch Neutronenstreuung), als auch theoretisch abgeleitet.

£
k.
p—0: €(lp)=up (p=|p]), — Phononen

2
M s Roton _ -

am Minimum : e~ A +
2m* 107 o

S

Daten: & = 8.5°K,

" 0 =1.9-10%cm™", m* = 0.16 myes.

|

Energie: H =} €(p

~—

np, np=0,1,2,...,00 DBosestatistik

1

Mittlere Energie : E = Z e(p)(np) , (np) = S 1
erep) —
P

~ Liph + Erot .
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und wie zuvor rechnet man

’/'I'2 (kBT)4
E,,=V— T —0 C T3
Ph =30 ()3 (T'=0) = Con o : (22.1)

N A . .
E.ot xe #BT <« (i oxe *8T < Aktivierungsverhalten

Superfluiditidt nach Landau: Bei T = 0 ist die Fliissigkeit im Grundzustand, dh es gibt

nur das Kondensat, keine Anregungen. Dieses Kondensat bewege sich als Ganzes in
einem Rohr mit einer Driftgeschwindigkeit . Behauptung: es findet keine Abbremsung

statt, wenn nur v < vy, ist.

- -Uv Zum Beweis betrachte eine Galilei-Transformation
T+ Wand————"r71+ auf ein System, in dem sich das Kondensat in Ruhe
befindet, die Wand sich mit der Geschwindigkeit —o/

AAAAAAAAAAAA bewegt. Ware das Kondensat zéh, so wiirde das Rohr

COSISSDII NI oI s oo o o2 o2 abgebremst, wobei Energie und Impuls in Form von

Anregungen (Quasiteilchen) im Kondensat iibertra-

gen wird.

Angenommen, es gibt eine Anregung mit Impuls p und Energie €(p). Dann ist im

. P2 p2
Ruhsystem: P=p, E= YYi + Eipt = YV + Eing = €(p)
mit M = Gesamtmasse = Nmyes ,
_ M 2 M
Laborsystem: P=Mv+p, E = 71}2—#17-17—# ;W+Eint = 7U2+17-ﬁ+6(p).

Die Energieabnahme ist also e +v-p < 0. Wegene >0 — p-v < 0,—p-v < pv folgt
die Bedingung v > %. Damit also eine Anregung mit p' und €(p) moglich ist, mufl

€(p)

U 2 Ukrit = ;H(le% b (22.2)

sein. Aus dem e-Spektrum folgt, dafl viz > u > 0 ist.

Folgerung: Fiir v < vyt ist keine Anregung moglich, das Kondensat fliefit also reibungs-

frei — Superfluiditit.

Bei T > 0 sind schon Anregungen vorhanden, diese kénnen mit der Wand stoflen,
Energie und Impuls austauschen. Dies bewirkt die Reibung des Normalanteils, jedoch

ist bis herauf zu T’ ein makroskopisches Kondensat vorhanden.
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Bestimmung von 7’: Im ruhenden Kondensat bewege sich das “Gas der Anregungen”
mit der Driftgeschwindigkeit v. Das Gesamtsystem hat den Impuls P # 0. Wir miissen
dann in den Dichteoperator den Impuls als Erhaltungsgrofie aufnehmen durch die Er-

setzung
H — H—ﬁ-ﬁ:Z[e(p)—ﬁ-ﬁ]np, ﬁ:Zﬁnp.
P

P
Es folgt (np)p =n(e—0-p), n(e) = eae—l_l-
Der mittlere Impuls ist

(P =Y pnle —5-5) = Y ln(e) ~ 5 Tor| +00)

14 > on
(%h)g/ p/o p dp[—p (p- V) 5c| T (v°)]
Wir formen das p—Integral durch partielle Integration um und setzen die Phononen-

energie € = up

—/ p2dpp2a— = —/ p’dpn(e) p = 4/ p’dpen(e)
0 € U Jo ~~ 0

und fithren die Raumwinkelintegration aus

/deﬁ(ﬁ-U) - g_’/dep2.

Das Ergebnis ist

u? 3 u?
P
Man ordnet dem Phononengas also die trige Masse
4 E.p ) .
My, = §u—2 mit MphocT4 furT — 0

zu. Ebenso bekommt man von den Rotonen eine trige Masse M. Die gesamte trige

Masse des Normalanteils ist
M, = Mph(T) + Mot (T) .

Bei T = 0 ist M, = 0; die trige Masse M,(T') wichst monoton mit 7" an. Aus der

Massenerhaltung definiert man die Masse des Kondensatanteils
M= NmHe4 = Mn(T) + Mkond(T) . (223)

Bei T = 0 ist M = Myongq; mit wachsendem 7T nimmt Mj,,q ab und verschwindet bei
Ty, dh T, ist definiert durch

M = MH(TA) oder Mkond(T)\) =0. (22.4)

Oberhalb von T} ist kein Kondensat mehr vorhanden, dh oberhalb T verhilt sich He*

wie eine normale Fliissigkeit.
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23. Allgemeines Fermionensystem fiir tiefe Temperaturen

Wihrend Quasibosonen mit nichterhaltener Teilchenzahl in beliebigen wechselwirken-
den Systemen als tiefliegende Anregungen auftreten, gibt es wegen der Fermionenzahler-
haltung Quasifermionen nur dort, wo ohne Wechselwirkung schon Fermionen im System
vorhanden sind (“freie” oder “nackte” Fermionen). Deswegen erfindet man auch keine

neuen Namen:
freies Elektron — (Quasi—) Eletron

freies He®—Atom — He?—Fermion

Trotzdem mufl man streng unterscheiden. Ohne Wechselwirkung haben wir nackte Fer-

miteilchen mit Impuls und Spin (p, s = i%) und Energie 623 = %. Mit Wechselwir-

kung haben wir die gleichen Quantenzahlen p, s, aber andere Energien ¢,,.

Dieses Quasifermion mit Energie €, ist anschaulich: ein
nacktes Teilchen + einer “Wolke” von umgebenden Teil-

chen, die wegen der Wechselwirkung mitgeschleppt werden;

ey

das ganze Gebilde bewegt sich wie in einer zdhen Fliissig-
keit. Fiir p — 0 gilt meistens

2

€ps R ,  Meg > Mg meistens!
2m
eff

Beispiele: Wechselwirkende Elektronen in Festkorpern (Metallen), Fliissiges He?,

Kernmaterie als Nukleonenfliissigkeit.

Bei tiefen Temperaturen kann die starke Wechselwirkung der nackten Fermionen durch
die schwache Wechselwirkung der Quasifermionen dargestellt werden, und zu untersu-

chen bleibt das ideale Quasifermionengas.

Der Einteilchen-Zustand wird charakterisiert durch (p" s) mit n,, = 0,1 und Energie
€(ps). Die Teilchenzahl ist N =} ny,, die Energie H = _€(ps)nps zuziiglich eines
schwachen Beitrags von den Wechselwirkungen der Quasifermionen. Fiir verschwinden-
de Wechselwirkung kénnen wir von den Formeln (17.14) — (17.16) Gebrauch machen.
Speziell ist

1

Bl 1 := f(eps) die Fermi — Verteilungsfunktion . (23.1)
eP\éps—

(ps) =

Die alternative Wahrscheinlichkeit fiir die Nichtbesetzung eines Zustands ist

1
1 —+— e_ﬂ(ﬁps_»u) )

L — (nps) =
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Man zeigt leicht (Aufgabe 23.1), daf} sich die Entropie folgendermaflen schreiben 148t
S
T = 2 () In{mpa) (1= () In(1 — (mpa)) | (28.2)
ps

Aus N = (N) = 37, (nps) folgt 3 = n(, T) und p = p(T, 7).

1 es<p
T:O: f(f):{o €§s>‘u/

Bei T' = 0 sind alle Einteilchen—Zustidnde p,s mit

(23.3)

f(e)

€ps < b besetzt, alle mit €,, > p unbesetzt. Wir
sprechen von einem entarteten Fermigas. Bei end-
licher Temperatur fillt f(e) im Bereich € ~ p + kgT

von 1 auf 0 ab.

Im Folgenden benutzen wir die Fermienergie €p, die Fermitemperatur 7% und den

Fermiimpuls pp, definiert durch

erp:=po =pu(T =0), kpTr:=c¢€p, e

Bei T' = 0 ist die Teilchenzahl

V (pFr\3
N = Z”ps = (2nh)3 2/6<6Fd3pzﬁ(f> ‘

Damit ist

3
(p_;) = 372n ~ 10%*cm ™2 fiir Elektronen im Metall

entsprechend einer Temperatur

2

pF>3 8 1 Pr
— ) ~10 — = =
( K e Ho=€F = 5

~ 107110 e oy T~ 104107 °K,
m*

so da} T > T fiir alle realistischen Temperaturen, ebenso p > kgT. Elektronen
im Metall sind also immer stark entartet. Allgemein ist das Kriterium fiir entartetes
Tieftemperaturverhalten: T < Tf.

Zur Berechnung thermodynamischer Gréflen definieren wir

Nz(e)de := { é&nzahl der Zustande zwischen € und € + de Ez i 8; '

Es folgt

N =3 (nps) 1:/°° dez()f(e) mit fle) = —— (23.4)

oo eﬂ(e ®) + ]_
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wobei
fle) = { e~P¢  exponentieller Abfall fiir ¢ — oo

1 fiir e > —o0
Die Energie ist
E = N/deez(e)f(e) .
Zur Auswertung von Integralen wie in 23.4 betrachtet man nach Sommerfeld allgemein

F(e) mit F(e<0)=0 und F(€)f(€)|e=co =0

und bildet mit der Fermifunktion f(e) das Integral

00 - 0o 8f 0o e
I= /_Oo de F'(e)f(e) = F - f|®, — /_Oo deF(e)E = - d$mF(ﬂ+ kgTz),
wobei z := (3(e — p) substituiert und % = -0 ﬁ verwendet wurde. Mit der Ent-

wicklung fiir kleine T’

1
F(u+ kgTz) = F(u) + kgTxF' () + E(kBT;v)2F"(,u) +...

erhalten wir

> dz 1
I= F kgTF' —(kgT)?F" x> o(T*
/_Oo (er +1)(e >+ 1) (M)_FL B,—/+ 2( 57) :1: +0(T7)
=0 —
I e =T
2
=Io+ %(kBTVF'(u) +O(TY (23.5)

mit Iy = F(u) :/OﬂdeF'(e).

Als Anwendung setzen wir zunichst F'(e) := z(€) und erhalten
w 7r2 Ko
1= / de z(€) + ?(kBT)%'(,u) +0(T*), speziell fir T =0: 1= / de z(€) ,
0 0

also
m? 2,1 4 m 27
0= - (keT)"2 (ko) + (1 — po)2(po) + O(T%) = w(T) — po =~ (kBT)"—luo -
Zur Berechnung der Energie setzen wir F' = ez(€) und erhalten
W 2

= deez(€) + 7rE(kBT)2 [2(p0) + po?' (po)] + O(T?),

sowie

— Mo
57:/ deez(e) firT =0.
0
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Es folgt

2

B [ deente) + T [20) + o' ()] + O(T)

N

0
2

= (1= po)uo=(po) + = (keT)? [2(ko) + o' (no)] +O(T")  (236)

= T (k) 2(0) + O(T).

Die Wirmekapazitiat pro Teilchen ist damit (fiir beliebige Spektren) linear in T,

1 1 0F w2
~C=Nor

=T + O(T?) mit der Sommerfeldkonstanten v = ?k%z(,uo) .
(23.7)

Fiir €,, = €(p) isotrop, spinunabhéngig gilt dann

e<eps<e+tde v 3 d
_ _ 2 _ 2 20
Nz(e)de = %: 1= 5P (e)dp — z(e) = p%p =
Mit p
o = €p = €(pp) und Def. d_e = p—i effektive Masse
D lp=pr m
folgt
3m* 9, 9 M*
z2(po) = — y=7nk .
( ) p% Bp%

Da pg aus der Teilchendichte folgt, liefert die Messung von C' bzw v die effektive Masse
m*. Im allgemeinen ergibt dies m* # meg, mo ! Fiir “freie” Teilchen gilt natiirlich

2
_ P * _ _
€F = 3o > M = Meg = M.

Bei T' = 0 ist wegen Eg = N [} deez(e) die Nullpunktsenergie Fy = Neg(¥) vom

Volumen abhéngig; deshalb gibt es einen Nullpunktsdruck des Fermionengases.
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23.1 Entropie und Besetzungszahlen
Bestitige Formel 23.2.

_% = ég_i Vi - _522% Vi - <1 _ﬂ% V;L)(ﬁq))
(5] 1) Sm (1)
Vi >

_/B(Ey _ ‘u/)e_/B(EV_AU/) o e _
- Z [ 14 e=Blev—p) ~In(l+e ol “))]

TS Bles — m)im) + (1 - ()]

23.2 Auftiillen der Fermikugel

Leite auf elementarem Wege (’Auffiillen der Fermikugel’) die Formeln ep = % (372n)3,
Ey = %N er und pg = %ne r fiir Fermienergie, Nullpunktsenergie und Nullpunktsdruck
des idealen Gases aus Spin 3-Fermionen mit e; = p?/2m her. Wie sehen diese Formeln
fiir masselose Fermionen mit ez = ¢|p] aus?

Welches ist der Entwicklungsparameter der Tieftemperaturentwicklung? Wie lautet (bis
auf einen Zahlenfaktor) die Proportionalitdtskonstante im C' o« T-Gesetz fiir die elek-
tronische Warmekapazitat?

voo[Pr 1% 1% 5
N = 2=2—" dp 4mp* = 3 = 2merp)?
R tz< (27rh)3/o . 37r2h?>( F)
mit ez <er
2R >
— GFZS—;:L %(371'277,)5
By _ Jo"dw’hy vk 3 OBy 20 By n32er 2 2Eo
N [Papr  s52m 5 P07 Ty on N 53n 5 1 3V
Dasselbe fiir €; = c|p]
14 - 2 4 3 4 3 2 _\1
N = Z<: 2= 2@/0' dp47l'p = mpp = W€F “— €F = CPpfr = (37{' n)3hc.
ez <€er
Ey [J7 dpp*ep 3, 3 0By _ 5,0 By _ »3ler 1 1 Ey
_— = = — - —€ = —— = _—— = —— — — —NE = ——.
N [PPap?r 4P T PTGy on N 130 4T3V

Der Entwicklungsparameter ist 7'/Tp mit kgTp = €. Ferner
E — Ey < Zahl der angeregten Zustinde x Anregungsenergie o« NT X kgT — C x N kB%.
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23.3 Ideales Fermigas in 2 Dimensionen

Betrachte ein ideales Fermigas in 2 Raumdimensionen: N identische Fermionen mit

-2
Einteilchen-Energien €, = ¥— bewegen sich frei auf einer Fliche A ~V = L?; von den
verschiedenen Spineinstellungen sehen wir ab.

a) Berechne den Druck p als Funktion von Temperatur T' und Fugazitit z. Benutze zur
Abkiirzung die de Broglie-Wellenlinge A\ = 2rh*3/m, sowie das (nichtelementare)

Integral [ dz In (14 ze=®) = [/ dy;*% = —I(z+1) (I= “Dilog—Funktion”).

Mit —Z(z +1) = [;° deln(l+ ze7?) = f1+zd lny =/ ‘zy In(y+1) ist —5 =

1 A * -1
) / dp27pIn <1+ze_’3p2/2m> = dac In(1+z2e7%) = ==Z(2+1).
0

P= 34 @rn)? 27rh2ﬁ ﬁ %

— ,9
_Zaz

b) Zeige, daf8 die Dichte allgemein gegeben ist durch n = %

; (Bp(z,6)) und

berechne sie explizit fiir den vorliegenden Fall.

109 Op
n———— = — =

1 d 1 2
— 2Tt = S In(z41) o z=eMn1
Aoduls Oulg 8:/: (Bp) ‘ (2+1) A2 n(z+1) eee

A2 dz

c) Berechne aus a) und b) die thermische Zustandsgleichung in der Form p = p(n,T).
Wie lautet der erste Virialkoeffizient b(T")?

Offenbar ist @p/n = —Z(e*"™)/A%n. Die Entwicklung
2

“d ? 1
—I(z+1):/ —xln(1+x):/ dm(l—f+m—+...):z——z2+0(z3)
o T 0 2 3 4

liefert den 1. Virialkoeffizienten b(T) = A% = mh 7 > 0; er divergiert bei T' = 0.

2mksT
d) Berechne die Entropie und untersuche das Tieftemperaturverhalten in Hinblick auf
das Nernst’sche Theorem. Benutze lim, ,o[2Z(2+1) +Inzln(z 4+ 1)] = —372.
Die Entropie ist
0P A Am o, 0 (1
S/ky = —ky' o 2 2 (SaTlz+ 1) = 22 (T + 1)
ks B arl,, ﬁaﬁ Baﬂ BA2 (z+1) 27rh2ﬁ B\ p? (z+1)
Am 2 Am 1
= —=I(z+1) - lnz+1>:— —<2Iz+1 +1nz1nz+1>
sz (5T ) —puin( 4 1) = =5 5 (27( +1) + Iz In(e 4 1)
2 A
— ?ﬁ xT (z — 00).

Fir T — 0 divergiert z = eX’" — 1. Damit sind S und Cy proportional T', wie in
drei Dimensionen und im Einklang mit dem Nernst’schen Theorem.

Zum Grenzwert der Dilog—Funktion eine kurze MAPLE V Session:

int (log(1+z*exp(-x)) ,x=0..infinity);
-dilog(z+1)

limit (2*dilog(z+1)+log(z) *log(z+1) ,z=infinity) ;
-1/3 Pi?



Seite 136

23.4 Pauli-Paramagnetismus

Im dufleren Magnetfeld B sind die Einteilchenenergien €5, der Leitungselektronen fiir
beide Spinrichtungen ¢ = +1 (parallel oder antiparallel zum Magnetfeld) unterschied-
lich:

1 —
€0 = %PZ —oupB.
UB = % ist das Bohr’sche Magneton. Fiir die beiden Spineinstellungen ergeben sich

damit unterschiedliche Besetzungszahlen (n; ,) bei gleichem chemischen Potential p.
Magnetisierung und Suszeptibilitdt sind definiert durch

M= g ((Ny) = (V) mit Ny =Y ng,, x=x(T.B)=m

OB lpx

a) Zeige: x(T,0) = Nud [°°_ dez'(e) f(€). Die Grofien der rechten Seite beziehen sich
auf den Fall B = 0 und sind aus der Vorlesung bekannt. z(€) ist die Einteilchen—
Zustandsdichte, f die Fermifunktion zum chemischen Potential p.

Mit der Fermifunktion f(e) = 1/(e#(<=#) 4 1) ist

— = Z — (np,2)
= N/ de z(€) [f(e — upB) — f(e + upB)]
— N/ de f(€) [z(e + uB) — z(e — ppB)]

—>NuBB/ def(e)z'(e) fir B — 0.

Der Vorfaktor £ liefert die Gesamtteilchenzahl: N = > 5 ((ng ) + (ng ).

b) Entwickle mit der in der Vorlesung angegebenen Sommerfeld’schen Methode (Gl. 23.5)
x (T, 0) bis zur Ordnung T2 einschliellich. Die Gesamtteilchenzahl N ist dabei vor-
gegeben, dh es ist auch die Temperaturabhingigkeit von p zu beriicksichtigen. Ge-

winne ein explizites Ergebnis fiir den Fall €5 = %.
Aus a) folgt
00 7r2
x(T,0) = Nﬂ%/ def(€)7'(€) = Npp[2(n) + - (kT)*2" (er) + O(T")],

wobei die Sommerfeld’sche Entwicklungsformel (23.5 der Vorlesung) benutzt wurde.
Ferner ist aus der Vorlesung bekannt:

u@%fF——g@ﬂVZ

Z lep

Zur expliziten Auswertung benutzen wir fiir Teilchen der Masse m in drei Dimen-
sionen z(e) = :;—%L 2me, also 2'(ep) = é, 2" (ep) = —% und erhalten insgesamt
3Nu3 72 T \2
T,0) = [1——(—) 0T4].
X(T0) == 2\n) TOT)
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24. Verdiinnte Systeme, Virialentwicklung

Das Problem, wechselwirkende Teilchen in einem grofien System quantitativ zu beschrei-
ben, ist kompliziert. Der einfachste Fall tritt auf bei der Beschreibung realer Gase im
Grenzfall grofler Verdiinnung, wo wir klassisch rechnen kénnen. Betrachte N Atome mit

der Hamiltonfunktion

+ ) w(F (24.1)

1<j

al b;
H =
> om
i=1
Die groBkanonische Zustandssumme ist nach (16.11)

Zg(T,V,p) = Y _ 2N Z(T,V,N). (24.2)
N=0

mit der kanonischen Zustandssumme (16.9)

11 _
Z(T,V,N) = ——/d3Nre B iics ¥ (24.3)

Q(T,V.N)

Q@ heifit Konfigurationsintegral.

Fiir kleine Dichten ist A®n = 2z = e®* <« 1; wir koénnen daher z als Entwicklungspara-

meter benutzen.

—B® =pBpV =InZy =In |1+ 22 (T, V,1) + 22 Z4 (T, V, 2) + 23 Z4 (T, V, 3) + O(2*)
= 27y + 2225 + 22 Z5 + O(2*)

%4 1
mit Zy = Zx(T,V,1) = B Zy = Zx(T,V,2) — §Zz(T’ V,1), Zs =
Die Teilchenzahl ist
0P o(BP
N=——=—2 (62) =27y + 22275+ 32375+ O(2%),
ou 0z

und es folgt in niedrigster Ordnung

N
Zy

N N
z=— =N =n\ <= 27 = N-2Z,(n)\*)?+0(n®) — BpV = N— Z2<

7V ) +0(n?)

bzw

p = nkgT [14+b(T)n + c(T)n> + O(n®)]. (24.4)

Dies ist der Beginn der sogenannten Virialentwicklung der Zustandsgleichung nach
Potenzen der Dichte n. Der Name riihrt daher, dafl diese Entwicklung zuerst aus dem

Virialsatz gewonnen wurde. Die Gréflen
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b(T), ¢(T),...heilen 2., 3. ... Virialkoeffizient.

Speziell ist der zweite Virialkoeffizient

Z w(T,V,2) 1
T)=-Vog=- -5 24.
W)=V =V zavy 2 (24.5)
und mit - .
P 3 3 —,B’U 7y — T _ 3 _IBU r
Zy(T,V,2) = 236 d3rid3ree PP (M—T2) — ﬁ/d re P
folgt
1 -
WD) == [ Pro), fr) = et -1, (24.6)

f ist die “Meyer”—f-Funktion; integriert wird iiber den ganzen Raum. Die Zweiteilchen-
wechselwirkung v(7) bestimmt damit den 2. Virialkoeffizienten. Wenn v(7) fiir r — oo
stark genug abfillt, konvergiert das Integral in (24.6), dh die Virialentwicklung existiert
im thermodynamischen Limes V — oo. Umgekehrt kann man aus einer Messung des

Virialkoeffizienten auf die Wechselwirkung schlieflen.

Zwei Modelle fiir reale Gase:

v ()
1. Modell: 6-12 Potential (Lennard—Jones)

o) =4((7)"-(3)] r
o) =efe= — (2)]

mit zwei bzw vier anpaflbaren Parametern.

oder

Fiir r — oo ist v ~ —r% die van-der-Waals Wechselwirkung. Zwei Molekiile induzieren
gegenseitig Dipole, die zu einem Dipol-Dipol Potential rl:” . rl:” fithren. Durch Berechnung

von (24.6) und Anpassung an Experimente findet man fiir das 6-12 Potential

Gas He Ne Arg Kr Xe
o [A] 2.56 2.78 3.4 3.6 4.1
e/kg [°K] 10.2 34.9 120 171 221
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2. Modell: Harte Kugeln mit schwacher Anziehung

(r) = 00 r < 2rg
v (r) YIE =] > 2m
= -1 r < 2rg
f(r) {N —Bv(r) r>2rg
Es folgt
r
a

1 14 16
b:——/ dsrf(r):—/ dsr:——w(2r0)3:—7rrg’
2 Jir1<zn, 2 Jiri<zn, 23 3

= 4 x Eigenvolumen der Molekiile
1

a 1/ 3 3
—— = drf(r)(—)a:——/ d°ro(r) >0
kT 2 Jiizarg 2 Jyz 2o

Bemerkung: Fiir harte Kugeln lassen sich 2 weitere Virialkoeffizienten analytisch be-

rechnen.

Weitere Bemerkung: Fiir geladene Teilchen (Coulombpotentiale) fillt v(r) ~ 1 ab <

Virialentwicklung existiert nicht; wichtig fiir die Beschreibung von Elektrolyten.
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24.1 Klassisches eindimensionales Gas mit kurzreichweitiger Wechselwirkung

Fir ein klassisches eindimensionales Gas aus N Molekiilen auf einer Strecke L ist das
kanonische Zustandsintegral (vgl 16.9) Z = Z(T,L,N) = sxQn  mit

1 L L L L _lﬂz Vs
QN:m/O da:N/O de_l.../O dmz/o drie *7 =i 7 vy = v(|z — zg)

Der Faktor % im Exponenten bewirkt, dafl bei uneingeschrinkter Summation iiber ¢, j
jede Wechselwirkungsenergie v;; = v;; nur einmal gezéhlt wird (es sei v;; = 0 gesetzt).

In Qu ist der Integrand offenbar invariant gegeniiber jeder der N! moéglichen Permu-
tationen der Integrationsvariablen x1, zs,...xn. Deshalb kann in dem Vielfachintegral
durch Umbenennung der z; stets die Anordnung x; < z5... < xxy hergestellt wer-
den, so daf} sich unter Fortlassung des Vorfaktors % der Integrationsbereich wie folgt
eingrenzen 1af3t

L N 3 T2 _1 g
QN:/ dacN/ d;vN_l.../ dac2/ dzrie Qﬂzijv”.
0 0 0 0

Setzen wir ferner voraus, dal nur nichste Nachbarn wechselwirken, also
1 _
3 2.4 Vij = v(@N —an-1) + .. .v(23 — 22) + (T2 — 21),

so nimmt Qx die Form eines “Faltungsintegrals” an; mit f(z) := e~ #%(®) ist

L TN T3 T2
Qn :/0 d:BN/O drn_1f(zn —SBN—l)---/O dxs f (23 _9”2)/0 dz: f (22 — 1)

a) Es ist zweckmiBig, mittels der Laplace—Transformation

26,8 = | " dLe T 2(8,L, )

) L TN
:)\_N/ dLe_ﬁpL/ d:L'N/ den_1f(eny —zN_1) ...
0 0 0
T3 2
. / d.’l?gf(il??, — :172) / d.’l?lf(.'Bg - 211'1)
0 0

zur Druckgesamtheit {iberzugehen (vgl Aufgabe 11.4); der “Druck” p hat hier die
Dimension einer Kraft.

Zur Auswertung benutzen wir das “Faltungstheorem” fiir Laplace—Transformierte:
Laplace—Transformierte einer Faltung = Produkt der Laplace—Transformierten

Das aus zwei Funktionen g(¢) und h(t) gebildete Faltungsintegral ist definiert durch

(g% h)(®) ::/0 dTg(T)h(t—T)E/O drh(r)g(t — 7) = (h * g)(b).
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Mit Hilfe der Stufenfunktion ©(x) := {

um:

(z>0) formen wir die Laplace—Transformierte
(x <0)

o =

Il
o~
8
1o
-
S~
8
U
\]
@
~
|
\]
N
®
.
s‘
)
.
=
|
2
Q
—~
A
>
—~
-
|
\]
N

Da eine der beiden Funktionen selbst wieder ein Faltungsintegral sein kann, fakto-
risiert die Laplace—Transformierte eines iterierten Faltungsintegrals entsprechend.
Wie 148t sich demnach Z(3,p, N) aus dem intermolekularen Wechselwirkungspo-
tential v(z) berechnen?

Z(B,p, N) hat offenbar die Form

Z(B,p,N) =1~V /Oo dLe PPL (1 fx fxf...fx1)(L)
0 N—1 Faktoren f

und durch Anwendung des Faltungstheorems und fooo dLe PrL 1 = ﬂ—lp folgt

Z(ﬁ’P’N)Zm(ﬂﬁp))m1 mit f(s)z/0 dze—sff(e):/o dte=>t=0v(0).

Damit ist die freie Enthalpie (bis auf subextensive Anteile)

G(T,p,N) = —%hlz = —NkBTln@

mit den partiellen Ableitungen (f = f(8p))

f! oG
:—N—~ = ——
T f’ 5 oT

_ oG
i

:NkB<ln§+%—ﬁp§).

b) Wir betrachten ein Wechselwirkungspotential mit einem hard—core der Ausdehnung
a und einem reguliren Anteil im Intervall a < £ < 2a, also

L

p

00 fir ¢ <a _ 2a 1
v(f) = { Ureg(f) fiira <€ <2a — f(s)= / dle=3tPureg(t) | Z =205
0 fiir £ > 2a a 5

speziell mit vpeg (£) = vg. Berechne und diskutiere die thermische Zustandsgleichung
sowie die Warmekapazitidt C, fiir vo = 0 und vg # 0.
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Ausfithrung des Laplace-Integrals ergibt f(s) = leas (e‘ﬂvo +e (1 — e‘ﬂ”°)>.
Spezialisiert auf vg = 0 (keine Wechselwirkung aufler hard—core) folgt
~ 1 L f’ 1 . kBT

— Ze7% unddamit — —1= 4. 1= _—
f(s) Se und damit oF Gap ol

also die thermische Zustandsgleichung des Boltzmanngases unter Beriicksichtigung
des ausgeschlossenen Volumens Na. Fiir vy # 0 ergibt sich die Zustandsgleichung

L _,_t 1— e Pw
Na ~ Bap 1+ ePvo(ebar —1)°

Der zusétzlich auftretende Term auf der rechten Seite bewirkt bei gegebenem Sap
eine VergroBerung von L durch ein abstofiendes Potential (vg > 0) und eine Verklei-
nerung durch ein anziehendes Potential (vy < 0). In der Hochtemperaturentwicklung
liefert der Zusatzterm ein Bvg, was erst fiir Temperaturen kg7 < ,/apv, eine wesent-
liche Korrektur des Boltzmannverhaltens bewirkt. Das Tieftemperaturverhalten ist
wegen der klassischen Ndherung unrealistisch.

Aus der in a) berechneten Entropie S = S(T,p, N) folgt die Warmekapazitit

C, 1 .95 _ _0 f! fuooo, f f
Nie = Nl ar. = %3 p(ﬁpf ) =sp-(s7 —lny)|
: _ 1 LSy
)\OCS = _2+S<f) s:ﬂp
2

P0)%(1 — e798) — (1 — e~ P

:§+(as)26—ase—ﬂvo (ap) ( ) ( )
2 s=fp

(1- @)@ —esm))”

mit dem korrekten Hochtemperaturgrenzwert g, der im Fall vy = 0 fiir alle Tempe-
raturen gilt.

Sowohl die thermische Zustandsgleichung, als auch die Warmekapazitit zeigt nicht
nur fiir hohe Temperaturen, sondern auch fiir hohe Drucke das Idealgasverhalten.
Dies ist ein Artefakt des modellhaft angenommenen Wechselwirkungspotentials. Bei
sehr hohem Druck ist die Dichte so grof}, daf} sich praktisch alle Molekiile im Bereich
des konstanten Potentials —2vy der beiden Nachbarn aufhalten, sich also kréftefrei
bewegen.
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29. Van—-der-Waals Modell fiir Phaseniﬂ)ergang

Wir setzen (24.7) in die Zustandsgleichung ein:

NkgT N N2
2 2
— nkpT[1+b )= [L+bz4e(2) +].
p+an® =nkgT[1+bn+cn”+..] v tbyyte(yr) +
b = 4473 ist das Eigenvolumen (4-fach) der Molekiile. Niherungsweise kann man sich
nach van—-der—Waals eine geschlossene Formel verschaffen. Wegen des harten Kerns der
Molekiile ist das effektiv zur Verfiigung stehende Volumen des Gases kleiner als V. Man
sollte also fiir thermodynamische Betrachtungen V' — Vjysgeschlossen = V' — N B anstelle

von V verwenden. Entwickelt man

- 1+ B= +0(=
V Vo V_NB v By O

v V2

1 1 1[ N N2)],

so folgt durch Vergleich B = b und somit die van-der-Waals Gleichung

ksT N2
p+an®= 1]i b:; oder <p+ aﬁ>(V — Nb) = NkgT . (25.1)

Man studiert diese Gleichung meistens in der Form

_kBT a
v —b 02’

1
P v = — = spezifisches Volumen . (25.2)
n

Das van-der-Waals Gas zeigt einen Phaseniibergang gasformig <= fliissig. Dazu zwei

Diagramme

PA Phasz 1

fest
N
flussig

p(D)

V—

(4
=

kritischer ) 4] 1))
Punkt fl kit —~ Gas

Unterhalb des kritischen Punktes haben wir beim Uberqueren der Dampfdruckkurve
p(T) (zB beim Wasser kochen) eine VolumenvergréBerung von vg auf vgas > va bei
konstantem Druck. Die “kritische Isotherme” hat bei v = vy einen Wendepunkt im

p, V-Diagramm mit p = py,it und T = Tyt
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Die Wendepunktbedingung bestimmt den

Kritischen Punkt 3_ = ——=0. (25.3)

Fir das van—der—Waals Gas erhilt man

kgT 2a 2kgT 6a
0=——B-_ 120 o= e
(v —b)? * v3 (v—20)3 vt
8 a PkritVkrit 3
rit = 3b, kBTt = ——, it = oy Y e = = 25.4
Ukrit B L krit 27D Pxrit 27h2 Teris 3 ( )

Die Kombination (kI;UT> sollte also den universellen Wert % haben. Tatsichlich ist
krit
1

die einigermaflen erfiillt; Messungen liefern ~ 3 fiir sphérische Molekiile. In Anbetracht
der groben Niherung ist die Ubereinstimmung mit dem Experiment erstaunlich gut.
Fiir T > Tiyis zeigt (25.2) den erwarteten Ver-
lauf (Kurve 1), fir T = Tyt ebenfalls. Fiir
T < Tyt hat man das nebenstehend skizzier-
te Bild. Die schraffierten Flidchen seien gleich

grof3. Zwischen A und B ist % > 0. Da all-
T

gemein n;l = —Vg—{;‘ > 0 sein muf, ist die

v van—der—Waals Isotherqfne zumindest zwischen
= A und B falsch.

Korrektur: Da der Phaseniibergang vg — vg bei konstantem Druck pg erfolgt, sollte
man die Kurve durch eine Horizontale bei py korrigieren. Den richtigen Verlauf zwischen
C und D liefert die Maxwell-Konstruktion:

Aus der Gleichgewichtsbedingung pq(p,T) = pc(p,T) und F = —pV + uN folgt u =

%. Deshalb ergibt pug = pg mit p = pg

1 1 Ve oF
po- (vg —va) = —=(Fa — Fg) = —

vg
- v = dv.
N N Jy, oVl / p(v)dv

Ufl

Dabei wird auf der rechten Seite ldngs der Isothermen von C iiber A — B — D integriert
und es folgt die Bedingung der Gleichheit der schraffierten Flichen zur Festlegung von pg.

Fazit: das van—der—Waals Modell liefert mit der Maxwell-Konstruktion ein qualitativ

richtiges Verhalten fiir den Phaseniibergang.

Bedeutung der Kurven C — A bzw D — B: metastabile Zustinde, Verzdgerung des
Phaseniibergangs. Fiir C — A ist die Substanz unterkiihlt, fiir D — B iiberhitzt.
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25.1 Expansion des van—der—Waals Gases

Betrachte die Gay-Lussac’sche Expansion (“Sturz ins Vakuum”) eines van—der—Waals

Gases. Zeige zunéchst, dafl %‘ = 7 gilt und berechne dann die Temperaturdnderung
T
bei einer differentiellen Expansion AV'.

B oE| ds B dp
db = TdS —pdV = aVile p+TWTdF:—S’;T—pdV p+T8_TV
Fiir das vdW-Gas gilt
kT a op| ks 1 a oE|  a
P=y—3 " w T arl, Tw-s TPt 7 gyl T
or| _O(T,E) _ 0B ATYV)  10E _  a _
oVl oWV,E) oV, T)o(E,V) CyoVies  Cyv?

25.2 Das van—der—Waals Gas am kritischen Punkt
Das van—der—Waals (vdW-) Gas ist definiert durch die thermische Zustandsgleichung

1V
(p+z%)-(v—b):kBT mit V== a,b = const > 0.
Der kritische Punkt ist gegeben durch
V.=3Nb, pe= -2, kT.= o0
c — ) pc—27b21 B 0—27b

a) Zeige, da8 die Zustandsgleichung, in den “reduzierten Grofen”

V P T
@ —_ - H = — [ —
Ve’ p.’ T
geschrieben, die Form
3
(IT + @)-(3@—1) =871

annimmt. In diesem Sinne sind alle vd W—Gase einander “ahnlich”.

Division der vdW-Gleichung durch 2= = 2 liefert die dimensionslose Form.

b) Berechne die isotherme Kompressibilitdt £, den thermischen Ausdehnungskoeffizienten
a, sowie die Differenz der spezifischen Warmen des vdW—-Gases in Abhéngigkeit von 7
und ®.

Mit II = 3§T_1 — % erhalten wir fiir die inverse Kompressibilitét
1 Op o1l 24t 6 4703 — (30 — 1)2
—=-V_—=| =-%p.— :@0(7——):6@0
o v | Pl = 7P\ (33 —1)2 ~ 33 Pe 3333 — 1)2



Seite 146
und mit 7 = §(II+ 2%)(3® — 1) fiir den Ausdehnungskoeffizienten

19V 1 or~t 8 1 8 1
o= —— = —_— = —
VoTl, @T.00lx 3PT.I+ & — ZH(B2—-1) 30T, 5375 — 5(3% — 1)
4 P32 -1)
3T 47®3 — (3% — 1)2

und als Differenz der Warmekapazitiaten pro Teilchen

T a? 32 p.P P kg
cy—cy =Tv— = — v =

e N T B e =
wobei E=’= = 3kp verwendet wurde.

c) Wie verhalten sich die in b) berechneten Groflen bei T' ~ T auf der “kritischen
Isochoren” ® =17

Fiir & = 1 divergieren a, k7 und ¢, — ¢, bei Anniherung an den kritischen Punkt
T =T, wie ~

1.
T-T:°

11 T. 1 2 1 2 1 kg kpT.

"Tep.r—1 6p.T-T, ° - YTV T IT T T,

T 3T.r—1 3T-T,
d) Zeige anhand der Taylorentwicklung von IT an der Stelle ® =7 =1

H:(1—%(@—1)3i...>+4(7’—1)(1—g(@—1)+%(@—1)2$...),

=

daB auf der kritischen Isobaren IT = 1 fiir die Teilchendichte n gilt: 1 — 3bn = ( 331 (T — Tc)) °)

Die Taylorentwicklung von II an der Stelle ® = 7 = 1 lautet

8T 3 (r—=1)+1 1 2
T3%-1 B 143(@-1) <1+(<1>—1))

3 9 , 27 ,
:4((7—1)+1)(1—5(@—1)+Z(q>—1) - S@-1 i—)

—3(1—2(@—1)+3(@—1)2—4(<I>—1)3i...)
- (1-%(@-1)31...)+4(T—1)(1—g(@—1)+2(¢>—1)2¢...)
Fiir IT =1 ist

1
3

S@—1)° ~4(r—1) oder 1-3n=1- ~<§(T—1)>.

e) Aus welchen Gleichungen bestimmt sich die Dampfdruckkurve p = p(T') des vdW—
Gases? Mit welcher Steigung miindet sie in den kritischen Punkt?
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Die Maxwell-Konstruktion besagt

®e ®e 87 3 87 3dz—-1 ;3 3
-G T(r) = [ TId® = d<I>( ——):—1 7_(—__)
(®a—2q) () Lﬂ Lﬂ 301 32) 3 "3%5-1 \d @

oder

o 3 3¢ -1 3 2 87 3 3 87 3

M(r) & - it T(r) =2 o
M) = Fe =@ " 38a—1 Gty ™' T T 55,2178 36,-1 o

damit wiren ®q und ®¢ zu eliminieren. Durch Subtraktion der beiden letzten Glei-
chungen folgt

247(Dg — By) 3(32 — B2) 87P2 b2
— <y (3Bg —1)(3Bg—1) = — G- (4
(3G — 1)(3%q — 1) 2,32 Be—1B-D=3"3,
und durch Addition
Ar(3(Be + Bg) — 2) 3 B2 4+ B2 (1) By + B 3 H2, 4 B2
I — 7(3(®c + ®a) )__ G;_zﬁ(é) G;_ 2ﬂ(3(q)G+q)ﬁ)_2)__ G2+2ﬁ
30c—1)(3g—1) 2 ®32 202 32 2 P2
3 bq + Pg 1 1 1
i v < Rl S Y Gl sl (5)
G¥*1l G=*1 G¥*A1l G fl
Aus 8 3AD 3
T
o= 1 (1 )— it A®:= Py — P
sA0 "\ T35, 1) T B, ™ G

berechnen wir noch die Ableitung % = II

m — (H+ 3 )(1 (A@)’) 87(3%g — 1) (3(A<I>)’ 9(AD)D, ) B ( 3 )/

da®g/\7 AP 3AD(3Dg — 1) \3Bq — 1 (3®g — 1)2 P Pg
:( 81 - 3 )(Aq))’ (H+ 3 )1_ 24135 _( 3 )'
3@@, —1 @(;,@ﬁ AP @(;,@ﬁ T (3@@, - 1)(3q)ﬁ - 1) @Gq)ﬁ
(3),(5) _i<i _ L) (A2)" (6 - 1 L);
S\ Py Pg/ AP b Pg/ PPy
/
_ 241Py n 3 (B} D¢ + Dadly)

(30g — 1)(3%g — 1) = ®%32

Am kritischen Punkt ist 7 = &g = &4 = 1, die Dampfdruckkurve p(T") miindet
also mit der Steigung 4% in den kritischen Punkt ein.
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20. Korrelationsfunl(tionen

Fiir ein klassisches System von N Teilchen hat die Verteilungsfunktion (1.5, 16.4)
p(P1, 71, P2, T2, ..., DN, Tn) die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Da die
Impulsabhingigkeit einfach abspaltet, kénnen wir allein die Ortsbeschreibung betrach-
ten:

Lo B 1
p(rl,r2,- ..,'rN) — Q—Ne BW(T’l,T’z,.._7'r'N),

Greifen wir n Teilchen heraus und integrieren iiber den Rest, so bekommen wir die

Qn = / d3NFe=PW (26.1)

Korrelationsfunktionen

Fn(Fl,FQ,...,Fn) = Vn/dSFn+1...dSFNp(Fl,Fg,...,FN) (262)

a3 a3, - o . . . . .
Fo(F1,T2y ... Th) T2 - Vn = Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen bei 77, ein zweites
Teilchen bei 75, ein drittes bei 73 usw zu finden .
F, ist symmetrisch in 7,75, ..., 7,, da W (7,7, ...,7N) symmetrisch ist.
Fiir m < n gilt
Fm(rl,rz,...,rm):/ {/n+ V”Fn(rl,r2,...,rn). (26.3)

Speziell ist F(7;) unabhéngig von #; (Translationsinvarianz) und daher F;(7) = 1. Die

2-Teilchenkorrelationsfunktion hingt nur von einem Argument ab:
F2(F,7_’)I):F2(F_’FI,0) = FQ(F—FI) mit /—Fg(F):Flzl (264)

Bemerkung: fiir das ideale Gas ist W = 0 und damit alle F,, = 1.

Wir betrachten jetzt Dichtekorrelationen. Der Teilchendichte “operator” ist

p(F) = 8(F—7), /d3rp(F) =1, (26.5)
i=1
die mittlere Teilchendichte ist
N
(p(Mkan = Y _(8(F — 7)) = N(5(F — 7))
i=1
N

T Qn
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wie zu erwarten. Die Dichte—Dichte—Korrelation ist

(p(Mp(F) = > (8(F = 7)5(F — 7)) = Y (6(F = 7)8 (7" — 7)) + > _(8(F = )8 (7 — 7))
i,j=1 i=1 i#j

also
(p(F)p(7")) = nd(F —7) + n?F, (F—7). (26.6)

Der erste Teil ist die sogenannte Selbstkorrelation oder Autokorrelation. Fiir das ideale
Gas ist (p(F)p(7")) = nd(7 — 7) + n?.

Wir zeigen, dafl die Kenntnis von F, ausreicht, um die gesamte makroskopische Ther-
modynamik zu erhalten. Die Freie Energie F' des wechselwirkenden Systems und die
des Idealgases (W = 0) sind

N3N
BFO__IH{]\:;!X”LNVN}
— d*Nr -BW | ._ _ g ,8K(ﬂ')
8 —Fo) = —mn{ [ G e = K(0) = [ ap

b W (7, ..., 7y)e B W h . .

— dg' dSN ) ’ — dg' ,
o /8/ r QN(B,) /0 ,8<W(7“1, arN)>,3

Mit W =37, v(F —7j) ist

1<j

N(N -1 d®rqy d3r . . o . N? . .
_ M 5 ) / Vl V2U(7’1 — 7o) Fa(fy — 75 8') = o /dSTU(T)Fz(Taﬂl )
oder
Fy = 25V/ dﬂ/dgrv )y (r, 3) . (26.7)
Beriicksichtigen wir nur die Wechselwirkung zwischen Teilchen 1 und 2, so ist W (74, ...,7n) ~
v(r] — 72) und damit
V2

QN /d’l"g .dr'n e AW

j‘ d7?3 APy e—,@’v(ﬁ—Fz) B e—,@U(T-‘l—T‘-é)
f dry drz d’l“ dFN e_ﬂU(Fl—F2) - f %‘e—ﬂv(f’)
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Es folgt die schon bekannte (24.6) Darstellung des 2. Virialkoeffizienten mit Hilfe von
Meyers f-Funktion

0

/ ﬁ,deU(r)e_B’”(F)

28V fﬂe—ﬁ’v(ﬂ
N? e
— - =, —B'v(7)
23 dﬁaﬂlln/dre
N? dr =
_ —Bu(F) _
2ﬁ1n[1+/v( 1)]
N? . N2 b(T
N [arrey = 220D
26V vV B

und damit der Anfang der Virialentwicklung

oF
P=—%

)
V2

=Po + = nkgT[1 + nb(T)].
T
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27, Phasenﬁbergange

Phaseniibergénge sind dadurch gekennzeichnet, daf fiir gewisse Werte der Feldparame-
ter wie B, T, p etc das System nicht eindeutig ist. Das dufert sich in Singularitéten der

Ableitungen der freien Energie, des thermodynamischen Potentials etc.

Beispiel Ferromagnetismus:

B

o0 w0

fir T<T,

m<0 /

Das Magnetfeld B zeigt fiir positives B in die positive z-Richtung, fiir negatives B

in die negative z-Richtung. Fiir B = 0 ist keine Richtung ausgezeichnet, das System
entwickelt eine Symmetrie (bzg Rotation), da alle Richtungen gleichberechtigt sind.
Man wiirde daher eine verschwindende Magnetisierung m = 0 fiir B = 0 erwarten.
Tatsdchlich aber bleibt die Magnetisierung bei einem endlichen Wert m, > 0 hingen,
wenn wir B von B > 0 her gegen Null gehen lassen, und beim entgegengesetzten Wert

—mg < 0, wenn B von negativen Werten herkommend verschwindet. Also:
Phaseniibergang <= spontane Brechung der Symmetrie

Eine kleine Anderung von B von 0~ nach 07 bewirkt einen endlichen Sprung der Ma-
gnetisierung von —mg nach +mg. Der drastische Response des Systems zeigt sich in
Singularititen gewisser MeBgrofien (hier der magnetischen Suszeptibilitdt). Dies alles
passiert bei Temperaturen unterhalb einer kritischen Temperatur T,, fiir T > T, ist
ms = 0 und das thermodynamische Potential ®(B,T') ist analytisch in B und T. Der
Endpunkt der Singularitdten ist der kritische Punkt.

Eine approximative Beschreibung des kritischen Verhaltens liefert die Weifi’ sche N&he-

rung oder auch Molekularfeldniherung. Der Hamiltonoperator sei (mit gup = 1)

H:—Z%J(Fi—ﬁ-) §i-§j—BZsiz.
%] 7
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Eine analytische Berechnung der kanonischen Zustandssumme ist (fiir eine nichttriviale
Wechselwirkung J(7; — ;) in d = 3 Raumdimensionen) nicht moglich. Idee der Moleku-
larfeldnidherung: greift man einen Spin Si heraus, so ist die Wirkung der umgebenden
Spins §j dhnlich der eines Hilfsmagnetfeldes B’, das sich zu dem #ufleren Feld B addiert

und ein effektives Feld B.g liefert, also
B—Bg=B+B =B+ \m,

dh das Hilfsfeld B’ wird selbst proportional zur Magnetisierung angesetzt. Wir nehmen
dabei an, dafl bei isotroper Wechselwirkung J = J(|7; — 7;|) die z— und die y-Richtung
nicht voreinander ausgezeichnet sind, die Magnetisierung und das Hilfsfeld also in Rich-

tung des dufleren Feldes (z—Richtung) liegen.

Das (konstante) Hilfsfeld ist natiirlich eine Ndherung, da die Nachbarspins S;, verschie-
dene Werte annehmen konnen, also nicht fest = (S;,) = m sind. Wir vernachléssigen
damit, dafl die Grole S;, — (S;,) fluktuiert.

Mit Sk, = (Skx — m) +m, m := (Sk,), k = i, j erhalten wir den Hamiltonoperator

]‘ — —
H=- Z §J(T’z‘ — 7)) (SizSjz + SiySjy + Si2Sj2) — B Z S,
1] i

1
= _Zij(ﬁ’—Fj)[SimSjw+Siy5jy+(Siz —m)(S;, —m)+m(S;; + S;2) —m2] — B E S, .
i -

quadratische Fluktuationen ~ 0

Die mit festem i iiber alle j gebildete Summe vo := 37 ; J(|F; — 7j]) ist wegen der
1 fest
Translationsinvarianz des Systems unabhingig von . Bei Vernachlissigung der Fluk-

tuationen folgt deshalb
N 9 .
H= 5 vom” — Beg Z Siz mit Beg = B+ vom (also A = vy)

als Molekularfeldndherung fiir den Hamiltonoperator. Dies sieht aus wie freie Spins in
einem Aufleren Feld B.g. Mit S;, = i% folgt sofort

m = <S > . Z{Szz} SlzelBBeff Z; Siz B %(e%Beff — 6_%Beff) Z”:{?}z} 6,8Beff Zi>1 Siz
- 1z) — — :
Z{Siz} e:BBeff Zi Siz (e%Bet‘f + 6_§Beff) z}?’}z} 6,8Beff ZDI S;.
1 B 1
=3 tanh p 2eff =5 tanh [g(B + vom) | .

Diese Gleichung hat evtl mehrere Losungen. Falls mehrere Losungen vorhanden sind,
ist diejenige stabil, fiir die das Potential ®(B,m,T) minimal wird. Das bedeutet, daf}
°d :

> 0 ist.

Om?2

m = m(B, T) gerade so gewihlt wird, dal 92=0 und
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Das thermodynamische Potential zu H = %Uomz — (B+wvom)) . S;, ist & = —% InZ

mit

7 = Z o~ BH _ ~BFvom® Z ﬁeﬂ(B—i—vom)Siz

{Si=} {Si:}i=1
N
— e—ﬁ%vomQ . HZz mit  Z; = 6§(B+1;0m) + e—%(B—}-vom)
i=1

. N
— =BT vom (2 cosh g(B + Uom))

also N N
bei unbestimmtem m. Die Minimalbedingung g—g; = 0 liefert dann
N 2sinh... 1 16}
0= Nvgm — — -———"" vy — m= - tanh (B
VoM = sk, 2t T M= g tanh (B +uem),

wie oben.

Die Losungsmenge dieser transzendenten Gleichung fiir m = m(B) macht man sich am
besten grafisch klar. Fiir B > 0 gibt es offenbar genau einen Schnittpunkt der tanh-
Kurve mit der Winkelhalbierenden (siehe linke untere Skizze), dh es gibt eine eindeutige
Losung m > 0. Wenn B kleiner wird, verkleinert sich m. Die Frage ist, ob auch fiir B = 0

ein m # 0 existieren kann, dh ob es nichttriviale Lésungen der Gleichung

m O m . 1 1
— = tanh — — mit mgo:=—-, ©:=—uv
gibt.
©& =T
1
B=7
@<T
momee) = Z

Dazu betrachten wir die Kurven tanh %mﬂo in Abhéngigkeit von mﬂo fiir verschiedene
Werte von 2 Z 1 (rechte Skizze).
<
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Fiir T > © gibt es nur die Losung m = 0 (fir B = 0). Dagegen gibt es fir T < ©
eine nichttriviale Losung +mg # 0, dh unterhalb der Temperatur ©® haben wir eine
spontane Magnetisierung +m,. Da die Richtung der Magnetisierung nicht durch ein
Feld B vorgegeben ist, liegt eine Symmetriebrechung vor. Das Modell beschreibt das

Phinomen des Ferromagnetismus und © spielt die Rolle der Curie-Temperatur.

Die nebenstehende Temperaturabhéingigkeit der spon-

| §|5

tanen Magnetisierung ergibt sich durch numerische

Auflésung von

nach ™.
mo

@I~

© = T, ist die kritische Temperatur. Bei Temperaturerniedrigung 7' \, T, bereitet
sich das System vor, einen Phaseniibergang zu vollziehen, dh sich spontan zu ordnen
mit positiver oder negativer Magnetisierung m,; > 0 oder my; < 0. Da an der spontanen
Ordnung das gesamte System beteiligt ist, spielen Fluktuationen bzw Korrelationen von
Fluktuationen eine grofle Rolle. Es ist daher zu erwarten, da} die Weif’sche Naherung,

welche ja gerade Fluktuationsgroflen in H vernachlissigt, bei T, nicht korrekt ist.

Wir untersuchen jetzt das physikalische Verhalten in der Umgebung von © = T,.. Wegen
mg — 0 bei T, konnen wir das thermodynamische Potential ® nach den kleinen Groéfien

m, B, T — T, entwickeln:

N , N N 1/8\2 2 )
_ N N s NS 2 4
16 —Eln2—+—5v0m —?(B%—vom) +0(m*)
B n2 B _, 2 4
= N| =75 = B ~BBknOm + 2k50 (1~ kpOF)m? +O(m )]
—_————
=Py /N

oder — wenn wir T, anstelle von © und m := mﬂo = 2m anstelle von m verwenden —

P q)() 17T, kBTC —2 —4
— =0 Clepm MBlep T)mt .
NN 3T m -+ 5 T( )m +b(T)m
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®, ist das Potential bei T.. Fiir die Abweichung pro Teilchen ergibt sich fiir T ~ T,
(unter Weglassung iiberfliissiger Konstanten) die Form einer Landau-Entwicklung

¢ — P
N

1
Q= ZE(T_TC)m%me‘*—Bm mit b> 0.

m bestimmt sich aus g—;fL =0.
Den qualitativen Verlauf des Potentials ¢ zeigen folgende Skizzen fiir B > 0 (links) bzw
B = 0 (rechts). Das doppelte Minimum im Fall B = 0, T' < T, ist der Grund fiir den

Symmetriebruch.

o @ T>Te

T<{Tq

B>0

stabiles Minimum

Kritische Exponenten bei T,:

1. Spezifische Warme

95 _ %P
B dp 1, =0 (T>T,)
d _ = - = —
*om ) T ar 2" {%0 (T <T,)
Mit B = 0 gilt fir 7' < T,
C 9 /1 . ., T.-T 1
0= 8m< (T —-T.)m +bm) - m=— oder m—2—\/5 T.—T.
Also ist 52 8 T T T )
' Co— 57— =0Cr+ % (T<T,
_rZ ¥ _ 29T 4b 8b
¢=Co~Tom {CO (T>T,)’

dh C zeigt einen Sprung! Tatsdchlich verhélt sich C jedoch wie

C~Cy+ (T — Tc)_a mit o« >0 meistens.
a heifit kritischer Exponent (der spezifischen Wirme). Das aus der Molekularfeldnéhe-
rung hergeleitete Sprungverhalten (siehe nachfolgende Skizze links) entspricht dem Wert
a = 0, dieser ist jedoch falsch. Realistischer ist das rechts skizzierte Verhalten (a > 0),
wobei allerdings im Experiment bzw bei Simulationsldufen an endlich groflen Systemen

die divergente Spitze abgerundet erscheint.
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‘ T
T, T T,
2. Spontane Magnetisierung
Bei B = 0 gilt fiir T<T,
1 1
m=—= (Tc — T) > in Molekularfeldnaherung.

2v/b

1
Allgemein gilt m ~ (Tc — T)B mit kritischem Exponenten 3 # 3 meistens.

Die Molekularfeldndherung liefert also fiir die Magnetisierung den kritischen Exponen-
ten B = % Dagegen ergibt beispielsweise die exakte Onsager—Losung des 2—d Isingmo-
dells den Wert 3 = %.

3. Suszeptibilitit x(T) := 22 .

a—fzo — (T —T.)m+ 4bm> — B=0
om

1 11
( e)X mex X T r1om? 2T, —T

Allgemein gilt :  x mit v # 1 meistens,

1
T —T.|7
dh auch der in der Molekularfeldndherung hergeleitete kritische Exponent v = 1 fiir die

Suszeptibilitdt ist im allgemeinen falsch.
4. Magnetisierung bei T = T,:
B
m=m(B) = m>=— < m~ |B|?

4b
Allgemein gilt : m ~ |B|% mit § # 3 meistens,

zB liefert das 2—d Isingmodell fiir den kritischen Exponenten § den Wert 15.

Fazit: Das Verhalten thermodynamischer Grofien am kritischen Punkt wird durch kriti-
sche Exponenten beschrieben. Die Molekularfeldndherung ist eine im allgemeinen qua-
litative Beschreibung der Phaseniibergéinge, jedoch zu grob, da sie Fluktuationen ver-
nachléssigt. Diese sind am kritischen Punkt wichtig und fithren zu Abweichungen in
den kritischen Exponenten «, 3, 7, § von den durch die Molekularfeldndherung vorher-

gesagten Werten (auch ”klassische” Werte genannt).
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In der letzten Zeit gab es Fortschritte in der Theorie der kritischen Phinomene durch

Renormierungsgruppen (Wilson).



Index

6-12 Potential 138

abgeschlossenes System 21 25
Adiabaten der idealen Quantengase 106
adiabatisch 52 73
Aktivierungsverhalten 128

Anregungen 120ff

Anregungen, innere 108

Arbeit 50 56 68 74

Arbeitsmaschine 69
Ausdehnungskoeffizient, thermischer 57 65 145 77
Autokorrelation 149

barometrische Hohenformel 85
Besetzungszahldarstellung 102
Besetzungszahlen 37 102 105 112 122 134
Binomialverteilung 14 18
Boltzmann—Gas 47 59 71 76 100
Boltzmannstatistik 105

Bose-Einstein 105

Bose—Anregungen 127

Bose—-Gas 100

Bose-Gas, Photonengas als ideales 112
Bose-Statistik 93 122

Bosonen 97 102 121

Brennglas 118

Carnot—Prozef 69 73 119

chemisches Potential 39 54 82 101 103 112 122
Clausius, Satz von 73
Clausius—Clapeyron 83
Comptonwellenldnge 98
Curie-Temperatur 153
Dampfdruckerniedrigung 89
Dampfdruckkurve 82 85 143 146
de-Broglie Wellenlénge 94 98
Debye—Modell 125

Dichtekorrelationen 148

Dichteoperator 2 5 7 22 24



Dichteschwankungen 14
dielektrisches Medium 67
Differential, vollstindiges 50
Diffusion 76
Diffusionsgleichung 20
dissoziieren 110
Doppelfakultiat 28
Drosselventil 72 76

Druck 39

Druckgesamtheit 40 59 64 140
Duhem-Gibbs 44 51 55 59 87
Dulong—Petit 125
Durchmischung zweier Gase 76
effektive Masse 133
Einheitskugel, n—dimensional 28
Elektronen 95 98 122 130 131
Elementaranregungen 121
Energieaustausch 31
Energienullpunkt 22
Energiesatz 44 55
Energieschwankung 31 58
Energiespektrum 32 121
Energieverteilung 32

Energie, Freie 56

Ensemble 10

Ensemblemittel 11

Entartung 77 131

Enthalpie 56 72

Enthalpie, Freie 56

Entropie 43 54 61

Entropie, Extremaleigenschaft der 44
Ergodenproblem 11
Erhaltungsgréfien 21 41
erzeugende Funktion 14 19 26
Expansion eines Gases 62 73
extensive Variable 24ff 32 42
Fakultat 27

Faltungsintegral 140



Fehlerfunktion 16

Felder (intensive Variable) 22 39 41 54
Fermi-Dirac 105
Fermi—Verteilungsfunktion 130
Fermienergie 131

Fermi-Gas 98 100 135

Fermiimpuls 131

Fermikugel 134

Fermionen 97 102 121
Fermionensystem, allgemeines 130
Fermi-Statistik 93 122
Fermitemperatur 131
Ferromagnetismus 151
Fluktuationen, Vernachlissigung von 152
Freiheitsgrad, statistischer 111
Gammafunktion 27 79

Gas, klassisches eindimensionales 140
Gasphase 84ff

Gasthermometer 31

Gauflintegral 28

Gauf3verteilung 15 26 47

Gay—Lussac 62 73 145
Gefrierpunktserniedrigung 89
Gesamtheiten, allgemein 10 24
Gesamtheiten, Aquivalenz der 41
Gesamtheit, groffkanonische 22 25 39
Gesamtheit, kanonische 31ff
Gesamtheit, mikrokanonische 30
Gewicht, statistisches 38

Gibbs’sche Phasenregel 88
Gleichgewicht 21 25 45 49
Gleichgewichtseinstellzeiten (Relaxationszeiten) 9 50 52 76
Gleichverteilungssatz 95 110
gro3kanonische Gesamtheit 22 25 39
grokanonisches Potential 56
grolkanonische Zustandssumme 22 94
gro3kanonischer Dichteoperator 39
Griineisen—Verhiltnis 64 74 106



Grundzustand 32 77 121
Hamiltonoperator 91 102
hard—core Potential 141
harmonischer Oszillator 35 124
harte Kugeln 139

Hauptsatz, erster 44 50
Hauptsatz, zweiter 52

Hauptsatz, dritter 77
Heizeffektivitit 69

Helium 121 127
Hochtemperatur—-Niherung 91
Hohenformel, barometrische 85
Hohlraumstrahlung 112

ideale Gase 100

ideale Quantengase 64 101ff
identische Teilchen 93
Impulsfreiheitsgrad 95
Impulsintegration 94
Impulssummation 103
Index—Wechsel 60
Integrabilitdtsbedingungen 60
intensive Variable (Felder) 22 39 41 54
Invarianzeigenschaften 23
Inversion der Besetzungszahlen 37
irreversibel 46 51 68 72
isentropisch 106

Isingmodell 156

Isolierung 10 24
Jacobi-Determinante 60
Joule-Thomson—Prozef} 72 76
kanonische Gesamtheit 24 31 41
kanonische Verteilung 47
kanonische Zustandssumme 24 31 34 92
kanonischer Dichteoperator 31 92
Kettenmolekiil 64

klassische ideale Gase 63 100
klassische Ndherung 91 95
klassischer Grenzfall 92



klassisches eindimensionales Gas 140
Koexistenz 81
Koexistenzbedingung 82
Kommutator 92
Kompressibilitdt 57f 106 145
Konfigurationsintegral 94 137
Konzentration 87 104
Korrelationsfunktion 42 148
Kreisprozess 62 68
Kristallstrukturen 81

kritische Exponenten 155
kritische Temperatur 151ff
kritischer Punkt 83 143 145 151ff
Kiihlmaschinen 69
Landau-Entwicklung 154
Laplace—Transformation 34 140
latente Wiarme 83
Legendre—Transformation 55
Lichtquanten 112

Limes, thermodynamischer 12 25
Linksprozesse 69
Liouville-Gleichung 4

Losungen 89 103
Magnetisierung, spontane 153f
Magnonen 120

Makrovariable 49

Makrozustand 9 21

Maschinen 68
Maximaltemperatur 34 37 53
Maxwell-Konstruktion 144 147
mehrkomponentige Systeme 87
Mefifehler 26

Mefgrofien 22

metastabile Zustidnde 144
Meyers f-Funktion 150
mikrokanonische Gesamtheit 24 30 41 55
Mikrozustand 1 9

Mischung von Zusténden 1 5 6



Mittelwert 26 41
Modell-Zustandsdichte 78
Molekiile, mehratomige 108
Molekularfeldndherung, Weif’sche 151ff
Momente 11 14

nackte Fermionen 130

negative Temperaturen 33 34 37 53
N-Niveau—System 37
Nernst—Theorem 77 95 135
Nichtgleichgewichtszustand 51
Nichtvertauschbarkeit 92ff
normalfliissig 81

normalleitend 81

offenes System 25 31 39
Onsager—Losung 156
Oszillator, harmonischer 35 124
paramagnetisch 81
Pauli-Paramagnetismus 136
Paulimatrizen 6ff

Permutation 93ff

Phasenregel, Gibbs’sche 89
Phaseniibergang 143 151ff
Phasendiagramm 127
Phasengleichgewicht 81 88
Phasengrenzen 73
Phasenpunkt 3 4 11
Phasenraum 3 94
Phasentrajektorie 3
Phasenvolumen 36

Phononen 121ff

Photonen 64 112
Photonenzahl, Schwankung der 115
Planck—Verteilung 114
Poisson-Klammer 4 92 96
Poisson—Verteilung 15
Polarisierung 67

Polaron 122

Potentiale, thermodynamische 55



Potential, grofSkanonisches 56
Projektor 1

quadratisches Mittel 26
Quantengase, ideale 64 74 98 101ff 121ff
Quantenkorrekturen 93
Quantenstatistik 2

quasistatisch 50 52 76

Quasiteilchen 98 121
Quasiteilchenndherung 91

random walk 18 66

Raoult’sches Gesetz 89
Rayleigh—Jeans-Gesetz 114
Rechtsprozefy 69

Reichweite von Wechselwirkungen 25 94 98
reiner Zustand 1 5

Relationen, thermodynamische 60 62
relative Schwankung 26 42 115
relativistisch 98

Relaxationszeiten (Gleichgewichtseinstellzeiten) 9 50 52 76
Renormierungsgruppen 156
Response 151

reversibel 52

Rotation von Molekiilen 101 108 111
Roton 122 1277
Sattelpunktsintegration 27 34
Schallwellen 124

Schmelzen 89

Schmelzkurve 82

Schmelzwéirme 83

Schwankung 12 17 26 41 42
Schwankung der Photonenzahl 115
Schwankungserscheinungen 25
Schwankungsquadrat 14
Selbstkorrelation 149

semipermeable Wand 76
Siedepunktserh6hung 89
Sonnenstrahlung 117
Spektraldarstellung 2 38



Spektrum 32 37 78

spezifische Warme 57 77 80 110 120 155
Spin 6 7 13

Spin—Statistik—Theorem 100

Stabilitat 61

Stationaritit 46

statistisches Gewicht 38
Stefan—Boltzmann—Konstante 113
Stirling-Formel 27

Strahlungsdruck 117

Sturz ins Vakuum 62 73 145
Sublimationskurve 82
Sublimationswéirme 83

Superfluiditat 127

suprafluid 81 121

Suszeptibilitdt 136 151 156

Symmetrie 151ff

Symmetriebrechung 153
Symmetriekorrelationen 93 97
Symmetrietransformationen 23
Teilchenabstand 94ff
Teilchenzahlerhaltung 122
Teilchenzahlschwankung 39 41
Temperatur, Definition 31

Temperatur, maximale 34 37 53
Temperaturen, negative 33 34 37 53
Temperaturausgleich 73

thermische de-Broglie Wellenléinge 94 98
thermische Zustandsgleichung 40 100 108 141
thermischer Ausdehnungskoeffizient 57 77
thermodynamische Potentiale 55
thermodynamische Relationen 60 62
thermodynamischer Limes 12 25
Tieftemperaturphysik 91 121
Tripelpunkt 82 85

Unabhingigkeit, statistische 12 21 43
Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts 78
Ungleichungen 61 73



Ununterscheidbarkeit 102 105
van-der-Waals Gas 143ff
van-der-Waals Wechselwirkung 138
Variable, natiirliche 55

Variable, extensive 24ff 32 42
Variable, intensive 22 39 41 54
Verdampfen 89

Verdampfungswirme 83 85
Verkiirzung von Dichteoperatoren 13
Verschiebungsgesetz, Wien’sches 114 117
Verteilungsfunktion 3 148
Vibrationsfreiheitsgrade 108
Virialentwicklung 91 137
Virialkoeffizient 135 138 150
Virialsatz 95 106

vollsténdiges Differential 50

Volumen 22
von—Neumann—Gleichung 2 21 46
Wairmeaustausch 53

Wirmekapazitat 57 77 80 110 120 155
Wiarmepumpen 69
Wahrscheinlichkeitsverteilung 26 46
Wartezeit 17

Wechselwirkung 91 121 130 138
Weify’sche Molekularfeldndherung 151
Wien’sches Verschiebungsgesetz 114 117
Wigner 92

Wirkungsgrad 69

Zeitmittel 11

Zentraler Grenzwertsatz 26
Zufallsbewegung 18 66
Zufallsvariablen 26

Zustand, gemischter 1

Zustand, reiner 1 5

Zusténde, Mischung von 1 5 6
Zustand, thermodynamischer 49
Zustandsdiagramm 49
Zustandsdichte 30 32 34 44 46



Zustandsgleichung 49 74 137
Zustandsgleichung, thermische 40 100 108 141
Zustandsgleichung, kalorische 100
Zustandssumme, groflkanonische 22 94
Zustandssumme, kanonische 24 31 34 92



