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I. Grundlagen der Statistis
hen Physik1. Grundbegri�e der Dynamik und StatistikBetra
hte N � 1023 we
hselwirkende Teil
hen bzw Freiheitsgrade, typis
h f�ur einmakroskopis
hes System.Ein quantenme
hanis
her Zustand, im folgenden au
h Mikrozustand genannt ist einVektor im Hilbertraum, j i = j (t)i, dessen zeitli
he Entwi
klung dur
h die S
hr�odin-gerglei
hung bestimmt isti�h _j i = Hj i ; mit H = Hamiltonoperator:In der Ortsdarstellung ist der Zustand des N{Teil
hen Systems gegeben dur
h eineFunktion von 3N Ver�anderli
hen und der Zeitj i �!  (~r1; ~r2; : : : ; ~rN ; t) mit N � 1023:Physikalis
he Me�gr�o�en sind quantenme
hanis
he Erwartungswerte von Observablen A,hAiqm = h jAj i:Der quantenme
hanis
he Zustand (oder Mikrozustand) j i enth�alt die maximal m�ogli-
he Information �uber das System und wird in der Statistis
hen Physik au
h als reinerZustand bezei
hnet. �Aquivalent ist die Angabe eines Projektors P auf den von j iaufgespannten 1{dimensionalen Unterraum. Ist j i auf Eins normiert, also h j i = 1,so l�a�t si
h dieser Projektor s
hreiben als P = j ih j.Im allgemeinen verf�ugen wir ni
ht �uber die volle Detailinformation. Wir sagen, es liegeein gemis
hter Zustand vor, wenn wir nur wissen, da� si
h das System mit gewissenWahrs
heinli
hkeiten wn (mitPn wn = 1) in vers
hiedenen m�ogli
hen Mikrozust�andenjni be�ndet. Sind die Zust�ande jni auf Eins normiert, hnjni = 1, so ist der Mittelwertder Observablen A hAi =Xn wnhnjAjni : (1:1)



Seite 2Mit den Zust�anden jn; ti bzw jni im S
hr�odinger{ bzw im Heisenbergbild de�nieren wirden Di
hteoperator � als gewi
htete Summe von Projektionsoperatoren�(t) =Xn wnjn; tihn; tj bzw � =Xn wnjnihnj : (1:2a; b)Die Zust�ande jni werden als normiert, aber ni
ht notwendigerweise als zueinander or-thogonal vorausgesetzt. Wegen jnihnj = jnihnjnihnj und Spur jnihnj = 1 gilt f�ur jedeObservable ASpur jnihnjA = Spur jnihnjnihnjA = Spur jnihnjAjnihnj = hnjAjniund daher hAi = Spur�A : (1:3)Insofern bes
hreibt der Di
hteoperator � einen gemis
hten Zustand vollst�andig.Allgemein ist ein Di
hteoperator 
harakterisiert dur
h die drei Eigens
haften� = �y dh � ist hermites
h� � 0 dh � ist positiv semide�nit,denn es ist h j�j i =Pnwnjh jnij2 � 0 f�ur beliebiges j iSpur� = 1Man kann zeigen, da� jeder Operator � mit diesen Eigens
haften eine diskrete Spek-traldarstellung der Form (1.2) mit orthonormierten Zust�anden jni besitzt. Der reineZustand ist o�enbar der Spezialfall des gemis
hten Zustands, in dem alle wn vers
hwin-den bis auf eines, wel
hes dann glei
h 1 sein mu�. � hat dann die Form � = j ih j undes ist �2 = � und hAi = h jAj i, wie �ubli
h in der Quantenme
hanik. Im Gegensatzdazu spri
ht man beim \Gemis
h" au
h von Quantenstatistik.Wir untersu
hen die Zeitabh�angigkeit des in (1.2a) de�nierten Di
hteoperators. Diezeitabh�angigen Zust�ande jn; ti erf�ullen die S
hr�odingerglei
hungi�h ��t jn; ti = H jn; ti mit H = Hamiltonoperator:Mit i�h _� = i�hPn wn� _jn; tihn; tj+ jn; ti _hn; tj� = H�� �H folgt dievon� Neumann � Glei
hung _� = � i�hhH;� i : (1:4)Diese Glei
hung gestattet es, im S
hr�odingerbild �(t) zu bere
hnen, wenn ein Anfangs-wert �(t0) gegeben ist. Mit �(t) sind dann au
h alle Mittelwerte bekannt:hAi(t) = Spur�(t)A :



Seite 3Im Heisenbergbild sind die Zust�ande in (1.2b) und damit der Di
hteoperator zeitunabh�angig,� = �(0). Die Observablen (dazu geh�ort � ni
ht!) sind zeitabh�angig,A(t) = e i�hHtAe� i�hHt,und die Mittelwerte sind hAi(t) = Spur�A(t) :Klassis
he Me
hanik:In vielen F�allen kann man von der quantenme
hanis
hen Bes
hreibung absehen undmit �h ! 0 zum Grenzfall der klassis
hen Me
hanik �ubergehen (die systematis
heDur
hf�uhrung erfolgt sp�ater im Kapitel 16).Der (Mikro{)Zustand von N Massenpunkten im dreidimensionalen Raum zur Zeit twird dur
h 3N Koordinaten q1(t); : : : ; q3N (t) �! q(t)und 3N Impulse p1(t); : : : ; p3N (t) �! p(t)festgelegt. Geometris
h entspri
ht dies einem Punkt �p(t); q(t)� im 6N{dimensionalenPhasenraum (�-Raum) aller pi; qi. Der Phasenpunkt im �{Raum stellt die maximalm�ogli
he Kenntnis �uber das System dar, dh er entspri
ht dem reinen Zustand, derquantenme
hanis
h dur
h einen Hilbertraumvektor dargestellt wird. Im Laufe der Zeitdur
hl�auft der Phasenpunkt eine Phasentrajektorie, die dur
h die kanonis
hen Glei-
hungen determiniert ist (siehe unten).Zur Bes
hreibung eines klassis
hen gemis
hten Zustands s
hreiben wir mehreren Pha-sentrajektorien �p(n)(t); q(n)(t)� ; n = 1; 2; : : : gewisse Wahrs
heinli
hkeiten wn,Pn wn = 1, zu und bilden die Verteilungsfunktion�(p; q) =Xn wn Æ(p� p(n)(t))Æ(q � q(n)(t)) (1:5)mit den Eigens
haften �(p; q) � 0, R dpdq�(p; q) = 1, die o�enbar den Eigens
haften�y = � � 0 ; Spur� = 1 des Di
hteoperators entspre
hen.Bedeutung der Verteilungsfunktion: dw := �(p; q)dpdq ist die Wahrs
heinli
hkeit daf�ur,da� si
h der Phasenpunkt des Systems im Phasenraumelement dpdq um den Punkt(p; q) herum be�ndet. Eine physikalis
he Me�gr�o�e A = A(p; q) hat den MittelwerthAi = Z dpdq �(p; q)A(p; q) : (1:6)Die Verteilungsfunktion �(p; q) 
harakterisiert den Mis
hzustand vollst�andig, da wir denMittelwert jeder Me�gr�o�e A(p; q) bere
hnen k�onnen.



Seite 4Zur Untersu
hung der Zeitabh�angigkeit der Verteilungsfunktion (1.5) gehen wir aus vonden kanonis
hen Glei
hungen_q(n) = �H�p(n) ; _p(n) = � �H�q(n) ; H = H(p; q) Hamiltonfunktionund bilden { die Wahrs
heinli
hkeiten wn sind zeitli
h konstant {_� =Xn wnh _q(n) ��q(n) + _p(n) ��p(n) i Æ(p� p(n)(t))Æ(q � q(n)(t))=Xn wnh �H�p(n) ��q(n) � �H�q(n) ��p(n) i Æ(p� p(n)(t))Æ(q � q(n)(t))= �h�H�p ���q � �H�q ���pi = �nH; �o ;wobei im letzten S
hritt die aus der Me
hanik bekannte Poisson{KlammernH; �o := h�H�p ���q � �H�q ���piverwendet wurde. Die Verteilungsfunktion gen�ugt also derLiouville � Glei
hung _� = �nH; �o: (1:7)Diese dynamis
he Glei
hung der Klassis
hen Me
hanik entspri
ht der von{NeumannGlei
hung (1.4) der Quantenme
hnik. Der �Ubergang wird o�ensi
htli
h dur
h die Er-setzung nH; �o () i�hhH;� ivollzogen.



Seite 51.1 Reine und gemis
hte Zust�ande� sei Di
hteoperator eines statistis
hen Ensembles, es ist also � = �y, � � 0, Spur� = 1.Wir gehen davon aus, da� ein sol
her Operator ein rein diskretes Spektrum und eineSpektraldarstellung der Form � = Pi �ijiihij mit �i � 0, Pi �i = 1, fjiig = ONS,besitzt. Die Frage ist, unter wel
hen Umst�anden � einen reinen Zustand (also kein Ge-mis
h) bes
hreibt. Zeige dazu die �Aquivalenz folgender Charakterisierungen(i) � l�a�t si
h ni
ht als Linearkombination zweier Di
hteoperatoren �1;�2 darstellen,also mit beliebigen Di
hteoperatoren �1 6= �2 und Zahlen 0 < �1; �2 < 1 ist� 6= �1�1 + �2�2(ii) � ist Projektor auf einen einzelnen Quantenzustand: � = j ih j mit h j i = 1(iii) die Eigenwerte �i von � sind �i = 0 (beliebig vielfa
h) und �i = 1 (einfa
h)(iv) Spur�2 = 1(v) Spur (� ln�) = 0(vi) �2 = �Die �Aquivalenz von (vi) mit (ii)-(v) ist weitgehend trivial,zB Spur�2 _=1 ,! 0 = Spur (�(1 � �)) = Pi �i(1 � �i) ,! �i(1 � �i) = 0, letzteresfolgt wg �i(1��i) � 0. Die m�ogli
hen Eigenwerte �i sind also 0 und 1, wegenPi �i = 1ist der Eigenwert 1 einfa
h. In der Summe � =Pi �ijiihij bleibt demna
h nur ein Termmit dem Index i0 und �i0 = 1 �ubrig, dh � = ji0ihi0j = ji0ihi0j i0ihi0j = �2.zB �2 _=� ,! Spur (� ln�) = Spur (� ln�2) = 2 Spur (� ln�) ,! Spur (� ln�) = 0.(i) ,! (iv), indirekter Beweis: Sei Spur�2 = Pi �2i < 1, dann gibt es (mindestens) ein�i mit 0 < �i < 1 und � l�a�t si
h aufspalten gem�a� � = �ijiihij + (1 � �i)���ijiihij1��i imWiderspru
h zur Voraussetzung.(ii) ,! (i): Wir setzen f�ur den Di
hteoperator eines reinen Zustands an j ih j = �1�1+�2�2 und zeigen, da� nur die triviale Zerlegung, j ih j = �1 = �2 m�ogli
h ist. Damitj ih j und �1;2 Di
hteoperatoren sind, mu� h j i = 1 und �1 + �2 = 1 sein. Damitist au
h 1 = �1h j�1j i + �2h j�2j i, was wiederum h j�1;2j i = 1 erfordert. Sei�1 =Pi �1ijiihij die Spektraldarstellung von �1, so giltPi �1i(1� jhij ij2) = Spur�1 � h j�1j i = 1� 1 = 0.F�ur alle in der Spektraldarstellung auftretenden Zust�ande jii mu� daher jhij ij2 = 1sein; dies ist jedo
h wegen Pi jhij ij2 = h j i = 1 nur f�ur genau ein i0 m�ogli
h undes ist j i = Pi jii hij i = ji0i bis auf einen Phasenfaktor. Folgli
h ist j ih j = ji0ihi0jund analog j ih j = jj0ihj0j mit einem Eigenzustand jj0i von �2, dh es bleibt nur dietriviale Zerlegung �ubrig.



Seite 61.2 Mis
hung von Spin{ 12 Zust�andenZur Drehimpulsquantenzahl j = 12 gibt es nur 2j+1 = 2 linear unabh�angige Zust�ande.�Ubli
herweise w�ahlt man die Eigenzust�ande von sz mit der Notation j "i und j #i alsBasis; der Spin steht in + oder �z{Ri
htung. Aus den Kommutatorregeln ergibt si
h,da� s� := sx� isy Auf{ und Absteigeoperatoren sind, also die beiden Zust�ande j"i undj#i ineinander �uberf�uhren bzw verni
hten. Deshalb sind o�enbarj !i := 1p2�j "i+ j #i� und j  i := 1p2�j "i � j #i�die Eigenzust�ande von sx = 12 (s+ + s�) (Spin in + bzw �x{Ri
htung) undj %i := 1p2�j "i+ i j #i� und j .i := 1p2�j "i � i j #i�die Eigenzust�ande von sy = 12i (s+ � s�) (Spin in + bzw �y{Ri
htung).Ein Beispiel f�ur einen reinen Fall w�are � = j "ih" j; der Spin zeigt in +z{Ri
htung,analog � = j #ih# j f�ur den Spin in �z{Ri
htung. Mis
hen wir diese beiden Zust�ande mitglei
her Wahrs
heinli
hkeit (= 12 ), so erhalten wir � = 12�j "ih" j+j #ih# j� = 121. Wegender letzten Glei
hheit ist die z{Ri
htung nur s
heinbar ausgezei
hnet, tats�a
hli
h liegt�uberhaupt keine Information �uber die Spineinstellung vor. Man bea
hte den Unters
hiedzur quantenme
hanis
hen Superposition von Zust�anden: j "i+ j #i = p2j !i.Weiteres Beispiel: Angenommen, wir wissen, da� der Spin mit 25%Wahrs
heinli
hkeit inx{Ri
htung, und mit weiteren 25% Wahrs
heinli
hkeit in �y{Ri
htung steht, ansonstensei ni
hts bekannt. Der Di
hteoperator ist na
h (1.2)� = 14�j !ih! j+ j .ih. j+ 1�:A
htung: Zwar spannen die Zust�ande j "i und j #i den ganzen Hilbertraum auf, do
hdas hei�t ni
ht, das jeder (Di
hte{) Operator si
h als Linearkomination von j "ih" jund j #ih# j s
hreiben lie�e, denn i.a. treten au
h Mis
hterme mit j "ih# j oder j #ih" jauf. O�ensi
htli
h l�a�t si
h aber jeder Spin{ 12 Di
hteoperator als Linearkombinationder (hermites
hen) Operatoren1 = j "ih" j+ j #ih# j�z = j "ih" j � j #ih# j �x = j #ih" j+ j "ih# j�y = i�j #ih" j � j "ih# j�s
hreiben. ~� ist de�niert dur
h ~s = �h2 ~�, dh die Paulimatrizen �x;y;z haben die Eigen-werte �1. Da� die re
hts stehenden Operatoren tats�a
hli
h die angegebene Bedeutunghaben, erkennt man an der Wirkung auf die obigen Eigenzust�ande j !i et
. Es folgt� = 14� 12 (j "i+ j #i)(h" j+ h# j) + 12 (j "i � ij #i)(h" j+ ih# j) + 1�= 14�2j "ih" j+ 2j #ih# j+ 12 (j #ih" j+ j "ih# j)� 12 i(j #ih" j � j "ih# j)�= 14h2 � 1+ 12 (�x � �y)i = 14h 12 (1+ �x) + 12 (1� �y)i+ 12 121(vgl Aufgabe 1.3
)



Seite 71.3 Di
hteoperatoren f�ur Spin-12a) Begr�unde, da� f�ur jede Komponente Si des Drehimpulsoperators ~S gilt: SpurSi = 0.Ist dies au
h f�ur die h�oheren Drehimpulse (j = 1; 32 ; 2; : : :) ri
htig?Die Operatoren f�ur die Drehimpulskomponenten haben vers
hwindende Spur, weilsie jeweils als Kommutator der zwei anderen Komponenten darstellbar sind.b) Zeige, da� jeder Di
hteoperator f�ur ein Spin- 12 System die Form � = 12(1+~u�~�) hat.Dabei ist ~� = (�x;�y;�z) ein Vektor aus den drei Paulimatrizen und ~u ein reellerParametervektor. Bere
hne die Eigenwerte von � und begr�unde, da� j~uj � 1 seinmu�. Zeige ferner, da� ~u identis
h ist mit dem Mittelwert Spur (�~�) und s
hreibe �als 2� 2 Matrix (in der Standarddarstellung) auf. Wel
he Eigens
haft von ~u = h~�i
harakterisiert einen reinen Zustand?Jede 2�2-Matrix ist als Linearkombination von 1, �x, �y, �z darstellbar; speziellerf�ullt die Form � = 12 (1 + ~u � ~�) mit einem Vektor ~u die Bedingung Spur� = 1.Die Eigenwerte von � sind 12 (1 � j~uj); damit � positiv semide�nit ist, mu� ~u vomBetrag � 1 sein. Zum Beweis, da� ~u mit dem Erwartungswert h~�i identis
h ist,bere
hnen wir die z-Komponente h�zi = Spur (��z) = Spur ( 12(1+ux�x+uy�y +uz�z)�z). Wegen �x�z = �i�y et
. ergibt von den 4 Termen unter der Spur nurder mit �2z = 1 einen Beitrag, n�amli
h Spur (12uz1) = uz. Als 2� 2 Matrix in derStandarddarstellung ist der Di
hteoperator� = 12 � 1 + uz ux � iuyux + iuy 1� uz � :
) Wel
hes sind die Di
hteoperatoren f�ur reine Zust�ande in�x{,�y{ und�z{Ri
htung?Wie l�a�t si
h damit der Di
hteoperator aus Beispiel 1) �nden?Reine Zust�ande in �x{, �y{ und �z{Ri
htung:��i = 12 (1� �i) ; i = x; y; z:� = 14�j !ih! j+ j .ih. j+ 1� = 14�x + 14��y + 12 � 121 = 14h2 � 1+ 12 (�x � �y)id) In einem Neutronenstrahl sind die Spins der H�alfte der Teil
hen in Ri
htung derpositiven x-A
hse, die der anderen H�alfte in Ri
htung der negativen y-A
hse ausge-ri
htet. Finde den Di
hteoperator in der Standarddarstellung. Wie �andert si
h dasErgebnis, wenn �uber die Spins der zweiten H�alfte gar ni
hts bekannt ist?Der Di
hteoperator f�ur den Neutronenstrahl ist � = 12 (�x+��y) mit �x = 12 (1+�x),��y = 12 (1� �y) na
h 
). Ergebnis: � = 12(1+ 12 (�x � �y)) = 14 � 2 1 + i1� i 2 �.Im Alternativfall ist � = 12 (�x + 121) = 12 (1+ 12�x) = 14 � 2 11 2�.e) Bere
hne das (\Entropie"-)Funktional S(u) = � Spur (� ln�) als Funktion von u =jh~�ij. Skizziere den qualitativen Verlauf von S im Intervall 0 � u � 1. Wel
henWert nimmt S in einem reinen Zustand an und wel
hes sind die Werte in denbeiden F�allen aus d) ?



Seite 8Mit den Eigenwerten 12(1� u) von � folgtS(u) = ln 2� 12 [(1+u) ln(1+u)+(1�u) ln(1�u)℄. Die FunktionS(u) f�allt im Intervall 0 � u � 1 monoton von S = ln 2bei u = 0 bis S = 0 f�ur u = 1 (reiner Fall), die AbleitungdSdu = 12 ln 1�u1+u vers
hwindet bei u = 0 und divergiert gegen�1 f�ur u ! 1. Im ersten Fall aus d) ist ux = �uy = 12 ,also u = 1p2 , S � :4165. Im Alternativfall ist u = ux = 12 ,S � :562. Die Skizze zeigt S(u) im Intervall 0 � u � 1 (obereKurve), sowie die erste Ableitung S0(u). -2
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f) Der Di
hteoperator � = 12(1 + h~�i � ~�) gen�uge der von Neumann-Glei
hung i�h _� =[H;�℄ und der Hamiltonoperator H bes
hreibe die Ankopplung des Spins an einhomogenes, zeitli
h konstantes Magnetfeld B in z-Ri
htung: H = ��BB�z mit�B = jej�h2me
=Bohr's
hes Magneton. Wel
he Bewegungsglei
hung (\Blo
hglei
hung")folgt f�ur den Erwartungswert h~�i ?_� = 12~� � ddt h~�i = � i�h [H;�℄ = 12�BB i�h [�z; h~�i � ~�℄ = �B�h B(h�yi�x � h�xi�y)Es folgt (zB dur
h Multiplikation mit �x, �y, �z und Spurbildung)ddt h�xi = !h�yi ; ddt h�yi = �!h�xi ; ddt h�zi = 0, oderddt h~�i = !~ez � h~�i mit ! = jejBme
 .Alternativ:ddt h~�i = Spur ( _�~�) = � i�h Spur ([H;�℄~�) = 12! Spur [(h�yi�x � h�xi�y) ~�)℄.Mit Spur�x = 0, Spur�2x = 2 et
 folgt wieder dasselbe Ergebnis. Es bes
hreibtdie Pr�azessionsbewegung des Spinvektors um die Ri
htung des Magnetfeldes.



Seite 92. Statistis
he GesamtheitenWir betra
hten ein makroskopis
hes System mit sehr vielen Freiheitsgraden. Typis
hsind N � 1023 Teil
hen.Im Prinzip gen�ugt ein sol
hes System den Gesetzen der Quantenme
hanik (bzw fallsder Grenzfall �h ! 0 angebra
ht ist, den Gesetzen der Klassis
hen Me
hanik). In derPraxis zwingt uns jedo
h die gewaltige Zahl der Freiheitsgrade zu einem Verzi
ht aufeine mikroskopis
he Bes
hreibung. Der Grund ist die Unm�ogli
hkeita) die S
hr�odingerglei
hung (bzw die Newtons
hen Glei
hungen) f�ur N � 1023 Teil-
hen zu l�osen (die gr�o�ten Computer der Welt w�urden bei weitem ni
ht ausrei-
hen), sowieb) alle Anfangsbedingungen f�ur die vollst�andige L�osung zu bestimmen.Das sind Negativaussagen. Sie bedeuten, da� wir den Mikrozustand eines gro�en Sy-stems { au�er in Trivialf�allen { niemals bestimmen k�onnen. Dies f�uhrt uns automatis
hdazu, Wahrs
heinli
hkeitsaussagen �uber Mikrozust�ande zu ma
hen, dh zu einer stati-stis
hen Bes
hreibung �uberzugehen. Eine sol
he Bes
hreibung ist aber tats�a
hli
h \keinManko", sondern sogar w�uns
henswert, da
) die (experimentellen) Eingri�sm�ogli
hkeiten in ein gro�es System sehr bes
hr�anktsind. Wir sind �uberhaupt ni
ht in der Lage, die ungeheure Menge an Informa-tion eines Mikrozustandes abzufragen. Wir k�onnen zB ni
ht die Bahnen von1023 Gasmolek�ulen verfolgen. Typis
he Messungen an gro�en Systemen beziehensi
h vielmehr auf Me�gr�o�en, an denen alle Teil
hen beteiligt sind: spezi�s
heW�armen, Dru
k, Kompressibilit�at, elektris
he Leitf�ahigkeit, elektris
he und ma-gnetis
he Suszeptibilit�at, Absorption und Streuung von Li
ht oder Neutronenet
. Selbst bei sogenannten mikroskopis
hen Messungen mitteln wir in der Regel�uber Zeitintervalle, die gro� sind gegen�uber den Relaxationszeiten des Systemsund �uber r�aumli
he Ausdehnungen, die viele Freiheitsgrade umfassen.Neben dem Mikrozustand des Systems gibt es den Makrozustand, der dur
h wenige Pa-rameter (Freiheitsgrade) bestimmt ist, wie zB Teil
hendi
hte, Dru
k, Volumen, Energieet
. Dabei entspri
htein Makrozustand () sehr viele Mikrozust�ande:Beispielsweise f�uhren sehr viele Mikrozust�ande zur glei
hen Gesamtenergie.Fazit: Zur Bestimmung der Eigens
haften eines Makrozustandes lassen wir allem�ogli
hen Mikrozust�ande zu, die zum glei
hen Makrozustand geh�oren.



Seite 10De�nition: Eine Statistis
he Gesamtheit (=Ensemble) ist eine Gesamtheit vonSystemen in vers
hiedenen Mikrozust�anden, die alle zum glei
hen Makro-zustand geh�oren.Es ist klar, da� eine sol
he statistis
he Gesamtheit dem gemis
hten Zustand aus Kapitel 1entspri
ht. Wir s
hlie�en: eine statistis
he Gesamtheit wird 
harakterisiert dur
h denDi
hteoperator � bzw eine Verteilungsfunktion �(p; q); die physikalis
hen Me�gr�o�energeben si
h dur
h Mittelwertbildung (1.3) bzw (1.6).Aufgabe der Statistis
hen Physikist damit die Bestimmung des Di
hteoperators, der den \makroskopis
hen" Bedingun-gen gen�ugt. Wir geben vorher no
h 3 Re
htfertigungen f�ur die statistis
he Bes
hreibungmit einem Di
hteoperator an.�) Ein makroskopis
hes System ist niemals vollkommen isoliert. W�ahrend jederMessung wird das System dur
h unvermeidbare �au�ere Ein
�usse zwis
henvielen Mikrozust�anden hin{ und hergeworfen. Es ist deshalb sinnvoll, ein En-semble aus vielen Mikrozust�anden zu betra
hten.�) Die Erfahrung zeigt, da� die Messung einer Eigens
haft zum glei
hen Ergebnisf�uhrt, wenn wir diese an vers
hieden gro�en makroskopis
hen Substanzmen-gen ausf�uhren und dann jeweils auf eine Mengeneinheit beziehen. Dies legtfolgende Deutung nahe: Ein gro�es System aus zB 1023 Teil
hen wird aufge-teilt in 1013 Untersysteme von je 1010 Teil
hen. Eine Messung an den 1023Teil
hen ist �aquivalent einer Mittelung �uber 1013 Messungen an den Untersy-stemen.  � 1023 Teil
hen in 1013 Untersystemen �!1010 1010 1010 1010 1010 1010 : : : : : : 1010Wir haben dann 1013 Mikrozust�ande, denen Hilbertraumvektoren jni, n =1; 2; : : : ; 1013 f�ur je ein 1010{Teil
hen System entspre
hen. Der Di
hteoperatorist � = 1013Xn=1wnjnihnj mit wn = 10�13:Jede Messung l�a�t si
h also au�assen als Mittelung �uber viele Messungen anUntersystemen: hAi = Spur�A .A
htung: extrem mikroskopis
he Messungen, wie zB die Beoba
htung der Be-wegung eines Fremdatoms an der Ober
�a
he eines Kupferblo
ks von 1 
m3sind dabei ausges
hlossen.
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) Ergodenproblem: Jeder Me�vorgang beanspru
ht eine endli
he Zeit T . DerPhasenpunkt (p; q) des Mikrozustandes dur
hl�auft w�ahrenddessen einen Teilder Trajektorie im �{Raum. Das Me�ergebnis ist damit ein zeitli
hes Mittel,hAi = A(p; q) := 1T R T0 dtA(p(t); q(t)).Wir betra
hten ein Phasenraumelemt dpdq um den Punkt (p; q). Der Phasen-punkt (p(t); q(t)) des Systems dur
hl�auft das Phasenraumelement evtl mehr-mals w�ahrend des Me�vorgangs. Sei �t die gesamte Verweilzeit in dpdq um(p; q), so ist �w = �tT = �(p; q)dpdq die Wahrs
heinli
hkeit, den Phasenpunktw�ahrend der Messung in dem Phasenraumelement anzutre�en. Daraus folgthAi = 1T Z T0 dtA(p(t); q(t)) = Z dpdq �(p; q)A(p; q) ;also Zeitmittel = Ensemblemittel:Ein sol
hes Zeitmittel l�a�t si
h also immer als Ensemblemittel au�assen. Das Er-godenproblem besteht darin, na
hzuweisen, da� die Verteilungen �(p; q), die wirsp�ater no
h kennenlernen, tats�a
hli
h sol
hen Zeitmitteln folgen (siehe: A.J. Chint-s
hin, BI Tas
henbu
h 58/58a). Wir werden auf das Ergodenproblem ni
ht mehrzur�u
kkommen.Zum Abs
hlu� des Kapitels no
h einige n�utzli
he Begri�e.Die Wahrs
heinli
hkeit, da� eine Observable A im Mittel den Me�wert a annimmt, istdie Verteilungsfunktion wA(a) = hÆ(a�A)i = Spur�Æ(a�A) (2:1)mit der Normierung R1�1 dawA(a) = 1. F�ur eine Funktion der Observablen gilthF (A)i = Z da F (a)wA(a) ; speziell hAi = Z da awA(a):Die Momente der Verteilung wA(a) sindhAni = Z da anwA(a)und die S
hwankung (um den Mittelwert)(�A)2 := h(A� hAi)2i = hA2i � hAi2 � 0 : (2:2)



Seite 12Als relative S
hwankung bezei
hnet man die Gr�o�e�AhAi : (2:3)Je kleiner die S
hwankung ist, desto seltener �ndet si
h ein System der Gesamtheit inMikrozust�anden jni, f�ur die hnjAjni wesentli
h vom Mittelwert hAi abwei
ht.Wir betra
hten sp�ater fast auss
hlie�li
h Me�gr�o�en A, die si
h als Summen �uber dieN Freiheitsgrade darstellen lassen, dh A =PNi=1Ai. F�ur diese wird si
h ergebenhAi � O(N) und (�A)2 � O(N) ; folgli
h �AhAi � O( 1pN ):Die relativen S
hwankungen werden also sehr klein (typis
h: 10�11). Man betra
htetspeziell den thermodynamis
hen Limes N !1, so da� limN!1 �AhAi ! 0.Statistis
he Unabh�angigkeitEin System von N Teil
hen zerfalle in 2 UntersystemeSystem 1 mit Teil
hen 1; 2; : : : ; N0 ;System 2 mit Teil
hen N0 + 1; N0 + 2; : : : ; Nmit Di
hteoperatoren �1 bzw �2 f�ur die beiden Untersysteme. Die Untersysteme hei�enstatistis
h unabh�angig, wenn der Di
hteoperator des Gesamtsystems zerf�allt�1+2 = �1 � �2 : (2:4)Mathematis
h ist das o�ensi
htli
h. Physikalis
h liegt Unabh�angigkeit vor, wenn der ge-genseitige Ein
u� (die We
hselwirkung) zwis
hen System 1 und System 2 vers
hwindet.Es folgt ln�1+2 = ln�1 + ln�2 ; (2:5)dh bei statistis
her Unabh�angigkeit ist ln� additiv.



Seite 132.1 Verk�urzung von Di
hteoperatorenEin System bestehe aus 2 Spin-12 Teil
hen; der gesamte Spindrehimpuls ist ~s = �h2 ~� mit~� = ~�1 + ~�2 (~�i sind die �ubli
hen Spinoperatoren, also in der Standarddarstellung diePaulimatrizen). Zeigea) �T := 124~�2 ist Di
hteoperator f�ur einen gemis
hten Zustand.b) �S := 1� 18~�2 ist Di
hteoperator f�ur einen reinen Zustand.
) Na
h Spurbildung �uber die Zust�ande eines der beiden Spins (\Verk�urzung") wer-den aus �T und �S Di
hteoperatoren f�ur gemis
hte Zust�ande. Wel
he physikalis
heSituation wird jeweils bes
hrieben? Wie ist die Verk�urzung zu interpretieren?Der Gesamtdrehimpuls ist ~J = �h2 ~�. Bekanntli
h hat J2 die Eigenwerte �h2j(j + 1) mitj = 0; 1, dh �2 hat die Eigenwerte 0 f�ur den Singlettzustand und 8 im 3-d Triplett{Unterraum. Damit sind PT = 18~�2 und PS = 1� 18 ~�2 als Projektoren auf den Triplett{Unterraum bzw auf den Singlettzustand identi�ziert. Man re
hnet lei
ht na
h, da� P2S =PS , P2T = PT , Spur PS = 1, Spur PT = 3 gilt. �T = 13PT = 124~�2 bes
hreibt alsodas Vorliegen eines Triplettzustandes (j=1), ohne da� �uber die 3 Einstellm�ogli
hkeitender z-Komponente des Gesamtspins irgend etwas bekannt ist. �S = PS = 1 � 18 ~�2bes
hreibt dagegen das Vorliegen des ni
ht entarteten Singlettzustandes (j=0). PartielleSpurbildung ('Verk�urzung') bzgl Spin 1 f�uhrt in beiden F�allen auf den Di
hteoperator1212, der v�ollige Unkenntnis �uber den Zustand von Spin 2 ausdr�u
kt:Spur 1�T = 124 Spur 1 =(~�1+~�2)2z }| {(3 � 1+ 3 � 1+ 2~�1 � ~�2) = 124(6 � 12 + 6 � 12 + 0) = 12 � 12Spur 1�S = Spur 1(1� 3�T ) = 2 � 12 � 32 � 12 = 12 � 12d) Bere
hne die Di
hteoperatoren in a) und b) als 4�4{Matrizen in der Standarddarstel-lung (die �1z und �2z diagonalisiert), also h��j�T;Sj�0�0i mit �; �; �0; �0 = "; #.Hinweis: Best�atige zun�a
hst �x�y�z )j "i = ( j#iij#ij"i und �x�y�z )j #i = ( j"i�ij"i�j#i und ber�u
k-si
htige bei der Bere
hnung von h��j ~�1 � ~�2j�0�0i, da� der Operator ~�1 nur auf �; �0und ~�2 nur auf �; �0 wirkt.Bzgl der Basis j1i = j""i; j2i = j#"i; j3i = j"#i; j4i = j##i ergeben si
h die folgendenDarstellungsmatrizen:hij�1x�2xj ji =  0001 0010 0100 1000! ; hij�1y�2yj ji =  000�1 0010 0100 �1000 ! ; hij�1z�2zj ji =  1000 0�100 00�10 0001 !und mit ~�2 = 6 � 1+ 2~�1 � ~�2 = 6 � 1+ 2(�1x�2x + �1y�2y + �1z�2z) folgt�T = 124~�2 = 112 4000 0220 0220 0004 ! ; �S = 1� 18~�2 = 14 0000 02�20 0�220 0000! :



Seite 14Alternativ kann man zun�a
hsthij�1xj ji =  0100 1000 0001 0010 ! ; hij�1yj ji =  0i00 �i000 000i 00�i0 ! ; hij�1zj ji =  1000 0�100 0010 000�1 ! ;sowiehij�2xj ji =  0010 0001 1000 0100 ! ; hij�2yj ji =  00i0 000i �i000 0�i00 ! ; hij�2zj ji =  1000 0100 00�10 000�1 !ausre
hnen und damit ~�2 = (�1x + �2x)2 + (�1y + �2y)2 + (�1z + �2z)2 bilden.
2.2 Di
htes
hwankungenN Gasmolek�ule bewegen si
h in einem Volumen V unabh�angig voneinander. Die r�aum-li
he Verteilung sei rein zuf�allig.a) Begr�unde, da� die Wahrs
heinli
hkeit wN (n) daf�ur, in einem festen Teilvolumen vgenau n der N Molek�ule anzutre�en (es sei n < N , v < V , p := vV , 0 < p < 1),gegeben ist dur
h die Binomialverteilung wN (n) = �Nn� pn(1� p)N�n.Hinweis: Die Wahrs
heinli
hkeit daf�ur, da� si
h n bestimmte Molek�ule in v unddie restli
hen N � n in V � v be�nden, ist wegen der Zuf�alligkeit der Verteilungpn(1� p)N�n. Diese Gr�o�e ist zu multiplizieren mit der Anzahl von M�ogli
hkeiten,n aus N Molek�ulen auszuw�ahlen; dieses ist der Zahlenfaktor des xn-Terms in(x+ 1)N = 1 +Nx+ N(N�1)2 x2 + : : : =PN0 �Nn�xn.pn ist die Wahrs
heinli
hkeit daf�ur, da� si
h n bestimmte Molek�ule in v aufhalten(unabh�angig davon, wo die restli
hen N � n sind), (1� p)N�n ist die Wahrs
hein-li
hkeit daf�ur, da� die restli
hen N � n Molek�ule au�erhalb v sind, und �Nn� istdie Anzahl der M�ogli
hkeiten, die bestimmten n Molek�ule aus den insgesamt NMolek�ulen auszuw�ahlen. Dieser kombinatoris
he Faktor ist aus der Binomialformel(x+1)N =PNn=0 �Nn�xn wohlbekannt; er gibt dort die Anzahl der M�ogli
hkeiten an,beim Ausmultiplizieren der N Faktoren (x+1) � (x+1) � � � (x+1) n mal den erstenSummanden x und die restli
hen Male den zweiten Summanden 1 auszuw�ahlen.b) Bere
hne mit wN (n) aus a) die \erzeugende Funktion" F (x) = PNn=0wN (n)xn �xn. Damit lassen si
h in einfa
her Weise die \Momente" der Verteilung wN (n),das sind die Mittelwerte der Form nk � Pn wN (n)nk ausre
hnen: es ist einfa
hnk = (x ddx )kF (x)jx=1. Pr�ufe die Normierung und den Mittelwert der VerteilungwN (n) (nulltes und erstes Moment) und bere
hne das S
hwankungsquadrat (�n)2 =(n� n)2.Es ist F (x) �PNn=0 wN (n)xn =PNn=0 �Nn�(px)n(1� p)N�n = (px+ (1� p))N =(1 + p(x � 1))N . Es folgt 1 = PNn=0 wN (n) = F (1) = 1; n = (x ddx )F (x)jx=1 =F 0(1) = Np; n2 = (x ddx )2F (x)jx=1 = F 0(1)+F 00(1) = Np+N(N � 1)p2. F�ur dasS
hwankungsquadrat folgt (�n)2 = n2 � n2 = Np(1� p).
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) Vollziehe an der erzeugenden Funktion F (x) den Grenz�ubergang N ! 1, p =vV ! 0 mit n = N � p = 
onst. Lies aus der Potenzreihenentwi
klung dieser Funtionum x = 0 die \Poisson{Verteilung" wn(n) = 1n! � ��x�n F (x)jx=0 = 1n!e�nnn ab, dienur no
h von n als Parameter (anstelle von N und p) abh�angt. Wie gro� ist dasS
hwankungsquadrat?Als Anwendung bere
hne die Wahrs
heinli
hkeit daf�ur, in einem sehr kleinen Teilvo-lumen v � V zu einem bestimmten Zeitpunkt �uberhaupt kein Molek�ul vorzu�nden.Wie gro� darf v nur gew�ahlt werden, wenn dieser Fall no
h mit merkli
her Wahr-s
heinli
hkeit (sagen wir 1%) auftreten soll? Die Gesamtzahl der Molek�ule in V sei1022.Die erzeugende Funktion der Poissonverteilung istlimp!0N!1Np=n=
onst: F (x) = limN!1(1 + nN (x� 1))N = en(x�1)Aus der Potenzreihenentwi
klung der e{Funktion erh�alt man die Poissonverteilung w(n)F (x) = 1Xn=0w(n)xn = e�n 1Xn=0 nnn! xn ,! w(n) = nnn! e�nmit der quadratis
hen S
hwankung(�n)2 = limp!0N!1Np=n=
onst: Np(1� p) = n:Die Poissonverteilung liefert f�ur n = 0 die Wahrs
heinli
hkeit w(0) = e�n _=:01,damit folgt n = Np � 4:6. Das gesu
hte Teilvolumen v = V p ist also knapp f�unfmalso gro� wie das Volumen VN , das einem Molek�ul dur
hs
hnittli
h zur Verf�ugungsteht.d) Wir betra
hten jetzt den Grenz�ubergang N ! 1 mit p = 
onst: Zeige, da� dieGr�o�e � � n�n�n im Grenzfall N ! 1 'gaussis
h' verteilt ist mit Mittelwert 0 undS
hwankung 1.Hinweis: Vollziehe den Grenz�ubergang an dem Logarithmus vonx� = x�n=�n(x 1�n )n = x�n=�n � F (x 1�n )und zeige, da� gilt (unabh�angig von p) x� = e 12 (lnx)2 = R1�1 d�p2�e� 12 �2x� , worausdie Behauptung abzulesen ist.Wir wollen zeigenx� = limN!1 x�n=�n � F (x 1�n ) = limN!1 �x�pNp=q �1 + p(x1=pNpq � 1)�N �= Z d� x� 1p2�e� 12�2 :Dazu entwi
keln wir den Logarithmus des Inhalts der e
kigen Klammer f�ur



Seite 16lnxpNpq � � � 1ln[: : :℄ = �Np�+N ln(1 + p(e� � 1)) = �Np�+Np(e� � 1)� N2 p2(e� � 1)2 + : : := �Np�+Np(�+ 12�2 + : : :)� N2 p2(�+ 12 �2 + : : :)2 + : : := N2 p(1� p)�2 + O(�3) = 12(lnx)2 :Dies aber ist identis
h mit dem Logarithmus vonZ 1�1 d�p2�e� 12�2x� = Z 1�1 d�p2�e� 12 (��lnx)2 � e 12 (lnx)2 = e 12 (lnx)2 :e) Es sei v = 12V . S
h�atze mit Hilfe der Gau�verteilung die Wahrs
heinli
hkeit WNdaf�ur ab, da� in v mehr als 51% der Molek�ule vorhanden sind f�ur N = 102; =104; = 1022.Hinweis: Das normierte Integral �uber die Gau�funktion,�(x) = 2p� R x0 e�s2ds ist die 'Fehlerfunktion'. Sie �ndetsi
h in jeder besseren Formelsammlung tabelliert. F�urgro�e x ist die Entwi
klung1��(x) = 1p�xe�x2�1� 12x2+ 1 � 3(2x2)2�1 � 3 � 5(2x2)3 +� : : :�n�utzli
h. In der nebenstehenden Skizze ist der ersteTerm dieser Entwi
klung (der Klammerinhalt wird al-so =1 gesetzt) im Verglei
h zur Fehlerfunktion (obereKurve) dargestellt. F�ur x > 2 sind die Abwei
hungens
hon sehr gering. 0.8
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xMit p = 12 ist n = N2 ; �n = pN2 und die Gr�o�e � = 2pN( nN � 12 ) ist gaussis
hverteilt mit Mittelwert 0 und S
hwankung 1. F�ur nN = 51100 ist � = pN50 := �0 unddamit WN = R1�0 d�p2� e� 12�2 = 12(1� �( �0p2)). Die Zahlenwerte sindWN = 12(1� �(p2N100 )) � 8<: :42 (N = 102):023 (N = 104)e� N5000 (N � 1022)Dies sind die Wahrs
heinli
hkeiten daf�ur, mindestens 51% der Molek�ule in der lin-ken H�alfte des Kastens anzutre�en; die Wahrs
heinli
hkeiten daf�ur, da� �uberhauptein Unglei
hgewi
ht von 51% : 49% oder gr�o�er besteht, sind doppelt so gro�. F�urrealistis
he Molek�ulzahlen in einem makroskopis
hen Volumen ist die Wahrs
hein-li
hkeit f�ur eine sol
he S
hwankung also extrem gering. F�ur N = 100 m�u�te maneigentli
h no
h mit der Binomialverteilung re
hnen: W100 = 2�100P100i=51 �100i � =12 (1� 12100 �10050 �) � :46



Seite 17f) Die Wahrs
heinli
hkeit f�ur das Vorliegen der S
hwankung kann man au
h aus-dr�u
ken als das Verh�altnis aus Zeitdauer der S
hwankungWartezeit zwis
hen zwei S
hwankungen . Eine sinnvolle Ab-s
h�atzung f�ur die Zeitdauer der S
hwankung liefert der Quotient Gef�a�dimension `S
hallges
hwindigkeit 
 .Wel
he Wartezeit folgt bei 1022 Molek�ulen f�ur das oben betra
htete Unglei
hgewi
htmit den Werten ` = 10
m und 
 = 330ms ? Wel
hes sind die gr�o�ten \realistis
hen"S
hwankungen (die man tats�a
hli
h ab und zu mal sieht) ?F�ur die Wartezeit in Sekunden folgt 3�10�4e N5000 � 100:87�1018 { \eine so unsinnig lan-ge Zeit, da� man si
h geniert, sie hinzus
hreiben" (Ri
hard Be
ker). Ein Weltalterdauert demgegen�uber nur 10 Milliarden Jahre oder � 3�1017 Sekunden. Realistis
heS
hwankungen, zB alle 30 Sekunden: WN _=10�5 = 12 (1� �( �0p2 )) = 1p2��0 e� �202 ,!�0 � 4:276 = 2pN( nN� 12). Bei einer sol
hen S
hwankung wei
ht die im halben Volu-men enthaltene Molek�ulzahl um mehr als � 2:138�pN von N2 ab. Eine au
h nur dop-pelt so gro�e S
hwankung wird man dagegen \mit Si
herheit" nie erleben, denn mit�0 � 8:552 erre
hnet man eine Wartezeit von � 5 � 1013 Sekunden � 1:6Mio Jahre.



Seite 182.3 Random Walk in einer DimensionWir betra
hten eine Zufallsbewegung l�angs einer geraden Linie. Ein Teil
hen bewegtsi
h vom Ursprung (n = 0) aus in aufeinanderfolgenden S
hritten der L�ange 1, wo-bei ein S
hritt na
h re
hts mit der Wahrs
heinli
hkeit p, ein S
hritt na
h links mitder Wahrs
heinli
hkeit q � 1 � p vollzogen wird (es ist nat�urli
h 0 � p; q � 1). DieWahrs
heinli
hkeit, das Teil
hen na
h N S
hritten am Ort n zu �nden, nennen wirw(n;N; p).a) Finde dur
h elementare �Uberlegungen (�ahnli
h wie in Aufgabe 2.2) w(n;N; p). Wiegro� ist insbesondere die Wahrs
heinli
hkeit f�ur eine R�u
kkehr an den Ursprungna
h N S
hritten?Wegen N+n2 � N�n2 = nNn mu� man N+n2 S
hritte na
h re
hts, die �ubrigen N�n2na
h links w�ahlen, um in N S
hritten von 0 zum Punkt n zu kommen. Die Wahr-s
heinli
hkeit f�ur eine bestimmte Aufeinanderfolge der S
hritte ist pN+n2 qN�n2 , dief�ur eine beliebige Aufeinanderfolge w(n;N; p) = � NN+n2 �pN+n2 qN�n2 . Dabei wird vor-ausgesetzt, da� jnj � N ist und da� N und n beide gerade bzw beide ungeradesind. Anderenfalls ist w(n;N; p) = 0. Die R�u
kkehrwahrs
heinli
hkeit ist (f�ur ge-radzahliges N) w(0; N; p) = �NN2 �ppqN , speziell im symmetris
hen Fall p = q = 12ist w(0; N; :5) = 2�N�NN2 �. Unter Benutzung der Stirlingformel (siehe Aufgabe 3.2b)folgt w(0; N; :5) �q 2�N f�ur N !1.b) Bere
hne explizit die erzeugende Funktion f�ur Wege aus N S
hrittenWN (z) := NXn=�N w(n;N; p) zn ;und f�ur beliebig lange Wege,W (x; z) := 1XN=0WN (z)xN :WN (z) = NXn=�N � NN+n2 �pN+n2 qN�n2 zn =n=�N+2� z�N NX�=0�N� �p�qN�� z2� = �pz+qz �NW (x; z) = 1XN=0xN �pz + qz�N = h1� x�pz + qz�i�1
) Zeige, da� f�ur die \Momente" der Verteilung giltnk := NXn=�N nkw(n;N; p) = �z ddz�kWN (z)���z=1



Seite 19und bere
hne diese Gr�o�en explizit f�ur k = 0; 1; 2. Wie h�angt demna
h im symme-tris
hen Fall p = q = 12 die mittlere Entfernung (vom Punkt 0) von der Gesamt-s
hrittzahl N ab?Die allgemeine Formel f�ur die Momente ist klar, da jede Anwendung von �z ddz�auf die Summanden von WN (z) =PNn=�N w(n;N; p) zn einen Faktor n produziert.Mit WN (z) = �pz + qz�N folgt sofort1 =WN (1) = 1n = ddzWN (z)���z=1 = N(p� q)n2 = �z ddz�2WN (z)���z=1 = ddz hN(qz�1 + pz)N�1(�qz�1 + pz)i���z=1= N +N(N � 1)(p� q)2 ,! (�n)2 = n2 � n2 = N(1� (p� q)2)F�ur p = q = 12 ist die mittlere Entfernung pn2 = pN (vgl Aufgabe 11.4
).d) Zuweilen interessiert man si
h auss
hlie�li
h f�ur Zufallswege, die na
h N S
hrittenzum Ursprungspunkt 0 zur�u
kkehren (evtl zum wiederholten Male). Begr�unde, da�die erzeugende Funktion daf�ur gegeben ist dur
hW (x) := Z ��� d!2�W (x; ei!) =z=ei! 12�i Ijzj=1 dzz W (x; z) :Das z{Integral erstre
kt si
h �uber den Einheitskreis und kann mit dem Residuensatzlei
ht ausgewertet werden. Wie l�a�t si
h aus der Potenzreihenentwi
klung vonW (x)die Anzahl der vers
hiedenen Wege ablesen, die in N S
hritten von 0 na
h 0 f�uhren?W (x; z) = 1XN=0 NXn=�N w(n;N; p)xNzn ,!Z ��� d!2�W (x; ei!) = 1XN=0 NXn=�N w(n;N; p)xN Z ��� d!2� ei!n| {z }Æn;0 = 1XN=0N gerade w(0; N; p)xN= 12�i Ijzj=1 dzz 11� x(pz + qz�1) = XResiduenin jzj�1 1z � xq � xpz2Die Pole z� = 12xp�1�p1� 4pqx2� liegen wg 4pq � 1 und jxj < 1 auf der reellenA
hse, davon nur z� innerhalb des Einheitskreises ,!W (x) = �1xp 1z� � z+ = 1p1� (2ppq x)2 = 1XN=0N gerade �NN2 �ppqN| {z }w(0;N;p) xN :



Seite 20F�ur 2; 4; 6; 8; 10; : : : ; N S
hritte gibt es demna
h 2; 6; 20; 70; 252; : : : ; �NN2 � vers
hie-dene Wege von 0 na
h 0, entspre
hend w(0; N; p) aus a).e) Im Kontinuumsgrenzfall liefert die Zufallsbewegung ein Modell zur Di�usion. Zun�a
hstgilt (warum?)w(na;N + 1; p) = w((n� 1)a;N; p) � q + w((n+ 1)a;N; p) � q ;wobei eine beliebige S
hrittl�ange a (anstelle von 1) zugrundegelegt wurde.Wir betra
hten jetzt sehr viele S
hritte, die kontinuierli
h in der Zeit erfolgen, indemwir �t := N mit � ! 1 setzen. Die L�ange des Einzels
hritts a wird in�nitesimalklein gew�ahlt, so da� x := na zur kontinuierli
hen Ortsvariablen wird. Zeige, da�man zu einer Di�usionsglei
hung� ��t + C ��x � 12D �2�x2� w(x; t) = 0gelangt, wenn man au
h no
h p�q ! 0 gehen l�a�t und C := (p�q)�a und D := �a2endli
h h�alt.Wie lautet die L�osung der Di�usionsglei
hung, wenn als Anfangsbedingungw(x; t = 0) = Æ(x) vorgegeben ist und C = 0 gesetzt wird?Hinweis: Bea
hte die formale Analogie zur S
hr�odingerglei
hung eines freien Teil-
hens in einer Dimension.Ein S
hritt der L�ange �x = a erfolgt in der Zeit �t = 1� , ,! w(x; t+�t) = w +1� _w+: : : = (w�aw0+ 12a2w00+: : :)p+(w+aw0+ 12a2w00+: : :)q ,! _w = �Cw0+ 12Dw00mit C := (p � q)�a, D := �a2 � 0. F�ur C = 0 gilt _w = 12Dw00, was mit D ) �hmund t) it �ubergeht in eine 1-d S
hr�odingerglei
hung i�h _w = � �h22mw00 in imagin�arerZeit. Mit der Anfangsbedingung w(x; t = 0) = Æ(x) ist die L�osungw(x; t) = 1p2�Dte� x22Dt :Mit den diskreten Variablen lautet der Exponent � n22N , dh die Endpunkte n sindgaussis
h verteilt mit der in 
) bere
hneten Breite �n = pN (vgl Aufgaben 2.2dund 3.1).



Seite 213. Das thermis
he Glei
hgewi
htIm folgenden betra
hten wir konservative Systeme, also sol
he, deren HamiltonoperatorH ni
ht explizit zeitabh�angig ist. Wir bezei
hnen Systeme als abges
hlossen, wennkein Kontakt, dh keine We
hselwirkung mit der Umgebung besteht.Ausgangspunkt der folgenden �Uberlegungen ist die Erfahrungstatsa
heJedes (mehr oder weniger) abges
hlossene System strebt imLaufe der Zeit einem station�aren Zustand zu, dh die Erwar-tungswerte physikalis
her Me�gr�o�en streben gegen zeitli
hkonstante Glei
hgewi
htswerte.Der station�are Makrozustand, der si
h ergibt, hei�t au
h Zustand des thermis
henGlei
hgewi
hts oder Glei
hgewi
htszustand.Nat�urli
h enth�alt diese Formulierung ein Element der Unbestimmtheit: \mehr oderweniger abges
hlossen". Tats�a
hli
h gibt es streng abges
hlossene (=isolierte) Systeme�uberhaupt ni
ht, ausgenommen (viellei
ht) das ganze Universum. Ein gewisser W�arme{bzw Energieaustaus
h ist nie ganz auszus
hlie�en, insbesondere au
h dur
h den Kontaktmit der Me�apparatur.Das Problem ist die Bestimmung des Di
hteoperators f�ur das thermis
he Glei
hgewi
ht.F�ur eine beliebige Observable A mu� gelten: hAi(t) = SpurA�(t) ist zeitunabh�angig.Dies erfordert ein zeitli
h konstantes �. Die von{Neumann Glei
hung liefert als ersteForderung 0 = hH;� i ; (3:1)dh � mu� Erhaltungsgr�o�e sein.Zweitens mu� ln� additiv sein, wenn statistis
he Unabh�angigkeit beim Zusammenset-zen zweier Teilsysteme zu einem Gesamtsystem vorliegt,ln�1+2 = ln�1 + ln�2 ; (3:2)Beide Forderungen zusammen bedingen:ln� ist eine Linearkombination aller m�ogli
hen Erhaltungs-gr�o�en Fi, i = 1; 2; : : : ; k, die bei statistis
her Unabh�angigkeitadditiv sind.Dabei bezei
hnen wir mit F den Operator, mit F den Erwartungswert.



Seite 22Eine \nullte" Erhaltungsgr�o�e ist das Volumen V des Systems (H bezieht si
h immer aufein festes Volumen: H = HV ). Das Volumen ist streng additiv beim Zusammensetzen,au
h wenn statistis
he Unabh�angigkeit zwis
hen den Teilsystemen ni
ht vorliegtV1+2 = V1 + V2 :Eine erste Erhaltungsgr�o�e ist H selbst. H ist additiv bei statistis
her Unabh�angigkeitH1+2 = H1 +H2 :Bea
hte: H2, H3, : : :, allgemein jede ni
htlineare Funktion von H ist erhalten, aberni
ht additiv. Der Energienullpunkt ist dabei so gew�ahlt, da� hHi = 0 ist, wenn keinTeil
hen vorhanden ist.Neben H � F1 seien F2; : : : ;Fk weitere Erhaltungsgr�o�en mit0 = hH;Fi i ; F1+2 = F1 + F2 (1; 2 = unabh�angige Teilsysteme):Es folgt ln� = aV + kXi=1 �iFi (3:3)bzw { wir bezei
hnen den gefundenen Di
hteoperator mit �g {�g = 1Zg ePki=1 �iFi : (3:4)Die reellen Parameter �i sind frei w�ahlbar, au�er der Eins
hr�ankung, da� Spur ePki=1 �iFiexistieren mu� (zur Bedeutung siehe unten). Wegen Spur�g = 1 folgtZg = e�aV = Spur ePki=1 �iFi : (3:5)De�nition: Der Di
hteoperator �g (3.4) ist der Di
hteoperator der (allgemeinen)gro�kanonis
hen Gesamtheit. Zg hei�t gro�kanonis
he Zustands-summe.Die physikalis
hen Me�gr�o�en h�angen ab von der Gr�o�e des Systems dh von der Anzahlder Freiheitsgrade bzw der Teil
henzahl N bzw dem Volumen; so ist zB H = HV;N .Hingegen sind die \Felder" �i unabh�angig von der Systemgr�o�e, ebenso der Parametera in (3.3). Wir bezei
hnen sol
he Gr�o�en als intensive Variablen.



Seite 23In der gro�kanonis
hen Gesamtheit sind die Mittelwerte der Erhaltungsgr�o�enFi � Fi(�i) � hFii = Spur�gFi = Spur ePki=1 �iFiFiSpur ePki=1 �iFi : (3:6)Es folgt Fi = ���i lnZg ; (3:7)eine n�utzli
he Beziehung. Es besteht eine Reziprozit�at zwis
hen den Me�gr�o�en Fi undden zugeordneten intensiven Feldern �i. Wir vermerken: �g und Zg sind Funktionender intensiven Gr�o�en �i und des Volumens,�g = �g(�i; V ) ; Zg = Zg(�i; V ) : (3:8)Aus der Quantenme
hanik wissen wir, da� Erhaltungsgr�o�en als Folge von Invarianzei-gens
haften von H unter Symmetrietransformationen auftreten. Abgesehen von Spezi-alf�allen, die gesondert zu betra
hten w�aren, haben wir in der Praxis nur die Erhaltungs-gr�o�en 1: Gesamtenergie H2: Gesamtteil
henzahl N mit Eigenwerten N = 1; 2; : : :Damit bes
hr�anken wir uns zun�a
hst auf ein einkomponentiges System, dh ein Systemmit nur einer Teil
hensorte. Die (sp�atere) Verallgemeinerung auf mehrere Teil
hensortenmit N1, N2, : : : ; Nr ist einfa
h. Von3: Gesamtimpuls ~P4: Gesamtdrehimpuls ~Mk�onnen wir absehen, wenn wir Systeme betra
hten, die im Laborsystem keine Translations{oder Rotationsbewegung als Ganzes ausf�uhren, ~P = 0 ; ~M = 0. Als (nullte) Erhaltungs-gr�o�e kann man no
h das Volumen ansehen.Die Me�gr�o�en Fi in (3.4) nehmen keine s
harfen Werte Fi (die quantenme
hanis
henEigenwerte) an, sondern es gilt nur (3.6): Fi = hFii. Das hei�t, die gro�kanonis
heGesamtheit enth�alt Mikrozust�ande mit unters
hiedli
hen Eigenwerten der Erhaltungs-gr�o�en Fi, zB der Energie H. In dieser Gesamtheit ist also das System offen bez�ugli
hdes Austaus
hs der Erhaltungsgr�o�en mit der Umgebung. Beispielsweise ist Energie{,W�arme{ oder Teil
henaustaus
h m�ogli
h.



Seite 24Wir k�onnen uns jedo
h au
h auf den Standpunkt stellen, da� bei hinrei
hend gu-ter Isolierung (vollkommene Isolierung ist unerrei
hbar) ein merkli
her Austaus
h f�urdie ersten l der k Erhaltungsgr�o�en praktis
h unterbunden wird, der Operator Fi f�uri = 1; 2; : : : ; l also nur einen Eigenwert Fi annehmen kann. Im Ensemble sollten dannau
h nur Mikrozust�ande mit diesem festen Wert von Fi vertreten sein. Ausgehendvon (3.4) erhalten wir dur
h \Verkleinerung" des gro�kanonis
hen Ensembles die soge-nannten (allgemeinen) kanonis
hen Gesamtheiten dur
h Hinzuf�ugung von Æ{FunktionenÆ(Fi � Fi) f�ur i = 1; 2; : : : ; l mit 1 � l � k�k;l = ��g � Æ(F1 � F1) � � � Æ(Fl � Fl) :Wegen der Æ{Funktionen k�onnen die F1 ; : : : ;Fl in �g dur
h die Zahlenwerte F1; : : : ; Flersetzt und dann in den Normierungsfaktor � absorbiert werden. Wir erhalten denDi
hteoperator �k;l der kanonis
hen Gesamtheiten�k;l = 1Zk;l lYi=1 Æ(Fi � Fi) � ePki=l+1 �iFi (3:9)mit der kanonis
hen ZustandssummeZk;l = Spurn lYi=1 Æ(Fi � Fi) � ePki=l+1 �iFio : (3:10)Den Grenzfall l = k, in dem alle Me�gr�o�en s
harf sind, bezei
hnen wir als (allgemeine)mikrokanonis
he Gesamtheit mit�m = 1Zm lYi=1 Æ(Fi � Fi) ; Zm = Spur lYi=1 Æ(Fi � Fi) : (3:11)Der allgemeine kanonis
he Di
hteoperator (3.9) und die zugeh�orige Zustandssumme(3.10) sind Funktionen der k � l intensiven Felder �i und der extensiven Me�gr�o�enF1; F2; : : : ; Fl �k;l = �k;l(F1; F2; : : : ; Fl; �l+1; : : : ; �k;V )Zk;l = Zk;l(F1; F2; : : : ; Fl; �l+1; : : : ; �k;V ) : (3:12)Eine Gr�o�e A hei�t extensiv, wenn f�ur eine makroskopis
he (N � 1023) Anzahl vonTeil
hen bzw Freiheitsgraden giltA � O(N) ; dh limN!1 1NA(N) = a = endli
h; (3:13)



Seite 25dh pro Teil
hen bzw Freiheitsgrad soll die Gr�o�e A einen ni
htvers
hwindenden end-li
hen Wert a haben. Die extensiven Me�gr�o�en wa
hsen also proportional mit derSystemgr�o�e an. Konkret sollen zBlimN!1 NV := n ; die Teil
hendi
hte und limN!1 EN = limN!1 hHiN := e ; die Energiedi
hteendli
h sein; nur sol
he Systeme werden im folgenden behandelt. Mit N !1 mu� au
himmer V !1 gehen. Dementspre
hend sind \Di
hten" au
h, oder sogar meistens, aufdas Volumen bezogen.Es entspre
hen si
h additive Gr�o�en () extensive Me�werte:A1N1; V1 A2N2; V2| {z }A1+2 Verdoppelung eines Systems:V1 = V2 = V ,! V1+2 = 2VN1 = hN1i ; N2 = hN2i ,! hN1+2i = N1 +N2F�ur eine additive Me�gr�o�e A mit A1+2 = A1 +A2 folgt f�ur den Wert pro Teil
henjaj = ��� hA1+2iV1+2 ��� = ��� hA1i+ hA2i2V ��� = ���12(a1 + a2)��� � max(ja1j; ja2j) :Der Wert pro Teil
hen bleibt endli
h bei Verdopplung bzw unbegrenzter Vergr�o�erungdes Systems, also au
h im Limes V !1.Speziell gilt f�ur die EnergieH1+2 = H1 +H2 +W12 ,! hH1+2iV1+2 = hH1i2V + hH2i2V + hW1+2i2V :Da die We
hselwirkungen in W1+2 nur innerhalb endli
her Rei
hweite entlang derTrenn
�a
he F / V 23 von Null vers
hieden sind, ist limV!1 hW1+2i2V / limV!1 V � 13 =0. Die Energie ist also additiv bis auf subextensive Terme, die im thermodynamis
henLimes wegfallen.Fazit: Die vers
hiedenen Gesamtheiten (3.4), (3.9), (3.11) bes
hreiben alle das ther-mis
he Glei
hgewi
ht. Der Unters
hied besteht darin, da� die Systeme invers
hiedener Weise o�en bzw abges
hlossen sind bez�ugli
h des Austaus
hesvon Erhaltungsgr�o�en. Bei O�enheit k�onnen wir S
hwankungsers
heinungenbes
hreiben. In diesem Sinne ist die gro�kanonis
he Gesamtheit die \beste",da \
exibelste".In der Praxis treten nur H und N neben V als Erhaltungsgr�o�en auf. Wirbespre
hen daher im folgenden diese konkreten F�alle.



Seite 263.1 Zentraler GrenzwertsatzEine Zufallsvariable X unterliege einer Wahrs
heinli
hkeitsverteilung w(x), die endli
heWerte f�ur Mittelwert x = R xw(x)dx und S
hwankung �2 = R (x � x)2w(x)dx ergibt.Aus N glei
hartigen Zufallsvariablen X1; X2; : : :XN bilden wir Y = 1N (X1 + X2 +: : :XN ) als neue Zufallsvariable und fragen na
h deren Wahrs
heinli
hkeitsverteilung.Ausgangspunkt ist die Wahrs
heinli
hkeit QNn=1w(xn)dxn daf�ur, da� X1 im Intervall(x1; x1 + dx1), X2 im Intervall (x2; x2 + dx2) usw. liegt.a) Bere
hne Mittelwert und S
hwankung von Y . Diskutiere das Ergebnis.Mittelwert: y = R dx1 : : : dxn w(x1) : : :w(xn) 1N (x1 + x2 + : : : xN ) = xquadratis
hes Mittel:y2 = R dx1 : : : dxn w(x1) : : :w(xn) 1N2 (x1 + x2 + : : : xN )2 = 1N x2 + N�1N x2,damit S
hwankungsquadrat: (�y)2 = y2 � y2 = 1N (x2 � x2) = 1N (�x)2.Merkregel: y = x� 1pN�x, bei der Mittelung verkleinert si
h die S
hwankung umden Faktor 1pN . Zwei Beispiele:1. Um (zuf�allige) Me�fehler auf ein Zehntel zu reduzieren, mu� man die Zahl derMessungen verhundertfa
hen.2. In der Statistis
hen Physik betra
htet man 1022 Teil
hen; die relativen S
hwan-kungen sind typis
herweise von der Gr�o�enordnung 10�11.b) Wie gro� sind Mittelwert und S
hwankung von Z := NY = X1 +X2 + : : :XN ?Mittelwert: z = Nx, S
hwankungsquadrat: (�z)2 = N(�x)2.Merkregel: z = Nx � pN�x, bei der Summation vergr�o�ert si
h die S
hwankungnur um den Faktor pN .
) Zur Ableitung des Zentralen Grenzwertsatzes betra
hte die erzeugende Funktion�(t) = eitY = R eityW (y)dy. Zeige zun�a
hst �(t) = ['( tN )℄N mit '(t) = eitX undentwi
kle dann ln � na
h fallenden Potenzen von N . Die gesu
hte Verteilung W (y)ergibt si
h als Fouriertransformierte von �(t).Erzeugende Funktion:�(t) = eitY = R dx1 : : : dxn w(x1) : : :w(xn)ei tN (x1+x2+:::xN ) = hR dxw(x)ei tN xiN =['( tN )℄N mit '(t) = eitX . Mit '(0) = 1, '0(0) = ix, '00(0) = �x2 re
hneln� = N ln'( tN ) = N ln('(0) + tN '0(0) + t22N2'00(0) + : : :)= N ln(1 + itN x� t22N2x2 + : : :)= N � itN x� t22N2x2 � 12( itN x� t22N2x2)2 + : : :�= itx� t22N (�x)2 +O( 1N2 ) :Damit folgtW (y) = 12� R e�ityeitx� t22 (�x)2N dt =q N2�(�x)2 e� N2(�x)2 (y�y)2 :Das S
hwan-kungsquadrat ist (�y)2 = R dyW (y)(y�y)2 = 1N (�x)2, in �Ubereinstimmung mit a).



Seite 273.2 Stirling{Formel, Sattelpunktsintegrationa) Die Gammafunktion ist f�ur <[z℄ > 0 de�niert dur
h �(z + 1) = R10 dte�ttz. Zeige,da� daraus die Funktionalglei
hung �(z + 1) = z � �(z) sowie �(1) = 1 folgt. Damitist �(n+ 1) = n! f�ur n = 1; 2; 3; : : :.Partielle Integration liefert f�ur n > 0�(n+ 1) = Z 10 dte�ttn = �e�ttnj10 + Z 10 dte�tntn�1 = n�(n):Ferner ist �(1) = R10 dte�tt0 = 1. Damit ist �(n) = (n� 1)! f�ur n = 1; 2; 3; : : :.b) Die Taylorentwi
klung des Exponenten von e�ttn = e�t+n ln t um das Maximum beit = n lautet �t + n ln t � �n + n lnn � 12n (t � n)2 + 13n2 (t � n)3 : : :. F�ur n � 1hat der Integrand e�ttn demna
h ein s
harfes Maximum mit einer relativen Breite�tt � 1pn ; in der komplexen t-Ebene be�ndet si
h bei t = n ein Sattelpunkt. Die un-tenstehenden Skizzen zeigen als Beispiel die Funktion e�t t50 �uber der reellen A
hseim Intervall 0 � t � 100 (linkes Bild) bzw den Absolutbetrag der komplexwertigenFunktion �uber dem Gebiet 49:5 < <[t℄ < 50:5, -.5< =[t℄ <.5 (re
htes Bild, die re-elle A
hse verl�auft von links na
h re
hts, die imagin�are von vorn na
h hinten). F�urgro�e n kommt es in dem Integral �(n + 1) = R10 dte�ttn nur auf die Umgebungder Stelle t = n an. Man erh�alt dann eine gute N�aherung f�ur die Gammafunktion,wenn man in dem Integral n! = R10 dt exp(�t + n ln t) den Exponenten um t = nbis zum quadratis
hen Term entwi
kelt y und die untere Integrationsgrenze dur
h�1 ersetzt. Gewinne auf diese Weise die Stirling{Formel�(n+ 1) = n! � p2�nnne�n :
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helt zu sehen



Seite 28ln(e�ttn) = �n+ n lnn� (t�n)22n + O((t� n)3):Damit �(n+ 1) � R10 dt exp(�n+ n lnn� (t�n)22n ) = e�nnn R1�n d�e��2=2n:Im letzten Integral tr�agt nur ein Berei
h der Breite pn bei. Deshalb kann f�ur n � 1die untere Grenze dur
h �1 ersetzt werden, womit als Wert der Faktor p2�n in derStirlingformel folgt.Zahlenbeispiel:�(51) = 3:04140932 : : : � 1064, Stirling{Formel: 5050e�50p2� � 50 � 3:03634 � 1064 ;Di�erenz: � = �(51)� 5050e�50p2� � 50 � 5:06473 � 1061 (ziemli
h gro�!),relativer Fehler: ��(51) � 1:7 � 10�3 (s
hon ziemli
h klein!)Bei Anwendungen in der Statistis
hen Physik ist in der Regel n =Teil
henzahl� 1022und ln n! wird mit physikalis
hen Gr�o�en in Verbindung gebra
ht (zB mit der Entropie).Mit der Stirlingformel erh�alt man lnn! = n lnn� n+ 12 lnn+ : : :. Bere
hnet man dieseGr�o�e pro Teil
hen, also lnn!n , so f�allt im Limes n!1 der Term lnnn weg, dh s
hon derFaktor pn in der Stirlingformel ist entbehrli
h (erst re
ht p2�). F�ur n � 1022 bestehtzwis
hen p2�nnne�n und nne�n praktis
h kein Unters
hied. Diese letzte N�aherungerh�alt man au
h ganz elementar mit lnn! = Pn�=1 ln � � R n1 ln xdx = (x lnx � x)jn1 =n lnn � n, oder indem man { etwas brutal { das Integral n! = R10 dte�ttn dur
h denMaximalwert des Integranden approximiert.
) Zeige, da� f�ur halbzahliges positives Argument der Gammafunktion gilt�(n2 + 1) =r�2 1 � 3 � 5 � � �np2n �r �2n+1 n!! (n ungerade)Die \Doppelfakult�at" ist f�ur ungeradzahliges n de�niert dur
h n!! := 1 � 3 � 5 � � �n.Zu bere
hnen ist �(n2+1) = R10 dte�tpt n = 2 R10 dse�s2sn+1 mit ungeradzahligemn. Wir bere
hnen zun�a
hst das Fl�a
henintegral�Z 1�1 dxe�x2�2 = Z 1�1 dxe�x2 Z 1�1 dye�y2 = Z 10 2�rdre�r2 = � Z 10 dse�s = �:Dur
h Variablensubstitution erh�alt man R1�1 dxe�a2x2 =p �a2 mit reellem a. Dur
hfortgesetztes Di�erenzieren na
h a2 an der Stelle a = 1 entstehen die gesu
htenWerte der Gammafunktion; mit n = 2k � 1; k = 1; 2; 3; : : : ist�(n2 + 1) = 2 Z 10 dse�s2s2k = 2 �k�(�a2)k Z 10 dse�a2s2 ���a=1= (�1)k �k�(a2)kr �a2 ���a=1 = p� 12 32 : : : 2k � 12 = p� n!!2k =r �2n+1 n!! :d) Zeige, da� das Volumen VN der N -dimensionalen Einheitskugel gegeben ist dur
hp�NN2 ! . Zum Beweis benutze die Tatsa
he, da� das N -dimensionale Gau�integral ei-nerseits faktorisiertZ 1�1 dx1dx2 : : : dxNe�x21�x22:::�x2N = Z 1�1 dx1e�x21 Z 1�1 dx2e�x22 : : :Z 1�1 dxNe�x2N = p�N



Seite 29andererseits dur
h die Ober
�a
he ON der N -dimensionalen Einheitskugel ausge-dr�u
kt werden kann als ON R10 drrN�1e�r2 .Das N -dimensionale Gau�integral istp�N = ON Z 10 drrN�1e�r2 = 12ON Z 10 dssN2 �1e�s = 12ON�(N2 ):Das Volumen der N -dimensionalen Einheitskugel ist demna
hVN = ON Z 10 drrN�1 = 1NON = 2N p�N�(N2 ) = p�NN2 ! :



Seite 304. Mikrokanonis
he GesamtheitV ,N,H sind fest;H ist Hamiltonoperator f�ur festes V und N , also H = HV;N . Anstellevon (3.1) haben wir als Di
hteoperator�m = 1Zm Æ(E �H) mit Zm = Spur Æ(E �H) : (4:1)Die Gesamtheit umfa�t alle Mikrozust�ande glei
her Energie E mit glei
her Wahrs
hein-li
hkeit. �m und Zm h�angen von E, V , N ab�m = �m(E; V;N) ; Zm = Zm(E; V;N) ; (4:2)denn V und N sind implizit in H enthalten. Es treten also die 3 extensiven Gr�o�en E,V und N als Variable auf.Bezei
hnen wir mit �(E) die Anzahl der station�aren Zust�ande jni mit Energieeigenwer-ten En � E, also�(E) = XZust�ande n�(E � En) ; �(x) = n 1 x > 00 x < 0 ;oder, mit Pn�(E � En) =Pn hnj�(E �H)jni,�(E) = Spur�(E �H) ; (4:3)so ist die Zustandsdi
hte 
(E) de�niert dur
h
(E) = limdE!0 �(E + dE)� �(E)dE = �0(E) = Spur Æ(E �H) : (4:4)
(E)dE ist die Anzahl von Zust�anden mit Energien zwis
hen E und E + dE. Dur
hVerglei
h mit (4.1) erkennen wir
(E) = Zm(E; V;N) :Da H und N fest sind, haben wirhHi = E ; hH2i = E2 ; hNi = N ; hN2i = N2und damit vers
hwindende S
hwankungen (�H)2 = (�N)2 = 0.



Seite 315. Die Kanonis
he GesamtheitAls eigentli
he kanonis
he Gesamtheit bezei
hnet man das Ensemble, in dem dasSystem nur bez�ugli
h H o�en ist. V und N haben feste Werte, damit hat au
h die Teil-
hendi
hte n := NV einen festen endli
hen, ni
htvers
hwindenden Wert. Wieder enth�altder Hamiltonoperator H die Variablen V und N . Der kanonis
he Di
hteoperator ist�k = 1Zk e��H = �k(�; V;N) (5:1)(von (3.9) ausgehend setzt man �H = ��). Die kanonis
he Zustandssumme istZk(�; V;N) = Spur e��H : (5:2)Die kanonis
he Gesamtheit hat also 2 extensive Variable, n�amli
h V und N . Anstellevon E tritt das intensive Feld �. Die kanonis
he Gesamtheit gestattet einen Energie-austaus
h des Systems mit der Umgebung, dh es treten au
h Energies
hwankungenauf.Die mittlere Energie isthHi = E = E(�; V;N) = 1Zk SpurHe��H = � ��� lnZk : (5:3)� legt also die mittlere Energie fest. Umgekehrt kann man � als dur
h E festgelegtau�assen, dh � = �(E; V;N) (5:4)dur
h Umkehrung von (5.3). Das ist m�ogli
h, weil die Energie mit wa
hsendem � mo-noton abnimmtdEd� = � 1Zk SpurH2e��H � �Zk�� 1Z2k Spur e��HH = �hH2i+ hHi2 = �(�H)2 < 0 :(5:5)De�nition: Temperatur T = 1kB� ; kB = 10�16 ergÆK (5:6)�Uber (5.4) ist die Temperatur rein me
hanis
h de�niert: T = T (E; V;N). kB tritt nuraus historis
hen Gr�unden auf, da man T in ÆK (Gasthermometer) vor der Statistis
henPhysik eingef�uhrt hatte. An si
h ist kB v�ollig �uber
�ussig, da man T in erg bzw Joule {Einheiten messen k�onnte. kB ist daher keine Fundamentalkonstante wie 
 oder �h.



Seite 32Die Energieverteilung in der kanonis
hen Gesamtheit istwH(E) = hÆ(E �H)ikanonis
h = 1Zk Spur e��HÆ(E �H)= 1Zk e��E Spur Æ(E �H) 4:4= 1Zk e��E
(E)Damit: E = hHi = R1�1 dE0E0wH(E0).Nun gilt: E ist extensiv, E � O(N) ,! dEd� � O(N), ist also ebenfalls extensiv.Wegen (5.5) ist (�H)2 � O(N) ,! �HhHi = O� 1pN �! 0 f�ur gro�e N .Das bedeutet, da� zwar die Energie s
hwankt, da�aber die Verteilung wH(E) f�ur gro�e Systeme einsehr s
harfes Maximum haben mu� mit einer relati-ven Breite, die f�ur N !1 vers
hwindet. Der Grunddaf�ur ist, da� die Zustandsdi
hte 
(E) ungeheuers
hnell anw�a
hst mit E. Dann kann der MittelwertE = hHi dur
h den wahrs
heinli
hsten Wert Em(Maximalstelle von w(E)) ersetzt werden.
e

w(E’)
Ω(E’)

E’

E=<H>

- βE’

Da Zk unabh�angig von E ist, folgt aus 0 = dwdE� = �(E) = 
0(E)
(E) = ddE ln 
(E) : (5:6)� bzw die Temperatur T ist damit auf die Zustandsdi
hte zur�u
kgef�uhrt.
E

E
1

0

E Typis
hes Energiespektrum f�ur realistis
he gro�e Systeme:a) das Spektrum ist na
h unten bes
hr�ankt, dh es existiert einkleinster Eigenwert E0 = Grundzustandsenergie.b) das Spektrum ist na
h oben (f�ur E ! 1) unbes
hr�ankt,wobei die Zustandsdi
hte stark zunimmt.Da � intensiv ist, mu� wegen (5.6) ln
(E) � O(N), dh extensiv sein. Daher
(E; V;N) = [!(e; n)℄N : (5:7)Hier ist ! eine Funktion der intensiven Variablen e := EN und n := NV und damit selbstintensiv.



Seite 33
 w�a
hst also mit der Systemgr�o�e (N !1) ungeheuer stark (exponentiell) an.Damit Zk = Spur e��H =P� e��E� existiert, mu�� > 0 ; dh T � 0 sein: (5:8)Die Temperatur ist also eine positive Gr�o�e.Allerdings gibt es Systeme (zB Spinsysteme, ohne kinetis
he Energie), deren Energie-sprektrum au
h na
h oben bes
hr�ankt ist. F�ur diese ist au
h � < 0, also T < 0, m�ogli
h,dh negative Temperaturen (siehe Aufgabe 5.3).In der Praxis ist die mathematis
he Handhabung des kanonis
hen Di
hteoperators1Zk e��H einfa
her als die des mikrokanonis
hen 1Zm Æ(E � H). Deshalb benutzt manvorzugsweise die kanonis
he Gesamtheit, insbesondere bei klassis
hen Systemen.



Seite 345.1 Zustandsdi
hte und kanonis
he ZustandssummeDer Zusammenhang Zk = R10 dEe��E
(E) zwis
hen Zustandsdi
hte 
(E) und kano-nis
her Zustandssumme Zk ist { mathematis
h gesehen { eine Lapla
etransformation.a) Wel
he �ubli
hen physikalis
hen Voraussetzungen garantieren analytis
hes Verhaltender Funktion Zk = Zk(�) in der Halbebene <� > 0 ? Unter wel
hen Umst�andenw�aren (i) negative Temperaturen (� < 0), (ii) eine maximal errei
hbare Temperaturdenkbar?Das Zustandsintegral Zk = R10 dEe��E
(E) konvergiert h�o
hstens f�ur � > 0, essei denn, das Spektrum des Hamiltonoperators w�are na
h oben bes
hr�ankt (dh
(E) = 0 f�ur E > E0). Dies kann vorkommen, wenn es keine kinetis
he Energie gibt,wie etwa in Spinsystemen. F�ur gro�e E ist die Konvergenz des Zustandsintegralsgesi
hert, da in der Regel gilt 
(E; V;N) � [!(EN ; NV )℄N , dh 
(E) w�a
hst wie eine(allerdings sehr hohe) Potenz von E. Bei exponentiellem Wa
hstum, 
(E) � e�E ,w�are dur
h die Forderung � _>� eine Maximaltemperatur gegeben.b) Die Umkehrung der Lapla
e{Transformation ist mit � = �0 + i�00
(E) = 12�i Z �0+i1�0�i1 Z(�)e�Ed� = 12� Z 1�1 Z(�0 + i�00)e(�0+i�00)Ed�00 (�0 > 0);wobei der Integrationsweg in der re
hten Halbebene (�0 > 0) parallel zur imagin�arenA
hse verl�auft. Der Integrand e�E+lnZk(�) hat einen Sattelpunkt bei dem dur
h�E = ��� lnZk(�) de�nierten Wert �0 = �0(E). Die Entwi
klung
(E) = 12� Z 1�1 exp h�0E + lnZk(�0)� 12 �2��2 lnZk(�)����0�002 + : : : id�00zeigt, da� in der imagin�aren Ri
htung ein Maximum bei �00 = 0 vorliegt, das wegen�2��2 lnZk(�) = (�E)2 � O(N) sehr s
harf ist. Zeige mit Hilfe der Sattelpunktsin-tegration 
(E) � e�0E+lnZk(�0)h2� �2��2 lnZk(�)����0i� 12 :In der Regel interessieren nur die extensiven Terme in ln
, dh der Faktor hinter dere-Funktion kann ignoriert bzw das ganze Integral �uber �00 dur
h den Maximalwertdes Integranden ersetzt werden mit dem Ergebnis�E + lnZk(�) = ln
(E) mit � = �(E) = L�osung von �E = ��� lnZk(�)Es ist 
(E) � e�0E+lnZk(�0) 12� Z 1�1 exp h� 12 �2��2 lnZk(�)����0�002id�00= e�0E+lnZk(�0)h2� �2��2 lnZk(�)����0i� 12Im letzten Ausdru
k ist der Faktor neben der e-Funktion / 1pN , der Logarithmusdavon also subextensiv und damit verna
hl�assigbar.



Seite 355.2 Harmonis
her OszillatorEin thermodynamis
hes System bestehe aus N ni
htwe
hselwirkenden linearen harmo-nis
hen Oszillatoren der Frequenz !. Die Eigenwerte sindEn = �h!(n+ N2 ); n = 0; 1; 2; : : : :a) Wie gro� ist der Entartungsgrad gn von En, also die Anzahl von M�ogli
hkeiten, nEnergiequanten der Gr�o�e �h! auf die N Oszillator't�opfe' zu verteilen?Hinweis: Bei der Bere
hnung dieses kombinatoris
hen Faktors hilft die Vorstellung,da� man l�angs einer Geraden n rote Kugeln (Quanten) und N � 1 wei�e Kugeln(Topfw�ande) in allen denkbaren Aufeinanderfolgen aufreiht.Der Entartungsgrad ist glei
h der Anzahl (n + N � 1)! von Permutationen allerKugeln, dividiert dur
h die Anzahl n!(N�1)! von Permutationen der roten und derwei�en Kugeln untereinander, also gn = (n+N�1)!n!(N�1)! = �n+N�1n �.b) Bere
hne mittels a) die kanonis
he Zustandssumme Zk = Zk(�;N) (Hinweis: be-nutze die Identit�at �N+n�1n � = (�1)n��Nn �). Wegen der Unabh�angigkeit der Oszil-latoren sollte gelten: Zk(�;N) = [Zk(�; 1)℄N . Ist dies der Fall?Mit x := 12��h! ist �En = x(N + 2n) undZk = 1Xn=0 gne��En = e�Nx 1Xn=0�n+N � 1n �e�2xn = e�Nx 1Xn=0��Nn �(�e�2x)n= e�Nx(1� e�2x)�N = (ex � e�x)�N = � 12 sinh x�N :O�ensi
htli
h ist Zk(�;N) = [Zk(�; 1)℄N .
) Zeige, da� der Mittelwert E der Energie in der kanonis
hen Gesamtheit gegebenist dur
h � := E12N�h! = 
othxjx= 12��h!. Wel
he physikalis
he Bedeutung haben dieVariablen � und x? Bere
hne ferner die W�armekapazit�at C = dEdT .Mit E = � ��� lnZk = 12N�h! ddx ln sinh x folgt� := E12N�h! = 
othx � 1 und C = N �h!2 dxdT d�dx = NkB� xsinh x�2 mit x = 12��h!:� ist die mittlere Energie in Vielfa
hen der Grundzustandsenergie; �� 1 bzw x� 1ist der klassis
he Grenzfall. Mit S = �kB Spur (� ln �), � = 1Zk e��H folgt no
h f�urdie Entropie S = kB(�E + lnZk) = NkB[x 
othx � ln(2 sinh x)℄ = kB ln 
 (siehed)).



Seite 36d) Bere
hne die Zustandsdi
hte 
(E) und verglei
he mit der Formel aus a) f�ur denEntartungsgrad. Verwende das Ergebnis von Aufgabe 5.1b.Na
h Aufgabe 5.1b ist bis auf subextensive Termeln 
(E) = �E + lnZk = N [x�� ln(2 sinhx)℄= N �12 � ln �+ 1�� 1 + 12 ln(�2 � 1)� ln 2�= 12N [(�+ 1) ln(�+ 1)� (�� 1) ln(�� 1)� 2 ln 2℄ :Entspre
hend bilden wir mit n = N2 (�� 1), n+N = N2 (�+ 1)ln gn = ln�n+N � 1n � � (n+N � 1) ln(n+N � 1)� n lnn� (N � 1) ln(N � 1)� (n+N) ln(n+N)� n lnn�N lnN= N2 (�+ 1) ln N2 (�+ 1)� N2 (�� 1) ln N2 (�� 1)�N lnN ;was mit obigem Ergebnis �ubereinstimmt.e) Zeige, da� die Zahl der Zust�ande mit Energien � En gegeben ist dur
h �(En) �PE��En g� = �n+Nn �. Was besagt dies �uber den extensiven Anteil von ln� ?Aufgrund einer bekannten Identit�at f�ur die BinomialkoeÆzienten ist�(En) = Pn�=0 ��+N�1� � = �n+Nn �. F�ur N Oszillatoren ist also die Anzahl vonZust�anden bis zur Energie En so gro� wie f�ur N + 1 Oszillatoren die Anzahl vonZust�anden bei der Energie En. F�ur thermodynamis
he Anwendungen, dh bei Ver-na
hl�assigung subextensiver Terme, sind die Zustandsdi
hte 
(E) und die Anzahlder Zust�ande �(E) = R E0 dE0
(E0) glei
hwertig.f) Das klassis
he Phasenvolumen ist�(E) = ZH�E dp1dp2 : : : dpNdq1 : : : dqN ; H = Hamiltonfunktion = NXi ( 12mp2i+m!22 q2i ):N sei 1022. Bere
hne �(E) und verglei
he f�ur den Grenzfall E � N2 �h! das Phasen-volumen mit der Zahl der quantenme
hanis
hen Zust�ande mit Energien � E. Wiegro� mu� �EE gew�ahlt werden, wenn 99,99 % des Phasenvolumens s
hon zwis
henden Hyper
�a
hen H = E ��E und H = E liegen soll?�(E) = ZH�E dp1dp2 : : : dpNdq1 : : : dqN = (2mE)N2 ( 2Em!2 )N2 ZP2Ni=1 x2i�1 dx1 : : : dx2N= (2E! )N � V2N = 1N ! (2�E! )N � (2�eE!N )N :Die Zahl der Zust�ande bis En ist ln�(En) � N(ln �2 + 1) = ln( 1hN �(E)) f�ur �� 1.�(E)��(E��E)�(E) _= 99:99100 ,! �(E��E)�(E) _=10�4 = (1��EE )N � e�N�E=E ,! �EE = 4 ln 10N � 10�21



Seite 375.3 N{Niveau{System, negative TemperaturenDie Energieeigenwerte eines Systems seien s�amtli
h einfa
h, �aquidistant und von endli-
her Anzahl f , also E� = (� � 1) � �; � = 1; 2; : : : ; f; � > 0:a) Bere
hne die kanonis
he Zustandssumme Zk =P e��E� .Hinweis: Da das Spektrum na
h oben bes
hr�ankt ist, existiert Zk f�ur alle reellenWerte von �, also au
h f�ur negative Temperaturen T < 0. F�ur die folgenden Re
h-nungen emp�ehlt si
h die Benutzung der dimensionslosen Variablen x � e��� mit0 < x <1. Zk =X e��E� = f�1X�=0 x� = 1� xf1� xb) Bere
hne aus der kanonis
hen Zustandssumme die innere Energie E = � ��� lnZk =�x ddx lnZk. Bei wel
her Temperatur ist die Energie minimal, maximal, genau da-zwis
hen?E = �x ddx ln 1� xf1� x = � � x1� x � f xf1� xf � = � 8<: f � 1 (T = 0� ; x =1)12 (f � 1) (T =1 ; x = 1)0 (T = 0+ ; x = 0)
) Wie lauten die 'Besetzungszahlen' n� , mit denen die innere Energie in der FormE = Pf�=1 n�E� dargestellt werden kann? Zeige und interpretiere die Symmetrien�(x�1) = nf��+1(x) (\Inversion der Besetzungszahlen"). Begr�unde, weshalb � =�1, also T = 0�, als h�o
hste errei
hbare Temperatur aufgefa�t werden mu�. Wiegro� ist die Besetzung des obersten bzw des untersten Niveaus bei sehr hohen bzwbei sehr tiefen Temperaturen?E = � ��� lnZk = 1Zk X� x��1E� _=X� n�E� ,! n� = 1Zkx��1 = 1� x1� xf x��1:n�+1=n� = x ,! f�ur x < 1, dh positive Temperaturen sind die oberen Niveausgeringer, f�ur x > 1, dh negative Temperaturen sind sie st�arker besetzt als die unterenNiveaus.Der Grundzustand, � = 1, ist bei T = 0+ voll besetzt, bei T = 0� leer; derenergierei
hste Zustand, � = f , ist bei T = 0� voll besetzt, bei T = 0+ leer.d) Bere
hne die Entropie S = �kB Spur� ln� = kB(lnZk+�E) als Funktion von x und�nde einen Ausdru
k f�ur S, der nur von den Besetzungszahlen abh�angt. Bere
hneferner die W�armekapazit�at C = �E�T .S = kB � ln 1� xf1� x + (f xf1� xf � x1� x ) ln x�



Seite 38Die n� haben die Eigens
haften statistis
her Gewi
hte, deshalb ist zu erwarten:S = �kBP� n� lnn� , was si
h lei
ht best�atigt:SkB = lnZk + �E ��=� lnx=E=�Pn�(��1) lnZk � lnx fX�=1(� � 1)n�=x��1=Zkn� lnZk � fX�=1n� ln(Zkn�) = � fX�=1n� lnn� :Nebenbei bemerkt: mit H = Pf�=1 j�ih�jE� als Spektraldarstellung des Hamil-tonoperators nimmt der kanonis
he Di
hteoperator � = 1Zk e��H die Form � =Pf�=1 j�ih�jn� an und es folgt wiederum S = �kB Spur� ln� = �Pf�=1 n� lnn� .Die W�armekapazit�at istC = �E�T = kB(ln x)2 � x(1� x)2 � f2 xf(1� xf )2 � :e) Vereinfa
he die Formeln f�ur Zk, E, S, C auf den Fall des 2-Niveau System, f = 2,der s
hon alle wesentli
hen Merkmale des allgemeinen Falles zeigt. Skizziere unddiskutiere den qualitativen Verlauf von S(E).Zk = 1 + x ; E = � x1 + x ; S = kB� ln(1 + x)� x1 + x ln x� ;C = kB x� ln x1 + x�2 ; S(E) = �kB� ln(1� E� )� E� ln( �E � 1)�:Die Entropie vers
hwindet, wenn auss
hlie�li
h der Grund-zustand oder auss
hlie�li
h der angeregte Zustand besetztist, also bei E=� = 0 und bei E=� = 1. Bei E=� = 1=2, ent-spre
hend der Temperatur T = +1, liegt das Maximumder Entropie. 0.1
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Seite 396. Die Gro�kanonis
he GesamtheitBei festem Volumen V ist neben Energie{ au
h Teil
henaustaus
h m�ogli
h (o�enesSystem). Es sei N der Teil
henzahloperator mit Eigenwerten N ; HV (N) der Hamilton-operator mit Eigenwerten E�(N; V ). Wir setzen neben �H = �� no
h �N := �� undbezei
hnen das der Teil
henzahl zugeordnete \Feld" � als 
hemis
hes Potential. �ist intensiv.Anstelle von (3.4) und (3.5) s
hreiben wir f�ur den gro�kanonis
hen Di
hteoperator�g = 1Zg e��(H��N) (6:1)mit Zg = Spur e��(H��N) =X�;N e��(E�(N;V )��N) : (6:2)Folgerung �g = �g(�; �; V ) ; Zg = Zg(�; �; V ) ; (6:3)dh die gro�kanonis
he Gesamtheit hat zwei intensive Variable � und � und die extensiveVariable V . Wie in der kanonis
hen Gesamtheit gilt: E = E(�) = hHi  ! � = �(E).Zus�atzli
h legt in der gro�kanonis
hen Gesamtheit � die mittlere Teil
henzahl N fest,N = N(�; �; V ) = hNi = 1Zg Spur e��(H��N)N = 1� ��� lnZg(�; �; V ) (6:5)und { vgl (5.5) { dNd� = �hhN2i � hNi2i = �(�N)2 > 0 : (6:6)N = N(�) ist also umkehrbar zu � = �(N). Ferner ist, da N extensiv, � intensiv,(�N)2 � O(N) und daher die relative Teil
henzahls
hwankung / 1pN(�N)hNi = O� 1pN � : (6:7)Zur De�nition des Dru
ks f�uhren wir formal einen \Operator" V f�ur das Volumen einmit Eigenwerten V und s
hreiben Zg = e�pV :De�nition: Der intensive Parameter p hei�t Dru
k des Systems.Diese De�nition ist zun�a
hst rein formal. (6.1) s
hreibt si
h dann au
h als�g = e��[H��N+pV℄ ; (6:8)



Seite 40was man
hmal au
h als Dru
kgesamtheit bezei
hnet wird. Aus (6.2) folgt au
hp = 1� limV!1 1V lnZg(�; �; V ) = p(�; �) ; (6:9)dh der Dru
k ist eine Funktion von � und �. F�uhrt man anstelle von �(N) dur
hUmkehrung die Teil
hendi
hte n = NV = n(�) als Variable in (6.9) ein, so erh�alt manaus der gro�kanonis
hen Gesamtheit die Zustandsglei
hungp = p(n; T ) : (6:10)Bemerkung: Die Summe in (6.2) beginnt mit N = 0. Daf�urgilt E�(N = 0; V ) = 0 und daherZg = 1 + X�;N>0 e��(E�(N;V )��N) > 1 :Es folgt a < 0 und damit p > 0 ; (6:11) pDruck

Volumen V Stempel

wie es sein sollte. (Es gibt allerdings Modelle, bei denen der Dru
k negativ herauskommt.Dann kollabiert das System in einem Raumpunkt, ist also instabil. F�ur realistis
heSysteme ist p > 0.)Eine n�utzli
he Beziehung: (6.8) l�a�t si
h au�assen als �g = �g(�; �; p) mit drei intensi-ven Variablen. Wegen 1 = Spur�g =: g(�; �; p) gilt f�ur das vollst�andige Di�erential0 _=dg = hd� ��� + d(��) ��(��) + d(�p) ��(�p)i Spur e��[H��N+pV℄= �d�hHi+ d(��)hNi � d(�p)hVioder 0 = �[E � �N + pV ℄d� + �Nd�� �V dp : (6:12)Dies ist �aquivalent zu (6.9).



Seite 417. Mittelwerte und S
hwankungenIn der mikrokanonis
hen Gesamtheit haben H, N, V die festen Werte E, N , V ; all-gemein haben die Erhaltungsgr�o�en Fi die festen Werte Fi. In den kanonis
hen Ge-samtheiten s
hwanken einige Fi um den extensiven Mittelwert Fi = hFii � O(N) umAbwei
hungen �Fi mit �Fi � O(pN) : (7:1)Konkret: �H � O(pN), �N � O(pN). Wir betra
hten nun eine beliebige Me�gr�o�eA und bere
hnen den Mittelwert in den vers
hiedenen GesamtheitenhAim;k;g := Am;k;g =) A(E + (�E)m;k;g; N + (�N)m;k;g; V ) ; (7:2)dh wir gehen in jeder Gesamtheit zu den Variablen E, V , N �uber dur
h Elimination derFelder �i. Unters
hiede k�onnen dann nur dur
h die S
hwankungen �E, �N auftreten.Da E � O(N), �E; �N � O(pN) folgt sofort, da� f�ur N ! 1 die �E und �N in(7.2) neben E und N verna
hl�assigbar sind:limN!1A(E + (�E)m;k;g; N + (�N)m;k;g; V ) = limN!1A(E;N; V ) ; (7:3)unabh�angig von der speziellen Gesamtheit. AlsoAlle Gesamtheiten sind �aquivalent zur Bere
hnung von Mit-telwerten beliebiger Gr�o�en.Da aber s
hon Energie{ und Teil
henzahls
hwankung vers
hieden ausfallen in den ver-s
hiedenen Gesamtheiten, gilt au
hDie Gesamtheiten unters
heiden si
h bei der Bere
hnung vonS
hwankungen.



Seite 427.1 S
hwankung von extensiven Gr�o�enWir gehen davon aus, da� si
h extensive Gr�o�en in der Form A = R d~r a(~r) darstellenlassen mit einer endli
hen Di
hte 0 < a(~r) <1. Die Variable A ist damit proportionalzum Volumen V bzw zur Teil
henzahl N .Wir wollen zeigen, da� die relativen S
hwankungen �AhAi von der Ordnung 1pV sind. Dazubilden wir zun�a
hst das S
hwankungsquadrat(�A)2 = h(A� hAi)2i = D �Z d~r (a(~r)� ha(~r)i)�2 E:Es sei angenommen, da� Abwei
hungen der Di
hte vomMittelwert a(~r)�ha(~r)i nur �ubereine mikroskopis
he Distanz � � 3pV korreliert sind, dh die \Korrelationsfunktion"w~a(~r;~r 0) := D (a(~r)� ha(~r)i) � (a(~r 0)� ha(~r 0)i) Esoll nur vom Abstand j~r � ~r 0j abh�angen und vers
hwinden, sofern dieser den Betrag ��ubers
hreitet.Das S
hwankungsquadrat (�A)2 ist o�enbar das Volumenintegral �uber beide Argumen-te ~r;~r0 der Korrelationsfunktion. Dur
h �Ubergang zu ~s := ~r� ~r0 und ~R := 12(~r+ ~r0) alsIntegrationsvariablen folgt sofort das gew�uns
hte Ergebnis:(�A)2 = D �Z d~r (a(~r)� ha(~r)i)�� Z d~r0 (a(~r0)� ha(~r0)i)� E= Z d~r Z d~r 0w~a(~r;~r 0) = Z d~R Z d~s w~a(j~sj) / V �3,! �AhAi /r�3V



Seite 438. Die EntropieDie Entropie ist ein zentraler Begri� der Statistis
hen Physik. Wir de�nieren f�ur einenbeliebigen Di
hteoperator � die Entropie S alsS = �kBhln�i = �kB Spur� ln� : (8:1)(kB tritt aus historis
hen Gr�unden auf). In der Informationstheorie entspri
ht:Entropie = � InformationsmengeDa f�ur die Eigenwerte �� gilt 0 � �� � 1, und da x lnx � 0 f�ur 0 � x � 1 ist, folgtS = �kBX� �� ln �� � 0 : (8:2)F�ur einen reinen (quantenme
hanis
hen) Zustand gilt �1 = 1, �� = 0 f�ur � > 1, alsoS = 0 im reinen Fall ; (8:3)das bedeutet volle Information. Je gr�o�er S, desto gr�o�er also unsere Unkenntnis vomSystem, desto gr�o�er die \Unordnung". Bei statistis
her Unabh�angigkeit, �1+2 = �1 ��2,ist S additiv, dennS1+2 = �kB Spur 1+2�1+2 ln�1+2 = �kB Spur 1 Spur 2�1 � �2[ln�1 + �2℄= �kBh Spur 1�1 ln�1 + Spur 2�2 ln�2i = S1 + S2 :S ist also streng additiv bei statistis
her Unabh�angigkeit, dh wenn die We
hselwirkungW12 zwis
hen Untersystemen 1 und 2 vers
hwindet. Aber so wie bei der Energie H inAbs
hnitt 5 gilt au
h jetzt, da� S immer extensiv ist, alsoS � O(N) f�ur N !1 : (8:4)Glei
hgewi
htsentropie: Da S na
h (8.1) Mittelwert von ln� ist, folgt zun�a
hst, da� Sin allen Glei
hgewi
htsgesamtheiten den glei
hen Wert hat (na
h den �Uberlegungen vonAbs
hnitt 7). Ausgehend von (6.8) l�a�t si
h S sofort bere
hnenS = �kBhln�gig = 1T hhHi � �hNi+ phVii bzwTS = E � �N + pV Duhem � Gibbs � Relation : (8:5)Hieraus erkennt man au
h die Extensivit�at von S (E, N , V extensiv, T , �, p intensiv).Wir bilden das vollst�andige Di�erentiald(TS) = SdT + TdS = dE � �dN �Nd�+ pdV + V dp ;



Seite 44was mit(6.12) und (8.5) die beiden Di�erentialbeziehungen liefert die differentielleDuhem-Gibbs-Relation 0 = �SdT �Nd�+ V dp ; (8:6)sowie dS = 1T dE � �T dN + pT dV : (8:7)Wir werden in (8.7) sp�ater den 1. Hauptsatz der Thermodynamik (Energiesatz) erken-nen.Aus (8.7) folgt mit (5.6) au
h�S�E ���N;V = 1T = kB
0(E)
(E) = kB ��E ln 
(E; V;N) ;was na
h Integration liefertS = S(E; V;N) = kB ln 
(E; V;N) + 
onst : (8:8)S verh�alt si
h also wie der Logarithmus der Zustandsdi
hte.Extremaleigens
haft der EntropieWir beweisen im wesentli
hen den 2. Hauptsatz und �aquivalente Aussagen dazu (gest�utztauf den Erfahrungssatz in Abs
hnitt 3).Math. Hilfssatz: F�ur zwei beliebige Di
hteoperatoren � und � gilt:Spur�(ln�� ln�) � 0 (8:9)Beweis: Aus ln x � x�1 f�ur x � 0 folgt die Operatorunglei
hung lnA � A�1 f�ur jedenni
htnegativen hermites
hen OperatorA � 0.Sei �jni = anjni Basis zu � mit hmjni = Æm;n ; 0 � an � 1 ,!Spur�(ln�� ln�) =Xn hnj�(ln�� ln�)jni =Xn anhnj ln �an jni�Xn hnj�� anjni = Spur�� Spur� = 0 qed:Wir betra
hten jetzt einen Proze�, der in beliebiger Zeit abl�auft. Der Ausgangszustandsei beliebig (also ni
ht notwendig ein Glei
hgewi
htszustand), bes
hrieben dur
h denDi
hteoperator � = �(t), wobei die Gr�o�en H,N, V und die Entropie S die WerteE = Spur�H ; N = Spur�N ; V = Spur�V ; S = �kB Spur (� ln�)



Seite 45annehmen. Am Ende des Prozesses, bei dem si
h Energie, Teil
henzahl und Volumenver�andert haben k�onnen, sei das System dann im Glei
hgewi
ht, bes
hrieben dur
h eingro�kanonis
hes �g (6.8) mit den Parametern T , �, p und den MittelwertenE = Spur�gH; N = Spur�gN; V = Spur�gV; sowie S = �kB Spur (�g ln�g):Die �Anderungen (ni
ht notwendig in�nitesimal klein) seien:�E = E �E ; �N = N �N ; �V = V � V ; �S = S � S:Dann gilt T�S � �E � ��N + p�V (8:10)Beweis: S = �kB Spur� ln� � �kB Spur� ln�g 6:8= 1T Spur�[H � �N+ pV℄= 1T [E � �N + pV ℄ = S � 1T [�E � ��N + p�V ℄ qed:Aus (8.10) folgt insbesondere dasTheorem Jedes (mehr oder weniger) abges
hlossene System strebt ei-nemMaximum der Entropie zu!oder au
hDie Entropie eines abges
hlossenen Systems ist am gr�o�ten imGlei
hgewi
ht, dhS � SGlei
hg oder �S � 0 : (8:11)denn: bei Abges
hlossenheit bleibt E, N , V erhalten, dh �E = �N = �V = 0, und dieErfahrung zeigt, da� ein abges
hlossenes System immer ins Glei
hgewi
ht strebt (sieheSeite 19).Das ist der zweite Hauptsatz der Thermodynamik.Aus (8.11) folgt no
hEin Proze� im abges
hlossenen System mit �S > 0 ist irre-versibel.Das Theorem besagt genau, da� die Entropie eines abges
hlossenen Systems am Endeein Maximum errei
ht, es besagt ni
ht, da� S(t) monoton w�a
hst: S(t0) > S(t) f�urt0 > t. Dies m�u�te in der Statistis
hen Physik des Ni
htglei
hgewi
hts gezeigt werden.Man nimmt aber axiomatis
h an, da� S(t) monoton w�a
hst.
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8.1 Zur EntropieDie Entropie ist als Funktional des Di
hteoperators de�niert:S = �kB Spur (� ln �) = �kBhln �i:a) Beweise mit Hilfe des Ergebnisses von Aufgabe 5.1b den Zusammenhang S = kB ln 
(8.8) zwis
hen Entropie und Zustandsdi
hte.Mit dem Di
hteoperator der kanonis
hen Gesamtheit � = 1Zk e��H folgt zun�a
hstS = kB(lnZk + �E). Na
h Aufgabe 5.1b glei
ht der Ausdru
k in der Klammerdem Lograrithmus der Zustandsdi
hte ln
 (bis auf subextensive Terme); dabei ist� = �(E) dur
h die Bedingung E = � ��� lnZk = hHi bestimmt.b) Ein Di
hteoperator � gen�uge der von Neumann-Glei
hung. Zeige, da� die Entropiezeitli
h konstant ist.ddt Spur (� ln �) = Spur ( _� ln �) + Spur _�= Spur (� i�h [H; �℄ ln�) = � i�h Spur (H [�; ln �℄) = 0 :Mit anderen Worten: Unter der unit�aren Zeitentwi
klung des Di
hteoperators, �(t) =e� i�hHt�0e i�hHt, bleibt das Entropiefunktional S = �kB Spur�(t) ln�(t) konstant.8.2 Entropie und Wahrs
heinli
hkeitsverteilungena) Wir betra
hten ein System, das N vers
hiedene station�are Zust�ande annehmenkann, also dur
h einen Di
hteoperator der Form % = PNi=1 wijiihij bes
hriebenwird. Wir fordern Stationarit�at des Entropiefunktionals S = �PNi=1 wi lnwi beiVariation der Gewi
hte wi unter folgenden Nebenbedingungen:(i) PNi=1 wi = 1 ; (ii) PNi=1wi = 1 und PNi=1wiEi = E:Im zweiten Fall bezei
hnet Ei die Energie im station�aren Zustand jii; der MittelwertE sei fest vorgegeben.L�ose das Variationsproblem mit der Methode der Lagranges
hen Multiplikatorenund zeige, da� die mikrokanonis
he bzw die kanonis
he Verteilung f�ur die wi folgt.(i) 0 _=Æ(�Pwi lnwi + aPwi) =Pi Æwi(�(lnwi + 1) + a) ,!lnwi = a� 1 = unabh�angig von i: Normierung : ,! wi = 1N :(ii) 0 _=Æ(�Pwi lnwi + aPwi + bPwiEi) = Pi Æwi(�(lnwi + 1) + a + bEi) ,!lnwi = a+ bkBEi � 1 ,! wi / e�BEi .Normierung ,! wi = 1Z e�BEi ; Z =P e�BEi :E _=PEiwi = � ��B lnZ ,! B � � ; wi = 1Z e��Ei :



Seite 47b) F�ur eine kontinuierli
he Verteilung w(x) mit R dxw(x) = 1 bilden wir das Entro-piefunktional S = � Z 1�1 w(x) lnw(x)dx:Zeige, da� bei vorgegebenem Mittelwert hxi = R1�1 w(x)xdx _=0 und vorgegebenerS
hwankung hx2i = R1�1 dxw(x)(x� hxi)2 _=�2 die Entropie S extremal wird, wennw(x) eine Gau�verteilung der Breite � darstellt.0 _=Æ�� Z dxw(x) lnw(x)� a Z dxw(x)� b Z dx x2w(x)�= Z dxÆw(x)[�(1 + lnw(x))� a� bx2℄,! �(1 + lnw(x))� a� bx2 = 0 ,! w(x) / e�bx2 .S
hwankung _= �2 ,! b = 12�2 : Normierung ,! w(x) = 1p2�� e� x22�2 .8.3 Boltzmann{GasF�ur ein freies Teil
hen der Masse m in einem Kasten vom Volumen V = L3 sind diequantenme
hanis
hen Energieeigenwerte�~n = �4 �0(n2x + n2y + n2z) mit �0 = 2��h2mL2 ; nx;y;z = 1; 2; : : : :~n = (nx; ny; nz) ist ein Gittervektor mit ni
htnegativen, ganzzahligen Komponenten;die zur Abk�urzung eingef�uhrte Energie �0 ist von der Gr�o�enordnung der Einteil
hen-Grundzustandsenergie. Wir ordnen { was quantenme
hanis
h ni
ht korrekt ist { jedemder Teil
hen einen bestimmten ~n - Vektor zu und erhalten f�ur die Energie des N -Teil
henzustands E = �4 �0P3N�=1 n2� .a) Bere
hne die Anzahl �N (E) von N -Teil
henzust�anden (N � 1) mit Energien � Edur
h Abz�ahlen der ganzzahligen Gitterpunkte ~n innerhalb des \positiven Oktan-ten" einer 3N -dimensionalen Kugel vom Radius R =q 4� E�0 .Da zu jedem ~n eine Gitterzelle vom Volumen 1 geh�ort und nur ni
htnegative gan-ze Zahlen f�ur die Komponenten von ~n infrage kommen, ist �N (E) n�aherungsweiseglei
h dem Volumen � 3N23N2 ! R3N der Kugel dividiert dur
h die Anzahl 23N der Oktan-ten �N (E) = 123N � 3N23N2 ! � 4E��0� 3N2 = 13N2 ! �E�0� 3N2 � � 2eE3N�0� 3N2 :Bei der letzten Umformung wird die Stirlingformel n! � (ne )n verwendet.b) Die Ununters
heidbarkeit der Teil
hen soll wenigstens dadur
h ber�u
ksi
htigt wer-den, da� Zust�ande, die si
h nur dur
h eine Permutation der N Teil
hen unter-s
heiden, nur einmal gez�ahlt werden. Dies f�uhrt o�enbar zu einem Korrekturfaktor1N ! an dem in a) gefundenen Ausdru
k f�ur �N (E). Bere
hne die Zustandsdi
hte
N (E) = �0N (E) und zeige, da� der Korrekturfaktor die Entropie S = kB ln 
N (E)zu einer extensiven Gr�o�e ma
ht.



Seite 48Hinweis: S
hreibe die Entropie in der Form S = Ns(EN ; VN ) und lasse additive Kon-stanten weg (um die Formeln �ubersi
htli
h zu gestalten, nehmen wir die Uns
h�onheitin Kauf, da� Logarithmen von dimensionsbehafteten Gr�o�en gebildet werden).Bea
hte: V = L3 / �� 320 .Mit dem Korrekturfaktor wird�N (E) = 1N ! 13N2 ! �E�0� 3N2 � �( eN ) 23 2eE3N�0� 3N2 / �EN � 3N2 �VN �Nund die Zustandsdi
hte ist 
N (E) = �0N (E) = 3N2E�N (E). Es folgt die EntropieSNkB = 1N ln 
N � 1N ln �N � ln hV eN � meE3��h2N � 32 i = �32 ln EN + ln VN �+ 
onst:
) Zeige, da� die kanonis
he Zustandssumme Zk = R10 dE e��E 
N (E) die FormZk = Zk(�; V;N) = 1N ! � V�3�N mit � = �hr2��mannimmt. Bere
hne ferner die Zustandssumme Zg(�; V; �) =P1N=0 e��NZk(�; V;N)der gro�kanonis
hen Gesamtheit.Zk = Zk(�; V;N) = Z 10 dEe��E�0N (E) = Z 10 d(�E)e��E�N (E)= 1N ! 13N2 ! Z 10 d(�E)e��E �E�0� 3N2 = 1N ! (��0)� 3N2 = 1N ! � V�3�N � � eVN�3�NZg = Zg(�; V; �) = 1XN=0 e��NZk(N) = 1XN=0 1N ! �V e���3 �N = exp�V e���3 �



Seite 49II. Thermodynamik des Glei
hgewi
htsMit den Di
hteoperatoren der vers
hiedenen Gesamtheiten sind alle Hilfsmittel bereit-gestellt, mit denen si
h die thermodynamis
hen Eigens
haften eines gro�en Systems,ausgehend vom HamiltonoperatorH, bere
hnen lassen. Das wird sp�ater (Kapitel III) ge-s
hehen. Es bestehen jedo
h viele allgemeine, dh f�ur beliebige makroskopis
he Systemeg�ultige Beziehungen zwis
hen den bereits de�nierten und weiteren thermodynamis
henGr�o�en, die in diesem Kapitel behandelt werden sollen.9. Thermodynamis
he ProzesseEin makroskopis
hes System im Glei
hgewi
ht hei�t thermodynamis
hes System. Eswird dur
h wenige Makrovariable bes
hrieben, wieE; S; V;N (extensive Gr�o�en); p; T; � (intensive Gr�o�en):Je 3 dieser Gr�o�en sind unabh�angig und de�nieren einen thermodynamis
hen Zustand.Die restli
hen Gr�o�en sind dann festgelegt und dur
h irgendwel
he Funktionen der dreiausgew�ahlten Gr�o�en gegeben (dies gilt f�ur ein homogenes einkomponentiges System,also eine Substanz in einer Phase). Eine sol
he Beziehung ist zB die Zustandsglei
hungp = p(T;N; V ) = p(T; n) ; n = NV (9:1)(p = nkBT f�ur das Boltzmanngas!). H�au�g verwendet man als unabh�angige Variablesol
he, die direkt me�bar sind: V , N , p, T . Meistens h�alt man au
h N fest und hatdann nur no
h 2 unabh�angige Variable, die den Zustand in einem zweidimensionalenZustandsdiagramm festlegen.
P

P

p

V

p

TWir bezei
hnen einen Zustand dur
h einen Punkt P , oder nennen Zust�ande (1) bzw (2) : : :Prozesse sind �Anderungen von einem (Anfangs{) Zustand (1) in einen anderen (End{)Zu-stand (2) dur
h Ver�anderung der �au�eren Bedingungen.



Seite 50Beispiel: Expansion eines Gases: V1 �! V2 mit �V := V2 � V1 > 0.F�ur Zustandsgr�o�en wie E, S, V , N et
 gilt dann�E = E2 �E1 = Z (2)(1) dE unabh�angig vom Weg zwis
hen (1) und (2)dh dE ist ein vollst�andiges Differential. Zur Unters
heidung verwendet manÆ{Di�erentiale bei in�nitesimalen Gr�o�en Æu, wenn dazu keine Zustandsgr�o�e u exi-stiert.Beispiel: f = f(x; y) ,! df = �f�x ���ydx| {z }Æu + �f�y ���xdy| {z }Æv := Æu+ Æv ;hier ist �u = u2 � u1 = R 21 Æu wegabh�angig.Die Energiebilanz liefert jetzt den 1. Hauptsatz der Thermodynamik: f�ur einen in�-nitesimalen Proze� von E � dE �! E giltdE = ÆQ+ ÆA+ ÆNE ; (9:2)dh �Anderungen der Energie erfolgen dur
hÆNE = Energie�anderung bei Hinzuf�ugen von Teil
hen: ÆNE = 0, wenn dN = 0.ÆA = Arbeitsleistung bei �Anderung des Volumens dur
h �au�ere Kr�afte (me
ha-nis
her Dru
k, elektris
he und magnetis
he Felder, die aber bisher wegge-lassen wurden); ÆA = 0, wenn dV = 0.ÆQ = W�armezufuhr bei W�armekontakt.Bemerkung: In der axiomatis
hen Thermodynamik wird dur
h den 1. Hauptsatz die Zu-standsgr�o�e E (innere Energie) axiomatis
h eingef�uhrt. Hier ergibt si
h (9.2) \ledigli
h"als Bilanzglei
hung.Als quasistatis
hen Proze� (q.s.) de�nieren wir Prozesse, bei denen nur Glei
hge-wi
htszust�ande dur
hlaufen werden. Dies ist realisiert, wenn der Proze� langsam (qua-sistatis
h) gegen�uber den Glei
hgewi
htseinstellzeiten abl�auft.
q.s.

nicht q.s.

(2)

(1)

Ein q.s. Proze� l�a�t si
h als Weg in einem Zustandsdiagrammvon Zustand (1) bis Zustand (2) eintragen. Hingegen dur
h-laufen ni
ht q.s. Prozesse Ni
htglei
hgewi
htszust�ande, denenkeine Punkte des Phasendiagramms entspre
hen (deshalb diegestri
helte Linie).
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hgewi
ht haben wir die Duhem{Gibbs{Relation (8.5) bzw (8.7)E = TS + �N � pV ; (9:3)dE = TdS + �dN � pdV : (9:4)Dies ist der Energiesatz f�ur q.s. Prozesse und wir identi�zierenTdS = (ÆQ)qs�dN = (ÆNE)qs�pdV = (ÆA)qs : (9:5)
pDruck

Volumen V

p
außeninnen

dx

δA = Kdx = p  dV = -pdVa

Stempel
Kraft K

Dur
h Verglei
h mit (8.10) in di�erentieller FormTdS � dE � �dN + pdV (9:6)sehen wir, da� f�ur q.s. Prozesse in (9.6) das Glei
hheitszei
hen steht.Reversibilit�at: Ein Proze�, f�ur den in (8.10) bzw in (9.6) das > {Zei
hen steht, istirreversibel. Zur Begr�undung denken wir uns das System abges
hlossen, dadur
h,da� wir die Umgebung (gestri
hene Gr�o�en) hinzunehmen. Am Ende sind System undUmgebung im Glei
hgewi
ht, dh T = T 0, � = �0, p = p0 (siehe sp�ater) und wegendE + dE0 = dN + dN 0 = dV + dV 0 = 0 und TdS0 � dE0 � �dN 0 + pdV 0 gilt beiAddition, mit T > 0, dSges = dS + dS0 > 0, was wegen (8.11) Irreversibilit�at bedeutet(der umgekehrt ablaufende Proze� ist thermodynamis
h verboten).Also ist ein Proze� dann und nur dann reversibel, wenn sowohl f�ur das System, als au
hf�ur die Umgebung, mit der Kontakt besteht, in (9.6) jeweils das Glei
hheitszei
hensteht.Folgerung: Ein q.s. Proze�, f�ur den wegen (9.4) in (9.6) das Glei
hheits-zei
hen steht, ist reversibel, wenn au
h f�ur die Umgebung derProze� q.s. abl�auft. (Ein reversibler Proze� ist nat�urli
h im-mer quasistatis
h.)



Seite 52Bemerkung: In der axiomatis
hen Thermodynamik wird der 2. Hauptsatz so formuliertEs gibt eine Zustandsgr�o�e S, so da� bei reversibel gef�uhrtemProze� gilt: dS = 1T (ÆQ)rev.Weiter de�nieren wira) Ein q.s. Proze� mit ÆQ = 0 hei�t adiabatis
h.O�enbar gilt f�ur q.s. Prozesse dS = 0() ÆQ = 0, dh adiabatis
h � isentrop.(Adiabatis
h hei�t eigentli
h \w�armeundur
hl�assig"; in lei
ht verwandter Bedeu-tung benutzt man adiabatis
h allgemein f�ur Vorg�ange, die q.s., dh langsam ge-gen�uber den internen Relaxationszeiten ablaufen.)b) dT = 0 () isotherm
) dV = 0 () iso
hord) dp = 0 () isobar



Seite 539.1 W�armeaustaus
hEin thermodynamis
hes System S ist im Glei
hgewi
ht bei der Temperatur Ts. Es wirdin W�armekontakt gebra
ht mit einer Umgebung U , die f�ur si
h genommen, den Glei
h-gewi
htszustand bei der Temperatur Tu 6= Ts errei
ht hat. Das Gesamtsystem S + Uist zun�a
hst o�enbar ni
ht im thermodynamis
hen Glei
hgewi
ht. Der W�armekontakterm�ogli
ht einen Energieaustaus
h bei festen Werten der Teilvolumina und Teil
hen-zahlen von System und Umgebung.Finde aus dem Prinzip des Anwa
hsens der Gesamtentropie, ÆSs+u > 0, ob Energie(=W�arme) vom System S in die Umgebung U oder in umgekehrte Ri
htung 
ie�t.Ber�u
ksi
htige dabei au
h negative Temperaturen von System und Umgebung.Betra
hten wir System und Umgebung zusammen als abges
hlossen, so ist ÆEs = �ÆEuund 0 < ÆS = � ÆSsÆEs + ÆSuÆEs � ÆEs = � ÆSsÆEs � ÆSuÆEu� ÆEs = � 1Ts � 1Tu� ÆEs.O�enbar ist ÆEs < 0 (dh das System gibt W�armeenergie an die Umgebung ab), falls0 < Tu < Ts ist (wie bekannt), aber au
h, falls Ts < 0 < Tu oder falls Tu < Ts < 0 ist.In diesem Sinne sind Systeme mit T < 0 \hei�er" als sol
he mit positiver Temperatur,und die \maximale Temperatur" liegt bei T = 0�.



Seite 5410. Thermodynamis
he Gr�o�ena) Intensive Parameter (Felder): p; T; �Aus (9.6) folgt T = �E�S ���N;V bzw 1T = �S�E ���N;V (10:1)bzw unsere fr�uhere Beziehung � = 1kBT = �
0(E)
(E) �N;V . Die Indizierung kennzei
hnetdie festgehaltenen Gr�o�en. Weiter� = �E�N ���S;V (10:2) oder �T = � �S�N ���E;V ; (10:2a)das 
hemis
he Potential ist also diejenige Energie, die ein Teil
hen mitbringen mu�, umdas Glei
hgewi
ht bei festem S, V ni
ht zu st�oren.Weiter p = ��E�V ���S;N (10:3) oder pT = � �S�V ���E;N : (10:3a)Wir wissen s
hon: p > 0, T > 0 f�ur realistis
he Systeme.Glei
hgewi
htsbedingungen: Die Entropie eines abges
hlossenen Systems ist im Glei
h-gewi
ht maximal.1 2 Bei Aufteilung des Systems in zwei Untersysteme 1 und 2 istS = S(E; V;N) = S1(E1; V1; N1) + S2(E2; V2; N2).S ist station�ar unter Variation von E1, V1, N1 bei festgehaltenen Werten vonE = E1 + E2, V = V1 + V2, N = N1 +N2. Mit ÆE2 = �ÆE1 und (10.1) folgt0 _= ÆSÆE1 = ÆS1ÆE1+ ÆS2ÆE1 = ÆS1ÆE1� ÆS2ÆE2 ,! �S1�E1 ���V1;N1 = �S2�E2 ���V2;N2 ,! T1 = T2 ; (10:4a)also Glei
hheit der Temperatur in beiden Untersystemen. Analog folgt mit (10.2) und(10.2a) dur
h Variation von V1 bzw N1p1 = p2 ; �1 = �2 : (10:4b; 
)Folgerung Im Zustand des thermodynamis
hen Glei
hgewi
hts sind die intensivenGr�o�en T , p und � (allgemein: Felder) glei
h in allen Teilsystemen einesgro�en Systems, insbesondere also in jedem Teilvolumen.



Seite 55b) Thermodynamis
he PotentialeIn der mikrokanonis
hen Gesamtheit ist ein System dur
h die 3 extensiven Gr�o�en E,V , N festgelegt. Es folgt S = S(E; V;N) oder { na
h E aufgel�ost {E = E(S; V;N) (10:5)mit dem Di�erential gem�a� der di�erentiellen Duhem{Gibbs{Relation (8.7)dE = TdS � pdV + �dN : (10:5a)Da si
h das totale Di�erential dE dur
h die Di�erentiale dS, dV , dN ausdr�u
kt, be-zei
hnet man S, V , N als die nat�urli
hen Variablen, von denen die innere EnergieE abh�angt. (10.5a) ist der Energiesatz f�ur (in�nitesimale) quasistatis
he Prozesse unddie Felder T , p, � ergeben si
h als partielle Ableitungen von E. Andererseits haben wirdie integrale Duhem{Gibbs{Relation (8.5)E = TS � pV + �N : (10:6)Die Energie E in der Form (10.5) bezei
hnet man au
h als thermodynamis
hes Poten-tial. Als weitere thermodynamis
he Potentiale bezei
hnet man die Gr�o�en, die manaus (10.6) gewinnt, indem man jeweils einen bzw zwei bzw alle drei der Terme TS,pV , �N auf die linke Seite s
ha�t. Das ergibt a
ht M�ogli
hkeiten; die Transformationenhei�en Legendre{Transformationen. In der Praxis betra
htet man neben E vier weiterethermodynamis
he Potentiale:Freie Energie F := E � TS = F (T; V;N) (10:7)mit dF = dE � TdS � SdT = �SdT � pdV + �dN (10:7a)und �S = �F�T ���V;N ; �p = �F�V ���T;N ; � = �F�N ���T;V :Die nat�urli
hen Variablen sind also T , V und N . Dies sind au
h die Variablen derkanonis
hen Gesamtheit und es giltF = �kBT lnZk ; �k = e�(F�H) : (10:8)Physikalis
he Bedeutung: das Di�erential der freien Energie (dF )T;N = �pdV ist dieArbeit, die ein System bei isothermen, quasistatis
hen Zustands�anderungen mit kon-stanter Teil
henzahl aufnimmt.Enthalpie H := E + pV = H(S; p;N) (10:9)



Seite 56mit dH = TdS + V dp+ �dN (10:9a)und T = �H�S ���p;N ; V = �H�p ���p;N ; � = �H�N ���S;pDie nat�urli
hen Variablen sind also S, p und N .Freie Enthalpie G := E � TS + pV = G(T; p;N) (10:10)mit dG = �SdT + V dp+ �dN (10:10a)und �S = �G�T ���p;N ; V = �G�p ���T;N ; � = �G�N ���T;pDie nat�urli
hen Variablen sind T , p und N . Wegen (10.6) istG(T; p;N) = N�(T; p) (10:11)Gro�kanonis
hes Potential � := E � TS � �N = �(T; V; �) (10:12)mit d� = �SdT � pdV �Nd� (10:12a)und �S = ���T ���V;� ; �p = ���V ���T;� ; �N = ���� ���T;VWegen (10.6) ist: � = �pV (10.13)Die nat�urli
hen Variablen von � sind T , V und � wie in der gro�kanonis
hen Gesamtheitund dur
h Verglei
h folgt� = �kBT lnZg ; �g = e�(��H+�N) : (10:14)Alle Potentiale sind extensiv, deshalb giltE = E(S; V;N) = N � e� SN ; VN �F = F (T; V;N) = N � f�T; VN �G = G(T; p;N) = N � g(T; p) 10:11,! � � g(T; p)H = H(S; p;N) = N � h� SN ; p�� = �(T; V; �) = �V p(T; �)
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hstaben e, f , g, h kennzei
hnen die jeweils auf das Teil
hen bezogenePotentialdi
hte.Abgeleitete Gr�o�enMan interessiert si
h zB daf�ur, wieviel W�arme n�otig ist, um bei einem quasistation�arenProze� die Temperatur zu �andern und de�niert als W�armekapazit�at die extensive Gr�o�eC = (ÆQ)qsdT = T �S�T : (10:15)Beim Di�erenzieren von S kann man p oder V festhalten (N ist �ubli
herweise sowiesofest) und erh�alt CV = T �S�T ���V;N = �E�T ���V;N (10:16)Cp = T �S�T ���p;N = �H�T ���p;N (10:17)Allgemein ist die Kompressibilit�at de�niert als intensive Gr�o�e� = � 1V �V�p :Bei festem N kann man T oder S festhalten und erh�alt die isotherme Kompressibi-lit�at �T = � 1V �V�p ���T;N (10:18)und die adiabatis
he Kompressibilit�at�S = � 1V �V�p ���S;N : (10:19)Ferner wird als intensive Gr�o�e der thermis
he Ausdehnungskoeffizient de�niert� = 1V �V�T ���p;N : (10:20)Die f�unf abgeleiteten Gr�o�en CV , Cp, �T , �S , � sind die gebr�au
hli
hsten, da direktme�bar und experimentell wi
htig.Behauptung: CV;N � 0 (10:21)Beweis: Ausgehend von (5.5) (kanonis
he Gesamtheit) haben wir0 � (�H)2 = ��E�� ���V;N = kBT 2 �E�T ���V;N = kBT 2CV;N :
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hwankung.Behauptung: �T;N � 0 (10:22)Beweis: Ausgehend von (6.6) (gro�kanonis
he Gesamtheit) haben wir zun�a
hst0 � �(�N)2 = �N�� ���T;V :Wegen 0 = �SdT �Nd�+ V dp (8.6) gilt f�ur T = 
onst die Beziehung Nd�T = V dpT .Ferner folgt aus p = p(T; VN ), da� �p�N ���T;V = � VN �p�V ���T;N gilt. Damit0 � ���N ���T;V = VN �p�N ���T;V = �V 2N2 �p�V ���T;N = VN2 1�T;N ,! �T;N � 0 :
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he Potentiale des BoltzmanngasesIn Aufgabe 8.3 haben wir die Entropie des Boltzmanngases in Abh�angigkeit von ih-ren nat�urli
hen Variablen, S = S(E; V;N), bere
hnet; ferner die kanonis
he und diegro�kanonis
he Zustandssumme (Zk und Zg).Bere
hne die zu Zk und Zg geh�orenden thermodynamis
hen Potentiale sowie die freieEnthalpie G in Abh�angigkeit von ihren nat�urli
hen Variablen (ggfs unter Verwendungvon � und � anstelle von T ). Pr�ufe, ob die aus der kanonis
hen Gesamtheit bere
hneteEntropie mit der in 8.3b angegebenen �ubereinstimmt.F (T; V;N) = �kBT lnZk = NkBT ln N�3eV�(T; V; �) = �kBT lnZg = �kBT V�3 e��G(T; p;N) = F + pV mit V aus p = ��F�V ���T;N = NkBTV ,! G = NkBT ln(�3�p)Mit �3 / T� 32 folgt f�ur die Entropie unter Weglassung von KonstantenS = ��F�T ���V;N = � ��T ���V;NNkBT ln N�3eV = NkBh ln VN + 32 ln Ti:Der Zusammenhang zwis
hen Energie und Temperatur ist dur
hE = � ��� ���V;N lnZk = 3N ��� ln� = 32N 1� = 32NkBT ,! ln EN = ln Tgegeben, so da� die Entropie als Funktion der nat�urli
hen Variablen E, V , N der inAufgabe 8.3b bere
hneten glei
ht.10.2 Das Potential der Dru
kgesamtheitEines der a
ht m�ogli
hen thermodynamis
hen Potentiale h�angt nur von den intensivenVariablen ab: K = K(T; p; �). Wie l�a�t si
h K von E = E(S; V;N) ausgehend dur
hLegendre{Transformationen bilden? Warum mu� K als Funktion seiner Variablen iden-tis
h vers
hwinden, K = K(T; p; �) � 0 ?Die drei Variablen von E, also S, V und N , ersetzen wir dur
h eine dreifa
he Legendre{Transformationen dur
h die Felder T , p und � und erhalten (vgl (6.8)) dasPotential der Dru
kgesamtheit K = K(T; p; �) = E � TS + pV � �N 10:6= 0mit �S = �K�T ���p;� ; V = �K�p ���T;� ; �N = �K�� ���p;TDieses Potential ist extensiv, h�angt aber nur von intensiven Variablen ab. Deshalb istes identis
h glei
h Null, in �Ubereinstimmung mit der Duhem{Gibbs{Relation.



Seite 6011. Thermodynamis
he RelationenZwis
hen den vers
hiedenen thermodynamis
hen Gr�o�en und ihren Ableitungen beste-hen viele allgemein g�ultige Relationen. In diesem Kapitel 11 sei N fest, ohne da� diesbesonders hervorgehoben wird. Die Gr�o�en, die wir betra
hten, sind damit Funktionenzweier Ver�anderli
her,f = f(x; y) wobei x; y = zwei der Gr�o�en T; S; p; V; E; : : :a) Integrabilit�atsbedingungenf = f(x; y) ,! df = �f�xdx+ �f�y dy ,! ��y �f�x = ��x �f�yDaraus folgt eine F�ulle von Relationen. Die wi
htigstendF = �SdT � pdV ,! �S�V ���T = �p�T ���V ; (11:1)mit dE = TdS � pdV folgt weiter �E�V ���T = T �S�V ���T � p = T �p�T ���V � p (11:2)und �CV�V ���T = T� ��V �S�T ���V �T = T� ��T �S�V ���T �V = T �2p�T 2 ���V (11:3)dG = �SdT + V dp ,! ��S�p ���T = �V�T ���p � V � (11:4)und �Cp�p ���T = T� ��p �S�T ���p�T = T� ��T �S�p ���T �p = �T �2V�T 2 ���p (11:5)und andere.b) Index{We
hselMan interessiert si
h f�ur Relationen, die si
h ergeben, wenn beim Di�erenzieren einefestgehaltene Gr�o�e gegen eine andere ausgetaus
ht wird, zB �E�T ���p = �E�T ���V + ? Hierzubenutzt man die Ja
obi-Determinante, f�ur f = f(x; y), g = g(x; y) de�niert dur
h�(f; g)�(x; y) := ��� �f�x �f�y�g�x �g�y ��� = �f�x �g�y � �f�y �g�x : (11:6)F�ur f = f(u; v), g = g(u; v); u = u(x; y), v = v(x; y) hat mandie Kettenregel �(f; g)�(x; y) = �(f; g)�(u; v) �(u; v)�(x; y) : (11:7)



Seite 61Speziell ist �(f; y)�(x; y) = �(y; f)�(y; x) = �f�x ���y :Anwendungen: �p�T ���V = �(p; V )�(T; V ) = �(p; V )�(p; T ) �(p; T )�(T; V ) = � �V�T ���p�V�p ���T = ��T (11:8)�p�V ���S = �(p; S)�(V; S) = �(p; S)�(p; T ) �(p; T )�(V; T ) �(V; T )�(V; S) = �S�T ���p�S�T ���V �p�V ���Toder CpCV = �T�S (11:9)CV = T �S�T ���V = T �(S; V )�(T; V ) = T �(S; V )�(T; p) �(T; p)�(T; V )= T �p�V ���T h�S�T ���p �V�p ���T � �S�p ���T �V�T ���pi = Cp + T 1�V �T (V �)2oder Cp � CV = TV �2�T � 0 (11:10)Dur
h Kombination �T � �S = �T�1� CVCp � = TV �2Cp (11:11)Es gelten o�enbar die Unglei
hungenCp � CV � 0 (11:12) und �T � �S � 0 : (11:13)
) Stabilit�atDie Entropie S = S(E; V ) mu� si
h gegen�uber Fluktuationen von E und V in Unter-systemen, dh mit E = E1 + E2 = 
onst, V = V1 + V2 = 
onst ni
ht nur station�ar(extremal) verhalten (siehe 10.4), sondern dar�uber hinaus ein lokales Maximum anneh-men. F�ur beliebige Variationen ÆE1, ÆV1 mu� also gelten12�ÆE1 ��E1 + ÆV1 ��V1�2 S = 12 �2S�E21 (ÆE1)2 + 12 �2S�V 21 (ÆV1)2 + �2S�E1�V1 ÆE1ÆV1 _< 0 :Es folgt (no
hmals) CV � 0 und �T � 0.



Seite 6211.1 Thermodynamis
he RelationenZeige (f�ur feste Teil
henzahl N)(i) �T�V ���E = 1CV �p� T �p�T ���V � ; (ii) �E�p ���T = V �T �p� T �p�T ���V � ;(iii) �(T; S)�(p; V ) = 1 ; (iv) �p�T ���S = �S�V ���p ; (v) �p�T ���S = Cp�V T :Diskutiere Prozesse, bei denen diese Relationen anwendbar sind. Was besagt (iii) geo-metris
h �uber die beiden Darstellungen eines Kreisprozesses im p; V - bzw im T; S -Diagramm?(i) �T�V ���E = �(T;E)�(V;E) = ��(E; T )�(V; T ) �(T; V )�(E; V ) = � 1CV �E�V ���T 11:2= 1CV �p� T �p�T ��V �(ii) �E�p ���T = �(E; T )�(p; T ) = �(E; T )�(V; T ) �(V; T )�(p; T ) = �V �T �E�V ���T 11:2= V �T�p� T �p�T ��V �(iii) dG = �SdT+V dp ,! ��S�p ���T = �V�T ���p = �V ,! �(T; S)�(p; V ) = ��(S; T )�(p; T ) =�(V; p)�(T; p) = 1(iv) �p�T ���S = �(p; S)�(T; S) = �(p; S)�(p; V ) �(p; V )�(T; S) = �(S; p)�(V; p) = �S�V ���p(v) �p�T ���S = �(p; S)�(T; S) = � �(T; p)�(T; S) �(S; p)�(T; p) = �CpT = �S�p ���T (iii)= Cp�V T(i) gibt die Temperatur�anderung beim Gay{Lussa
 Versu
h an, bei dem ein Gas ohneArbeits- oder W�armezufuhr, also bei konstanter innerer Energie, dur
h \Sturz ins Vaku-um" expandiert. Beim Boltzmanngas ist (f�ur festes Volumen) p / T , folgli
h die re
hteSeite glei
h Null, dh die Temperatur bleibt bei der Expansion konstant. Ansonsten sindbeide Vorzei
hen der Temperatur�anderung m�ogli
h.(ii) gibt { �ahnli
h wie (11.2) { die �Anderung der inneren Energie bei isothermer Expansi-on oder Kompression an. Beim Boltzmanngas sind zugef�uhrte W�arme und geleistete Ar-beit glei
h und die innere Energie bleibt konstant.(iii) dr�u
kt die Fl�a
henglei
hheit von Kreisprozessen im p; V und im T; S {Diagrammaus.(iv) und (v) besagen, da� bei isobarer Expansion die Entropie anw�a
hst, sofern � > 0ist. Dies ist bei Gasen immer zu erwarten; bei Fl�ussigkeiten und Festk�orpern gibt esetli
he Ausnahmen (zB H2O).An einer Substanz bei Zimmertemperatur und 1 atm Dru
k habe man folgendes beob-a
htet:(i) bei Erw�armung um 1oC bei konstantem Dru
k nimmt das Volumen um 0.5% zu,w�ahrend(ii) bei Erw�armung um 1oC bei konstantem Volumen der Dru
k um 1% zunimmt.



Seite 63Frage: Wie �andert si
h der Dru
k, wenn die Substanz um 1oC abgek�uhlt und das Volu-men um 1% reduziert wird?L�osung in Worten:K�uhle bei konstantem Dru
k um 2ÆC ab! (i) ,! das Volumen nimmt um 1% ab.Erw�arme bei konstantem Volumen um 1ÆC! (ii) ,! der Dru
k nimmt um 1% zu.Formal:�p�T ���V (ii)= p=1001ÆC ; dp = �p�T ���V dT + �p�V ���T dV (i)= 0 = p=1001ÆC 1ÆC+ �p�V ���T V200,! dp = �p�T ���V dT + �p�V ���T dV = p=1001ÆC (�1ÆC)� �p�V ���T V100 = � �p�V ���T V200 = p100 :11.2 Charakterisierung der klassis
hen idealen GaseWir betra
hten eine Substanz, deren thermodynamis
her Zustand dur
h T , V und Nvollst�andig bes
hrieben sei, und halten N im folgenden fest. Zeige mittels der bekanntenthermodynamis
hen Relationen:a) (i) H�angt das Volumen pro Teil
hen, v := VN , nur von pT ab (und h�angt damit au
hpT nur von v ab), so ist die innere Energie pro Teil
hen, e := EN , eine Funktion vonT allein und umgekehrt.v = v ( pT ) *) p = T � f(v) *) �e�v ���T 11:2= T �p�T ���v � p = 0 (�)(ii) H�angt der Dru
k p nur von vT ab, so ist die Enthalpie pro Teil
hen, h := HN ,eine Funktion von T allein und umgekehrt.p = p ( vT ) *) v = T � f(p) *) �h�p ���T 12:11= v � T �v�T ���p = 0b) Zeige: im Fall (i) h�angt die W�armekapazit�at 
v := CVN (pro Teil
hen) nur von T ab,im Fall (ii) gilt das entspre
hende f�ur 
p.�
v�v ���T = ��v ���T �e�T ���v = ��T ���v �e�v ���T = 0 ; �
p�p ���T = ��p ���T �h�T ���p = ��T ���p �h�p ���T = 0
) Im folgenden soll sowohl (i) als au
h (ii) gelten. Zeige, da� gilt: 
p�
v = pvT = 
onst.Als Funktion von p und v aufgefa�t, ist T na
h (i) / p, na
h (ii) / v, folgli
h T / pv.Alternativ: mit ' := pv = h(T ) � e(T ) = '(T ) folgt aus (�) dur
h Multiplikationmit v Tv �p�T ���v � pv = 0 ,! T d'dT = ' ,! ' = pv / T



Seite 64Ferner:� = 1v �v�T ���p (ii)= 1T ; 1�T 11:8= ��1 �p�T ���v (i)= T pT = p ,! 
p�
v 11:10= Tv�2�T = pvT = 
onst
11.3 Zur Thermodynamik der idealen QuantengaseThermodynamis
h l�a�t si
h ein ideales Quantengas bes
hreiben als ein System, das derRelation pV = gE mit einer Konstanten g gen�ugt. Zeige, da� f�ur ein sol
hes Gas das'Gr�uneisen{Verh�altnis' � = �V�TCV den konstanten Wert g annimmt. (Bei der explizitenBehandlung der idealen Quantengase werden wir sehen, da� � den Wert �d hat, wobeid = 3 die Raumdimension und � der Exponent in der Einteil
hen{Energie{ImpulsBeziehung �(~p) / p� ist. ZB ist f�ur das Photonengas � = 1 und � = 13 .)� = �V�TCV 11:8= V �p�T ��V Æ �E�T ��V = g:
11.4 Kettenmolek�ulEin Molek�ul bestehe aus N � 1 identis
hen Abs
hnit-ten der L�ange a, die in beliebigen Orientierungen anein-ander gekettet ein dreidimensionales Gebilde ergeben. Wirbes
hreiben eine Kon�guration dur
h 2N Polar- und Azi-mutalwinkel (�i; 'i) � ~!i ; i = 1; 2; : : :N bzgl einer fe-sten Ri
htung (zB der x-A
hse, siehe Skizze). Damit istL = aPi 
os �i ein Ma� f�ur die L�ange des Molek�uls.Wir nehmen an, da� die Kettenglieder um ihre Endpunktefrei drehbar sind und da� allen Kon�gurationen die glei
heEnergie E = 0 zukommt. Die kanonis
he Zustandssummeist dann ΣL = a cos iθ

a

θ x

y

Zk = Zk(�; L;N) = ZPi 
os �i=L=aYi d~!i = (2�)N Z 1�1Yi d(
os �i) Æ�Xi 
os �i�L=a�:Die etwas unangenehme Eins
hr�ankung des Integrationsberei
hs f�allt beim �Ubergangzur Dru
kgesamtheit weg:Z = Z(�; �;N) = 1a Z 1�1 dL e��LZk = �2� Z 1�1 d(
os �)e��a 
os ��N :
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k �peingef�uhrt und hat damit die Bedeutung einer Zugspannung: dE = TdS + �dL. Wie Lkann au
h � positive und negative Werte annehmen; es gen�ugt jedo
h, den Fall L; � � 0zu diskutieren.a) Bere
hne Z explizit. Bilde das zugeh�orige thermodynamis
he Potential. Wie lau-tet die thermis
he Zustandsglei
hung L = L(T; �;N)?Z = Z(�; �;N) = �2� Z 1�1 d(
os �)e��a 
os ��N = �4� sinh xx �N = eN'(x):Es ist'(x) = ln �4� sinhxx � � 0 ; '0(x) = 
othx� 1x ; '00(x) = � 1sinh2 x + 1x2 � 0:Die Freie Enthalpie ist G = � 1� lnZ = �NkBT'(x) und es folgt die thermis
heZustandsglei
hung L = ��G�� ���T = Na'0(x) = L(x):b) De�niere und bere
hne die Gr�o�en, die den �ubli
hen Gr�o�en �, Cp, CV , �T , �S ,sowie �S�V ���T und �p�T ���V entspre
hen. Alle Gr�o�en sollen dur
h die dimensionsloseFunktion '(x) := ln(4� sinh x=x) und ihre Ableitungen mit x := ��a, sowie einenaus N , a, kB und � = 1=kBT zusammengesetzten Dimensionsfaktor dargestelltwerden. Was l�a�t si
h �uber die Vorzei
hen sagen? Wie lautet die Duhem{Gibbs{Relation?Der thermis
he AusdehnungskoeÆzient ist negativ� = 1L �L�T ���� = �kB� x'00(x)'0(x) � 0:Die Entropie S = ��G�T ���� = NkB�'(x)� x'0(x)�h�angt - wie au
h L - nur von x = ��a, ni
ht von T und � einzeln ab. Es folgtC� := T �S�T ���� = T �x�T ���� dSdx = NkBx2'00(x) � 0 ; CL := T �S�T ���L = T �x�T ���L dSdx = 0 ;letzteres wegen x = x(L). Die Kompressibilit�aten sind�T = 1L �L�� ���T = a� '00(x)'0(x) � 0 ; sowie �S = 1L �L�� ���S = 0 wegen S = S(x):Die Entropie nimmt mit wa
hsendem jLj ab�S�L ���T = � ���T ���L = � �T = �kBa x ,! �S�L2 ���T = 12L �S�L ���T = � kB2Na2 x'0(x) � 0:
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) Aus der freien Energie F = �TS l�a�t si
h au
h die kanonis
he Zustandssummebilden. Zeige, da� im Grenzfall LNa ! 0 die Wahrs
heinli
hkeitsverteilung f�ur die(Horizontal)Koordinate des Kettenendes gegeben ist dur
hZk = e��F � exp[� 32N L2a2 ℄ / wN (La ):wN (`)d` ist die Wahrs
heinli
hkeit daf�ur, da� ein vom Ursprung ~r = 0 ausge-hender 'random walk' von N S
hritten der L�ange 1 in beliebigen, rein zuf�alligenRi
htungen im X{Intervall zwis
hen ` und ` + d` endet. L�a�t si
h dies einfa
hbegr�unden? Was ist die ans
hauli
he Bedeutung des Limes LNa ! 0 ?Die Taylorentwi
klung von '0(x) um x = 0 beginnt mit '0(x) = x3 +O(x3), des-halb ist mit LNa au
h x klein. Der Limes bes
hreibt o�enbar die stark verkn�aulteKette (errei
hbar zB dur
h � = 0 oder T ! 1). Der Logarithmus der kano-nis
hen Zustandssumme ist lnZk = ��F = N('0 � x') � � 16Nx2 � � 32 L2Na2 ,also Zk � e� 32N L2a2 ;wie behauptet. Zk = RPi 
os �i=L=aQi d~!i ist ein Ma� f�ur die Anzahl von Kon�-gurationen mit Endkoordinate um L und ist damit proportional zu der genanntenWahrs
heinli
hkeit. Das quadratis
he Mittel der Endkoordinate (in X-Ri
htung)ist hL2i = R1�1 dLL2 exp[� 32N (La )2℄R1�1 dL exp[� 32N (La )2℄ = 13Na2:Aus Symmetriegr�unden ergeben si
h dieselben Werte f�ur die Y - und Z-Ri
htung,so da� als mittlere quadratis
he Entfernung vom Ursprung folgt hR2i = Na2.Dies folgt au
h aus einer ganz elementaren Betra
htung des random walk. Na
hN S
hritten der L�ange 1 ist die mittlere quadratis
he Entfernung wegen ~ei � ~ej =
os�ij = 0 f�ur i 6= j(~e1 + ~e2 + : : :+ ~eN )2 = ~e1 2 + ~e2 2 + : : :+ ~eN 2 = N~e 2 = N:F�ur den eindimensionalen random walk ist dieses Ergebnis bereits aus Aufgabe2.3 bekannt.
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hen MediumsWir betra
hten ein System ausN elektris
hen Dipolmomenten (ni
ht Impulsen !)~pi ; i = 1; 2; : : :N , die in einem �au�eren elektris
hen Feld ~E eine EinstellenergieH = � NXi=1 ~pi � ~E = �pE NXi=1 
os#imit p := j~pij haben. Von einer translatoris
hen Bewegung der Dipole sehen wir ab.a) Bere
hne das ZustandsintegralZ = (2�)N Z NYi=1 d(
os#i) e�pEPNi=1 
os#iund das zugeh�orige thermodynamis
he Potential �kBT lnZ. Wel
hes w�are der pas-sende Name f�ur das Potential?Hinweis: Verwende x := �pE und die Funktion '(x) := ln �4� sinhxx � � 0.Z = �2� Z 1�1 d(
os#) ex 
os#�N = �4� sinhxx �N ,! G = �kBT lnZ = �NkBT'(x)Die Variable E ist intensiv und entspri
ht dem Dru
k p, das Potential sollte manalso als freie Enthalpie bezei
hnen.b) Bere
hne die elektris
he Polarisation P := hpPNi=1 
os#ii in Abh�angigkeit von derTemperatur. P = ��(�E) lnZ = Np ddx'(x) = ��G�E ���T :
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he Mas
hinen, (Kreis{) ProzesseF�ur viele te
hnis
he Anwendungen l�a�t man ein System (\Arbeitssubstanz") einen Pro-ze� dur
hlaufen, bei dem Arbeit geleistet werden soll. Nun gilt allgemeinÆA+ pdV � 0 ; (12:1)denn bei Kr�afteglei
hgewi
ht haben wir ÆA = �pdV . Eine Volumenverkleinerung, dV <0, erfordert immer zugef�uhrte Arbeit, so da� ÆA = �pdV > 0. Andererseits kann dV > 0bei einem Proze� sein, ohne da� Arbeit geleistet wird: ÆA = 0 mit pdV > 0, zB beider freien Expansion eines Gases. Bei konstanter Teil
henzahl, dN = 0 ,! ÆNE = 0,ergibt (9.2) und (9.6) mit (12.1)TdS � ÆQ+ (ÆA+ pdV ) � ÆQ : (12:2)Bei Reversibilit�at ist TdS = (ÆQ)rev, also (ÆA)rev = �pdV . Umgekehrt, wenn keinKr�aftglei
hgewi
ht herrs
ht, ist ÆA + pdV > 0 und damit TdS > ÆQ, der Proze� alsoirreversibel.Periodis
h arbeitende Mas
hinen (Motoren, Dampfmas
hinen, W�armepumpen et
) dur
h-laufen Kreisprozesse. Bei konstantem N betra
hten wir sol
he Prozesse im p; V { bzwT; S{Diagramm.
��

��
��
��
��

��
��
��
�� ����

q.s.

(1)

nicht q.s.q.s.

(1)

nicht q.s.

T

S

p

VZu unters
heiden sinda) Quasistatis
he Kreisprozesse, entspre
hen einem ges
hlossenen Weg in der p; Vbzw T; S{Ebene,b) Irreversible Kreisprozesse, Teile des Weges liegen au�erhalb der p; V bzw T; S{Ebene.F�ur die quasistatis
hen Kreisprozesse ist die einges
hlossene Fl�a
he im T; S{DiagrammI TdS = I ÆQ = Q (12:3)
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h der bei einem Umlauf aufgenommenen W�armemenge. Die entspre
hende Fl�a
hemim p; V {Diagramm I pdV = I (�ÆA) = �A :=Wist die vom System geleistete Arbeit (A = �W ist die dem System zugef�uhrte Arbeit).Wegen dE = ÆQ+ ÆA und I dE = 0 ist Q =W ;was formal au
h aus �(p;V )�(T;S) = 1 folgt. Je na
h dem Dur
hlaufsinn der Wegintegralespri
ht man von einem Re
htsproze� mit Q = W > 0 oder einem Linksproze� mitQ = W < 0. In einem Re
htsproze� leistet das System Arbeit an der Umgebung, dhes handelt si
h um eine Arbeitsmas
hine. Beim Linksproze� f�uhrt das System W�armean die Umgebung ab, Beispiele sind W�armepumpen, K�uhlmas
hinen usw.Kreisprozesse enthalten meistens isotherme, adiabatis
he, isobare oder iso
hore Teil-prozesse. Zur De�nition des Wirkungsgrades teilen wir die gesamte vom System auf-genommene W�arme in die positiven und die negativen Anteile auf:Q = I ÆQ = IÆQ>0 ÆQ+ IÆQ<0 ÆQ := Q1 �Q2 mit Q1;2 > 0 :Die gesamte aufgenommene W�arme Q ist also die Di�erenz aus zugef�uhrter W�arme Q1und abgegebener W�arme Q2. Bei der Arbeitsmas
hine, also f�ur den Re
htsproze�, istdiese Gr�o�e positiv, Q1 �Q2 =W > 0 und der Wirkungsgrad ist de�niert dur
h�Arbeit := geleistete Arbeitzugef�uhrte W�arme = WQ1 = 1� Q2Q1 � 0 : (12:4)F�ur die W�armemas
hine, also den Linksproze�, ist Q2�Q1 = A � 0 und wir de�nierendie Heizeffektivit�at als�W�arme := abgegebene W�armeaufgenommene Arbeit = Q2A = �1� Q1Q2��1 � 1 : (12:5)Arbeitsmas
hinen sollten m�ogli
hst einen Wirkungsgrad �A in der N�ahe von 1, W�arme-mas
hinen eine m�ogli
hst gro�e Heize�ektivit�at �W haben. Einfa
he Umwandlung vonEnergie in W�arme beim �ubli
hen Heizen mit Q1 = 0 bedingt �W = 1, ist also une�ektiv.Historis
h besonders wi
htig f�ur die Entwi
klung der Thermodynamik ist der Carnot-Proze�, der aus zwei isothermen und zwei adiabatis
hen Teilprozessen besteht:
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(isotherm)

(adiabatisch)

T

S

p

V
2

1T

T

2 1

2

1

1

2S
S

T

T

SSMit TdS = (ÆQ)q:s: ist die bei der h�oheren Temperatur T1 aufgenommene W�armeQ1 = HÆQ>0 ÆQ = T1(S1 � S2) und die bei der tieferen Temperatur T2 abgegebeneW�arme Q2 = � HÆQ<0 ÆQ = T2(S1 � S2), damit also der Wirkungsgrad�Carnot = 1� Q2Q1 = 1� T2T1 < 1 f�ur T2 > 0 : (12:6)Der Wirkungsgrad w�are ideal (�Carnot = 1), wenn man mit T2 = 0 arbeiten k�onnte.T = 0 ist jedo
h ni
ht errei
hbar (siehe n�a
hstes Kapitel).Wir beweisen den folgenden Satz �uber die \maximale Arbeitsleistung":Der Carnot{Wirkungsgrad �Carnot = 1� T2T1 ist gr�o�er als derWirkungsgrad jedes anderen Kreisprozesses, der zwis
hen derh�o
hsten Temperatur T1 und der niedrigsten Temperatur T2verl�auft.
T

S
2

1

T

T Wie angedeutet, kann der Verglei
hsproze� au
h irreversible(ni
ht quasistatis
he) Anteile enthalten. Das System �andertseine Entropie beim Umlauf dann ni
ht, aber in der Umgebungist (�S)Umg: > 0.Beweis: dS (12:2)� ÆQT ,! 0 = I dS � I ÆQT = ZÆQ>0 ÆQT + ZÆQ<0 ÆQTMit den Abs
h�atzungenZÆQ>0 ÆQT � ZÆQ>0 ÆQT1 = Q1T1 ; ZÆQ<0 jÆQjT � ZÆQ<0 jÆQjT2 = Q2T2folgt Q1T1 � Q2T2 ,! T2T1 � Q2Q1 ;also � = 1� Q2Q1 � 1� T2T1 = �Carnot : (12:7)
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hheitszei
hen gilt dann und nur dann, wenna) TdS = ÆQ, dh der Proze� reversibel bzw quasistatis
h verl�auft,b) W�arme immer nur bei konstanter Temperatur zugef�uhrt bzw abgef�uhrt wird.Zur Erg�anzung und als Beispiele bere
hnen wir no
h zwei Prozesse.Expansion ins Vakuum:
E

V
1 2

1E

V V

q.s.

Dur
h pl�otzli
hes Entfernen einer Trennwand expandiert einGas frei in ein gr�o�eres Volumen: V1 �! V2 > V1. Es wirdkeine Arbeit geleistet oder W�arme ausgetaus
ht, also bleibtdie innere Energie unver�andert: ÆQ = ÆA = 0 ,! dE = 0oder E1 = E2. Der Proze� ist irreversibel bzw ni
ht quasista-tis
h; er wird im E; V {Diagramm dur
h die punktierte Liniedargestellt.Zur Bere
hnung des Entropiezuwa
hses bemerken wir zun�a
hst, da� die �Anderung vonZustandsgr�o�en (wie S) wegunabh�angig ist, also nur von Anfangs{ und Endzustandabh�angt. Wir k�onnen deshalb �S l�angs eines quasistatis
hen Verglei
hsweges vom An-fangszustand (E1; V1) zum Endzustand (E2 = E1; V2) bere
hnen:dS = dET + pT dV ,! �S = S2�S1 = Z 21 dS = Z 21 �S�V ���EdV = Z 21 pT dV > 0 : (12:8)Die Temperatur�anderung ist �T = T2 � T1 = R 21 �T�V ���EdV mit�T�V ���E = �(T;E)�(V;E) = �(T;E)�(V; T ) �(V; T )�(V;E) = � 1CV �E�V ���T = 1CV hp� T �p�T ���V i : (12:9)F�ur die explizite Bere
hnung brau
hen wir die Zustandsglei
hung. ZB gilt f�ur das Boltz-manngas p = NV kBT ,! �S = NkB R 21 dVV = NkB ln V2V1 ; �T = 0 wg p = T �p�T ���V .



Seite 72Joule-Thomson-Proze�:
V1 V2

p1 p2

Ventil

Ein Gas wird �uber ein Drosselventil vom Anfangs-dru
k p1 auf den Enddru
k p2 entspannt. DerProze� wird station�ar betrieben, dh dur
h Ver-s
hieben zweier Kolben wird auf beiden Seitendes Ventils der Dru
k konstant gehalten.Der Proze� verl�auft irreversibel (Reibungsverluste im Ventil). Das Ganze ist thermis
hisoliert. Wegen ÆQ = 0 ist dE = ÆA, also E2 � E1 = R 21 dE = R 21 ÆA = A1 + A2, die�Anderung der inneren Energie also glei
h der dem System zugef�uhrten Arbeit. Diesebesteht aus den Anteilen A1 = R 0V1(�p1dV ) = p1V1 und A2 = R V20 (�p2dV ) = �p2V2.Damit ist E2 + p2V2 = E1 + p1V1 oder H1 = H2 ; (12:10)dh beim Joule{Thomson{Proze� ist die Enthalpie konstant.Die Entropieerh�ohung folgt mit dH = TdS + V dp ,! dS = dHT � VT dp�S = Z 21 dS = Z 21 �S�p ���Hdp = � Z 21 VT dp > 0 da VT > 0 und dp < 0 :Auf dem Weg von 1 �! 2 ist dp < 0, also w�a
hst die Entropie, der Vorgang istirreversibel (vgl Aufgabe 12.4).Die Temperatur�anderung ist T2 � T1 = R 21 dT = R 21 �T�p ���Hdp mit�T�p ���H = �(T;H)�(p;H) = �(T;H)�(p; T ) �(p; T )�(p;H) = ��H�p ���T.�H�T ���p = VCp (�T � 1) ; (12:11)denn: �H�T ���p = T �S�T ���p = Cp, �H�p ���T = T �S�p ���T + V = V � T �V�T ���p = V (1� �T ).Da dp < 0 und CpV > 0 ist, f�uhrt der Joule{Thomson{Proze� zurTemperaturerh�ohung; wenn � < 1T ;zur Temperaturerniedrigung; wenn � > 1T ist:Bei Gasen (und Fl�ussigkeiten) ist f�ur tiefe Temperaturen � > 1T . Daher dient der Joule{Thomson{Proze� (evtl kaskadenf�ormig wiederholt) zur Ver
�ussigung. Beim Boltzmann-gas ist � = 1V �V�T ���p = NkBpV = 1T , also T1 = T2, ebenso E1 = E2, da p1V1 = p2V2.
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hEin K�orper der Temperatur T1 wird in eine k�altere Umgebung der Temperatur T0 (T0 <T1) gebra
ht. Wieviel Arbeit kann dur
h Abk�uhlen des K�orpers auf die Temperatur T0maximal gewonnen werden? Die W�armekapazit�at C des K�orpers soll dabei als konstantangesehen werden.Hinweis: Bekanntli
h besitzt der Carnotprozess den h�o
hsten Wirkungsgrad f�ur die Um-wandlung von W�arme in Arbeit. Die Sa
he wird nur dadur
h etwas kompliziert, da� dieobere Temperatur (die des K�orpers) ni
ht konstant bleibt. Die optimale Umwandlungder verf�ugbaren W�arme in Arbeit wird dur
h eine Folge in�nitesimaler Carnotprozes-se zwis
hen variablen oberen Temperaturen T , T1 > T > T0, und der festen unterenTemperatur T0 errei
ht (praktis
h allerdings ni
ht ganz einfa
h zu realisieren : : :).Entziehen wir dem K�orper bei der Temperatur T eine W�armemenge dQ = CdT undf�uhren sie dur
h einen in�nitesimalen Carnotproze� bei der Temperatur T0 ab, so er-halten wir die ArbeitdA = �dQ = �CdT = (1� T0T )CdT oder au�ntegriertA = C Z T1T0 dT (1� T0T ) = C[(T1 � T0)� T0 ln T1T0 ℄:12.2 Thermodynamis
he Unglei
hungenNenne die wi
htigsten Unglei
hungen aus Thermodynamik und Statistis
her Physik.Worauf beruhen diese Unglei
hungen, wie werden sie hergeleitet? Wel
he Unglei
hungensind in der Praxis oft erf�ullt, aber ni
ht aus allgemeinen Prinzipien herleitbar?T � 0 f�ur unbes
hr�ankte Hamiltonoperatoren, SkB = � Spur % ln % � 0, trivial: V � 0.Ferner: p � 0 wegen pV = �� = kBT lnZgk ; Zgk = 1+e���+: : : � 1:Mit der zugef�uhrten W�arme dQ ist na
h dem Satz von Clausius H dQT � 0.�S � 0; ��F = T�S � �E � p�V =abgegebene Arbeit bei isothermem Proze�,� � �Carnot < 1; �S�V ���E = pT � 0; �S�p ���H = �VT < 0; Cp � CV � 0; �T � �S � 0:Meistens: � > 0; �p�T ���V = ��T > 0; dpdT = �ST�V > 0 an Phasengrenzen:12.3 Expansion eines GasesDiskutiere die Expansion eines Gases von einem Volumen V auf das Volumen V +�Vunter vers
hiedenen Proze�f�uhrungen ((ii) bis (iv) quasistatis
h):(i) \Sturz ins Vakuum", dh die Expansion in das urspr�ungli
h leere Volumen �V erfolgtna
h Herausziehen einer Trennwand ohne Arbeits- oder W�armezufuhr,(ii) isotherm; das Gef�a� mit dem Gas be�ndet si
h in einemW�armebad der Temperatur T(iii) adiabatis
h; das Gef�a� ist thermis
h isoliert(iv) isobar, dur
h Erw�armung des Gases.



Seite 74Was l�a�t si
h jeweils �uber die �Anderung der inneren Energie und der Entropie sagen?Wel
he W�arme wird dem Gas zugef�uhrt, wel
he Arbeit wird vom Gas geleistet? Wel
he�Anderungen von T und p treten ein? Was l�a�t si
h �uberdies sagen, wenn das Gas einerZustandsglei
hung der Form p = T f( VN ) oder aber pV = �E (siehe Aufgabe 11.3)gen�ugt?Zun�a
hst gibt es in den Spezialf�allen folgende Vereinfa
hungen��T 11:8= �p�T ���V = ( pT falls p = T f( VN )�V �E�T ���V = �V CV falls pV = �EBeim Quantengas (also f�ur pV = �E) l�a�t si
h Cp dur
h � und E ausdr�u
ken:Cp = �H�T ���p = ��T ���p(E + pV ) = (1 + 1�) ��T ���p(pV ) = (1 + 1�)�pV = (� + 1)�Eund damit wird �S trivial: �S = CVCp �T = �VCp� = 1�+1 1p .(i) �Q = �A = 0 ,! �E = 0; �S =�E=0 �S�V ���E�V =dE=TdS�pdV pT �V > 0Ferner ist na
h Aufgabe 11.1(i)�TT = 1T �T�V ���E�V = �VCV � pT � �p�T ���V � = � 0 falls p = T f( VN )�VV �( ECV T � 1) falls pV = �EZur Bere
hnung der Dru
k�anderung bilden wir zun�a
hst�S�p ���V = �(S; V )�(T; V ) �(T; V )�(p; V ) 11:8= CV �T�T und �S�V ���p = �(S; p)�(T; p) �(T; p)�(V; p) = Cp�V Tund erhaltenpT �V = �S = Cp�V T �V + CV �T�T �p ,! �pp = �� Cp�pV � 1���VVmit der Gr�uneisen{Konstanten � = �V�TCV (siehe Aufgabe 11.3).Sofern pV = �E gilt, kommt f�ur E = 
onst nat�urli
h �pp = ��VV heraus (mit Cp sieheoben).(ii) �T = 0 ,! �S = �S�V ���T�V =dF=�SdT�pdV �p�T ���V �V = � pT�V falls p = T f( VN )�V CV�V falls pV = �EDie Energie�anderung ist�E = T�S � p�V = �T �p�T ���V � p��V ; = 0; falls p = T f(VN )



Seite 75Die zugef�uhrte W�arme ist �Q = T�S = T �p�T ���V �V , die geleistete Arbeit p�V . DieDru
k�anderung ist �p = �p�V ���T�V = � 1�TV �V .(iii) �Q = T�S = 0 ,! �E = �p�V < 0 ;0 = �S = �S�T ���V �T + �S�V ���T�V = CVT �T + �p�T ���V �V ,! �TT = ���VVDie Dru
k�anderung ist �p = �p�V ���S�V = � 1�S �VV � = �(1 + �)p�VV falls pV = �E �.(iv) �S = �S�V ���p�V (i)= Cp�V T �V ; = (1 + 1�) pT �V falls pV = �EMit �S = �S�T ���V �T + �S�V ���T�V =dF=�SdT�pdV CVT �T + �p�T ���V �Vfolgt �E = T�S � p�V = pV � Cp�pV � 1��VV ; = E�VV falls pV = �ECV �TT = �S � �p�T ���V �V = � Cp�pV � Tp �p�T ���V � pT �V�TT = �VV �( ( Cp�pV � 1) pVCV T falls p = T f( VN )(� + 1) ECV T � � falls pV = �E



Seite 7612.4 Zur Irreversibilit�at des Joule{Thomson{ProzessesDer Joule{Thomson{Proze� kann bei geeigneter Dimensionierung des Drosselventilsbeliebig langsam ablaufen. Wird er damit quasistatis
h?Nein! Ein quasistatis
her Proze� dur
hl�auft nur Glei
hgewi
htszust�ande. Na
h (10.4b)ist das System jedo
h ni
ht im Glei
hgewi
ht, wenn auf beiden Seiten des Drosselventilsunters
hiedli
he Dru
ke p1 6= p2 herrs
hen. Das Drosselventil bewirkt eine k�unstli
heVerl�angerung der normalerweise sehr kurzen Relaxationszeit, w�ahrend derer das Systemden Glei
hgewi
htszustand errei
ht.12.5 Dur
hmis
hung zweier GaseZwei vers
hiedene ideale klassis
he Gase be�nden si
h bei glei
hem Dru
k und glei
herTemperatur getrennt in zwei H�alften eines Kastens vom Volumen 2V . Die Trennwandzwis
hen beiden Teilvolumina wird herausgezogen, und die Gase di�undieren ineinan-der. Um wieviel hat die Entropie bei vollst�andiger Dur
hmis
hung zugenommen?Eine Methode, dieses Problem zu l�osen, besteht dar-in, eine reversible Zustands�anderung zu betra
hten,die zum glei
hen Endzustand f�uhrt wie die Di�usionund die dabei auftretende Entropie�anderung zu be-re
hnen. Diese Zustands�anderung besteht darin, bei-de Gase zun�a
hst getrennt isotherm auf das doppel-te Volumen zu expandieren und dann mit Hilfe vonsemipermeablen W�anden ohne Arbeitsaufwand undreversibel \ineinanderzus
hieben" (siehe Skizze). B permeable ortsfeste Wand

Gas  A Gas  B

A permeabler Stempel

Einrichtung zum reversiblen Mischung/Entmischung zweier
Gase ohne Arbeitsaufwand mittels semipermeabler Membrane.

undurchlässiger
Stempel

dA=0

Semipermeable W�ande, die jeweils eine Teil
hensorte dur
hlassen und alle anderenzur�u
khalten, gibt es f�ur man
he Gase wirkli
h (zB ist gl�uhendes Palladium allein f�urWassersto� dur
hl�assig). Die Annahme der Existenz sol
her W�ande f�ur Gedankenexpe-rimente f�uhrt jedenfalls ni
ht zu Widerspr�u
hen in der Thermodynamik. Wir denkenuns zun�a
hst beide Gase isotherm (unter W�armezufuhr) auf das doppelte Volumenexpandiert. Dabei vergr�o�ert si
h die Entropie jeweils um�S = Z �S�V ���T dV = Z �p�T ���V dV = Z pT dV = Z 2VV NkBV dV = NkB ln 2:Da si
h beim reversiblen Ineinanders
hieben die Entropie ni
ht �andert, ist die gesamteEntropiezunahme NkB � 2 ln 2.Alternativ l�a�t si
h das Problem mit den Ergebnissen der Aufgabe 8.3b l�osen. In je-dem der beiden Teilvolumina V seien N Molek�ule enthalten. Beim Herausziehen derTrennwand wird weder W�arme no
h Arbeit zugef�uhrt, die innerere Energie bleibt so-mit konstant. Na
h Aufgabe 8.3b h�angt die Entropie des Boltzmanngases in der FormS = NkB ln VN vom Volumen ab, ist also im doppelten Volumen um NkB ln 2 gr�o�er.Da beide Gase im Volumen 2V 'ni
hts voneinander merken', addieren si
h beide Entro-pieunters
hiede zu NkB � 2 ln 2.



Seite 7713. Tieftemperaturverhalten: Nernst's
hes Theorem (3. Hauptsatz)Wegen CV = �E�T ���V � 0 ist die innere Energie E eine mo-noton steigende Funktion der Temperatur T (bei konstantemV ). Am absoluten Nullpunkt T = 0 be�ndet si
h das Sy-stem in einem Zustand kleinstm�ogli
her Energie E = E0 =Grundzustandsenergie.
E

T

0E

E(T)Evtl liegt eine Entartung vor, dh es gibt g � 1 Zust�ande zur Energie E0. Es sei P0der Projektor auf diesen Zustandsraum mit P20 = P0, SpurP0 = g. Dann ist derDi
hteoperator mit maximaler Entropie�(T = 0) = 1gP0 := �0 :F�ur die Entropie folgt S(T = 0) = �kB Spur�0 ln�0 = kB ln g (da SpurP0 lnP0 = 0).Im allgemeinen ist g = 1, dh der Grundzustand eindeutig, damit alsoS = 0 f�ur T = 0 bei beliebigem V; N : (13:1)Wenn g > 1 ist, dann ist bei realen Systemen h�o
hsten g = O(N), also S(T = 0) =O(lnN) = subextensiv, und damit die Entropie S als extensive Gr�o�e glei
h Null. Esgilt also das Nernst's
he TheoremDie Entropie jedes realistis
hen Systems vers
hwindet bei T = 0f�ur beliebige V , N .In der axiomatis
hen Thermodynamik wird diese Aussage als Erfahrungssatz (3. Haupt-satz) eingef�uhrt.Folgerungen:1. Vers
hwinden des thermis
hen AusdehnungskoeÆzienten� = 1V �V�T ���p = 0 und �p�T ���V = ��T = 0 bei T = 0 ; (13:2)denn�V�T ���p = ��S�p ���T ; �p�T ���V = �S�V ���T mit S(T = 0; p) � 0 unabh:von p; V; N :2. Vers
hwinden der W�armekapazit�atMit x = p; V gilt Cx = T �S�T ���x = �S� ln T ���x ! 0 f�ur T ! 0



Seite 78�S�T integrabel bei T = 0 ,! Cx(T = 0) = 0 (13:3)�Ubli
h ist Cx / T � mit � > 0 f�ur T ! 0.3. Unerrei
hbarkeit des absoluten NullpunktsW�ahle Zustandsvariable x; dur
h Variation von x (zB Volumen, Dru
k) innerhalbendli
her, fester Grenzen x1 � x � x2 soll T = 0 errei
ht werden.
a)

b)

T

S

2

1

x=x

x=x Im T; S{Diagramm verlaufen diese Prozesse zwis
hen zwei Kur-ven x = x1 = 
onst und x = x2 = 
onst, die wegen des3. Hauptsatzes gemeinsam bei (S = 0; T = 0) einm�unden.Man kann das System in einem ersten Teilproze� a) dur
h adiabatis
he Zustands�ande-rung von x1 na
h x2 abk�uhlen. Vor dem n�a
hsten derartigen S
hritt mu� man wiederauf x1 zur�u
kgehen, was in Abwesenheit eines k�alteren Bades bestenfalls bei konstanterTemperatur T erfolgen kann (Teilproze� b). Um T = 0 zu errei
hen, m�u�te man diesenVorgang unendli
h oft wiederholen, dh T = 0 ist unerrei
hbar. Dies w�are ni
ht der Fall,wenn { im Widerspru
h zum Nernst's
hen Theorem { eine S(T; x = x2){Kurve vomgestri
helten Verlauf existieren w�urde.
13.1 Spezi�s
he W�arme zu einer Modell{Zustandsdi
hteWir betra
hten die Modell{Zustandsdi
hte
(E) = Æ(E)+NÆ(E��)+�(E��) 1�� EN��N mit �(x) = � 0 (x < 0)1 (x > 0) ; Æ(x) = d�dxund einer positiven Konstanten �. Das Spektrum besteht also aus einem einfa
henGrundzustand bei E = 0, einem N -fa
h entarteten angeregten Zustand bei E = �und einem ans
hlie�enden Kontinuum, das f�ur E > N� den dominierenden Term derZustandssumme liefert. Da die Zustandsdi
hte sowohl bei niedriger, als au
h bei hoherEnergie \realistis
h" ist, sollte au
h die W�armekapazit�at ein vern�unftiges Tief- undHo
htemperaturverhalten zeigen.



Seite 79a) Bilde unter Benutzung der \unvollst�andigen Gammafunktion" �(n; x) := R1x dte�ttn�1(vgl mit Aufgabe 3.2) die kanonis
he Zustandssumme Zk in Abh�angigkeit vonx := ��. Zk = Z dEe��E
(E) = 1 +Ne�x + Z 1� dE� e��E� EN��N= 1+Ne�x + 1x(xN)N �(N + 1; x)b) Bere
hne { f�ur endli
hes N { in den Grenzf�allen(i) hoher Temperatur (T !1) ; niedriger Temperatur (T ! 0)die innere Energie E = �� ddx lnZk und die W�armekapazit�at C = dEdT = kB x2 d2dx2 lnZk.Wel
her Teil des Spektrums ist jeweils relevant?Hinweis: Die unvollst�andige Gammafunktion �(n; x) hat f�ur x � 1 die asymptoti-s
he Entwi
klung�(n; x) = xn�1e�xh1 + 1X�=1 (n� 1)(n� 2) : : : (n� �)x� i;w�ahrend f�ur x� 1 gilt�(n; x) = �(n)� xne�x 1X�=0 x�n(n+ 1) : : : (n+ �) :F�ur hohe Temperaturen ist x� 1 undZk = 1 +Ne�x + 1x(xN)N hN !� e�xxN+1N + 1 + : : : i � N !x(xN)N ,!E � � ddx ln xN+1 = (N + 1)kBT ,! C � (N + 1)kB :F�ur tiefe Temperaturen ist x� 1 undZk = 1 +Ne�x + e�xxNN h1 + Nx + : : : i = 1 +Ne�x(1 + 1xNN+1 + : : :) ,!E � �� ddx ln(1 +Ne�x) � N� e�x = N� e� �kBTC � kB x2 d2dx2 lnZk � NkBx2e�x = NkB( �kBT )2e� �kBTBei tiefen Temperaturen wirkt si
h also nur der diskrete Zustand bei E = � aus, beihohen Temperaturen nur das Kontinuum.Mathemati
a liefert na
h den EingabenIn[1℄:= z=1+n*Exp[-x℄+Gamma[n+1,x℄/n̂ n/x̂ (n+1) ;In[2℄:= 
=x̂ 2*D[Log[z℄,fx,2g℄ ;In[3℄:= 
1000 = 
 /. n->1000 ;In[4℄:= Plot[''
1000a'',fx,0,.363g,PlotRange->f995,1005g℄ ;In[5℄:= Plot[''
1000b'',fx,.36,.38g,PlotRange->f0,50000g℄ ;In[6℄:= Plot[''
1000
'',fx,.38,12g℄ ;



Seite 80die W�armekapazit�at CkB f�ur N = 1000 als Funktion von x � �� mit folgendemVerlauf
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0 < x < :363 ; kBT > 2:72� :36 < x < :38 ; kBT � 2:72� :38 < x < 12 ; kBT � 0:134�Die mitMathemati
a erzeugten Plots zeigen, da� die W�armekapazit�at f�ur Tempera-turen oberhalb von kBT � 2:72� praktis
h konstant den Ho
htemperaturgrenzwertC = 1001kB annimmt. An der Stelle kBT � 2:72� weist C ein sehr s
harfes Ma-ximum auf. Bei tieferer Temperatur (kBT � :134�) liegt ein zweites, viel 
a
heresMaximum. F�ur T ! 0 geht C (exponentiell) gegen Null, im Einklang mit dem drit-ten Hauptsatz. Das ausgepr�agte Maximum von C bei x � :37 spiegelt si
h au
h imVerhalten der Entropie wider, hier SkB = lnZk � x ddx lnZk f�ur 0 < x < 12 (links)und in der Umgebung von x � :37 (re
hts):
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13.2 W�armekapazit�aten am absoluten NullpunktMan habe festgestellt, da� die W�armekapazit�aten Cp und CV eines Systems f�ur alleWerte von p, V bei T = 0 einzeln wie Tn vers
hwinden. Begr�unde, da� unter diesenUmst�anden die Di�erenz Cp � CV wie T 2n+1 vers
hwindet.Bei beliebigem Volumen V istS = S(T; V ) = Z T0 �S�T ���V dT = Z T0 dTT CV (T ) / Z T0 Tn�1dT / Tn ;analog ist S(T; p0) / Tn. Damit ist bei T = 0��T = �p�T ���V = �S�V ���T / Tn ; �V = �V�T ���p = ��S�p ���T / Tn,! Cp � CV = T�V ��T / T 2n+1:



Seite 8114. Phasenglei
hgewi
htErfahrungsgem�a� legen die Werte der intensiven thermodynamis
hen Variablen (p undT ) zusammen mit der Teil
henzahl N den thermodynamis
hen Zustand in man
hen Si-tuationen ni
ht eindeutig fest. Beispielsweise k�onnen 1023 H2O{Molek�ule bei T = 373ÆKund p = 1atm sowohl im Zustand \Wasser", als au
h im Zustand \Dampf" existieren,mit vers
hiedenen Werten der Di
hte, der Kompressibilit�at usw.Allgemein kann ein und dieselbe Substanz bei geeigneten Werten der intensiven Va-riablen in zwei (oder mehr) vers
hiedenen Phasen vorliegen. Die wi
htigsten Phasensind fest ; 
�ussig ; gasf�ormigmit weiteren Unterteilungen der festen und 
�ussigen Phase:vers
hiedene Kristallstrukturen ; ferromagnetis
h � paramagnetis
hsupraleitend � normalleitend ; supra
uid � normal
�ussig et
Es gibt zwei Fragenkreise1. Wie werden vers
hiedene Phasen im Formalismus der ph�anomenologis
hen Ther-modynamik bes
hrieben? Was folgt aus den Haupts�atzen? Wel
hes sind die Be-dingungen f�ur r�aumli
he Koexistenz und f�ur �Uberg�ange zwis
hen den Phasen?2. Kann die Existenz vers
hiedener Phasen aus der mikroskopis
hen Theorie (dh ausdem Hamiltonoperator und den Di
hteoperatoren der vers
hiedenen Gesamthei-ten) begr�undet werden?Antwort zur zweiten Frage: grunds�atzli
h ja, jedo
h sehr s
hwierig, Gegenstand aktuellerFors
hung. Hier soll nur der erste Fragenkreis behandelt werden.Im einfa
hsten Fall hat man ein einkomponentiges System (eine Substanz), die in zweiPhasen auftritt. Beide k�onnen im thermis
hen Glei
hgewi
ht nebeneinander koexistie-ren, zB ein Eisberg im Wasser.Dampf Fl�ussigkeit Betra
hte ein inhomogenes System, bestehend auszwei homogenen Untersystemen, den einzelnen Pha-sen.Im Glei
hgewi
htszustand ist die EntropieS = S1(E1; V1; N1) + S2(E2; V2; N2)



Seite 82mit E1 + E2 = E = 
onst ; V1 + V2 = V = 
onst ; N1 + N2 = N = 
onst : Aus derExtremalit�at von S folgt wie in (10.4a-
) T1 = T2 = T , p1 = p2 = p und�1(p; T ) = �2(p; T ) : (14:1)Was unters
heidet beide Phasen? Die beiden 
hemis
hen Potentiale �1(p; T ) und �2(p; T )h�angen in vers
hiedener Weise von den intensiven Variablen p und T ab!Die Skizze zeigt das 
hemis
he Potential bei festemDru
k p f�ur beide Phasen. Bei T = T (p) erfolgt der�Ubergang zwis
hen beiden Phasen; die gestri
heltenTeile der Kurven �1;2(T ) sind unphysikalis
h. (   )T

(   )T

µ

T
2µ

µ1

Mit vers
hiedenen Funktionen �1(p; T ) und �2(p; T ) ist die Glei
hgewi
htsbedingung(14.1) im allgemeinen nur l�angs einer Liniep = p(T ) (14:2)erf�ullt und man unters
heidet speziell f�ur das Glei
hgewi
ht
�ussig � gasf�ormig : Dampfdru
kkurve;
�ussig � fest : S
hmelzkurve;fest � gasf�ormig : Sublimationskurve:F�ur das Glei
hgewi
ht aller drei Phasen gilt die Koexistenzbedingung�1(p; T ) = �2(p; T ) = �3(p; T ) ; (14:3)die nur an einem Punkt der p; T -Ebene, dem Tripelpunkt, erf�ullt ist. F�ur vier undmehr Phasen einer Substanz gibt es kein Glei
hgewi
ht, �1 = �2 = �3 = �4 ist (in derRegel) ni
ht erf�ullbar.Die Koexistenzlinien der Phasen stellt man im Phasen- bzw Zustandsdiagramm dar.
flüssigfest

Gas

Tripelpunkt kritischer
Punkt

-Phaseβ

α-Phase
z.B.

Gas

0.0075  C

217.5 atm

4.6 mmHg

374.2  C

fest flüssig

o o

< 0
p

T

p

T

dp
dT

Phasendiagramm einer typischen Phasendiagramm von WasserSubstanz



Seite 83Auf der Kurve p = p(T ) koexistieren 2 Phasen, im Tripelpunkt 3 Phasen. Im kritis
henPunkt haben si
h Gas und Fl�ussigkeit in allen Eigens
haften (zB Di
hte, Entropie et
)angegli
hen, bei h�oheren Temperaturen oder Dru
ken lassen si
h Gas und Fl�ussigkeitni
ht mehr unters
heiden.Latente W�arme: Bei der reversiblen Umwandlung einer Phase in eine andere mu� manim allgemeinen eine W�armemenge Q zuf�uhren bzw abf�uhren (Sublimationsw�arme,S
hmelzw�arme, Verdampfungsw�arme). Sie betr�agtQ = Z 21 (ÆQ)qs = Z 21 TdS = T (S1 � S2) ;mit S1 = Ns1(p; T ) ; S2 = Ns2(p; T ) istq = QN = T (s1 � s2) die latente W�arme pro Teil
hen: (2)

(1)

p

T

p=p(T)

Es gilt allgemein (8.6) 0 = �SdT +V dp�Nd� jeweils f�ur S = S1;2, V = V1;2, � = �1;2,folgli
h ��1;2�T ���p = �S1;2N = �s1;2 ; ��1;2�p ���T = V1;2N = v1;2mit den spezi�s
hen Volumina v1;2 = V1;2N der beiden Phasen. Im Glei
hgewi
ht istp = p(T ) und �1(T; p(T )) = �2(T; p(T )), also folgtd�1dT = d�2dT ,! ��1�T ���p + ��1�p ���T dpdT = ��2�T ���p + ��2�p ���T dpdTund damit die Clausius-Clapeyron-Relationdp(T )dT = ��1�T ���p � ��2�T ���p��1�p ���T � ��2�p ���T = s2 � s1v2 � v1 = q(T )(v2 � v1)T : (14:4)Der Anstieg der p(T ){Kurve bestimmt si
h also aus der latenten W�arme, der Tempe-ratur und der Di�erenz der spezi�s
hen Volumina.Es gilt: Verdampfungsw�arme � 0, Sublimationsw�arme � 0 und S
hmelzw�arme � 0(wi
htige Ausnahme: He4)v2 � v1 ,! positiver Anstieg von p(T )v2 � v1 ,! negativer Anstieg von p(T ) :



Seite 84Die Gasphase hat immer ein gr�o�eres spezi�s
hes Volumen als die 
�ussige oder festePhase, dh beim Verdampfen und Sublimieren ist v2 � v1. Beim S
hmelzen ist im allge-meinen v2 � v1, au�er beim Wasser (und wenigen anderen Substanzen). Daher verl�auftdie S
hmelzkurve von Wasser im p; T{Diagramm monoton fallend (siehe Skizze auf Seite93).F�ur den �Ubergang der 
�ussigen (oder festen) Phase (1) in die gasf�ormige Phase (2) giltim allgemeinen v2 � v1. Betra
htet man �uberdies den Dampf als ideales Gas mit derZustandsglei
hung pv = kBT , so folgt aus (14.4) die Beziehung dpdT � qTv2 � qpkBT 2 . Setztman hier n�aherungsweise die �Ubergangsw�arme q als temperaturunabh�angig an, so folgtp(T ) = p0e� qkBTals L�osung der Clausius{Clapeyron{Glei
hung.
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hgewi
ht im �au�eren FeldZur Bes
hreibung eines Gases im S
hwerefeld f�ugen wir dem 
hemis
hen Potential einortsabh�angiges Einteil
henpotential u(x) hinzu, so da� gilt:dE = TdS � pdV + (�+ u)dN :Die Glei
hgewi
htsbedingung f�ur bena
hbarte H�ohens
hi
hten, �+ u(x) = 
onst: f�uhrtzu einer Abh�angigkeit des 
hemis
hen Potentials � von der H�ohe x. Leite aus der Formelf�ur die Fugazit�at z = e�� = n�3 des Boltzmanngases die barometris
he H�ohenformelf�ur die isotherme Atmosph�are her.Aus der Extremalit�at der Entropie leitet man wie �ubli
h �+u = 
onst: f�ur bena
hbarteTeilsysteme her. In der isothermen Atmosph�are ist also au
h e�(�+u(x)) konstant. Diepotentielle Energie eines Teil
hens in der H�ohe x ist u(x) = mgx. Damit iste�(�+u(x)) = ze�mgx = n � �3e�mgx = e�(�+u(0)) = z0 = n0 � �3 ,! n = n0e��mgx:
14.2 Dampfdru
kkurvea) Am Tripelpunkt ist die Steigung der Dampfdru
kkurve der festen Phase gr�o�er alsdie der 
�ussigen Phase. Gib eine thermodynamis
he Begr�undung daf�ur.Bezei
hnen wir mit den Indizes g die Gasphase, l die Fl�ussigkeit und s die festeSubstanz, so sinddpdT ���s�g = Sg � SsVg � Vs und dpdT ���l�g = Sg � SlVg � Vldie Steigungen der Dampfdru
kkurve zwis
hen fester Phase und Gasphase, bzw zwi-s
hen 
�ussiger Phase und Gasphase.Meistens ist Vg � Vl ; Vs und Sg > Sl > Ss, damit alsodpdT ���s�g � Sg � SsVg > dpdT ���l�g � Sg � SlVg :b) Die Gr�o�en Cp, �T und � divergieren auf der Dampfdru
kkurve. Weshalb?Auf der Dampfdru
kkurve ist p = p(T ), dh in Cp = T �S�T ���p ist mit p au
h T konstant.Die W�armemenge T�S wird bei �T = 0 ni
ht zur Temperaturerh�ohung, sondernzur Phasenumwandlung \verbrau
ht" (jedo
h gibt es Cp f�ur die einzelnen Phasen,siehe 
). Entspre
hend gibt es eine Volumen�anderung bei konstanter Temperaturbzw Dru
k, also � = 1V �V�T ���p =1 bzw �T = � 1V �V�p ���T =1.
) Zeige, da� f�ur die Temperaturabh�angigkeit der Verdampfungsw�arme QL l�angs derDampfdru
kkurve p(T ) gilt:dQLdT � ( ��T ���p + dpdT ��p ���T ) QL = �Cp + QLT �QL�(�V )�V ;



Seite 86wobei �(: : :) den Sprung der betre�enden Gr�o�e an der Dampfdru
kkurve bezei
h-net.Wie vereinfa
ht si
h dQLdT , wenn die Gasphase dur
h ein Boltzmanngas approximiertwerden kann und das spezi�s
he Volumen der Fl�ussigkeit gegen�uber dem des Gasesverna
hl�assigt werden kann?Mit QL = T�S istdQLdT = �S + T ddT �S = �S + T � ��T ���p + dpdT ��p ���T ��S= �S +�Cp + T dpdT ��p ���T�S = QLT +�Cp + QL�V ��p ���T�S:Wegen �S�p ���T = ��V�T ���p = ��V l�a�t si
h der letzte Summand s
hreiben als�QL�(�V )�V .Verna
hl�assigt man das Volumen der 
�ussigen Phase gegen�uber dem der Gasphaseund setzt f�ur letztere � = 1T , so wird daraus �QLT , alsodQLdT � �Cp:



Seite 8715. Mehrkomponentige SystemeWir verallgemeinern unsere bisherigen Betra
htungen auf den Fall mehrerer Teil
hen-sorten: physikalis
h homogene Gemis
he, wie zB Luft = O2, N2; : : : ! Man habe i =1; 2; : : : k Sorten, ni
ht ineinander umwandelbar. Jeder Teil
henzahloperatorNi mit N = kXi=1Ni ist Erhaltungsgr�o�e:Jede Komponente hat dann ein eigenes 
hemis
hes Potential �i. Im Di
hteoperatorhaben wir zu ersetzen �N �! kXi=1 �iNi (15:1)bzw �N �!Pki=1 �iNi mit N = hNi, Ni = hNii.a) Thermodynamis
he Bes
hreibung: Die Potentiale sind jetzt Funktionen derNi bzw �i Energiesatz(q:s:) : dE = TdS � pdV +Xi �idNi (15:2)Duhem�Gibbs : 0 = �SdT + V dp�Xi Nid�iE = TS � pV +Xi �iNi (15:3)Freie Enthalpie : G = G(p; T;Ni) �! G(p; T;Ni) mit �i = �G�Ni ���p;T;Nj(6=Ni) (15:4)Wir de�nieren die Konzentrationen als 
i := NiN . Wegen PiNi = N sind die 
i k � 1unabh�angige Variable mit Pi 
i = 1 und die freie Enthalpie hat die FormG = Ng(p; T; 
i) ;die Variablen von g sind also p, T und die k�1 Konzentrationen 
i. Da G = E�TS+pV ,folgt aus (15.3) G(p; T;Ni) =Xi �iNi =Xi �G�Ni ���Ni (15:5)mit �i = �G�Ni ��� . Fr�uher (dh f�ur das einkomponentige System) galt �(p; T ) � g(p; T ).Dies gilt jetzt ni
ht mehr, sondern (15.5).Das gro�kanonis
he Potential ist� = �(T; V; �i) = E � TS �Xi �iNi = �pV



Seite 88mit �� = � lnZg, Zg = Spur e��(H�Pi �iNi).b) Phasenglei
hgewi
ht: Betra
hte wieder zwei Untersysteme mitS(E; V;Ni) = S(E1; V1; Ni1) + S(E2; V2; Ni2) :Nat�urli
h gilt T1 = T2 = T , p1 = p2 = p. Wegen der Konstanz von Ni f�ur jedeKomponente gilt jetzt au
h �S�Ni1 ��� = �S�Ni2 ��� ,! �i1 = �i2 : (15:6)Jedes 
hemis
he Potential ist glei
h in allen Teilberei
hen. Aber: �i 6= �j f�ur i 6= j, daunabh�angig voneinander.Betra
hte jetzt k Substanzen und r Phasen. Im allgemeinen sind in jeder Phase 1; 2; : : : ; ralle k Substanzen vorhanden.Phasenglei
hgewi
ht bedingt: T konstant, p konstant undSorte 1 : �(1)1 = �(2)1 = : : : = �(r)1Sorte 2 : �(1)2 = �(2)2 = : : : = �(r)2...Sorte k : �(1)k = �(2)k = : : : = �(r)k : (15:7)
Jedes �: �(s)i = �(s)i (p; T; 
(s)i ) ; s = 1; 2; : : : r.Wir haben k(r � 1) Bedingungsglei
hungen (15.7) f�ur 2 + r(k � 1) Variable.Variable: T , p, f�ur jede Phase s = 1; 2; : : : r k � 1 Konzentrationen 
(s)i , da Pi 
(s)i = 1.L�osbarkeit: k(r � 1) � 2 + r(k � 1) oder0 � 2 + k � r � f = Freiheitsgrade : (15:8)Dies ist die Gibbs's
he Phasenregel. f ist die Variablenzahl, die man vorgeben kann.Speziell:1 Komponente k = 1 : f = 3� r ,! 1 Phase r = 1; f = 2; zB p; T2 Phasen r = 2; f = 1 ; zB p = p(T )3 Phasen r = 3; f = 0 ;Tripelpunkt:2 Komponenten k = 2 : f = 4� r zB O2 � N2 Gemis
hr = 1; 2; 3; 4 koestistierende Phasen m�ogli
h:
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) Anwendung auf verd�unnte L�osungenEin Sto� sei in geringer Menge in zwei Phasen eines L�osungsmittels vorhanden: verd�unn-te L�osung (zB Salz in Wasser bzw Eis).Reine Substanz: � = �(p; T ), L�osung: �(p; T; 
), es sei 
� 1! Sp�ater zeigen wir�(p; T; 
) = �(p; T )� kBT
 ; 
! 0 : (15:9)Es seien 1,2 zwei Phasen, die miteinander koexistieren..Rein : �1(p; T ) = �2(p; T ) ; p = p(T )L�osung : �1(p+�p; T +�T; 
1) = �2(p+�p; T +�T; 
2)F�ur 
1;2 � 1 unters
heiden si
h p und T um kleine Gr�o�en �p, �T !Wegen 0 = �SdT + V dp�Nd� ist ���T ���p = � SN = �s, ���p ���T = VN = v.Entwi
klung na
h �p, �T , 
1;2 liefert(v1 � v2)�p� (s1 � s2)�T = kBT�
 ; �
 = 
1 � 
2 :Folgerung: Vers
hiebung der �Ubergangstemperatur bei �p = 0�T�
 = � kBTs1 � s2 = �kBT 2q mit q = T (s1 � s2) = latente W�arme (15:10)S
hmelzen: 1=Fl�ussigkeit, 2=Festzustand. Es ist q � 0, 
1 � 
, 
2 = 0, wenn Sto� imfesten Zustand ni
ht l�osbar (zB ist Salz in Wasser l�osli
h, aber ni
ht in Eis). Es folgt�T = �
kBT 2q � 0 GefrierpunktserniedrigungDeshalb streut man im Winter Salz.Verdampfen: 1=Gas, 2=Fl�ussigkeit, q > 0, 
2 � 
, 
1 = 0, wenn Sto� ni
ht 
�u
htig,,! �T = 
kBT 2q � 0 Siedepunktserh�ohungMit �T = 0 : gilt �p�
 = kBTv1 � v2 (15:11)Verdampfen: 1=Gas, 2=Fl�ussigkeit, 
2 � 
, 
1 = 0, wenn Sto� ni
ht 
�u
htig, ,!�p = � 
kBTv1 � v2 � 0 Dampfdru
kerniedrigungSpeziell: Idealgasverhalten und v1 � v2 ,! kBTv1�v2 � kBTv1 � p ,!�pp = �
 Raoult0s
hes Gesetz (15:12)
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Seite 91III. Glei
hgewi
htseigens
haften makroskopis
her SystemeAufgabe der Statistis
hen Physik ist die Bere
hnung der Zustandssumme f�ur konkretemakroskopis
he Systeme. Aus der Zustandssumme folgen dann alle thermodynamis
henEigens
haften. Die mikroskopis
he Dynamik wird bes
hrieben dur
h den Hamiltonope-rator, f�ur ein einkomponentiges System we
hselwirkender Teil
hen etwaH = 3NXn=1 p2n2m +V(x1; : : : ;x3N ) ;woraus die kanonis
he bzw gro�kanonis
he ZustandssummeZk;N = SpurNe��HN ; Zg = Spur e��(H��N) = 1XN=0Zk;Ne��Nzu bere
hnen w�are. Obwohl H oft explizit angegeben werden kann, bereitet es gro�e ma-thematis
he S
hwierigkeiten, die Spurbildung �uber die N{Teil
henzust�ande (kanonis
h)bzw �uber Zust�ande mit allen Teil
henzahlen (gro�kanonis
h) bei vielen Freiheitsgradenexakt auszuf�uhren. Im allgemeinen gibt es zwei M�ogli
hkeiten:1. Studium von vereinfa
hten Modellen2. N�aherungsverfahren, die in Grenzf�allen anwendbar sind.Beispiele:klassis
he N�aherung, �h! 0, anwendbar bei T !1Virialentwi
klung, Di
hte n = NV ! 0, anwendbar bei verd�unnten GasenHo
htemperatur{N�aherung, 1T ! 0, anwendbar auf Spinsysteme bei T !1Quasiteil
hen{N�aherung, T ! 0, anwendbar in der TieftemperaturphysikWe
hselwirkung klein �! Ideale GaseWir diskutieren zuerst die klassis
he N�aherung, dann die idealen Gase.16. Die klassis
he N�aherungIm Prinzip sollte jedes reale System quantenme
hanis
h bes
hrieben werden. H�au�gjedo
h spielen Quantene�ekte keine Rolle, so da� die Dynamik der klassis
hen Me
hanikausrei
hend ist. Der formale �Ubergang erfolgt dur
h �h! 0.Quantenme
hanik eines Teil
hens: Observable A = A(p;x) mit [p;x℄ = �hi .



Seite 92Zust�ande: xjxi = xjxi ; Z dxjxihxj = 1 ; hx0jxi = Æ(x� x0)pjpi = pjpi ; Z dp2��h jpihpj = 1 ; hp0j pi = 2��hÆ(p� p0) (16:1)mit hxj pi = e i�hpx :Jedem in diesem Zustandsraum wirkenden Operator A = A(p;x) ordnen wir na
hE.Wigner eine Funktion A(p; x) zu gem�a�A �! A(p; x) := hpjAjxihxj pi : (16:2)Speziell gilt f�ur Operatoren der Form B = f1(p) � f2(x)B(p; x) = hpj f1(p) � f2(x)jxihxj pi = f1(p) � f2(x)jhxj pij2 = f1(p) � f2(x)und daher H = p22m +V(x) �! H = p22m + V (x) ;also Hamiltonoperator �! Hamiltonfunktion:Dur
h explizites Na
hre
hnen zeigt man, da� dem Kommutator zweier OperatorenA = A(p;x), B = B(p;x) eine Funktion zugeordnet ist, die in f�uhrender Ordnung in�h dur
h die Poisson{Klammer fA;Bg = �A�p �B�x � �A�x �B�p gegeben ist[A;B℄ �! hpj [A;B℄jxihxj pi = �hi �(A;B)�(p; x) + O(�h2) � �hi nA;Bo+ O(�h2) : (16:3)Im klassis
hen Limes �h ! 0 k�onnen wir also die Kommutatoren weglassen, dh dieNi
htvertaus
hbarkeit ignorieren. Damit gilt f�ur obiges H au
h die Zuordnunge��H = e��( p22m+V(x)) = e�� p22m e��V(x) � �24mfp2;V(x)g+ : : : �! e��H(p;x) + O(�h) :Im klassis
hen Grenzfall ist die kanonis
he Zustandssumme f�ur ein Teil
henZ = Spur e��H = Z dpdx2��h hpj e��Hjxihxj pi = Z dpdx2��h e��H(p;x)[1 + O(�h)℄ :Dem kanonis
hen Di
hteoperator ist damit die klassis
he Verteilungsfunktion zu-geordnet �(p; x) = 12��h hpj�jxihxj pi = 12��h 1Zkl e��H(p;x) (16:4)



Seite 93mit Zkl = Z dpdx2��h e��H(p;x) (16:5)so da� Z dpdx�(p; x) = 1 :Im klassis
hen Grenzfall verbleibt also in der Zustandssumme ein Faktor 1h , im wesent-li
hen von der Normierung herr�uhrend. Bei der Bere
hnung von Mittelwerten k�urzt si
hdieser Faktor jedo
h weghAi = Spur�A = 1Zkl Z dpdx2��h A(p; x)e��H(p;x) = R dpdxA(p; x)e��H(p;x)R dpdxe��H(p;x)= Z dpdxA(p; x)�(p; x) = hAiklassis
hDie bisherigen Unters
hiede zwis
hen klassis
her Me
hanik und Quantenme
hanik stam-men her von der Ni
htvertaus
hbarkeit der Operatoren. Eine zweite Quelle von Quan-tenkorrekturen sind Symmetriekorrelationen bei identis
hen Teil
hen.F�ur N we
hsel-wirkende Teil
hen setzen wir x = (x1; : : : x3N ), p = (p1; : : : p3N ) und Zust�ande jpi =jpi1jpi2 : : : jpi3N , jxi = jxi1jxi2 : : : jxi3N .Physikalis
he Zust�ande: Nur sol
he Zust�ande sind verwirkli
ht, die bei Teil
henvertau-s
hung entweder total symmetris
h (Bosestatistik) oder total antisymmetris
h (Fermi-statistik) sind: jpiS = 1pN XP (�1)PPjpi (16:6)P ist eine Permutation der Teil
hen 1; 2; : : : ; N ; zB 2; 1; 3; : : : ; N . De�nitionsgem�a� ist1P := 1 f�ur alle Permutationen, und(�1)P := � 1 f�ur gerade�1 f�ur ungeradePermutationen (Fermistatistik). Die Summe in (16.6) l�auft �uber alle N ! m�ogli
hen Per-mutationen.F�ur zwei Bose{ (Fermi{) Teil
hen in einer Dimension ist zBjpiS = jp1p2iS = 1p2hjp1i1jp2i2 � jp2i1jp1i2i :Die Normierung der physikalis
hen Zust�ande ist gerade so, da� f�ur einen Operator Agilt: SpurA = 1N ! Z d3Np(2��h)3N ShpjAj piS :
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hieben wir ni
htsymmetris
he jxi ein mit 1 = R d3Nxjxihxj, so erhalten wir (�h! 0)SpurA = 1N ! Z d3Npd3Nx(2��h)3N ShpjAjxihxj piS ) 1N ! Z d3Npd3Nx(2��h)3N A(p; x) (16:7)wenn A(p) symmetris
h in den p1; : : : p3N ist. Denn es giltlim�h!0 jhxj piSj2 = 1in dem Integral in (16.7). Die klassis
he kanonis
he ZustandssummeZk = 1N ! Z d3Npd3Nx(2��h)3N e��H(p;x) mitH(p; x) = 3NXi=1 p2i2m + V (x1; : : : ; x3N) (16:8)enth�alt zwei �Uberbleibsel der Quantenme
hanik: dpdx2��h f�ur jeden Freiheitsgrad und einenFaktor 1N ! . Beide r�uhren her vom ri
htigen Abz�ahlen. Dem Volumenelement 2��h � him Phasenraum entspri
ht ein Zustand, der Faktor 1N ! sorgt daf�ur, da� Zust�ande, diedur
h Teil
henvertaus
hung auseinander hervorgehen, nur einmal gez�ahlt werden.Impulsintegration: R1�1 dpe� p2� = p��. Damit reduziert si
h die klassis
he kanonis
heZustandssumme aufZkl(T; V;N) = 1N !�3N Z dx1 : : : dx3Ne��V (x1:::x3N ) (16:9)mit der potentiellen Energie V (x1 : : : x3N ) f�ur N Teil
hen und der thermis
hen de-Broglie Wellenl�ange � := 2��hp2�mkBT : (16:10)Kriterium f�ur die klassis
he N�aherung (�h! 0):�� jede andere L�ange des Systems,zB mittlerer Teil
henabstand, Rei
hweite des Potentials et
O�ensi
htli
h ist dies f�ur gen�ugend hohe Temperatur immer erf�ullt. Die klassis
he Be-s
hreibung (16.9) reduziert si
h auf die Bere
hnung des Kon�gurationsintegrals R d3Nxe��V (~x);im allgemeinen s
hwierig!Die gro�kanonis
he Zustandssumme istZg;kl = 1XN=0 zNZk;kl(T; V;N) = e�pV � e��� mit z := e�� Fugazit�at : (16:11)
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hverteilungssatz: Sei y eine der Orts{ oder Impulsvariablen. Wegen� 1� ��y e��H =�H�y e��H folgt hy �H�y i = R dpdx y �H�y e��HR dpdx e��H = � 1� R dpdx y ��y e��HR dpdx e��H = 1�dur
h partielle Integration mit vers
hwindenden Randbeitr�agen.Speziell: y = pi ,! h p2i2mi = 12 hpi �H�pi i = 12kBTy = xi ,! hxi �H�xi i = kBT (16:12)Also: auf jeden Impulsfreiheitsgrad entf�allt die mittlere kinetis
he Energie 12kBT , ebensoauf jeden Ortsfreiheitsgrad, der quadratis
h in H eingeht.Virialsatz: Mit _pi = � �H�xi ��� ist�12D 3NXi=1 _pixiE = 12D 3NXi=1 xi �H�xiE = 3N2 kBT = 3NXi=1h p2i2mi = hHkini (16:13)Anwendungsbeispiel: f�ur Oszillatoren ist P3Ni=1 xi �H�xi = 2V , also hV i = hHikin.Zusammenbru
h der klassis
hen N�aherung bei tiefen Temperaturen:E = E(N; V; T ) = hHkin+V i = 3N2 kBT+hV i ,! CV = �E�T ���N;V = 3N2 kB+(�V )2kBT 2 � 3N2 kB ;dh das Nernst{Theorem ist ni
ht erf�ullt. Es ist aber klar, da� die klassis
he N�aherungzusammenbre
hen mu�, da � mit T ! 0 wegen (16.10) beliebig anw�a
hst, zB gr�o�erwird als der mittlere Teil
henabstand ` = 3q VN . Nehmen wir � � ` als Kriterium, sofolgt f�ur die Temperatur TT [ÆK℄� 2��h2mkB`2 � 5 � 105mem 1`[�A℄2 � T0 (16:14)mit der Elektronenmasse me und ` in �A.F�ur Elektronen im Festk�orper ist ` � 1�A ,! T0;Elektron = 5 � 105 ÆK, die klassis
heN�aherung also immer verboten.F�ur ein Gas aus Atomen mit m = A � mProton und ` � 10�A ,! T0 � 3AÆK, dh esgibt einen gro�en Berei
h realistis
her Temperaturen, in dem die klassis
he N�aherungausrei
ht.



Seite 9616.1 Orts{ und ImpulsbasisBegr�unde die Formeln (16.1).Mit Hilfe der fundamentalen Vertaus
hungsrelation [p;x℄ = �hi beweist man � f�ur den\Translations{Operator" Tx := e� i�hpx die Relation fx;Txg = xTx. Damit erzeugtTx aus einem Eigenzustand jxi des Ortsoperators zum Eigenwert x einen sol
hen zumEigenwert x+ x, also Txjxi = jx+ xi, denn xTxjxi = (Txx+ xTx)jxi = (x+ x)Txjxi.Da der Parameter x beliebig ist, mu� das Spektrum von x kontinuierli
h von �1bis 1 rei
hen. Deshalb kommt f�ur die Zust�ande nur die Delta{Funktions Normierunginfrage: hx0jxi = Æ(x � x0) mit einem willk�urli
h glei
h Eins gesetztem Vorfaktor. DieVollst�andigkeitsrelation R dxjxihxj = 1 enth�alt dann keinen weiteren Faktor mehr, dennes mu� gelten Æ(x� x0) = hx0j1jxi = R dx00hx0jx00ihx00jxi = R dx00Æ(x0 � x00)Æ(x00 � x).Da Ort und Impuls (bis auf ein Vorzei
hen) v�ollig symmetris
h in die fundamentaleVertaus
hungsrelation eingehen, ist au
h das Spektrum von p kontinuierli
h im In-tervall �1 < p < 1. In die Normierung und die Vollst�andigkeitsrelation wurde derFaktor 2��h aufgenommen, um in hxj pi = e i�h px keinen weiteren Vorfaktor mehr zuhaben. Zur Bere
hnung von f(x) := hxj pi bilde die Funktion (es ist Tx = Ty�x)hxjTxj pi = hxj e� i�hpxj pi = e� i�hpxhxj pi = hxjTy�xj pi = hx� xj pi ,! f(x� x) = e� i�hpxf(x) :Da letztere Beziehung f�ur beliebiges x; x (etwa x = 0) gilt, mu� f(x) / e i�hpx sein.Der Vorfaktor mu� glei
h Eins sein, damit gilt Æ(x� x0) = hx0j1jxi = R dp2��hhx0j pihpjxi= R dp2��he i�hpx0e� i�hpx = R dk2� eik(x0�x) (Fouriertransformation der Æ{Funktion).16.2 Kommutator und PoissonklammerBeweise (16.3).Dem Produkt AB ist die FunktionhpjABjxihxj pi = Z dp0dx02��h hpjAjx0ihx0j p0ihp0jBjxihxj pi= Z dp0dx02��h hpjAjx0ihx0j pihp0jBjxihxj p0i hx0j p0ihxj pihpjx0ihp0jxi= Z dp0dx02��h A(p; x0)B(p0; x) hx0j p0ihxj pihpjx0ihp0jxi= Z dp0dx02��h A(p; x0)B(p0; x) e i�h (p0�p)(x0�x)� zB dur
h Taylorentwi
klung der e{Funktion und fpn;xg = n�hi pn�1



Seite 97zugeordnet. Dur
h Umbenennung von A und B erh�alt man den anderen Term desKommutators und Taylorentwi
klung na
h ~p := p0 � p, ~x := x0 � x lieferthpj [A;B℄jxihxj pi = Z dp0dx02��h �A(p; x0)B(p0; x)� B(p; x0)A(p0; x)�e i�h (p0�p)(x0�x)= 1X�;�=1 1�!�!���A�x� ��B�p� � ��B�x� ��A�p� �Z dp0dx02��h (x0 � x)�(p0 � p)�e i�h (p0�p)(x0�x)= 1X�;�=1 1�!�!���A�x� ��B�p� � ��B�x� ��A�p� �Z d~pd~x2��h e i�h ~p~x~x�~p� :
Das Integral formen wir wie folgt umZ d~p2��hp� Z d~xe i�h ~p~x~x� = Z d~p2��hp���hi ��~p�� Z d~xe i�h ~p~x = Z d~p~p���hi ��~p��Æ(~p) = ���hi ���!Æ��und erhalten als Ergebnis die gesu
hte Entwi
klung na
h Potenzen von �hhpj [A;B℄jxihxj pi = 1X�=1 1�!�� �hi �����A�x� ��B�p� � ��B�x� ��A�p� � = �hi nA;Bo+ O(�h2) :
16.3 Symmetriekorrelationen im einfa
hsten FallZwei identis
he FermionenBosonen bewegen si
h freia) mit Impulsen p1 und p2 entlang der x{A
hseb) in einem eindimensionalen Kasten mit undur
hdringli
hen W�anden bei�L2 . Die Teil
hen sollen die beiden energie�armsten Einteil
hen{Zust�andebesetzen (Grundzustand und erster angeregter Zustand).Bere
hne in beiden F�allen die total antisymmetris
he bzw total symmetris
he 2{Teil
henWellenfunktion. Skizziere und diskutiere die Aufenthaltswahrs
heinli
hkeit f�ur die 2Teil
hen im Potentialkasten.a) 1p2 (hx1j p1ihx2j p2i � hx1j p2ihx2j p1i) = 1p2 (e i�h (x1p1+x2p2) � e i�h (x1p2+x2p1)) =1p2e i�h (x1p1+x2p2)(1� e� i�h (p1�p2)(x1�x2)) mit Absolutbetrag p2 sin
os (p1�p2)(x1�x2)2�h .O�enbar ist es ni
ht m�ogli
h, da� beide Fermionen den glei
hen Impuls tragen oder si
ham glei
hen Ort be�nden. F�ur zwei Bosonen ist die Wahrs
heinli
hkeitsamplitude unterdiesen Umst�anden maximal.b) Der Einteil
hen{Grundzustand ist '0(x) =q 2L 
os �Lx, der erste angeregte Zustand'1(x) =q 2L sin 2 �Lx. Der Zustand f�ur zwei identis
he FermionenBosonen ist damit'(x1; x2) = p2L � 
os �Lx1 sin 2�Lx2 � 
os �Lx2 sin 2�Lx1�= 2p2L 
os �Lx1 
os �Lx2� sin �Lx2 � sin �Lx1�
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hfolgend ist j'(x1; x2)j2 gegen (x1; x2) aufgetragen (mit L = �) f�ur Fermionen(links), Bosonen (Mitte) und unkorrelierte Teil
hen (re
hts). Im letzten Fall ist einfa
h'(x1; x2) = '0(x1)'1(x2) gesetzt, dh Teil
hen 1 ist im Grundzustand, Teil
hen 2 imangeregten Zustand. Im Fermionenfall liegen die Maxima der Amplitude j'j2 auf derLinie x1 = �x2, die Nullstellen auf x1 = x2. Im Bosonenfall ist es genau umgekehrt.Man �ndet also die beiden Fermionen vorzugsweise getrennt in den beiden H�alften desKastens vor, die beiden Bosonen hingegen mit �uberwiegender Wahrs
heinli
hkeit vereintin einer der beiden H�alften des Kastens. O�enbar bewirken die Symmetriekorrelationeneine e�ektive Absto�ung der Fermionen und eine Anziehung der Bosonen. Die beidenFermionen k�onnen si
h ni
ht am glei
hen Ort aufhalten, die Bosonen tun das gerne.
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Die Wahrs
heinli
hkeit, eines der Teil
hen an der Stelle x anzutre�en (ohne Ber�u
k-si
htigung der Position des zweiten Teil
hens) ist im Fermionen{ und Bosonenfall dieglei
he, n�amli
h R j'(x; y)j2dy = 1L (1 + 4 sin2 �Lx) 
os2 �Lx.16.4 Zur Anwendbarkeit von N�aherungsmethodenDie Anwendbarkeit vers
hiedener N�aherungsmethoden zur Bere
hnung von Zustands-summen h�angt von den Werten der relevanten L�angenparameter ab:�= thermis
he de{Broglie Wellenl�ange,r0= Rei
hweite der intermolekularen We
hselwirkung,` = 3pV=N= mittlerer Teil
henabstand,�
 = hm
= Comptonwellenl�ange, = 2:4263 � 10�12m f�ur Elektronen.In wel
hen F�allen liegt ein ideales Quantengas vor?Wann darf klassis
h gere
hnet werden?Wann bewegen si
h die Teil
hen mit relativistis
hen Ges
hwindigkeiten?Wann liegt ein reales Gas (bzw Fl�ussigkeit, Festk�orper) vor?Ni
htideales Gas (bzw Fl�ussigkeit, Festk�orper): r0 >� `.Quantengas: �>� `, ansonsten klassis
h.Die quantenme
hanis
hen Quasiteil
hen we
hselwirken nur geringf�ugig. Deshalb ist dieTheorie der idealen Quantengase bei tiefen Temperaturen universell anwendbar, au
hwenn die \na
kten" Teil
hen �uber gro�e Entfernungen we
hselwirken. Wi
htigstes Bei-spiel: Metallelektronen. Obwohl die Coulombwe
hselwirkung sehr langrei
hweitig ist(r0 =1), kann das \Elektronengas" als ideales Fermigas betra
htet werden. Eine klas-sis
he Behandlung w�are hingegen v�ollig unm�ogli
h (siehe 16.14).



Seite 99Die Comptonwellenl�ange ist f�ur ein sehr di
htes Fermigas relevant. Ein Fermion, dasauf einen Raumberei
h � ` bes
hr�ankt ist, hat na
h der Uns
h�arferelation einen Impulsp � �h̀ . Die Bedingung ` � �
 bedeutet daher p � m
, dh die Fermionen bewegen si
hmit relativistis
her Ges
hwindigkeit und die Energie{Impuls Beziehung ist � = 
j~pj.Dieser Fall liegt f�ur Elektronen in \Wei�en Zwergen" und f�ur Neutronen in \Neutro-nensternen" vor.



Seite 10017. Die idealen GaseDe�nitionsgem�a� ist ein ideales Gas ein Teil
hensystem ohne innere We
hselwirkung.Streng genommen gibt es nat�urli
h keine idealen Gase, sie sind aber n�utzli
he (bere-
henbare) Modelle und sind Grenzf�alle von realistis
hen Systemen.Aus der Quantenme
hanik kennen wir das Spin-Statistik-TheoremTeil
hen mit ganzzahligem Spin ,! total symmetris
he Zust�ande(Bose� Teil
hen)Teil
hen mit halbzahligem Spin ,! total antisymmetris
he Zust�ande(Fermi� Teil
hen)Wir unters
heiden daher: Ideales Fermigas bzw Ideales Bosegas.a) Klassis
hes ideales Gas (Boltzmanngas)Beide Quantengase gehen �uber in das klassis
he ideale Gas, wenn das Kriterium�3n� 1 ; n = NV (17:1)erf�ullt ist. Na
h (16.9) ist Zk(T; V;N) = 1N !� V�3�N : (17:2)Mit lnN ! = N ln Ne +O(lnN) (Stirling{Formel) istF (T; V;N) 10:8= � 1� lnZk = NkBT ln n�3e : (17:3)Daraus folgt mit � / T� 12p = ��F�V ���T;N = NkBTV = nkBT (thermis
he Zustandsglei
hung) (17:4)S = ��F�T ���V;N = NkBh� ln n�3e + 32i (17:5)E = F + TS = 32NkBT = E(T ) (kaloris
he Zustandsglei
hung) (17:6)H = E + pV = 52NkBT (17:7)CV = �E�T ���V;N = 32NkB ; Cp = �H�T ���p;N = 52NkB (17:8)� = 1V �V�T ���p = 1T ; �T = � 1V �V�p ���T = 1p ; �S = CVCp �T = 35p usw



Seite 101Dieselben Ergebnisse folgen aus der gro�kanonis
hen Re
hnungZg = 1XN=0 zNZk = 1XN=0 1N !�zV�3 �N = e zV�3 (17:9),! �pV = ���(T; V; �) = lnZg = zV�3 ; z = e��,! N = ����� ���T;V = zV�3 ,! z � e�� = n�3Das Kriterium f�ur die klassis
he N�aherung ist alsoz = n�3 � 1 ; (17:10)dh 
hemis
hes Potential � ! �1. Bei festem � (dh bei fester Temperatur) geht jedesTeil
hensystem bei hinrei
hender Verd�unnung (n ! 0) in ein klassis
hes ideales Gas�uber.Bemerkung: diese Ergebnisse m�ussen si
h f�ur z ! 0 au
h aus den folgenden Formelnf�ur die idealen Quantengase gewinnen lassen.b) Ideale QuantengaseIn gewisser Verallgemeinerung unserer bisherigen De�nition wollen wir ein ideales Gasfolgenderma�en kennzei
hnen: Der Gesamtzustand zerfalle in ein (Tensor{) Produkt von\Einteil
hen{Zust�anden", die Gesamtenergie sei die Summe von Einteil
henenergien. InFormeln: j i = j�1; �2; : : : ; �N i = j�i1j�i2 : : : j�iNH = h(�1) + h(�2) + : : :+ h(�N ) (17:11)Dabei sind f�g die \Einteil
henquantenzahlen". f�g enth�alt immer (px; py; pz) � ~p,den Gesamtimpuls des \freien" Teil
hens, daneben aber innere Quantenzahlen, zB f�urTeil
hen mit Spin s die Spinquantenzahl � = �s;�s + 1; : : : ; s; bei Fermionen ist imallgemeinen s = 12 . Atome und Molek�ule haben neben dem Gesamtimpuls ~p meistensno
h Quantenzahlen �i f�ur innere Anregungen (S
hwingungen, Rotationen et
), undwir fassen zusammen: f�g � f~p; �ig.Die Einteil
hen{Energien �(�) ergeben si
h aus der L�osung der Einteil
hen{S
hr�odin-gerglei
hung hj�i = �(�)j�i.



Seite 102Statistik: Wir wissen, da� es f�ur identis
he Teil
hen nur total antisymmetris
he (Fer-mionen) bzw total symmetris
he Zust�ande (Bosonen) gibt. Das hei�t o�enbar, da� wirdie Einteil
hen{Zust�ande mit Besetzungszahlen n� versehen k�onnen, so da� dieseZust�ande f�urFermionen mit n� = 0 oder 1 ; h�o
hstens 1� fa
h besetzbar (Pauliverbot)Bosonen mit n� = 0; 1; 2; : : :!1 ; beliebig vielfa
h besetzbar sind:Die Ununters
heidbarkeit wird dadur
h ber�u
ksi
htigt, da� wir nur die Besetzungszahln� angeben und dann den entspre
henden Zustand nur einmal z�ahlen. Es folgt derHamiltonoperator : H =X� �(�)n� (17:12)f�ur einen Vielteil
henzustand mit jeweils n� Teil
hen mit den Einteil
hen{Energien �(�).Der Teil
henzahloperator ist in dieser Besetzungszahldarstellung bzw 2. Quanti-sierung N =X� n� : (17:13)Damit k�onnen wir die gro�kanonis
he Zustandssummen der beiden idealen Quantengaseausre
hnen (vgl Aufgabe 17.1)Zg = Spur e��(H��N) = Xfn�g e��P�(�(�)��)n� =Y� hXn �ze���(�)�nimit z = e��. Mit n = 0; 1 f�ur Fermionen bzw n = 0; 1; 2; : : : ;1 f�ur Bosonen folgtZg(T; V;N) =Y� h1� ze���(�)i�1 FermiBose : (17:14)Na
h 10.14 gilt f�ur das Gro�kanonis
he Potential� lnZg = ��(T; V; �) = ��pV = �X� ln h1� ze���(�)i FermiBose : (17:15)Die Teil
henzahl ist N = ����� =X� he�(�(�)��) � 1i�1 FermiBose (17:16)und die mittleren Besetzungszahlen sindhn�i = ����(�) = 1e�(�(�)��) � 1 FermiBose : (17:17)



Seite 103Formeln (17.14) bzw (17.15) bestimmen die gesamte Thermodynamik der idealen Quan-tengase.Zur Impulssummation: Sei g(�) beliebig, so istX� g(�(�)) =X~p X�i g(�(~p; �i)) �X~p G(~p) :Diese Impulssummen hatten wir s
hon als Integral ges
hrieben, und zwarX~p G(~p) � Spur ~pG(~p) = Z d3pd3x(2��h)3G(~p) = V(2��h)3 Z d3pG(~p) :Also: X~p : : : �! V(2��h)3 Z d3p : : : ; V = ZV d3x : (17:18)Im endli
hen Volumen V = L3 (Kubus) hat man ebene Wellen e i�hpx als Zust�ande. Mitperiodis
hen Randbedingungen in jeder Ri
htung x; y; z gilt e i�hpx = e i�hp(x+L) ,!pL = 2��hn ; n = 0;�1;�2; : : : . Die diskreten Impulse p = 2��hL n werden im gro�enVolumen V quasikontinuierli
h mit Abstand �p = 2��hL �n = 2��hL , da �n = 1. Also:X~p : : : =X~p � L2��h�3�px�py�pz : : : �! V(2��h)3 Z d3p : : : :F�ur ein einatomiges (strukturloses) Gas gibt es keine inneren Quantenzahlen und es istf�g = ~p und �(�) = �(~p) = p22m . Aus (17.15) folgt�� = � V(2��h)3 Z d3p ln h1� ze� �p22m i : (17:19)Speziell folgt daraus f�ur z ! 0, also im Grenzfall starker Verd�unnung, die s
hon benutzteFormel (17.9) ��� = V(2��h)3 Z d3pze� �p22m = V z�3 :Bei extremer Verd�unnung geht also beide idealen Quantengase �uber in das klassis
heideale Gas. Man bea
hte, da� mit z ! 0 die Gr�o�e �� = ln z gegen �1 geht, dh das
hemis
he Potential wird beliebig stark negativ bei extremer Verd�unnung.Es folgen Beispiele f�ur ideale Quantengase, do
h vorher no
h ein
) Na
htrag zu verd�unnten L�osungen



Seite 104Ein System bestehe aus 2 Komponenten: 1. einem L�osungsmittel, 2. einer gel�ostenSubstanz in geringer Konzentration, dh
2 = N2N1 +N2 = N2N � 
� 1 :Mit 
 ! 0 geht n2 = N2V ! 0 und damit z2 = e��2 ! 0. Sei � = �(T; V; �1; �2) dasgro�kanonis
he Potential, so gilt die Entwi
klung� = �(T; V; �1; �2) = �(T; V; �1)� V '(T; �1)z2 + O(z22) ;,! N2 = � ����2 = V '�z2 ,! �2 = kBT [lnn2 + O(n2)� ln �'℄ :Hier ist �2 = �2(T; �1; N2V ). Dur
h Ums
hreiben auf die Variablen T , p, 
 folgt�2(p; T; 
) = kBT ln 
+ g(p; T ) +O(
) ; (17:20)da lnn2 = ln N2V = ln N2N NV = ln 
+ ln N1V +O(
). (17.20) gibt die f�uhrende Ordnung anim Limes 
! 0.Die Freie Enthalpie ist G = G(p; T;N1; N2) = N1�1 +N2�2 mit dG = �SdT + V dp+�1dN1 + �2dN2. Nun gilt��1�N2 ���pT = ��2�N1 ���pT = �kBT 1N [1 +O(
)℄ :Integration liefert �1(p; T; 
) = �(p; T )� kBT
+O(
2) : (17:21)Dies wurde als Formel (15.9) s
hon verwendet.
17.1 Zur gro�kanonis
hen Zustandssumme der idealen QuantengaseBei der Bere
hnung der gro�kanonis
hen Zustandssumme der idealen Quantengase wirdeine Summation mit einer Produktbildung vertaus
ht. Mit wel
her Begr�undung?Mit einem Index i anstelle von ~p handelt es si
h um die Identit�atYi Xn xni = XfnigYi xnii :Mit x0 � a, x1 � b, x2 � 
 usw. wird die Aussage deutli
her(1 + a+ a2 + : : :) � (1 + b+ b2 + : : :) � (1 + 
+ 
2 + : : :) � � � = Xfnig an1bn2
n3 � � � :
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htli
h �ndet si
h jeder Term, der si
h beim Ausmultiplizieren der Klammernauf der linken Seite ergibt, auf der re
hten Seite wieder und umgekehrt.17.2 Bose{Einstein, Fermi{Dira
 und BoltzmannstatistikBei der Behandlung des Boltzmanngases in Aufgabe 8.3 sind wir von quantenme
hani-s
hen Einteil
henenergien ausgegangen und haben mit der Ununters
heidbarkeit derGasmolek�ule argumentiert, um einen Faktor 1N ! in der Zustandssumme und damitextensive thermodynamis
he Potentiale zu gewinnen. Trotzdem werden weder Fermi-,no
h Boseteil
hen ri
htig bes
hrieben. Wo lag der Fehler?Zur Erl�auterung betra
hte ein System aus zwei identis
hen Teil
hen, f�ur den Fall da� je-dem Teil
hen nur drei Einteil
hen{Zust�ande mit den Energien 0, � und 2� zur Verf�ugungstehen. Wie lauten die kanonis
hen Zustandssummen f�ur Bose-, Fermi- bzw Boltzmann-statistik?Die Besetzungszahlen (n1; n2; n3) f�ur die Einteil
hen{Niveaus 0, �, 2� sind im Fall derFermi{Dira
 Statistik: (1; 1; 0), (1; 0; 1), (0; 1; 1) und f�urBose{Einstein Statistik: (1; 1; 0), (1; 0; 1), (0; 1; 1), (2; 0; 0), (0; 2; 0), (0; 0; 2).Mit x � e��� folgen die kanonis
hen ZustandssummenZFD = x+ x2 + x3 ZBE = x+ x2 + x3 + 1 + x2 + x4 = 1 + x+ 2x2 + x3 + x4:Im Fall der Maxwell{Boltzmann Statistik geht man zun�a
hst von unters
heidbaren Teil-
hen aus. Beispielsweise geh�oren zur Gesamtenergie 2� drei Zust�ande: Teil
hen 1 mitEnergie 0, Teil
hen 2 mit Energie 2� und umgekehrt, sowie Teil
hen 1 und Teil
hen 2mit Energie �. Zum Ausglei
h wird die Zustandssumme dur
h N ! = 2! = 2 dividiert. Da-mit enth�alt der x2-Term der Zustandssumme den unsinnigen (weil ni
ht ganzzahligen)Vorfaktor 32 gegen�uber den Werten 2 bzw 1 bei Bose- bzw Fermistatistik. Im ganzengibt es 32 = 9 Zust�ande und die Zustandssumme ist ZMB = 12!(1+2x+3x2+2x3+x4).17.3 Gro�kanonis
he Zustandssumme der idealen QuantengaseDie Tatsa
he, da� die gro�kanonis
he Zustandssumme der idealen Quantengase in dieBeitr�age der einzelnen Einteil
hen{Zust�ande ('Orbitale') faktorisiert, legt es nahe, einsol
hes Orbital mit der Energie � als statistis
h-physikalis
hes System zu betra
hten.Dessen gro�kanonis
he Zustandssumme umfa�t dann alle Zust�ande mit den Besetzungs-zahlen n = 0; 1 bzw n = 0; 1; 2; : : : (Fermionen/Bosonen); alle �ubrigen Orbitale bildenein Reservoir mit N � n Teil
hen. Begr�unde aus dieser Vorstellung die Formeln f�ur dieBesetzungszahlen der idealen Quantengase.Die gro�kanonis
he Zustandssumme f�ur das i-te Niveau ist(vgl Ch.Kittel, Thermal Physi
s)Zgk = Xni=0;1 e��(�i��)ni = 1+e��(�i��) bzw Zgk = Xni=0;1;::: e��(�i��)ni = 11� e��(�i��)



Seite 106f�ur Fermionen bzw Bosonen. Damithnii = ��(��i) lnZgk = 1e�(�i��) � 1 :
17.4 Virialsatz und Adiabaten der idealen QuantengaseIn dieser Aufgabe betra
hten wir einige Eigens
haften der idealen Quantengase, dieunabh�angig davon gelten, ob es si
h um Bosonen oder Fermionen handelt.a) Zeige, da� aus den Formeln f�ur das gro�kanonis
he Potential und die Energie� = �pV = � 1�X~p ln(1�ze���~p) ; E = ��lnZ�� ���z;V = �(��)�� ���z;V =X~p �~pz�1e��~p � 1die in Aufgabe 11.3 bereits verwendete Beziehung pV = gE mit g = �d folgt.Hinweis: Benutze � = 
p� als Energie{Impuls Beziehung und ersetze die Summationin d Raumdimensionen dur
h eine Integration gem�a�P~p f(�~p) ,! Cd R dp pd�1f(p�);Cd ist ein dimensionsabh�angiger Zahlenfaktor.Zu zeigen istpV = � 1�Cd Z dp pd�1 ln h1� ze��
p� i = �dCd Z dp pd�1 ze��
p� 
p�1� ze��
p� :Dies folgt dur
h partielle Integration.b) Zeige, da� die adiabatis
he Kompressibilit�at gegeben ist dur
h p �S = 11+g . Zusam-men mit der Gr�uneisen{Relation und den allgemeinen thermodynamis
hen Relatio-nen f�ur Cp=CV und Cp � CV bestehen somit vier Glei
hungen f�ur die f�unf Gr�o�enCp; CV ; �T ; �S ; �.g �E�p ���S gE=pV= V + p�V�p ���S = V (1� p�S)= g �(E; S)�(p; S) = g �(E; S)�(V; S) �(V; S)�(p; S) = �gV �S �E�V ���S dE=TdS�pdV= gpV �SVerglei
h der re
hten Seiten liefert die gesu
hte Beziehung (1 + g)p�S = 1.
) Zeige, da� f�ur isentropis
he Zustands�anderungen eines idealen Quantengases allge-mein die folgenden Adiabatenglei
hungen geltenpT�(1+ 1g ) = 
onst; TV g = 
onst; pV 1+g = 
onst :Was folgt in d = 3 Raumdimensionen im ni
htrelativistis
hen (� = 2) bzw ultrare-lativistis
hen (� = 1) Grenzfall?



Seite 107Sei x; y ein Variablenpaar aus p; V; T , so ist die Aussage xayb = 
onst bei dS = 0�aquivalent mit der DGL �y�x ���S = �ab yx . Es bleibt zu re
hnen�p�T ���S = ��(p; S)�(p; T ) �(p; T )�(S; T ) = � CpT �S�p ���T dG=�SdT+V dp= Cp�TV b)= �1 + 1g� pT�V�T ���S = ��(V; S)�(V; T ) �(V; T )�(S; T ) = � CVT �S�V ���T dF=�SdT�pdV= �CVT �T� b)= �1g VT�V�p ���S = �V �S b)= � 11 + g Vp :
F�ur d = 3 folgt in den beiden Grenzf�allenpT�4 = 
onst; V T 3 = 
onst; pV 43 = 
onst f�ur � = 1 (UR)sowie pT� 52 = 
onst; V T 32 = 
onst; pV 53 = 
onst f�ur � = 2 (NR)



Seite 10818. Verd�unnte Systeme aus mehratomigen Molek�ulenWir betra
hten ein Gas aus mehratomigen Molek�ulen. Bei hinrei
hender Verd�unnung,z = �3n � 1, k�onnen wir von der Molek�ul{Molek�ul{We
hselwirkung absehen. DieEinteil
henquantenzahlen sind f�g = f~p; �ig, der Index i z�ahlt die inneren Freiheitsgradeab. Die Einteil
henenergien sind �(�) = p22M + �i, dabei ist M die Gesamtmasse und �isind die internen Anregungsenergien des Molek�uls. Aus (17.15) folgt���(T; V; �) = �pV = �X~p X�i ln h1� ze� �p22M ���ii= z X~p e� �p22M �X�i e���i| {z }Zi +O(z2) = zV�3 Zi + O(z2) :Zi = Zi(T ) ist die Zustandssumme der inneren Anregungen. Es folgtN = ����� = z ��z (���) = zV�3 Zi = �pV also p = NV kBT = nkBT ; (18:1)die thermis
he Zustandsglei
hung des idealen Gases (klassis
h).Die Freie Energie ist �F (T; V;N) = ��pV + ��N . Mit z = �3nZ�1i folgt �� = ln z =ln(�3n)� lnZi und daherF (T; V;N) = N ln ��3ne � � kBT �NkBT lnZi= Ftrans(T; V;N) + Fi(T;N) : (18:2)Der erste Teil ist die \translatoris
he" Freie Energie des klassis
hen idealen Gases (17.3),Fi ist die \innere" Freie Energie.Bei Zimmertemperatur sind die elektronis
hen Freiheitsgrade in Molek�ulen thermis
hno
h ni
ht angeregt. Man kann si
h dann auf die Rotations{ und Vibrationsfreiheits-grade der Molek�ule bes
hr�anken. Speziell betra
hten wir ein zweiatomiges Molek�ul mit�i = �rot + �vib ; �rot = �h2j(j + 1)2I ; �vib = �h!(n+ 12 )dabei ist I das Tr�agheitsmoment, ! die S
hwingungsfrequenz des Molek�uls und j =0; 1; 2; : : : ; n = 0; 1; 2; : : : . Aus Zi = Zrot � Zvib folgt Fi = Frot + Fvib mit F rotvib =�NkBT lnZ rotvib .a) Rotationsanteil: Zrot = 1Xj=0(2j + 1)e� j(j+1)2 �rT mit �r = �h2kBI :



Seite 109�r ist die 
harakteristis
he Temperatur f�ur die Rotationsfreiheitsgrade.F�ur T � �r ist Zrot = 1 + 3e��r=T + 5e�3�r=T + : : : ;die Rotationen sind kaum angeregt.F�ur T � �r liefert die Eulers
he SummenformelP1j=0 f(j) = R10 djf(j) + 12f(0)� 112f 0(0) + : : :die Entwi
klung Zrot = 2 T�r + 13 + O(�rT ). Damit ist pro Molek�ulErot = � dd� lnZrot = kB� 3�re��r=T f�ur T � �rT � 16�r f�ur T � �rCrot = ddT Erot = kB8<: 3��vT �2e��vT f�ur T � �r1 +O��2vT 2 � f�ur T � �r
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tDie Skizzen (erzeugt mit MAPLE) zeigen 1kBC rotvib aufgetragen gegen T�r;v f�ur 0 < T�r;v < 2.b) Vibrationsanteil:Mit �h! = kB�v (meistens gilt �r < �v) ist proMolek�ulZvib = 1Xn=0 e���h!(n+ 12 ) = e� 12��h!1� e���h! = 12 sinh ��h!2Evib = � dd� lnZvib = kB�v2 
oth �v2T
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Seite 110Das wird beoba
htet. F�ur T � �r, aber so, da� no
h die klassis
he N�aherung gilt, sindweder Rotationen, no
h Vibrationen angeregt. Dann werden erst die beiden Rotationendes Molek�uls angeregt mit der mittleren Energie Erot = 2� 12kBT (Glei
hverteilungssatz).S
hlie�li
h kommt der Vibrationsfreiheitsgrad dazu. Hier liefern sowohl die kinetis
heEnergie, als au
h die potentielle Energie der S
hwingung jeweils einen Beitrag 12kBTzur mittleren Energie. Bei h�o
hsten Temperaturen dissoziiert das Molek�ul. Beide Atomeliefern dann jeweils 32kBT ,! 3kB zu C, dh 12kB weniger als das Molek�ulgas.Die folgende Skizze zeigt (s
hematis
h und ni
ht ma�stabsgere
ht) den Gesamtverlaufder W�armekapazit�at.
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Seite 11118.1 Klassis
he W�armekapazit�aten von 3-atomigen Molek�ulenEin ideales Gas bestehe aus 3-atomigen Molek�ulen von gestre
kter Form: Æ{�{Æ. F�urdie 
harakteristis
hen Temperaturen der Rotations- und der S
hwingungsfreiheitsgradegelte �r � �s. Die vers
hiedenen (harmonis
hen) S
hwingungen sollen ungef�ahr glei
heFrequenz haben. Skizziere den zu erwartenden Verlauf der W�armekapazit�at CV alsFunktion der Temperatur. Aus der Skizze sollte das Verhalten von CV f�ur T � �r, f�ur�r � T � �s und f�ur �s � T hervorgehen.Wel
hes ist der klassis
he Grenzwert von CV , wenn die drei Atome des Molek�uls ni
htauf einer Geraden liegen?Die Form des Molek�uls - gestre
kt oder gewinkelt - l�a�t si
h sofort am klassis
hen Grenz-wert der spezi�s
hen W�arme ablesen. Dieser betr�agt 12kB pro statistis
hem Freiheits-grad (entspri
ht jeweils einer quadratis
hen Variablen in der Hamiltonfunktion). EineS
hwingung liefert zwei statistis
he Freiheitsgrade, eine Rotation nur einen. Von den 9me
hanis
hen Freiheitsgraden f�ur 3 Atome werden 3 f�ur Translationen 'verbrau
ht'. F�urdas gestre
kte Molek�ul gibt es zwei Rotationen, f�ur das gewinkelte drei. Die restli
henvier, bzw drei me
hanis
hen Freiheitsgrade geh�oren zu S
hwingungen. Die spezi�s
henW�armen sind also 12(3 + 2 + 2 � 4)kB = 132 kB bzw 12(3 + 3 + 2 � 3)kB = 6kB.



Seite 11219. Photonen{Gas als ideales Bose{GasDas Paradebeispiel f�ur ein ideales Gas, speziell Bosegas, ist die Hohlraumstrahlung.Teil
hen der Strahlung sind die Photonen oder Li
htquanten (quantisierte Strahlung).Da die We
hselwirkung von Photonen untereinander (Li
ht{Li
ht{Streuung) unme�barklein ist, handelt es si
h um freie Teil
hen. In diesem Falle, wie au
h bei den sp�ater zubespre
henden Realisierungen von idealen Bose{Gasen, gilt die wi
htige Eigens
haft:die Teil
henzahl N ist keine Erhaltungsgr�o�e, denn Photonenentstehen und vergehen spontan (Absorption und Emission).Folgerung: es gibt kein 
hemis
hes Potential, man setzt � = 0in allen Formeln.Somit ist die freie Energie F = F (T; V ) identis
h mit dem gro�kanonis
hen Potential� = �(T; V; � = 0) und die Fugazit�at hat den Wertz = e�� = 1 : (19:1)Die Einteil
henenergien der Photonen sind�(�) �! �(~k) = �h!~k = 
j~pj = �h
j~kj (19:2)mit ~p = �h~k, ~k=Ausbreitungsvektor. Fordern wir periodis
he Randbedingungen im Ku-bus mit Kantenl�ange L, so haben wir ebene Wellen mit diskreten ~k { Vektoren alsQuantenzahlene i�h ~p�~r = ei~k�~r mit ~k = 2�L ~m ; ~m = (m1;m2;m3); mi = 0;�1;�2; : : :Zus�atzli
h tritt als innere Quantenzahl eine Polarisationsri
htung mit zwei Einstellm�ogli
h-keiten i = 1; 2 auf. Die transversalen Wellen k�onnen re
hts{ oder linkszirkular polari-siert sein. Dies entspri
ht einem Photonenspin j = 1, jedo
h sind von den drei z{Komponenten � = �1; 0; 1 dieses Spins nur � = �1 verwirkli
ht, was typis
h ist f�urrelativistis
he Teil
hen mit Ruhmasse 0. � = �1 sind die Spinprojektionen auf dieAusbreitungsri
htung (Helizit�at).Mit den Besetzungszahlen n(i)~k = 0; 1; 2; : : : ;1ist die EnergieH =X� ��n� �! X~k �(~k)[n(1)~k + n(2)~k ℄ =X~k �(~k)Xi n(i)~k :



Seite 113Aus (17.15) folgt sofort mit z = 1��(T; V ) � �F (T; V ) =X~k;i ln[1� e���(~k)℄ = 2X~k ln[1� e���(~k)℄ :Mit X~k g(j~kj) �! V(2�)3 Z d3k g(j~kj) = V(2�)3 4� Z 10 k2dk g(k)folgt weiter �F = V�2 Z 10 k2dk ln h1� e���h
ki mit x = ��h
k= V�2�kBT�h
 �3 Z 10 x2dx ln(1� e�x)| {z }=��445 = ��245V �kBT�h
 �3De�nition : � := �2k4B60�h3
2 = 5:67�10�5 ergse
 
m2 ÆK4 = Stefan � Boltzmann � KonstanteF (T; V ) = �43 �
 V T 4 (19:3)S = ��F�T ���V = 163 �
 V T 3 (19:4)E = F + TS = 4�
 V T 4 (19:5)CV = �E�T ���V = 16�
 V T 3 / T 3 (19:6)p = ��F�V ���T = 43 �
 T 4 = 13 EV (19:7)Dagegen gilt beim ni
htrelativistis
hen idealen Gas f�ur den Dru
k p = 23 EV (vgl Aufga-ben 17.4, 19.2).Die mittlere Besetzungszahl (aus 17.17)hn(i)~k i = 1e��h!~k � 1 (19:8)hei�t Bose-Verteilungsfunktion. Die Skizze zeigthn(i)~k i aufgetragen gegen ��h!~k im Intervall [0; 2℄.
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Speziell f�ur T = 0 geht ��h! !1 f�ur jedes Photon mit ! > 0, also,! hn~kiT=0 = 0 ; dh bei T = 0 sind keine Photonen vorhanden:



Seite 114Spektrale Verteilung: Wie ist die mittlere Energiedi
hte EV �uber das Photonenspektrum(Frequenz !) verteilt? Es istEV = Z 10 d! u(!) mitu(!) = 1V X~k;i �h!~k hn(i)~k i Æ(! � !~k) ; alsou = 18�3 2 Z d3k �h!e��h! � 1Æ(! � 
k) ,!u(!) = �h�2
3 !3e��h! � 1 Plan
k � Gesetz : (19:9)Die Skizze zeigt die dimensionslose Gr�o�e �2�h2
3�3 uaufgetragen gegen ��h! im Intervall [0; 10℄. 2 4 6 8 10
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�h! � kBT ,! u � uR�J (!) = kBT !2�2
3 Rayleigh � Jeans (19:10)Dies ist die klassis
he N�aherung der Strahlungsformel, da unabh�angig von �h.�h! � kBT ,! u � uW (!) = �h!3�2
3 e���h! Wien (19:11)Das Maximum der Plan
k{Verteilung folgt ausu(!) _=max ,! x3ex � 1 _=max ,! x = 2:82 : : : ,! �h!max = 2:82 kBT : (19:12)Dies ist das Wien's
he Vers
hiebungsgesetz.



Seite 11519.1 S
hwankung der PhotonenzahlIn 17.17 wird die mittlere Besetzungszahl hn�i der idealen Quantengase als logarith-mis
he Ableitung der gro�kanonis
hen Zustandssumme na
h �(�) bei konstantem �; zbere
hnet:hn�i = Pfn�g n�zN e��P� �(�)n�Pfn�g zNe��P� �(�)n� = � 1� ���(�) ����;z lnXfn�g zNe��P� �(�)n�| {z }Zg = ����(�) ����;z :Bere
hne in �ahnli
her Weise die quadratis
he S
hwankung der Teil
henzahl und zeige(�n�)2 = hn�i � (1� hn�i).Wie ist dieses Ergebnis f�ur Fermionen au
h ganz elementar erh�altli
h?Was folgt speziell f�ur Photonen?Dur
h no
hmalige Di�erentation von hn�i erhalten wir f�ur FermionenBosonen� 1� �hn�i��(�) ����;z = � 1� ���(�) ����;z Pfn�g n�zN e��P� �(�)n�Pfn�g zNe��P� �(�)n�= Pfn�g n2�zN e��P� �(�)n�Pfn�g zNe��P� �(�)n� � �Pfn�g n�zN e��P� �(�)n�Pfn�g zNe��P� �(�)n� �2= hn2�i � hn�i2 = (�n�)2= � 1� ���(�) ����;z 11z e��(�) � 1 = 1z e��(�) � 1� 1� 1z e��(�) � 1�2 = hn�i � (1� hn�i)F�ur Fermionen ist das Resultat wegen n� = 0; 1, also n2� = n� , unmittelbar klar:(�n�)2 = hn2�i�hn�i2 = hn�i�hn�i2.F�ur Photonen gilt das untere Vorzei
hen und es ist �(�) = �h!~k ; z = 1 zu setzen. Dierelative S
hwankung der Photonenzahl ist damit�n(i)~khn(i)~k i =s1 + 1hn(i)~k i = e 12��h!~k ;bei tiefen Temperaturen bzw hohen Frequenzen also keineswegs klein wie gewohnt.



Seite 116Dazu Kommentar in Ch.Kittel, Thermal Physi
s: Photons like to travel in pa
ks!Im �ubrigen vereinigt die Formel sehr s
h�on die Wellen- und Teil
heneigens
haften derStrahlung. Statistis
h unabh�angige Teil
hen unterliegen der Poissonverteilung, und na
hAufgabe 2.2 ist damit �nhni =q 1hni . F�ur Wellen ergibt si
h dagegen der Wert 1 f�ur dieseGr�o�e.Um dies einzusehen, gen�ugt ein skalarer Ansatz, E = APj ei'j , in wel
hem Wellen vonN Quellen mit unkorrelierten Phasen ' addiert werden. Die Teil
henzahl ist proportio-nal der Intensit�at, n / EE� und damithni = A2Xj;k Dei('j�'k)E = NA2hn2i = A4 Xj;k;m;nDei('j�'k)ei('m�'n)E = (2N2 �N)A4 � 2N2A4,! (hn2i � hni2)=hni2 = 1: In den Mittelwerten tragen nur die Terme mit j = k bzwmit j = k ; m = n oder j = n ; k = m bei.
19.2 Zur Zustandsglei
hung des PhotonengasesAus klassis
h-elektrodynamis
hen �Uberlegungen kann man s
hlie�en (wie?), da� beimLi
htquantengas der Dru
k und die Energiedi
hte dur
h E=V = 3p verkn�upft sind. DieExtensivit�at von E wird dur
h E / V (bei festem T ) ausgedr�u
kt. S
hlie�e daraus,da� p / T 4 gilt. Ist au
h der Proportionalit�atsfaktor aus klassis
hen �Uberlegungenerh�altli
h?In der klassis
hen Elektrodynamik ist der Poyntingvektor ~S dividiert dur
h 
2 glei
hdem Impuls des Strahlungsfeldes pro Volumeneinheit, f�ur eine ebene Welle mit der Aus-breitungsri
htung ~n ist dies der Vektor ~S
2 = W
 ~n, wobei W = EV die Energiedi
hte desFeldes ist. Entspre
hend ist au
h der Impuls eines einzelnen Photons bis auf den Faktor
 glei
h seiner Energie (Spezialfall m = 0 der relativistis
hen Energie{Impuls BeziehungE2 = m2
4 + p2
2). Nehmen wir an, da� 16 -tel aller Photonen in +x-Ri
htung 
iegt,und jedes einzelne von einer dazu senkre
ht stehenden Wand ideal re
ektiert wird (alsomit Impuls�ubertrag 2E
 ), so erhalten wir gerade 13 EV f�ur den gesamten Impuls�ubertragpro Zeit{ und Fl�a
heneinheit, dh f�ur den Dru
k. Es folgt�E�V ���T = EV = 3p = T �p�T ���V � p ,! dpdT = 4 pT ,! dpp = 4dTT ,! p / T 4:Der Proportionalit�atsfaktor 4�3
 enth�alt �h und ist deshalb ni
ht aus klassis
hen �Uberle-gungen erh�altli
h. Bei der Begr�undung von p = 13 EV haben wir nur der Ans
hauli
hkeitwegen mit Photonen argumentiert. Wi
htig ist allerdings, da� im thermodynamis
henGlei
hgewi
ht die Strahlung si
h glei
hm�a�ig na
h allen Ri
htungen hin ausbreitet.



Seite 11719.3 SonnenstrahlungDie Solarkonstante S � 2 
alMinute 
m2 gibt die auf die Erdober
�a
he einfallende Strah-lungsintensit�at der Sonne an (=Energiestromdi
hte). Diese Gr�o�e ist mit dem Strah-lungsdru
k p �uber die Beziehung S = p
 verkn�upft.a) Wel
he Kraft erf�ahrt die gesamte Erde aufgrund des Strahlungsdru
ks des Sonnen-li
htes?Der Strahlungsdru
k an der Erdober
�a
he betr�agtpE = S
 = 23 �10�10 se

m 
alMinute 
m2 = 190 �10�10 
al
m3 = 4:184:9 �10�5 erg
m3 � 4:65�10�6 Nm2 :Die Strahlungskraft auf die gesamte Erdober
�a
he istFE = �R2EpE = � � 6:42 � 1012m2 � 4:65 � 10�6 Nm2 � 6 � 108N:b) Wie gro� ist der Strahlungsdru
k an der Ober
�a
he der Sonne? S
h�atze die dortigeEnergiedi
hte und Temperatur ab unter der Annahme, da� die �ubli
hen Relationenf�ur Strahlung im thermodynamis
hen Glei
hgewi
ht gelten.Hinweis: Die Entfernung Erde - Sonne betr�agt � 150 Mio. km � 215 Sonnenradien.Da die Energiestromdi
hte mit r�2 abnimmt, ist der Strahlungsdru
k an der Sonnen-ober
�a
he pS = 2152 � pE � 0:215 Nm2 . Gem�a� p = 13 EV = 4�3
T 4 w�urde dem eineEnergiedi
hte von � 0:645 Jm3 und eine Temperatur von etwa 5400 ÆK entspre
hen;jedo
h ist die ausgehende Strahlung ni
ht im thermis
hen Glei
hgewi
ht.
) Das Intensit�atsmaximum der von der Sonne einfallenden Strahlung liegt bei !m �2:2 � 1015 Hz. Bestimme daraus die Ober
�a
hentemperatur und verglei
he sie mitder in b) bere
hneten.Aus !m und dem Wien's
hen Vers
hiebungsgesetz folgt T = �h!m2:82kB � 5960ÆK:d) Betra
hte die Bewegung eines kleinen Teil
hens (`Spore`) innerhalb des Sonnen-systems. Zeige, da� f�ur hinrei
hend kleinen Radius a des Teil
hens der absto�en-de Strahlungsdru
k gegen�uber der anziehenden Gravitationskraft �uberwiegt (un-abh�angig von der Entfernung zur Sonne).F�ur ein kleines Teil
hen �uberwiegt der Strahlungsdru
k gegen�uber der Gravitati-onskraft; im Abstand R vom Sonnenmittelpunkt (Sonnenradius=Rs) ist:FStr=FGrav = �a2pSR2SR2 . 4�3 a3�GMR2 / a�1 !1 f�ur a! 0:e) Im Sonneninneren betr�agt die Temperatur gr�o�enordnungsm�a�ig 107 ÆK, die Di
hteist ungef�ahr 100 g
m3 . Wie gro� ist dort der Strahlungsdru
k? Verglei
he mit demmateriellen Dru
k (re
hne mit klassis
h idealem atomaren Wassersto�gas). Wo liegtdas Intensit�atsmaximum der Strahlung? Wieviele Photonen be�nden si
h im 
m3?Bei T = 107 ÆK ist der Strahlungsdru
kpStr = 4�3
 T 4 = �245�h3
3 (kBT )4 = �2(1:38 � 10�16 � 107)445 � (1:0546 � 3)3 � 10�51 erg
m3 � 2:512 � 1012 Nm2 :



Seite 118Im 
m3 be�nden si
h n = 100gmp = 1001:67�10�24 � 6 � 1025 H{Atome, also ist dermaterielle Dru
kpMat � nkBT � 6 � 1025 � 1:38 � 10�16 � 107 erg
m3 � 8:26 � 1015 Nm2 :Erst bei 108 ÆK w�are pStr � pMat. Die Anzahl der Photonen im 
m3 istN =Xi;~k hn(i)~k i = 2 V(2�)34� Z 10 dk k2exp[��h!~k℄� 1 = V�2 1(��h
)3 Z 10 dx x2ex � 1 � 2�1022;wobei das Integral auf den Wert �(3) � 1:202 der Zetafunktion f�uhrtZ 10 dx x2ex � 1 = Z 10 dx x2e�x 1X�=0 e��x = 1X�=0Z 10 dx x2e�(�+1)x= Z 10 dy y2e�y 1X�=0 1(� + 1)3 = 2 1X�=1 1�3 = 2�(3)und der dimensionslose Vorfaktor gegeben ist dur
hV�2 1(��h
)3 = 1�2� 1:38 � 10�16 � 1071:0546 � 10�27 � 3 � 1010�3 = 1�2� 1:383 � 1:0546�3 � 1024 � 8:4 � 1021:Das Intensit�atsmaximum liegt bei!m = 2:82kBT�h = 2:82 � 1:38 � 10�16 � 1071:0546 � 10�27 se
�1 � 3:7 � 1018Hz:f) Man denke si
h 1 
m3 Materie aus dem Sonneninnern auf der Erde irgendwie zu-sammengehalten. Wel
hen Dru
k w�urde die Strahlung in 1 km Entfernung aus�uben?Mit pStr aus e) ist der Strahlungsdru
k in 1 km Entfernung pStr � (0:5 
m1km )2 � 25 Nm2 .g) Jemand will mit einer sehr gro�en und sehr pr�azis ges
hli�enen Linse das Son-nenli
ht so b�undeln, da� im Brennpunkt eine Temperatur von 10000 ÆK entsteht.Wel
he Aussi
ht auf Erfolg hat das Vorhaben?Mit dem Brennglas wird si
h nie eine Temperatur erzielen lassen, die h�oher istals die Ober
�a
hentemperatur der Sonne; dies widerspr�a
he n�amli
h dem zweitenHauptsatz in der Clausius's
hen Formulierung.



Seite 11919.4 Carnotproze� mit Li
htquantenBetra
hte den Carnotprozesses mit einem Photonengas als Arbeitssubstanz. Stelle denProze� im p; V -Diagramm dar. Bere
hne die aufgenommene und abgegebene Arbeit inAbh�angigkeit von den Variablen T und V . Wie gro� ist der Wirkungsgrad?Im folgenden werden W�arme- und Arbeitsmengen, die dem Photonengas zugef�uhrt wer-den, positiv gez�ahlt.
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1. Isotherme Expansion von V1 auf V2 bei Temperatur T1, Dru
k p1=
onst.(!):A1!2 = �p1(V2 � V1) = �4�3
 T 41 (V2 � V1)Q1!2 = �E1!2 � A1!2 = �4A1!2 = 44�3
 T 41 (V2 � V1)wobei �E = �(3pV ) = 3p1�V benutzt wurde.2. Adiabatis
he Expansion von V2 auf V3 mit pV 43 =
onst.A2!3 = � Z V3V2 pdV = �p1V 432 Z V3V2 V � 43 dV = �4�
 T 41 V2�1� (V2V3 ) 13�3. Isotherme Kompression von V3 auf V4 bei Temperatur T0, Dru
k p0, analog zu 1):A3!4 = p0(V3 � V4) = 4�3
 T 40 (V3 � V4)4. Adiabatis
he Kompression von V4 auf V1, analog zu 2):A4!1 = � Z V1V4 pdV = �4�
 T 40 V4�1� (V4V1 ) 13�Auf den Adiabaten ist V T 3 =
onst., also V3V2 = V4V1 = (T1T0 )3. Damit folgt der Wirkungs-grad: � = �A1!2 � A2!3 �A3!4 � A4!1Q1!2 = 1� T0T1 = �Carnot:



Seite 12019.5 W�armekapazit�aten von bosonis
hen AnregungenNa
h Aufgabe 17.4 besteht in d Raumdimensionen und mit einer Energie{Impuls Be-ziehung der Form �~p / j~pj� zwis
hen dem gro�kanonis
hen Potential � und der innerenEnergie E die Relation �� = �dE.Begr�unde daraus, da� bosonis
he Anregungen mit der obigen Energie{Impuls Beziehungzu einem C / T d� { Gesetz f�ur die W�armekapazit�at f�uhren.Was folgt speziell f�ur ferromagnetis
he Magnonen (Spinwellenquanten) mit�~k / 1� 
os ka � (ka)2 ?C = �E�T = T �S�T = �T �2��T 2 = �dT �2E�T 2 = �dT �C�T ,! ��T lnC = d� 1T ,! C / T d=� :F�ur die Magnonen ist � = 2, d = 3, dh es gilt ein C � T 32 { Gesetz.



Seite 12120. Realisierung der idealen Quantengase bei tiefen Temperaturen:Quasi{Teil
henBei tiefen Temperaturen l�a�t si
h keine der bespro
henen N�aherungsmethoden direktanwenden. F�ur T ! 0 sind alle Teil
hensysteme im festen Zustand (Festk�orper); eineAusnahme sind die beiden Helium{Isotope He3 und He4, die au
h bei T = 0 f�ur niedrigeDru
ke 
�ussig bleiben (\super
uides Helium"). Die We
hselwirkungen zwis
hen denurspr�ungli
hen Teil
hen (Elektronen, Atome, Molek�ule) sind gro�, die Di
hten sind imallgemeinen au
h ni
ht klein. Au�erdem gilt nur die quantenme
hanis
he Bes
hreibung.Trotzdem ma
hen si
h f�ur T ! 0 wieder einfa
he Z�uge bemerkbar, daher die gro�eAktivit�at der festk�orperphysikalis
hen Fors
hung, speziell der Tieftemperaturphysik.Der Grundzustand ist im allgemeinen beliebig kom-pliziert. Thermodynamis
he Eigens
haften werden aberbestimmt dur
h die tie
iegenden Energieanregungen�E, so da� e���E merkli
h von Null vers
hieden.Hohe Anregungen mit �E � kBT treten dann prak-tis
h ni
ht mehr auf. E

E
1

0

E

E∆ ∼ k  T
BMerke: das Tieftemperaturverhalten jedes Systems ergibt si
h aus dem Energiespektrumin der N�ahe des Grundzustands!Die tie
iegenden Anregungen sind aber, relativ zum Grundzustand, meistens von ei-ner gewissen Einfa
hheit. Die sogenannten Elementaranregungen lassen si
h n�amli
hdur
h \Ein{Teil
hen" Quantenzahlen 
harakterisieren und in Bosonen und Fermionenaufteilen; sie hei�en na
h Landau au
h Quasiteil
hen. �Ahnli
h ist es in der Ho
hener-giephysik, au
h die Elementarteil
hen sind Quasiteil
hen.Die tie
iegenden Anregungen eines Systems lassen si
h also als eine �Uberlagerung sol-
her Quasiteil
hen bes
hreiben mit verna
hl�assigbarer We
hselwirkung. Damit liegt eineRealisierung eines idealen Quantengases vor. Bei h�oheren Temperaturen f�uhren We
h-selwirkungen zwis
hen den Quasiteil
hen zu komplexeren h�oheren Energieanregungen.Beispiel: Stark we
hselwirkende Atome bilden einen Festk�orper (Kristall). Die tie
ie-genden Anregungen im Kristall sind Phononen oder Gitters
hwingungen, die f�ur T ! 0nur sehr s
hwa
h we
hselwirken, dh stark we
hselwirkende Atome werden ersetzt dur
hs
hwa
h we
hselwirkende Phononen!Es gibt zwei Gruppen von Quasiteil
hena) Quasifermionen: Quasiteil
hen mit Fermistatistik, dh die Besetzungszahl des Ein{Teil
hen Zustands f�g ist n� = 0; 1.



Seite 122Wi
htig: Bei Fermionen haben wir immer Teil
henzahlerhaltung, dh N =P� n�tritt als Erhaltungsgr�o�e auf und es gibt ein 
hemis
hes Potential,b) Quasibosonen: Quasiteil
hen mit Bosestatistik, dh n� = 0; 1; 2; : : : ;1. Hier gilt:N =P� n� kann sowohl als Erhaltungsgr�o�e als au
h ni
ht auftreten.Wi
htig: F�ur alle Realisierungen von idealen Quantengasen ist N ni
ht erhalten,Bosonen entstehen und vergehen (wie die Phononen) und es ist � = 0 sowie dieFreie Energie F (T; V ) �aquivalent mit dem gro�kanonis
hen Potential �(T; V ).Das ideale Bosegas in Abs
hnitt 17 mit � 6= 0 ist ein lustiges Re
henmodell, aber totalunrealistis
h. Beim He4 geht man aus von Bosonen (He4{Atome), die aber sehr stark (f�urT ! 0) miteinander we
hselwirken. Die im super
uiden He4 bei T = 0 auftretendenBoseanregungen sind Phononen und Rotonen mit ni
ht erhaltener Teil
henzahl undhaben ni
hts mit den urspr�ungli
hen Bose{Atomen He4 zu tun.Es folgt eine Tabelle der wi
htigsten Quasiteil
hen (siehe au
h W.Brenig , Seite 158).Die Re
htfertigung f�ur eine Quasiteil
henbes
hreibung eines Systems mu� in jedemkonkreten Fall erbra
ht werden; dies ist Aufgabe der Vielteil
henphysik.FermionenName VorkommenElektron (S
hale) Atomh�ulleElektron (B�ander) Festk�orperL�o
her (B�ander) Festk�orper (L�o
her in besetzten Elektronb�anderners
heinen als positiv geladene Teil
hen)Elektron = Polaron IonenkristalleElektron mit Energiel�u
ke SupraleiterHe3{Atom Fl�ussiges He3Nukleon Atomkern (trotz sehr starker Nukleon{Nukleon We
hsel{wirkung lassen si
h Kernanregungen dur
h \e�ektive"S
halenmodell{Nukleonen bes
hreiben)Bosonen (ni
ht erhaltene Teil
hen)Name Vorkommen



Seite 123Phonon (akustis
h) Festk�orperPhonon (optis
h) zus�atzli
h in Ionenkristallen, zB NaClPhonon (0.ter S
hall) Fermisysteme, Fl�ussiges He3Phonon (1.ter S
hall) Super
uides He4 (entspri
ht akustis
hem Phonon)Phonon (2.ter S
hall) Super
uides He4, Festk�orperRoton (quantisierter Wirbel) Super
uides He4Magnon (Spinwelle) Ferro{ und AntiferromagnetePlasmon Metalle, dotierte HalbleiterEx
iton Halbleiter, IsolatorenHeli
on Metall, Halbleiter im Magnetfeldgebundenes Elektron{Paar Supraleitergebundenes Nukleon{Paar man
he Kerne



Seite 12421. Phononen im Festk�orperBei tiefen Temperaturen ordnen si
h Atome bzw Molek�ule in einem periodis
hen Git-ter an: Kristall (Festk�orper). Die Dynamik des Systems wird bes
hrieben dur
h kleineS
hwingungen um die Glei
hgewi
htslage =) Phononen. Wir betra
hten Kristalle miteinem Atom in der Einheitszelle. Mit N Atomen haben wir insgesamt 3N me
hani-s
he Freiheitsgrade, n�amli
h 3N harmonis
he Oszillatoren mit Frequenzen !1 ; i =1; 2; : : :3N . In der harmonis
hen N�aherung (also in niedrigster Ordnung in den Auslen-kungen) ist die Energie H = E0 + 3NXi=1 �h!ini (21:1)mit E0 = Grundzustandsenergie, dh Energie des ruhenden Gitters. Die niedrigliegen-den Boseanregungen sind dur
h die Phononenbesetzung ni = 0; 1; 2; : : : gegeben. Wiebei den Photonen gibt es keine Teil
henzahlerhaltung. Folgli
h ist die Freie EnergieF (T; V ) = �(T; V ) = � 1� ln Spur e��H, wie zuvor. Die mittlere Energie istE = E0 +Xi �h!i hnii mit hnii = 1e��h!i � 1 : (21:2)Der \Einteil
hen{Zustand" i = (~k; s) ist 
harakterisiert dur
h einen Ausbreitungsvektor~k einer ebenen Welle ei~k�~r und einen inneren Freiheitsgrad s, der f�ur eine longitudinaleund zwei transversale S
hwingungen steht. Dur
h die Forderung3Nz(!)d! := Anzahl der Frequenzen !i zwis
hen ! und ! + d!de�nieren wir die Zustandsdi
hte z(!) mit Z 10 d!z(!) = 1 : (21:3)Damit ist E = E0 + 3N Z 10 d!z(!) �h!e��h! � 1 :Das ganze Problem ist damit zur�u
kgef�uhrt auf die Bere
hnung von z(!) bzw der Fre-quenzen ! = !(~k; s). Dieses Problem der Gitterdynamik ist im allgemeinen re
ht kom-pliziert. Im Grenzfall ~k! 0 entspre
hen die Phononen den S
hallwellen:!(~k; s) = � 
`j~kj = 
`k mit der longitudinalen S
hallges
hwindigkeit 
`
tj~kj = 
tk mit der transversale S
hallges
hwindigkeit 
t,! 3Nz(!)d! = !<!(~k;s)<!+d!X~k;s 1 = V(2�)3 Xs Z d3k = V2�2 Xs k2dk= V2�2� 1
3̀ + 2
3t �!2d! :



Seite 125und mit 3
3 := � 1
3̀ + 2
3t � folgt z(!) = V=N2�2
3!2 f�ur ! ! 0 : (21:4)Debye-Modell: Debye nimmt an, da� (21.4) au
h f�ur gr�o�ere ! einigerma�en stimmt:z(!) = � V=N2�2
3!2 f�ur ! � !D0 f�ur ! > !D ; (21:5)
ωD

ω

z

dabei folgt die Abs
hneidefrequenz !D aus1 _= Z 10 d! z(!) = V=N2�2
3 !3D3 ,! !3D = 6�2
3NV und z(!) = 3!2!3DEs folgt E �E0 = 9N�h!3D Z !D0 d! !3e��h! � 1und mit der dur
h kB�D = �h!D de�nierten Debye-Temperatur �DE � E0 = 3NkBT � I��DT � mit I(z) := 3z3 Z z0 x3dxex � 1 : (21:6)F�ur hohe Temperaturen (T � �D) ist I(z) � 3z3 R z0 dx[x2 + O(x3)℄ = 1 + O(z) und esfolgt E(T )� E0 = 3NkBT [1 +O��DT �℄ ; CV = �E�T ��� = 3NkB ;also eine W�armekapazit�at kB pro (me
hanis
hem) Freiheitsgrad (Gesetz von Dulong {Petit).F�ur tiefe Temperaturen (T � �D) ist I(z) � 3z3 R10 dx[x2+O(x3)℄ = �45 1z3 und folgli
hE(T )�E0 = 3�45 NkB T 4�3D / T 4 ; CV = �E�T ��� = 12�45 NkB T 3�3D / T 3 : (21:7)Dieses T 3{Gesetz f�ur die Gitterw�armekapazit�at ist 
harakteristis
h f�ur Festk�orper undexperimentell bestens best�atigt.
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hte Zustandsdi
hten:
Wolfram

ω

  Na Cl

ω
ω ωDD

z z

Anmerkung: Wenn mehr als ein Atom pro Gitterzelle vorhanden ist (Gitter mit Basis),so gibt es optis
he Phononen mit h�oherliegenden Frequenzen und wenig Dispersion.Hier verwendet man h�au�g das Einstein{ModellzE(!) = Æ(! � !E) : (21:8)



Seite 12722. Super
uides HeliumAls zweites Beispiel f�ur ein Tieftemperatursystem mit Boseanregungen betra
hten wir\He II". Ein System aus den Atomen des He4{Isotops, ein Bosesystem mit starkerWe
hselwirkung, bleibt 
�ussig bis T = 0 (bei ni
ht zu hohem Dru
k).
Tλ=2.186  Ko

λ

fest

flüssig

flüssig

Gas

He II

Normal-

-Linie

T

p Phasendiagramm: Unterhalb von T� geht He4 in diesuper
uide Phase He II �uber. Modellm�a�ig fa�t manHe II als 2{Fl�ussigkeitssystem auf mit1. normal
�ussigem Anteil,2. super
uidem Anteil = Kondensat.
Die folgende Deutung stammt von Landau. Das Kondensat oder die kondensiertePhase zeigt keine Reibung, daher die Super
uidit�at, dh reibungsfreies Flie�en dur
hd�unne Kapillaren usw. Das Kondensat hat keine Entropie. Bei T = 0 gibt es nur dasKondensat. Der Normalanteil besteht aus den Anregungen des Systems und kann alsGas aus Quasiteil
hen angesehen werden. Diese sind Bose{Teil
hen, haben aber garni
hts zu tun mit den urspr�ungli
hen He4{Bosonen. Folgendes Anregungsspektrum wur-de sowohl experimentell (dur
h Neutronenstreuung), als au
h theoretis
h abgeleitet.
p! 0 : �(p) = up (p = j~pj); ,! Phononenam Minimum : � � �+ (p� p0)22m� ,! Roton

p o -1

h

ε
kB

10

5

1 2

[A]Daten: �kB = 8:5ÆK, p0�h = 1:9 � 108
m�1, m� = 0:16mHe4 .Energie: H =Pp �(p)np ; np = 0; 1; 2; : : : ;1 BosestatistikMittlere Energie : E =Xp �(p)hnpi ; hnpi = 1e��(p) � 1� Eph + Erot :



Seite 128und wie zuvor re
hnet manEph = V �230 (kBT )4(�hu)3 (T ! 0) ,! Cph / T 3Erot / e� �kBT ,! Crot / e� �kBT ,! Aktivierungsverhalten : (22:1)Super
uidit�at na
h Landau: Bei T = 0 ist die Fl�ussigkeit im Grundzustand, dh es gibtnur das Kondensat, keine Anregungen. Dieses Kondensat bewege si
h als Ganzes ineinem Rohr mit einer Driftges
hwindigkeit ~v. Behauptung: es �ndet keine Abbremsungstatt, wenn nur v < vkrit ist.
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�����������������
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Wand

ruhendes Kondensat

Zum Beweis betra
hte eine Galilei{Transformationauf ein System, in dem si
h das Kondensat in Ruhebe�ndet, die Wand si
h mit der Ges
hwindigkeit �~vbewegt. W�are das Kondensat z�ah, so w�urde das Rohrabgebremst, wobei Energie und Impuls in Form vonAnregungen (Quasiteil
hen) im Kondensat �ubertra-gen wird.Angenommen, es gibt eine Anregung mit Impuls ~p und Energie �(p). Dann ist imRuhsystem : ~P = ~p ; E = P 22M +Eint = p22M + Eint = �(p)mitM = Gesamtmasse = NmHe4 ;Laborsystem : ~P =M~v + ~p ; E = M2 v2 + ~v � ~p+ p22M + Eint = M2 v2 + ~v � ~p+ �(p) :Die Energieabnahme ist also �+ ~v � ~p < 0. Wegen � > 0 ,! ~p � ~v < 0 ;�~p � ~v � pv folgtdie Bedingung v > �(p)p . Damit also eine Anregung mit ~p und �(p) m�ogli
h ist, mu�v � vkrit := minalle p �(p)p (22:2)sein. Aus dem �{Spektrum folgt, da� vkrit > u > 0 ist.Folgerung: F�ur v < vkrit ist keine Anregung m�ogli
h, das Kondensat 
ie�t also reibungs-frei ,! Super
uidit�at.Bei T > 0 sind s
hon Anregungen vorhanden, diese k�onnen mit der Wand sto�en,Energie und Impuls austaus
hen. Dies bewirkt die Reibung des Normalanteils, jedo
hist bis herauf zu T� ein makroskopis
hes Kondensat vorhanden.



Seite 129Bestimmung von T�: Im ruhenden Kondensat bewege si
h das \Gas der Anregungen"mit der Driftges
hwindigkeit ~v. Das Gesamtsystem hat den Impuls ~P 6= 0. Wir m�ussendann in den Di
hteoperator den Impuls als Erhaltungsgr�o�e aufnehmen dur
h die Er-setzung H �! H � ~v � ~P =Xp [�(p)� ~v � ~p℄np ; ~P =Xp ~pnp :Es folgt hnpiv = n(�� ~v � ~p) ; n(�) = 1e���1 .Der mittlere Impuls isth ~Pi =Xp ~pn(�� ~p � ~v) =Xp ~p[n(�)� ~p � ~v�n�� ��� + O(v2)℄= V(2��h)3 Z d
p Z 10 p2dp[�~p (~p � ~v)�n�� ��� + O(v2)℄ :Wir formen das p{Integral dur
h partielle Integration um und setzen die Phononen-energie � = up� Z 10 p2dp p2 �n�� ��� ) 4u Z 10 p2dp n(�) p|{z}�=u ) 4 Z 10 p2dp �n(�)und f�uhren die Raumwinkelintegration ausZ d
p~p (~p � ~v) = 13~v Z d
pp2 :Das Ergebnis ist h~Pi = 43 ~vu2 Xp �n(�) = ~v 43 Ephu2 :=Mph~v :Man ordnet dem Phononengas also die tr�age MasseMph = 43 Ephu2 mit Mph / T 4 f�ur T ! 0zu. Ebenso bekommt man von den Rotonen eine tr�age Masse Mrot. Die gesamte tr�ageMasse des Normalanteils ist Mn =Mph(T ) +Mrot(T ) :Bei T = 0 ist Mn = 0; die tr�age Masse Mn(T ) w�a
hst monoton mit T an. Aus derMassenerhaltung de�niert man die Masse des KondensatanteilsM � NmHe4 =Mn(T ) +Mkond(T ) : (22:3)Bei T = 0 ist M = Mkond; mit wa
hsendem T nimmt Mkond ab und vers
hwindet beiT�, dh T� ist de�niert dur
hM =Mn(T�) oder Mkond(T�) = 0 : (22:4)Oberhalb von T� ist kein Kondensat mehr vorhanden, dh oberhalb T� verh�alt si
h He4wie eine normale Fl�ussigkeit.



Seite 13023. Allgemeines Fermionensystem f�ur tiefe TemperaturenW�ahrend Quasibosonen mit ni
hterhaltener Teil
henzahl in beliebigen we
hselwirken-den Systemen als tie
iegende Anregungen auftreten, gibt es wegen der Fermionenzahler-haltung Quasifermionen nur dort, wo ohne We
hselwirkung s
hon Fermionen im Systemvorhanden sind (\freie" oder \na
kte" Fermionen). Deswegen er�ndet man au
h keineneuen Namen: freies Elektron �! (Quasi�) Eletronfreies He3�Atom �! He3�Fermion :Trotzdem mu� man streng unters
heiden. Ohne We
hselwirkung haben wir na
kte Fer-miteil
hen mit Impuls und Spin (p; s = �12 ) und Energie �0ps = p22m0 . Mit We
hselwir-kung haben wir die glei
hen Quantenzahlen p; s, aber andere Energien �ps.
Wolke

nacktes
Teilchen

p

Dieses Quasifermion mit Energie �ps ist ans
hauli
h: einna
ktes Teil
hen + einer \Wolke" von umgebenden Teil-
hen, die wegen der We
hselwirkung mitges
hleppt werden;das ganze Gebilde bewegt si
h wie in einer z�ahen Fl�ussig-keit. F�ur p! 0 gilt meistens�ps � p22me� ; me� � m0 meistens!Beispiele: We
hselwirkende Elektronen in Festk�orpern (Metallen), Fl�ussiges He3,Kernmaterie als Nukleonen
�ussigkeit.Bei tiefen Temperaturen kann die starke We
hselwirkung der na
kten Fermionen dur
hdie s
hwa
he We
hselwirkung der Quasifermionen dargestellt werden, und zu untersu-
hen bleibt das ideale Quasifermionengas.Der Einteil
hen{Zustand wird 
harakterisiert dur
h (~p s) mit nps = 0; 1 und Energie�(ps). Die Teil
henzahl ist N =Pps nps, die Energie H =Pps �(ps)nps zuz�ugli
h einess
hwa
hen Beitrags von den We
hselwirkungen der Quasifermionen. F�ur vers
hwinden-de We
hselwirkung k�onnen wir von den Formeln (17.14) { (17.16) Gebrau
h ma
hen.Speziell isthnpsi = 1e�(�ps��) + 1 := f(�ps) die Fermi� Verteilungsfunktion : (23:1)Die alternative Wahrs
heinli
hkeit f�ur die Ni
htbesetzung eines Zustands ist1� hnpsi = 11 + e��(�ps��) :



Seite 131Man zeigt lei
ht (Aufgabe 23.1), da� si
h die Entropie folgenderma�en s
hreiben l�a�tSkB = �Xps hhnpsi lnhnpsi+ (1� hnpsi) ln(1� hnpsi)i : (23:2)Aus N = hNi =Ppshnpsi folgt NV = n(�; T ) und � = �(T; NV ).T = 0 : f(�) = � 1 �ps < �0 �ps > � (23:3)Bei T = 0 sind alle Einteil
hen{Zust�ande p; s mit�ps < � besetzt, alle mit �ps > � unbesetzt. Wirspre
hen von einem entarteten Fermigas. Bei end-li
her Temperatur f�allt f(�) im Berei
h � � �� kBTvon 1 auf 0 ab.
f(  )ε

µ

T= 0

T > 0 εIm Folgenden benutzen wir die Fermienergie �F , die Fermitemperatur TF und denFermiimpuls pF , de�niert dur
h�F := �0 � �(T = 0) ; kBTF := �F ; p2F2m� := �F :Bei T = 0 ist die Teil
henzahlN =Xps hnpsi = V(2��h)3 2 Z�<�F d3p = V3�2�pF�h �3 :Damit ist �pF�h �3 = 3�2n � 1024
m�3 f�ur Elektronen im Metallentspre
hend einer Temperatur�pF�h �3 � 108
m�1 ,! �0 = �F = p2F2m� � 10�11m0m� erg ,! TF � 104�105 ÆK ;so da� T � TF f�ur alle realistis
hen Temperaturen, ebenso � � kBT . Elektronenim Metall sind also immer stark entartet. Allgemein ist das Kriterium f�ur entartetesTieftemperaturverhalten: T � TF .Zur Bere
hnung thermodynamis
her Gr�o�en de�nieren wirNz(�)d� := �Anzahl der Zust�ande zwis
hen � und �+ d� (� > 0)0 (� < 0) :Es folgtN =Xps hnpsi ,! 1 = Z 1�1 d� z(�)f(�) mit f(�) = 1e�(���) + 1 ; (23:4)



Seite 132wobei f(�)! � e��� exponentieller Abfall f�ur �!11 f�ur �! �1 :Die Energie ist E = N Z d� �z(�)f(�) :Zur Auswertung von Integralen wie in 23.4 betra
htet man na
h Sommerfeld allgemeinF (�) mit F (� < 0) � 0 und F (�)f(�)j�=1 = 0und bildet mit der Fermifunktion f(�) das IntegralI = Z 1�1 d� F 0(�)f(�) = F � f j1�1 � Z 1�1 d� F (�)�f�� = Z 1�1 dx ex(ex + 1)2F (�+ kBTx) ;wobei x := �(� � �) substituiert und �f�� = �� ex(ex+1)2 verwendet wurde. Mit der Ent-wi
klung f�ur kleine TF (�+ kBTx) = F (�) + kBTxF 0(�) + 12(kBTx)2F 00(�) + : : :erhalten wirI = Z 1�1 dx(ex + 1)(e�x + 1)hF (�) + xkBTF 0| {z })0 + 12(kBT )2F 00x2| {z }R1�1 dx x2(ex+1)(e�x+1)=�23 i+O(T 4)= I0 + �26 (kBT )2F 0(�) +O(T 4) (23:5)mit I0 = F (�) = Z �0 d� F 0(�) :Als Anwendung setzen wir zun�a
hst F 0(�) := z(�) und erhalten1 = Z �0 d� z(�) + �26 (kBT )2z0(�) +O(T 4) ; speziell f�ur T = 0 : 1 = Z �00 d� z(�) ;also0 = �26 (kBT )2z0(�0) + (�� �0)z(�0) + O(T 4) ,! �(T )� �0 = ��26 (kBT )2 z0z j�0 :Zur Bere
hnung der Energie setzen wir F 0 = �z(�) und erhaltenEN = Z �0 d� �z(�) + �26 (kBT )2 [z(�0) + �0z0(�0)℄ + O(T 4) ;sowie E0N � E(T = 0)N = Z �00 d� �z(�) f�ur T = 0 :



Seite 133Es folgtE �E0N = Z ��0 d� �z(�) + �26 (kBT )2 [z(�0) + �0z0(�0)℄ + O(T 4)= (�� �0)�0z(�0) + �26 (kBT )2 [z(�0) + �0z0(�0)℄ +O(T 4)= �26 (kBT )2z(�0) + O(T 4) : (23:6)
Die W�armekapazit�at pro Teil
hen ist damit (f�ur beliebige Spektren) linear in T ,1N C = 1N �E�T = 
T + O(T 3) mit der Sommerfeldkonstanten 
 = �23 k2Bz(�0) :(23:7)F�ur �ps = �(p) isotrop, spinunabh�angig gilt dannNz(�)d� = ���ps��+d�Xps 1 = V�2�h3 p2(�)dp ,! z(�) = 3p3F p2 dpd� :Mit �0 = �F � �(pF ) und Def: d�dp ���p=pF := pFm� effektive Massefolgt z(�0) = 3m�p2F ,! 
 = �2k2Bm�p2F :Da pF aus der Teil
hendi
hte folgt, liefert die Messung von C bzw 
 die e�ektive Massem�. Im allgemeinen ergibt dies m� 6= me� ; m0 ! F�ur \freie" Teil
hen gilt nat�urli
h�F = p22m0 ,! m� = me� = m0.Bei T = 0 ist wegen E0 = N R �00 d� �z(�) die Nullpunktsenergie E0 = Ne0( VN ) vomVolumen abh�angig; deshalb gibt es einen Nullpunktsdru
k des Fermionengases.



Seite 13423.1 Entropie und BesetzungszahlenBest�atige Formel 23.2.� SkB 10:12a= 1kB ���T ���V � = ��2 ���� ���V � = �1� � ��� ���V ��(��)17:15= �� ��� ���V � � 1�X� ln �1 + e��(����)�=X� h��(�� � �)e��(����)1 + e��(����) � ln(1 + e��(����))i17:17= X� h� �(�� � �)hn�i+ ln(1� hn�i)i=X� hhn�i lnhn�i+ (1� hn�i) ln(1� hn�i)i :
23.2 Au��ullen der FermikugelLeite auf elementarem Wege ('Au��ullen der Fermikugel') die Formeln �F = �h22m(3�2n) 23 ,E0 = 35N�F und p0 = 25n�F f�ur Fermienergie, Nullpunktsenergie und Nullpunktsdru
kdes idealen Gases aus Spin 12 -Fermionen mit �~p = p2=2m her. Wie sehen diese Formelnf�ur masselose Fermionen mit �~p = 
j~pj aus?Wel
hes ist der Entwi
klungsparameter der Tieftemperaturentwi
klung? Wie lautet (bisauf einen Zahlenfaktor) die Proportionalit�atskonstante im C / T -Gesetz f�ur die elek-tronis
he W�armekapazit�at?N = X~k mit �~k<�F 2 = 2 V(2��h)3 Z pF0 dp 4�p2 = V3�2�h3 p3F = V3�2�h3 (2m�F ) 32,! �F = p2F2m = �h22m (3�2n) 23 :E0N = R pF0 dpp2 p22mR pF0 dpp2 = 35 p2F2m = 35�F ; p0 = ��E0�V = n2 ��n E0N = n2 35 23 �Fn = 25n�F = 23 E0V :Dasselbe f�ur �~p = 
j~pjN = X�~k<�F 2 = 2 V(2��h)3 Z pF0 dp 4�p2 = V3�2�h3 p3F = V3�2�h3
3 �3F ,! �F = 
pF = (3�2n) 13 �h
:E0N = R pF0 dpp2
pR pF0 dpp2 = 34
pF = 34�F ; p0 = ��E0�V = n2 ��n E0N = n2 34 13 �Fn = 14n�F = 13 E0V :Der Entwi
klungsparameter ist T=TF mit kBTF = �F . FernerE �E0 / Zahl der angeregten Zust�ande� Anregungsenergie / N T � kBT ,! C / NkB TTF .



Seite 13523.3 Ideales Fermigas in 2 DimensionenBetra
hte ein ideales Fermigas in 2 Raumdimensionen: N identis
he Fermionen mitEinteil
hen{Energien �p = ~p 22m bewegen si
h frei auf einer Fl�a
he A ' V = L2; von denvers
hiedenen Spineinstellungen sehen wir ab.a) Bere
hne den Dru
k p als Funktion von Temperatur T und Fugazit�at z. Benutze zurAbk�urzung die de Broglie-Wellenl�ange �2 = 2��h2�=m, sowie das (ni
htelementare)Integral R10 dx ln (1 + ze�x) = R 1+z1 dy ln yy�1 := �I(z + 1) (I=\Dilog{Funktion").Mit �I(z + 1) = R10 dx ln(1 + ze�x) = R 1+z1 dy ln yy�1 = R z0 dyy ln(y + 1) ist ��A =p = 1�A A(2��h)2 Z 10 dp2�p ln�1+ze��p2=2m� = 12��h2� m� Z 10 dx ln(1+ze�x) = �1��2 I(z+1):b) Zeige, da� die Di
hte allgemein gegeben ist dur
h n � NA = z ��z ���� (�p(z; �)) undbere
hne sie explizit f�ur den vorliegenden Fall.n = � 1A ���� ���� = �p�� ���� = z ��z ���� (�p) = � 1�2 z ddz I(z+1) = 1�2 ln(z+1) ,! z = e�2n�1
) Bere
hne aus a) und b) die thermis
he Zustandsglei
hung in der Form p = p(n; T ).Wie lautet der erste VirialkoeÆzient b(T )?O�enbar ist �p=n = �I(e�2n)=�2n. Die Entwi
klung�I(z + 1) = Z z0 dxx ln(1 + x) = Z z0 dx(1� x2 + x23 + : : :) = z � 14z2 + O(z3)liefert den 1. VirialkoeÆzienten b(T ) = 14�2 = ��h22mkBT > 0; er divergiert bei T = 0.d) Bere
hne die Entropie und untersu
he das Tieftemperaturverhalten in Hinbli
k aufdas Nernst's
he Theorem. Benutze limz!1[2 I(z + 1) + ln z ln(z + 1)℄ = �13�2:Die Entropie istS=kB = �k�1B ���T ����;V = �2 ���� = �2 ���� A��2 I(z + 1)� = Am2��h2�2 ���� 1�2 I(z + 1)�= Am2��h2�� 2� I(z + 1)� � ln(z + 1)� = � Am2��h2 1� �2I(z + 1) + ln z ln(z + 1)�! �23 A�2 / T (z !1):F�ur T ! 0 divergiert z = e�2n � 1. Damit sind S und CV proportional T , wie indrei Dimensionen und im Einklang mit dem Nernst's
hen Theorem.Zum Grenzwert der Dilog{Funktion eine kurze MAPLE V Session:int(log(1+z*exp(-x)),x=0..infinity);-dilog(z+1)limit(2*dilog(z+1)+log(z)*log(z+1),z=infinity);-1/3 Pi2



Seite 13623.4 Pauli{ParamagnetismusIm �au�eren Magnetfeld B sind die Einteil
henenergien �~p;� der Leitungselektronen f�urbeide Spinri
htungen � = �1 (parallel oder antiparallel zum Magnetfeld) unters
hied-li
h: �~p ;� = 12m~p 2 � ��BB:�B = jej�h2m
 ist das Bohr's
he Magneton. F�ur die beiden Spineinstellungen ergeben si
hdamit unters
hiedli
he Besetzungszahlen hn~p ;�i bei glei
hem 
hemis
hen Potential �.Magnetisierung und Suszeptibilit�at sind de�niert dur
hM = �B � (hN+i � hN�i) mit N� =X~p n~p;� ; � = �(T;B) = �M�B ���T;N :a) Zeige: �(T; 0) = N�2B R1�1 d�z0(�)f(�). Die Gr�o�en der re
hten Seite beziehen si
hauf den Fall B = 0 und sind aus der Vorlesung bekannt. z(�) ist die Einteil
hen{Zustandsdi
hte, f die Fermifunktion zum 
hemis
hen Potential �.Mit der Fermifunktion f(�) = 1=(e�(���) + 1) istM�B =X~p (hn~p;+i � hn~p;�i)= N2 Z 1�1d� z(�) [f(�� �BB)� f(�+ �BB)℄= N2 Z 1�1d� f(�) [z(�+ �BB)� z(�� �BB)℄! N�BB Z 1�1 d�f(�)z0(�) f�ur B ! 0:Der Vorfaktor N2 liefert die Gesamtteil
henzahl: N =P~p (hn~p;+i+ hn~p;�i).b) Entwi
kle mit der in der Vorlesung angegebenen Sommerfeld's
hen Methode (Gl. 23.5)�(T; 0) bis zur Ordnung T 2 eins
hlie�li
h. Die Gesamtteil
henzahl N ist dabei vor-gegeben, dh es ist au
h die Temperaturabh�angigkeit von � zu ber�u
ksi
htigen. Ge-winne ein explizites Ergebnis f�ur den Fall �~p = p22m .Aus a) folgt�(T; 0) = N�2B Z 1�1 d�f(�)z0(�) = N�2B[z(�) + �26 (kBT )2z00(�F) + O(T 4)℄;wobei die Sommerfeld's
he Entwi
klungsformel (23.5 der Vorlesung) benutzt wurde.Ferner ist aus der Vorlesung bekannt:�(T )� �F = ��26 (kBT )2 z0z ����F :Zur expliziten Auswertung benutzen wir f�ur Teil
hen der Masse m in drei Dimen-sionen z(�) = 3mp3F p2m�, also z0(�F) = 34�2F , z00(�F) = � 38�3F und erhalten insgesamt�(T; 0) = 3N�2B2�F h1� �212� TTF�2 +O(T 4)i:



Seite 13724. Verd�unnte Systeme, Virialentwi
klungDas Problem, we
hselwirkende Teil
hen in einem gro�en System quantitativ zu bes
hrei-ben, ist kompliziert. Der einfa
hste Fall tritt auf bei der Bes
hreibung realer Gase imGrenzfall gro�er Verd�unnung, wo wir klassis
h re
hnen k�onnen. Betra
hte N Atome mitder Hamiltonfunktion H = NXi=1 p2i2m +Xi<j v(~ri � ~rj) : (24:1)Die gro�kanonis
he Zustandssumme ist na
h (16.11)Zg(T; V; �) = 1XN=0 zNZk(T; V;N) : (24:2)mit der kanonis
hen Zustandssumme (16.9)Zk(T; V;N) = 1N ! 1�3N Z d3Nre��Pi<j vij| {z }Q(T;V;N) : (24:3)Q hei�t Konfigurationsintegral.F�ur kleine Di
hten ist �3n = z = e�� � 1; wir k�onnen daher z als Entwi
klungspara-meter benutzen.��� � �pV = lnZg = ln h1 + zZk(T; V; 1) + z2Zk(T; V; 2) + z3Zk(T; V; 3) + O(z4)i= zZ1 + z2Z2 + z3Z3 +O(z4)mit Z1 := Zk(T; V; 1) = V�3 ; Z2 := Zk(T; V; 2)� 12Z2k(T; V; 1) ; Z3 = : : :Die Teil
henzahl istN = ����� = �z �(��)�z = zZ1 + 2z2Z2 + 3z3Z3 + O(z4) ;und es folgt in niedrigster Ordnungz = NZ1 = NV �3 = n�3 ,! zZ1 = N�2Z2(n�3)2+O(n3) ,! �pV = N�Z2�NZ1�2+O(n3)bzw p = nkBT [1 + b(T )n+ 
(T )n2 +O(n3)℄ : (24:4)Dies ist der Beginn der sogenannten Virialentwi
klung der Zustandsglei
hung na
hPotenzen der Di
hte n. Der Name r�uhrt daher, da� diese Entwi
klung zuerst aus demVirialsatz gewonnen wurde. Die Gr�o�en
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(T ) ; : : : hei�en 2., 3. : : : Virialkoeffizient.Speziell ist der zweite VirialkoeÆzientb(T ) = �V Z0Z21 = �V hZk(T; V; 2)Z2k(T; V; 1) � 12i ; (24:5)und mit Zk(T; V; 2) = 12 1�6 Z d3r1d3r2e��v(~r1�~r2) = V2�6 Z d3re��v(~r)folgt b(T ) = �12 Z d3rf(r) ; f(r) := e��v(~r) � 1 : (24:6)f ist die \Meyer"{f{Funktion; integriert wird �uber den ganzen Raum. Die Zweiteil
hen-we
hselwirkung v(~r) bestimmt damit den 2. VirialkoeÆzienten. Wenn v(~r) f�ur r !1stark genug abf�allt, konvergiert das Integral in (24.6), dh die Virialentwi
klung existiertim thermodynamis
hen Limes V ! 1. Umgekehrt kann man aus einer Messung desVirialkoeÆzienten auf die We
hselwirkung s
hlie�en.Zwei Modelle f�ur reale Gase:1. Modell: 6{12 Potential (Lennard{Jones)v(r) = 4�h��r �12 � ��r �6ioder v(r) = �he a�r�1 � ��2r �6imit zwei bzw vier anpa�baren Parametern. r

  (r)v

F�ur r !1 ist v � � 1r6 die van-der-Waals We
hselwirkung. Zwei Molek�ule induzierengegenseitig Dipole, die zu einem Dipol{Dipol Potential 1r3 � 1r3 f�uhren. Dur
h Bere
hnungvon (24.6) und Anpassung an Experimente �ndet man f�ur das 6{12 PotentialGas He Ne Arg Kr Xe� [�A℄ 2.56 2.78 3.4 3.6 4.1�=kB [ÆK℄ 10.2 34.9 120 171 221



Seite 1392. Modell: Harte Kugeln mit s
hwa
her Anziehung
r

  (r)v

o2r

v(r) = �1 r � 2r0�jvj r � 2r0 ,!f(r) �= �1 r � 2r0� ��v(r) r � 2r0Es folgtb(T ) = b� akBT : (24:7)
mit b = �12 Zj~rj�2r0 d3r f(r) = 12 Zj~rj�2r0 d3r = 12 4�3 (2r0)3 = 16�3 r30= 4� Eigenvolumen der Molek�ule� akBT = �12 Zj~rj�2r0 d3r f(r) ,! a = �12 Zj~rj�2r0 d3r v(r) � 0Bemerkung: F�ur harte Kugeln lassen si
h 2 weitere VirialkoeÆzienten analytis
h be-re
hnen.Weitere Bemerkung: F�ur geladene Teil
hen (Coulombpotentiale) f�allt v(r) � 1r ab ,!Virialentwi
klung existiert ni
ht; wi
htig f�ur die Bes
hreibung von Elektrolyten.
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hes eindimensionales Gas mit kurzrei
hweitiger We
hselwirkungF�ur ein klassis
hes eindimensionales Gas aus N Molek�ulen auf einer Stre
ke L ist daskanonis
he Zustandsintegral (vgl 16.9) Z = Zk(T; L;N) = 1�NQN mitQN = 1N ! Z L0 dxN Z L0 dxN�1 : : :Z L0 dx2 Z L0 dx1e� 12�Pij vij ; vij := v(jxi � xj j) :Der Faktor 12 im Exponenten bewirkt, da� bei uneinges
hr�ankter Summation �uber i; jjede We
hselwirkungsenergie vij � vji nur einmal gez�ahlt wird (es sei vii � 0 gesetzt).In QN ist der Integrand o�enbar invariant gegen�uber jeder der N ! m�ogli
hen Permu-tationen der Integrationsvariablen x1; x2; : : : xN . Deshalb kann in dem Vielfa
hintegraldur
h Umbenennung der xi stets die Anordnung x1 � x2 : : : � xN hergestellt wer-den, so da� si
h unter Fortlassung des Vorfaktors 1N ! der Integrationsberei
h wie folgteingrenzen l�a�tQN = Z L0 dxN Z xN0 dxN�1 : : :Z x30 dx2 Z x20 dx1e� 12�Pij vij :Setzen wir ferner voraus, da� nur n�a
hste Na
hbarn we
hselwirken, also12Pij vij = v(xN � xN�1) + : : : v(x3 � x2) + v(x2 � x1),so nimmt QN die Form eines \Faltungsintegrals" an; mit f(x) := e��v(x) istQN = Z L0 dxN Z xN0 dxN�1f(xN � xN�1) : : :Z x30 dx2f(x3 � x2) Z x20 dx1f(x2 � x1)a) Es ist zwe
km�a�ig, mittels der Lapla
e{TransformationZ(�; p;N) = Z 10 dLe��pLZk(�; L;N)= ��N Z 10 dLe��pL Z L0 dxN Z xN0 dxN�1f(xN � xN�1) : : :: : :Z x30 dx2f(x3 � x2) Z x20 dx1f(x2 � x1)zur Dru
kgesamtheit �uberzugehen (vgl Aufgabe 11.4); der \Dru
k" p hat hier dieDimension einer Kraft.Zur Auswertung benutzen wir das \Faltungstheorem" f�ur Lapla
e{Transformierte:Lapla
e{Transformierte einer Faltung = Produkt der Lapla
e{TransformiertenDas aus zwei Funktionen g(t) und h(t) gebildete Faltungsintegral ist de�niert dur
h(g � h)(t) := Z t0 d�g(�)h(t� �) � Z t0 d�h(�)g(t� �) = (h � g)(t):



Seite 141Mit Hilfe der Stufenfunktion �(x) := � 1 (x > 0)0 (x < 0) formen wir die Lapla
e{Transformierteum: Z 10 dte�st(g � h)(t) = Z 10 dt Z t0 d�e�stg(�)h(t� �)= Z 10 dt Z 10 d� �(t� �)e�s�e�s(t��)g(�)h(t� �)= Z 10 d�e�s�g(�) � Z 10 dt �(t� �)e�s(t��)h(t� �)= Z 10 d�e�s�g(�) � Z 10 dte�sth(t) = ~g(s) � ~h(s)Da eine der beiden Funktionen selbst wieder ein Faltungsintegral sein kann, fakto-risiert die Lapla
e{Transformierte eines iterierten Faltungsintegrals entspre
hend.Wie l�a�t si
h demna
h Z(�; p;N) aus dem intermolekularen We
hselwirkungspo-tential v(x) bere
hnen?Z(�; p;N) hat o�enbar die FormZ(�; p;N) = ��N Z 10 dLe��pL(1 � f � f � f : : : f| {z }N�1 Faktoren f �1)(L)und dur
h Anwendung des Faltungstheorems und R10 dLe��pL 1 = 1�p folgtZ(�; p;N) = 1�N (�p)2 � ~f(�p)�N�1 mit ~f(s) = Z 10 d`e�s`f(`) = Z 10 d`e�s`��v(`) :Damit ist die freie Enthalpie (bis auf subextensive Anteile)G(T; p;N) = � 1� lnZ = �NkBT ln ~f(�p)�mit den partiellen Ableitungen ( ~f � ~f(�p))L = �G�p ���T = �N ~f 0~f ; S = ��G�T ���p = NkB� ln ~f� + 12 � �p ~f 0~f � :b) Wir betra
hten ein We
hselwirkungspotential mit einem hard{
ore der Ausdehnunga und einem regul�aren Anteil im Intervall a < ` < 2a, alsov(`) = (1 f�ur ` < avreg(`) f�ur a < ` < 2a0 f�ur ` > 2a ,! ~f(s) = Z 2aa d`e�s`��vreg(`) + 1se�2as ;speziell mit vreg(`) � v0. Bere
hne und diskutiere die thermis
he Zustandsglei
hungsowie die W�armekapazit�at Cp f�ur v0 = 0 und v0 6= 0.



Seite 142Ausf�uhrung des Lapla
e{Integrals ergibt ~f(s) = 1se�as �e��v0 + e�as(1� e��v0)�.Spezialisiert auf v0 = 0 (keine We
hselwirkung au�er hard{
ore) folgt~f(s) = 1se�as und damit LNa � 1 = � ~f 0a ~f � 1 = 1�ap = kBTap ;also die thermis
he Zustandsglei
hung des Boltzmanngases unter Ber�u
ksi
htigungdes ausges
hlossenen Volumens Na. F�ur v0 6= 0 ergibt si
h die Zustandsglei
hungLNa � 1 = 1�ap + 1� e��v01 + e��v0(e�ap � 1) :Der zus�atzli
h auftretende Term auf der re
hten Seite bewirkt bei gegebenem �apeine Vergr�o�erung von L dur
h ein absto�endes Potential (v0 > 0) und eine Verklei-nerung dur
h ein anziehendes Potential (v0 < 0). In der Ho
htemperaturentwi
klungliefert der Zusatzterm ein �v0, was erst f�ur Temperaturen kBT <�papv0 eine wesent-li
he Korrektur des Boltzmannverhaltens bewirkt. Das Tieftemperaturverhalten istwegen der klassis
hen N�aherung unrealistis
h.Aus der in a) bere
hneten Entropie S = S(T; p;N) folgt die W�armekapazit�atCpNkB = 1NkBT �S�T ���p = � ��� ���p��p ~f 0~f � ln ~f�� = s ��s�s ~f 0~f � ln ~f�����s=�p� / s 12 ,! = 12 + s2� ~f 0~f �0���s=�p...= 32 + (as)2e�ase��v0 � v0ap�2(1� e�as)� (1� e��v0)�1� (1� e�as)(1� e��v0)�2 ���s=�pmit dem korrekten Ho
htemperaturgrenzwert 32 , der im Fall v0 = 0 f�ur alle Tempe-raturen gilt.Sowohl die thermis
he Zustandsglei
hung, als au
h die W�armekapazit�at zeigt ni
htnur f�ur hohe Temperaturen, sondern au
h f�ur hohe Dru
ke das Idealgasverhalten.Dies ist ein Artefakt des modellhaft angenommenen We
hselwirkungspotentials. Beisehr hohem Dru
k ist die Di
hte so gro�, da� si
h praktis
h alle Molek�ule im Berei
hdes konstanten Potentials �2v0 der beiden Na
hbarn aufhalten, si
h also kr�aftefreibewegen.



Seite 14325. Van{der{Waals Modell f�ur Phasen�ubergangWir setzen (24.7) in die Zustandsglei
hung ein:p+ an2 = nkBT [1 + bn+ 
n2 + : : :℄ = NkBTV h1 + bNV + 
�NV �2 + : : :i :b = 4 4�3 r30 ist das Eigenvolumen (4{fa
h) der Molek�ule. N�aherungsweise kann man si
hna
h van{der{Waals eine ges
hlossene Formel vers
ha�en. Wegen des harten Kerns derMolek�ule ist das e�ektiv zur Verf�ugung stehende Volumen des Gases kleiner als V . Mansollte also f�ur thermodynamis
he Betra
htungen V � Vausges
hlossen = V �NB anstellevon V verwenden. Entwi
kelt man1V � Vausg = 1V �NB = 1V h1 +BNV + O(N2V 2 )i ;so folgt dur
h Verglei
h B = b und somit die van-der-Waals Glei
hungp+ an2 = kBTn1� bn oder �p+ aN2V 2 �(V �Nb) = NkBT : (25:1)Man studiert diese Glei
hung meistens in der Formp = kBTv � b � av2 ; v = 1n = spezi�s
hes Volumen : (25:2)Das van{der{Waals Gas zeigt einen Phasen�ubergang gasf�ormig () 
�ussig. Dazu zweiDiagramme
flüssig

fest

1234
p

T

p 124 3

Gas

p(T)

kritischer
Punkt

v

v vGasfl krit
vUnterhalb des kritis
hen Punktes haben wir beim �Uberqueren der Dampfdru
kkurvep(T ) (zB beim Wasser ko
hen) eine Volumenvergr�o�erung von v
 auf vGas > v
 beikonstantem Dru
k. Die \kritis
he Isotherme" hat bei v = vkrit einen Wendepunkt imp; V {Diagramm mit p = pkrit und T = Tkrit.



Seite 144Die Wendepunktbedingung bestimmt denKritis
hen Punkt �p�v = �2p�v2 _= 0 : (25:3)F�ur das van{der{Waals Gas erh�alt man0 = � kBT(v � b)2 + 2av3 ; 0 = 2kBT(v � b)3 � 6av4 ,!vkrit = 3b ; kBTkrit = 827 ab ; pkrit = a27b2 ,! pkritvkritTkrit = 38 : (25:4)Die Kombination � pvkBT �krit sollte also den universellen Wert 38 haben. Tats�a
hli
h istdie einigerma�en erf�ullt; Messungen liefern � 13 f�ur sph�aris
he Molek�ule. In Anbetra
htder groben N�aherung ist die �Ubereinstimmung mit dem Experiment erstaunli
h gut.
p

p0

vB

A

D C

F�ur T > Tkrit zeigt (25.2) den erwarteten Ver-lauf (Kurve 1), f�ur T = Tkrit ebenfalls. F�urT < Tkrit hat man das nebenstehend skizzier-te Bild. Die s
hraÆerten Fl�a
hen seien glei
hgro�. Zwis
hen A und B ist �p�v ���T > 0. Da all-gemein ��1T = �V �p�V ���T > 0 sein mu�, ist dievan{der{Waals Isotherme zumindest zwis
henA und B fals
h.Korrektur: Da der Phasen�ubergang vG ! v
 bei konstantem Dru
k p0 erfolgt, sollteman die Kurve dur
h eine Horizontale bei p0 korrigieren. Den ri
htigen Verlauf zwis
henC und D liefert die Maxwell-Konstruktion:Aus der Glei
hgewi
htsbedingung �
(p; T ) = �G(p; T ) und F = �pV + �N folgt � =F+pVN . Deshalb ergibt �
 = �G mit p = p0p0 � (vG � v
) = 1N (F
 � FG) = � 1N Z VGVfl �F�V ���T dV = Z vGvfl p(v)dv :Dabei wird auf der re
hten Seite l�angs der Isothermen von C �uber A! B! D integriertund es folgt die Bedingung der Glei
hheit der s
hraÆerten Fl�a
hen zur Festlegung von p0.Fazit: das van{der{Waals Modell liefert mit der Maxwell{Konstruktion ein qualitativri
htiges Verhalten f�ur den Phasen�ubergang.Bedeutung der Kurven C ! A bzw D ! B: metastabile Zust�ande, Verz�ogerung desPhasen�ubergangs. F�ur C ! A ist die Substanz unterk�uhlt, f�ur D ! B �uberhitzt.



Seite 14525.1 Expansion des van{der{Waals GasesBetra
hte die Gay{Lussa
's
he Expansion (\Sturz ins Vakuum") eines van{der{WaalsGases. Zeige zun�a
hst, da� �E�V ���T = av2 gilt und bere
hne dann die Temperatur�anderungbei einer di�erentiellen Expansion �V .dE = TdS � pdV ,! �E�V ���T = �p+ T �S�V ���T =dF=�SdT�pdV �p+ T �p�T ���VF�ur das vdW{Gas giltp = kBTv � b � av2 ,! �p�T ���V = kBv � b = 1T (p+ av2 ) ,! �E�V ���T = av2 :�T�V ���E = �(T;E)�(V;E) = ��(E; T )�(V; T ) �(T; V )�(E; V ) = � 1CV �E�V ���T = � aCV v2 < 0:
25.2 Das van{der{Waals Gas am kritis
hen PunktDas van{der{Waals (vdW-) Gas ist de�niert dur
h die thermis
he Zustandsglei
hung(p+ av2 ) � (v � b) = kBT mit v = 1n = VN ; a; b = 
onst > 0:Der kritis
he Punkt ist gegeben dur
hV
 = 3Nb ; p
 = a27b2 ; kBT
 = 8a27b :a) Zeige, da� die Zustandsglei
hung, in den \reduzierten Gr�o�en"� := VV
 ; � := pp
 ; � := TT
ges
hrieben, die Form (�+ 3�2 ) � (3�� 1) = 8�annimmt. In diesem Sinne sind alle vdW{Gase einander \�ahnli
h".Division der vdW{Glei
hung dur
h p
v
3 = a27b liefert die dimensionslose Form.b) Bere
hne die isotherme Kompressibilit�at �T , den thermis
hen AusdehnungskoeÆzienten�, sowie die Di�erenz der spezi�s
hen W�armen des vdW{Gases in Abh�angigkeit von �und �.Mit � = 8�3��1 � 3�2 erhalten wir f�ur die inverse Kompressibilit�at1�T = �V �p�V ���T = ��p
 ���� ���� = �p
� 24�(3�� 1)2 � 6�3� = 6�p
 4��3 � (3�� 1)2�3(3�� 1)2



Seite 146und mit � = 18(� + 3�2 )(3�� 1) f�ur den AusdehnungskoeÆzienten� = 1V �V�T ���p = 1�T
 ���� ����1� = 83�T
 1� + 3�2 � 2�3 (3�� 1) = 83�T
 18�3��1 � 2�3 (3�� 1)= 43T
 �2(3�� 1)4��3 � (3�� 1)2und als Di�erenz der W�armekapazit�aten pro Teil
hen
p � 
V = Tv �2�T = 323 p
�T 2
 Tv �4��3 � (3�� 1)2 = kB1� (3��1)24��3 ;wobei p
v
T
 = 38kB verwendet wurde.
) Wie verhalten si
h die in b) bere
hneten Gr�o�en bei T � TC auf der \kritis
henIso
horen" � = 1?F�ur � = 1 divergieren �, �T und 
p � 
v bei Ann�aherung an den kritis
hen PunktT = T
 wie � 1T�T
 :� = 16p
 1� � 1 = T
6p
 1T � T
 ; � = 23T
 1� � 1 = 23 1T � T
 ; 
p�
V = kB1� 1� � kBT
T � T
d) Zeige anhand der Taylorentwi
klung von � an der Stelle � = � = 1� = �1� 32(�� 1)3 � : : :�+ 4(� � 1)�1� 32(�� 1) + 94(�� 1)2 � : : :� ;da� auf der kritis
hen Isobaren � = 1 f�ur die Teil
hendi
hte n gilt: 1� 3bn = � 83T
 (T � T
)� 13 .Die Taylorentwi
klung von � an der Stelle � = � = 1 lautet� = 8�3�� 1 � 3�2 = 4 (� � 1) + 11 + 32 (�� 1) � 3� 11 + (�� 1)�2= 4((� � 1) + 1)�1� 32(�� 1) + 94(�� 1)2 � 278 (�� 1)3 � : : :�� 3�1� 2(�� 1) + 3(�� 1)2 � 4(�� 1)3 � : : :�= �1� 32(�� 1)3 � : : :�+ 4(� � 1)�1� 32(�� 1) + 94(�� 1)2 � : : :�F�ur � = 1 ist32(�� 1)3 � 4(� � 1) oder 1� 3bn = 1� ��1 � �83(� � 1)� 13 :e) Aus wel
hen Glei
hungen bestimmt si
h die Dampfdru
kkurve p = p(T ) des vdW{Gases? Mit wel
her Steigung m�undet sie in den kritis
hen Punkt?



Seite 147Die Maxwell{Konstruktion besagt(�G��
)�(�) _= Z �G�fl �d� = Z �G�fl d�� 8�3�� 1� 3�2� = 8�3 ln 3�G � 13�
 � 1�� 3�
� 3�G�oder�(�) (1)= 83��G � �
 ln 3�G � 13�
 � 1� 3�G�
 mit �(�) (2)= 8�3�
 � 1� 3�2
 (3)= 8�3�G � 1� 3�2G ;damit w�aren �
 und �G zu eliminieren. Dur
h Subtraktion der beiden letzten Glei-
hungen folgt24�(�G � �
)(3�G � 1)(3�
 � 1) = 3(�2G � �2
)�2G�2
 ,! (3�G � 1)(3�
 � 1) = 8��2G�2
�G +�
 (4)und dur
h Addition� = 4�(3(�G +�
)� 2)(3�G � 1)(3�
 � 1) � 32 �2G +�2
�2G�2
 (4)= �G + �
2�2G�2
 (3(�G + �
)� 2)� 32 �2G +�2
�2G�2
= 3�G�
 � �G + �
�2G�2
 = 1�G�
 (3� 1�G � 1�
 ) (5) :Aus � = 8�3�� ln �1 + 3��3�
 � 1�� 3�G�
 mit �� := �G � �
bere
hnen wir no
h die Ableitung d�d� := �0�0 = ��+ 3�G�
��1� � (��)0�� �+ 8�(3�
 � 1)3��(3�G � 1)� 3(��)03�
 � 1 � 9(��)�0
(3�
 � 1)2�� � 3�G�
�0= � 8�3�G � 1 ��� 3�G�
� (��)0�� + ��+ 3�G�
� 1� � 24��0
(3�G � 1)(3�
 � 1) � � 3�G�
�0(3);(5)= � 3�G� 1�
 � 1�G� (��)0�� + �6� 1�
 � 1�G� 1��G�
� 24��0
(3�G � 1)(3�
 � 1) + 3�2G�2
 (�0
�G +�
�0G)(4)= �6� 1�G � 1�
� 1��G�
Am kritis
hen Punkt ist � = �G = �
 = 1, die Dampfdru
kkurve p(T ) m�undetalso mit der Steigung 4 p
T
 in den kritis
hen Punkt ein.



Seite 14826. KorrelationsfunktionenF�ur ein klassis
hes System von N Teil
hen hat die Verteilungsfunktion (1.5, 16.4)�(~p1; ~r1; ~p2; ~r2; : : : ; ~pN ; ~rN ) die Bedeutung einer Wahrs
heinli
hkeitsverteilung. Da dieImpulsabh�angigkeit einfa
h abspaltet, k�onnen wir allein die Ortsbes
hreibung betra
h-ten: �(~r1; ~r2; : : : ; ~rN ) = 1QN e��W (~r1;~r2;:::;~rN ) ; QN := Z d3N~re��W : (26:1)Greifen wir n Teil
hen heraus und integrieren �uber den Rest, so bekommen wir dieKorrelationsfunktionenFn(~r1; ~r2; : : : ; ~rn) := V n Z d3~rn+1 : : : d3~rN�(~r1; ~r2; : : : ; ~rN ) (26:2)mit der InterpretationFn(~r1; ~r2; : : : ; ~rn)d3~r2V : : : d3~rnV = Wahrs
heinli
hkeit; ein Teil
hen bei ~r1; ein zweitesTeil
hen bei ~r2; ein drittes bei ~r3 usw zu �nden :Fn ist symmetris
h in ~r1; ~r2; : : : ; ~rn, da W (~r1; ~r2; : : : ; ~rN ) symmetris
h ist.F�ur m < n giltFm(~r1; ~r2; : : : ; ~rm) = Z d3~rm+1V : : : d3~rnV Fn(~r1; ~r2; : : : ; ~rn) : (26:3)Speziell ist F1(~r1) unabh�angig von ~r1 (Translationsinvarianz) und daher F1(~r) � 1. Die2-Teil
henkorrelationsfunktion h�angt nur von einem Argument ab:F2(~r;~r0) = F2(~r � ~r0; 0) := F2(~r � ~r0) mit Z d3~rV F2(~r) = F1 = 1 : (26:4)Bemerkung: f�ur das ideale Gas ist W � 0 und damit alle Fn � 1.Wir betra
hten jetzt Di
htekorrelationen. Der Teil
hendi
hte\operator" ist�(~r) = NXi=1 Æ(~r � ~ri) ; Z d3r�(~r) = 1 ; (26:5)die mittlere Teil
hendi
hte isth�(~r)ikan = NXi=1hÆ(~r � ~ri)i = NhÆ(~r � ~r1)i= NQN Z d3r1Æ(~r � ~r1)d3r2 : : : d3rNe��WN = NV Z d3r1Æ(~r � ~r1)F1(~r1) = NV = n ;



Seite 149wie zu erwarten. Die Di
hte{Di
hte{Korrelation isth�(~r)�(~r0)i = NXi;j=1hÆ(~r � ~ri)Æ(~r0 � ~rj)i = NXi=1hÆ(~r � ~ri)Æ(~r0 � ~ri)i+ NXi 6=j hÆ(~r � ~ri)Æ(~r0 � ~rj)i= NhÆ(~r � ~r1)Æ(~r0 � ~r1)i+N(N � 1)hÆ(~r � ~r1)Æ(~r0 � ~r2) i;also h�(~r)�(~r0)i = nÆ(~r � ~r0) + n2F2(~r � ~r0) : (26:6)Der erste Teil ist die sogenannte Selbstkorrelation oder Autokorrelation. F�ur das idealeGas ist h�(~r)�(~r0)i = nÆ(~r � ~r0) + n2.Wir zeigen, da� die Kenntnis von F2 ausrei
ht, um die gesamte makroskopis
he Ther-modynamik zu erhalten. Die Freie Energie F des we
hselwirkenden Systems und diedes Idealgases (W � 0) sind�F (T; V;N) = � lnn 1N ! 1�3N Z d3~r1 : : : d3~rN e��Wo�F0 = � lnn 1N ! 1�3N V No�(F � F0) = � lnnZ d3NrV N e��Wo := K(�) = Z �0 d�0 �K(�0 )��0= Z �0 d�0 Z d3NrW (~r1; : : : ; ~rN )e��0WQN (�0 ) = Z �0 d�0hW (~r1; : : : ; ~rN )i�0Mit W =Pi<j v(~ri � ~rj) isthWi�0 =Xi<j hv(~ri � ~rj)i�0= N(N � 1)2 Z d3r1V d3r2V v(~r1 � ~r2)F2(~r1 � ~r2; �0 ) = N22V Z d3rv(~r)F2(~r; �0 ) ;oder F � F0 = N22�V Z �0 d�0 Z d3~r v(r)F2(r; �0) : (26:7)Ber�u
ksi
htigen wir nur die We
hselwirkung zwis
hen Teil
hen 1 und 2, so istW (~r1; : : : ; ~rN ) �v(~r1 � ~r2) und damitF2(~r1 � ~r2) = V 2QN Z d~r3 : : : d~rN e��W� R d~r3 : : : d~rN e��v(~r1�~r2)R d~r1V d~r2V d~r3 : : : d~rN e��v(~r1�~r2) = e��v(~r1�~r2)R d~rV e��v(~r)



Seite 150Es folgt die s
hon bekannte (24.6) Darstellung des 2. VirialkoeÆzienten mit Hilfe vonMeyers f{Funktion F � F0 � N22�V Z �0 d�0 R d~r v(r)e��0v(~r)R d~rV e��0v(~r)= �N22� Z �0 d�0 ���0 ln Z d~re��0v(~r)= �N22� ln h1 + Z d~rV (e��v(~r) � 1)i� � N22�V Z d~r f(r) = N2V b(T )�und damit der Anfang der Virialentwi
klungp = ��F�V ���T = p0 + N2V 2 b� = nkBT [1 + nb(T )℄ :



Seite 15127. Phasen�uberg�angePhasen�uberg�ange sind dadur
h gekennzei
hnet, da� f�ur gewisse Werte der Feldparame-ter wie B, T , � et
 das System ni
ht eindeutig ist. Das �au�ert si
h in Singularit�aten derAbleitungen der freien Energie, des thermodynamis
hen Potentials et
.Beispiel Ferromagnetismus:
für T < T c

m  > 0

Tc

m  > 0

m  < 0

B

T

m

B
s

s

s

Das Magnetfeld B zeigt f�ur positives B in die positive z{Ri
htung, f�ur negatives Bin die negative z{Ri
htung. F�ur B = 0 ist keine Ri
htung ausgezei
hnet, das Systementwi
kelt eine Symmetrie (bzg Rotation), da alle Ri
htungen glei
hbere
htigt sind.Man w�urde daher eine vers
hwindende Magnetisierung m = 0 f�ur B = 0 erwarten.Tats�a
hli
h aber bleibt die Magnetisierung bei einem endli
hen Wert ms > 0 h�angen,wenn wir B von B > 0 her gegen Null gehen lassen, und beim entgegengesetzten Wert�ms < 0, wenn B von negativen Werten herkommend vers
hwindet. Also:Phasen�ubergang() spontane Bre
hung der SymmetrieEine kleine �Anderung von B von 0� na
h 0+ bewirkt einen endli
hen Sprung der Ma-gnetisierung von �ms na
h +ms. Der drastis
he Response des Systems zeigt si
h inSingularit�aten gewisser Me�gr�o�en (hier der magnetis
hen Suszeptibilit�at). Dies allespassiert bei Temperaturen unterhalb einer kritis
hen Temperatur T
, f�ur T > T
 istms = 0 und das thermodynamis
he Potential �(B; T ) ist analytis
h in B und T . DerEndpunkt der Singularit�aten ist der kritis
he Punkt.Eine approximative Bes
hreibung des kritis
hen Verhaltens liefert die Wei�'s
he N�ahe-rung oder au
h Molekularfeldn�aherung. Der Hamiltonoperator sei (mit g�B � 1)H = �Xij 12J(~ri � ~rj) ~Si � ~Sj �BXi Siz :



Seite 152Eine analytis
he Bere
hnung der kanonis
hen Zustandssumme ist (f�ur eine ni
httrivialeWe
hselwirkung J(~ri�~rj) in d = 3 Raumdimensionen) ni
ht m�ogli
h. Idee der Moleku-larfeldn�aherung: greift man einen Spin ~Si heraus, so ist die Wirkung der umgebendenSpins ~Sj �ahnli
h der eines Hilfsmagnetfeldes B0, das si
h zu dem �au�eren Feld B addiertund ein effektives Feld Be� liefert, alsoB �! Be� = B + B0 = B + �m ;dh das Hilfsfeld B0 wird selbst proportional zur Magnetisierung angesetzt. Wir nehmendabei an, da� bei isotroper We
hselwirkung J = J(j~ri�~rjj) die x{ und die y{Ri
htungni
ht voreinander ausgezei
hnet sind, die Magnetisierung und das Hilfsfeld also in Ri
h-tung des �au�eren Feldes (z{Ri
htung) liegen.Das (konstante) Hilfsfeld ist nat�urli
h eine N�aherung, da die Na
hbarspins Sjz vers
hie-dene Werte annehmen k�onnen, also ni
ht fest = hSjzi = m sind. Wir verna
hl�assigendamit, da� die Gr�o�e Sjz � hSjzi 
uktuiert.Mit Skz = (Skz �m) +m, m := hSkzi, k = i; j erhalten wir den HamiltonoperatorH = �Xij 12J(~ri � ~rj)�SixSjx + SiySjy + SizSjz��BXi Siz= �Xij 12J(~ri � ~rj)hSixSjx + SiySjy + (Siz �m)(Sjz �m)| {z }quadratis
heFluktuationen � 0 +m(Siz + Sjz)�m2i�BXi Siz :Die mit festem i �uber alle j gebildete Summe v0 := P ji fest J(j~ri � ~rj j) ist wegen derTranslationsinvarianz des Systems unabh�angig von i. Bei Verna
hl�assigung der Fluk-tuationen folgt deshalbH � N2 v0m2 � Be�Xi Siz mit Be� = B + v0m (also � � v0)als Molekularfeldn�aherung f�ur den Hamiltonoperator. Dies sieht aus wie freie Spins ineinem �au�eren Feld Be� . Mit Siz = � 12 folgt sofortm = hS1zi = PfSizg S1ze�BeffPi SizPfSizg e�BeffPi Siz = 12�e �2Beff � e� �2Beff �Pi>1fSizg e�BeffPi>1 Siz�e �2Beff + e� �2Beff �Pi>1fSizg e�BeffPi>1 Siz= 12 tanh �Be�2 = 12 tanh h�2 (B + v0m)i :Diese Glei
hung hat evtl mehrere L�osungen. Falls mehrere L�osungen vorhanden sind,ist diejenige stabil, f�ur die das Potential �(B;m; T ) minimal wird. Das bedeutet, da�m = m(B; T ) gerade so gew�ahlt wird, da� ���m _=0 und �2��m2 > 0 ist.



Seite 153Das thermodynamis
he Potential zu H = N2 v0m2 � (B + v0m)Pi Siz ist � = � 1� lnZmit Z = XfSizg e��H = e�� N2 v0m2 � XfSizg NYi=1 e�(B+v0m)Siz= e��N2 v0m2 � NYi=1Zi mit Zi = e �2 (B+v0m) + e� �2 (B+v0m)= e��N2 v0m2�2 
osh �2 (B + v0m)�Nalso � = N2 v0m2 � N� ln[2 
osh �2 (B + v0m)℄bei unbestimmtem m. Die Minimalbedingung ���m = 0 liefert dann0 = Nv0m� N� 2 sinh : : :2 
osh : : : � �2 v0 ,! m = 12 tanh �2 (B + v0m) ;wie oben.Die L�osungsmenge dieser transzendenten Glei
hung f�ur m = m(B) ma
ht man si
h ambesten gra�s
h klar. F�ur B > 0 gibt es o�enbar genau einen S
hnittpunkt der tanh{Kurve mit der Winkelhalbierenden (siehe linke untere Skizze), dh es gibt eine eindeutigeL�osungm > 0. Wenn B kleiner wird, verkleinert si
hm. Die Frage ist, ob au
h f�ur B = 0ein m 6= 0 existieren kann, dh ob es ni
httriviale L�osungen der Glei
hungmm0 = tanh �T mm0 mit m0 := 12 ; � := 14kB v0gibt.

Dazu betra
hten wir die Kurven tanh �T mm0 in Abh�angigkeit von mm0 f�ur vers
hiedeneWerte von �T >=< 1 (re
hte Skizze).



Seite 154F�ur T > � gibt es nur die L�osung m = 0 (f�ur B = 0). Dagegen gibt es f�ur T < �eine ni
httriviale L�osung �ms 6= 0, dh unterhalb der Temperatur � haben wir einespontane Magnetisierung �ms. Da die Ri
htung der Magnetisierung ni
ht dur
h einFeld B vorgegeben ist, liegt eine Symmetriebre
hung vor. Das Modell bes
hreibt dasPh�anomen des Ferromagnetismus und � spielt die Rolle der Curie-Temperatur.Die nebenstehende Temperaturabh�angigkeit der spon-tanen Magnetisierung ergibt si
h dur
h numeris
heAu
�osung von mm0 = tanh �T mm0na
h mm0 .� = T
 ist die kritis
he Temperatur. Bei Temperaturerniedrigung T & T
 bereitetsi
h das System vor, einen Phasen�ubergang zu vollziehen, dh si
h spontan zu ordnenmit positiver oder negativer Magnetisierung ms > 0 oder ms < 0. Da an der spontanenOrdnung das gesamte System beteiligt ist, spielen Fluktuationen bzw Korrelationen vonFluktuationen eine gro�e Rolle. Es ist daher zu erwarten, da� die Wei�'s
he N�aherung,wel
he ja gerade Fluktuationsgr�o�en in H verna
hl�assigt, bei T
 ni
ht korrekt ist.Wir untersu
hen jetzt das physikalis
he Verhalten in der Umgebung von � = T
. Wegenms ! 0 bei T
 k�onnen wir das thermodynamis
he Potential � na
h den kleinen Gr�o�enm, B, T � T
 entwi
keln:� = N2 v0m2 � N� ln 2� N� ln h1 + 12��2 �2�B + v0m�2 + O(m4)i=v0=4kB� �N� ln 2 + N2 v0m2 � N�8 �B + v0m�2 +O(m4)= Nh� ln 2� � �8B2| {z }=:�0=N ��BkB�m+ 2kB��1� kB��)m2 +O(m4)ioder { wenn wir T
 anstelle von � und m := mm0 = 2m anstelle von m verwenden {�N = �0N � 12 T
T Bm+ kB2 T
T �T � T
�m2 + b(T )m4 :



Seite 155�0 ist das Potential bei T
. F�ur die Abwei
hung pro Teil
hen ergibt si
h f�ur T � T
(unter Weglassung �uber
�ussiger Konstanten) die Form einer Landau-Entwi
klung' := �� �0N = 12�T � T
)m2 + bm4 � Bm mit b > 0 :m bestimmt si
h aus �'�m = 0.Den qualitativen Verlauf des Potentials ' zeigen folgende Skizzen f�ur B > 0 (links) bzwB = 0 (re
hts). Das doppelte Minimum im Fall B = 0, T < T
 ist der Grund f�ur denSymmetriebru
h.

Kritis
he Exponenten bei T
:1. Spezi�s
he W�arme C = T �S�T = �T �2��T 2da �'�m = 0 ,! �'�T = 12m2 �! �� 0 (T > T
)6= 0 (T < T
)Mit B = 0 gilt f�ur T < T
0 _= ��m�12(T � T
)m2 + bm4� ,! m2 = T
 � T4b oder m = 12pbpT
 � T :Also ist C = C0 � T �2'�T 2 = �C0 � T2 ��T T
�T4b = C0 + T
8b (T < T
)C0 (T > T
) ;dh C zeigt einen Sprung! Tats�a
hli
h verh�alt si
h C jedo
h wieC � C0 + �T � T
��� mit � > 0 meistens:� hei�t kritis
her Exponent (der spezi�s
hen W�arme). Das aus der Molekularfeldn�ahe-rung hergeleitete Sprungverhalten (siehe na
hfolgende Skizze links) entspri
ht demWert� = 0, dieser ist jedo
h fals
h. Realistis
her ist das re
hts skizzierte Verhalten (� > 0),wobei allerdings im Experiment bzw bei Simulationsl�aufen an endli
h gro�en Systemendie divergente Spitze abgerundet ers
heint.
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T2. Spontane MagnetisierungBei B = 0 gilt f�ur T <�T
m = 12pb�T
 � T � 12 in Molekularfeldn�aherung:Allgemein gilt m � �T
 � T �� mit kritis
hem Exponenten � 6= 12 meistens:Die Molekularfeldn�aherung liefert also f�ur die Magnetisierung den kritis
hen Exponen-ten � = 12 . Dagegen ergibt beispielsweise die exakte Onsager{L�osung des 2{d Isingmo-dells den Wert � = 18 .3. Suszeptibilit�at �(T ) := �m�B ���B=0�'�m = 0 ,! (T � T
)m+ 4bm3 � B = 0(T � T
)�+ 12bm2� = 1 ,! � = 1T � T
 + 12bm2 = 12 1T
 � TAllgemein gilt : � � 1jT � T
j
 mit 
 6= 1 meistens;dh au
h der in der Molekularfeldn�aherung hergeleitete kritis
he Exponent 
 = 1 f�ur dieSuszeptibilit�at ist im allgemeinen fals
h.4. Magnetisierung bei T = T
:m = m(B) ,! m3 = B4b ,! m � jBj 13Allgemein gilt : m � jBj 1Æ mit Æ 6= 3 meistens;zB liefert das 2{d Isingmodell f�ur den kritis
hen Exponenten Æ den Wert 15.Fazit: Das Verhalten thermodynamis
her Gr�o�en am kritis
hen Punkt wird dur
h kriti-s
he Exponenten bes
hrieben. Die Molekularfeldn�aherung ist eine im allgemeinen qua-litative Bes
hreibung der Phasen�uberg�ange, jedo
h zu grob, da sie Fluktuationen ver-na
hl�assigt. Diese sind am kritis
hen Punkt wi
htig und f�uhren zu Abwei
hungen inden kritis
hen Exponenten �, �, 
, Æ von den dur
h die Molekularfeldn�aherung vorher-gesagten Werten (au
h "klassis
he" Werte genannt).



Seite 157In der letzten Zeit gab es Forts
hritte in der Theorie der kritis
hen Ph�anomene dur
hRenormierungsgruppen (Wilson).
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