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Aufgabe 32:  Differentialformen (12 Punkte)

a) Gegeben sei eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer Metrik. Sei
{w'} eine Orthonormalbasis von 1-Formen, und sei w die bevorzugte
Volumenform w = w' Aw? A+ - -Aw". Zeigen Sie, dafl in einem beliebigen
Koordinatensystem {z*} gilt: w = \/[g|dz' Adz? A- - - Adz™, wobei g die
Determinante der Metrik bezeichne, deren Komponenten g;; in diesen
Koordinaten gegeben sind.

b) Die Kontraktion einer p-Form w (mit Komponenten w;; ;) mit einem
Vektor v (mit Komponenten v*) ist durch [w(v)]; , = wij. 0" gegeben.
Betrachten Sie die n-Form w = dz! A daz? A --- A da™. Zeigen Sie, dafl
mit einem Vektorfeld v gilt:

djw(v)] = v w . (1)

¢) Wir definieren (div,v)w := dw(v)]. Zeigen Sie, daff in Koordinaten, in
denen w die Form hat: w = fdz! Ada? A --- Ada™, gilt:

o L,
dlvwv—f(f )i - (2)

d) Im dreidimensionalen Euklidischen Raum lautet die bevorzugte Volu-
menform w = dz A dy A dz. Zeigen Sie, daf diese in Kugelkoordinaten
w = risinfdr A df A d¢ lautet. Benutzen Sie das Ergebnis in c¢), um

zu zeigen, dafl die Divergenz eines Vektorfeldes

. g O 0

=" = - ¢~
v var—l—vaeijaqb (3)



durch

. 10,,, L 9, 4 O
dlvv—ﬁa(rv)JrSineae(stv)+ 9 (4)
gegeben ist.
Aufgabe 33:  Maxwell-Gleichungen (8 Punkte)

Durch die elektromagnetische Feldstéirke Fj; und die Viererstromdichte j° =
(p,j) seien die 2-Form

1 . .
F =g Fyda nda? = E'da® Ada' + E?da® Ada® + E3da® A da? )

—B3dz' Ada? + B2da! Ada? — Bdz? A d2?

sowie die 1-Form j = j;dz* definiert. Formulieren Sie die Maxwell-Gleichungen
in der Sprache der Differentialformen und leiten Sie aus diesen die Gleichung
fiir die Stromerhaltung her. Zeigen Sie weiter, daf} die Feldstérke lokal durch
eine Potentialform ausgedriickt werden kann. Wie lauten dann die Maxwell-
Gleichungen?

Abgabe: Di, 19.7.2005
Mit Bearbeitung dieses Blattes konnen Bonuspunkte
gesammelt werden.



