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Aufgabe 14 (10 Punkte): Konforme Transformationen
Zwei Metriken g und g heilen konform zueinander, falls es eine nirgends verschwindende,
differenzierbare Funktion Q(z) gibt, so daf

gab(x) = QQ(x) Gab -
a) Beweisen Sie, dafl Winkel zwischen zwei Vektoren unter einer konformen Transformation

erhalten bleiben.

b) Rechnen Sie nach, daf§ sich das Christoffel-Symbol unter einer konformen Transforma-
tion wie ' ' ‘ ' ' ‘
Fljk :Pij+Szjk, Szjk :252].0';{) — Gjk o', o; =0;log
verhalt. Ist Sijk ein Tensor?
c) Zeigen Sie, dafl lichtartige Geodétische beziiglich einer Metrik g;; ebensolche fiir eine
konform transformierte Metrik sind.
Eine einfache doch ldngliche Rechnung zeigt (hier nicht durchzufiihren), daf
_ . . . 1
R'jgi = R ki — 49" G [:5015) » Sij = 045 — 0505 + 5 9 oot

gilt. Ein Raum heifit dann konform flach, wenn sich durch eine konforme Transformation
R jki = 0 erreichen ldsst, d. h. falls

gij(x) = Q(x) mij -
d) Zeigen Sie, dafl der Weyl-Tensor konform invariant ist.

e) Es sei eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit mit einer Metrik g, sowie einer dazu-
gehorigen kovarianten Ableitung V, gegeben. Weiterhin sei o eine Funktion, welche
die Laplace-Gleichung V,V%«a = 0 erfiillt. €4, sei ein antisymmetrischer Tensor (siehe
Aufgabe 10), welcher der Bedingung e.,e® = 2(—1)* geniigt, wobei s die Anzahl der
Minuszeichen in der Metrik ist. Zeigen Sie, dafl die Gleichung

Vo0 = e Voar

die Integrabilitatsbedingungen 0,0,0 = 0,0, erfiillt (d. h. lokal existiert eine derartige
Funktion f3). Zeigen Sie weiterhin, dafl die Metrik die Form

ds® = Q(a, B){da® + (—1)*dB%}

annimmt, wenn « und [ als Koordinaten gewéhlt werden.



Aufgabe 15 (10 Punkte): Gleichung der geodditischen Abweichung

Betrachten Sie zwei benachbarte Geoditische (“frei fallende Teilchen”) mit Bahnen z%(s) und
x*(s) + £%(s); dabei soll £%(s) in dem Sinne “klein” sein, daf} alle Terme von quadratischer
und hoherer Ordnung in £% vernachldssigbar seien.

Zeigen Sie, dafl

wobei u® = dz?/ds.

Anleitung: Formulieren Sie zunéchst die Geodétengleichungen fiir z%(s) und z%(s) + £%(s),
bilden die Differenz und entwickeln bis zur ersten Ordnung in £%(s); das ergibt eine Gleichung,
die d?¢%/ds? enthilt. Berechnen Sie dann den allgemeinen Ausdruck fiir D2¢*/Ds? und er-
setzen den darin vorkommenden Term d2¢%/ds? mittels der zuerst gefundenen Gleichung.



