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1 Einfiihrung

Grundlegend fiir ein Modell der 4-dimensionalen Raumzeit ist zunéichst einmal
die spezielle Relativitidtstheorie. Die Gleichungen der speziellen Relativitits-
theorie liefern als Losungen 4-dimensionale Mannigfaltigkeiten zusammen mit
einer Lorentzmetrik g. Diese Bedingung schrinkt die Zahl der Moglichkeiten
nicht sonderlich ein, da nur schwache Bedingungen an die Mannigfaltigkeit ge-
stellt werden brauchen, um eine Lorentzmetrik zu liefern (im nicht kompakten
Fall gibt es sie immer, im kompakten, falls die Euler-Poincaré Charakteristik
null ist). Gliicklicherweise besitzen die meisten solcher Mannigfaltigkeiten kei-
ne physikalische Relevanz, da fiir ein verniinftiges Modell auf der einen Seite
offensichtliche Forderungen wie z.B. Zusammenhang oder Randlosigkeit erfiillt
sein miissen, auf der anderen Seite physikalisch zu motivierende Bedingungen
gestellt werden kénnen, die nun im folgenden diskutiert werden sollen.

1.1 Zeitliche Orientierbarkeit

Physikalische Motivation fiir den Begriff ist die Tatsache, daf} in einer Umgebung
der Raumzeit eine zeitliche Orientierung durch diejenige Richtung festgelegt ist,
in welcher die Entropie zunimmt.

Fixiert man nun einen Punkt p auf der Raumzeit (M, g), so erhiilt man durch
Klassifizierung zukunfts- bzw. vergangenheitsgerichteter Tangentialvektoren in
p eine lokale zeitliche Orientierung. Die Frage ist, ob sich eine solche lokale Kon-
struktion in konsistenter Weise globalisieren 148t, denn Nichtorientierbarkeit ist
bei Mannigfaltigkeiten sehr wohl moglich. Ein Beispiel fiir Nichtorientierbarkeit
ist das allseits bekannte Mobiusband, fiir Nichtorientierbarkeit der Zeit der de
Sitter Raum.

Definition: Sei (M, g) eine Raumzeit. v eine Kurve in M, mit v(0) = p. Durch
stetiges Herumtragen von Or, entlang der Kurve erhdlt man eine Orientierung
Or,(1) am Endpunkt der Kurve. Eine Kurve v € 71 (p, M) heifit zeiterhaltend,
wenn Or, = Or,(1)-

Definition: Eine Raumzeit (M, g) heifit zeitlich orientierbar, wenn jede ge-
schlossene Kurve zeiterhaltend ist.

Zu bemerken ist, dafl dieses Kriterium die Auswahl der Rdume nicht sonderlich
einschrinkt, denn in dieser Hinsicht inadidquate Gebilde sind reparabel. Jede
zeitlich nicht orientierbare Mannigfaltigkeit besitzt eine zweiblittrige Uberlage-
rung, die diese Eigenschaft erfiillt. Betrachte einfach

M :={(p.a)lpe M,a € Or(p)}, m: M — M, (p,a) — p.



1.2 Kausalitit

Zur besseren Handhabung des Begriffes Kausalitit seien ein paar Definitionen
vorangestellt:

Definition: Sei (M, g) eine Raumzeit.

(i.) Seien p,q € M zwei Ereignisse, so sagt man p geschieht vor ¢, in Zeichen
p < g, wenn es eine zeitartige, zukunftsgerichtete, nichtkonstante Kurve
von p nach ¢ gibt.

(ii.) Im Sinne von (i.) definiert man die Zukunft bzw. Vergangenheit von p
durch

It(p) = {ge M|p<gq}
T (p) = {g€M|q<p}

Die Menge
Q:={I*(p)|pe M}U{Z (p)|p € M}

heifit eine Chronologie.

(iv.) Fiir p € M definiert man die kausale Zukunft 7+ (p) von p als die Verei-
nigung der Menge {p} mit der Menge aller Punkte in M, die mit p durch
eine zukunftsgerichtete, nicht-raumartige Kurve verbindbar sind. Entspre-
chend definiert man die kausale Vergangenheit von p vermittels

J (p):={qeM|pe T (q)}

Die Forderung nach Kausalitit, d.h. die Ursache liegt vor der Wirkung, ent-
spricht dem alltéiglichen physikalischen Verstidndnis, und es ist nur natiirlich,
diese Forderung auch an die Mannigfaltigkeit zu stellen. Dieses Prinzip ist auch
in der Relativitiitstheorie insofern eingebettet, als dafl eine Reise in die Ver-
gangenheit dquivalent ist zur -verbotenen- Bewegung entlang einer raumartigen
Kurve.

Definition:

(i.) Die Eigenschaft, dafl es zu einem Punkt der Raumzeit keine geschlossene
zeitartige Kurve gibt, heiffit Chronologiebedingung.

(ii.) Sei (M,g) eine Raumzeit. Die Menge aller Punkte der Raumzeit, die die
Chronologiebedingung verletzen, heifit anchronologisch.

Lemma 1: Die anchronologische Menge einer Raumzeit M ist die disjunkte
Vereinigung von Mengen der Form

IN@NI (q), g€ M.



Lemma 2: Ist M kompakt, so ist die anchronologische Menge nicht leer.

Fiir die Beweise der Lemmata siehe [9].
Dieses Resultat legt die Forderung an eine nichtkompate Raumzeit nahe.*

Definition: Man sagt, daf in einer Raumzeit (M, g) die Kausalititsbedingung
erfiillt ist, wenn es keine nicht-raumartigen (also zeit- oder lichtartigen) geschlos-
senen Kurven gibt.

Lemma 3: Die Menge der Punkte in einer Raumzeit (M, g), die die Kausa-
litdtsbedingung nicht erfiillen, ist disjunkte Vereinigung von Mengen der Form

T (@NIT" (), g€ M.

Genauer ist es sogar so, dafl in physikalisch realistischen Modellen die Kausa-
litidts- und Chronologiebedingung dquivalent sind [9]. Dies ist nur ein kleiner
Auszug aus der Diskussion? von Kausalitéit und den Bedingungen, die an die
Raumzeiten gestellt werden koénnen, um dieses Prinzip auf ihnen zu etablieren.?
Das erste Kriterium fiir Kausalitit, welches keine pathologischen Beispiele im
klassischen Sinne zulift, ist das Kriterium der starken Kausalisit.*

Definition: Sei (M, g) eine Raumzeit. Man sagt ein Punkt p € M ist kausal
stark oder erfiillt die starke Kausalitatsbedingung, wenn jede Umgebung V' 5 p
von p eine Umgebung U C V von p enthilt, welche von keiner nicht-raumartigen
Kurve mehr als einmal geschnitten wird.

Es gibt Beispiele fiir Rdume, die zwar kausal stark sind, die aber bei noch so
kleiner Variation der Metrik g kausal pathologische Phinomene erzeugen. Bild
1.1 zeigt ein solches Beispiel.

Denkt man nun an eine Quantenversion der Relativitiitstheorie, so mufl diese
beim Ubergang auf makroskopische Skalen in die spezielle Relativitéitstheorie
iibergehen. Die auf natiirliche Weise erhaltende Unschiirferelation wiirde bedeu-
ten, dafl g keine exakten Werte annehmen kann, was fiir unser Beispiel zur Folge
hat, daB selbst starke Kausalitdt nicht geniigt, um physikalisch realistisch zu
sein. Wir bendétigen also einen Begriff wie kausale Stabilitit, der uns garantiert,
daf} bei kleiner Variation an der Konsistenz unseres Modells nichts verlorengeht.

LAuch diese Forderung schrinkt die Raumauswahl nicht ein. Betrachtet man kompakte
Mannigfaltigkeiten, so ist es méglich, daf eine I"Jberlagerung die Raumzeit darstellt, oder aber
die kompakte Mannigfaltigkeit ein in sich verklebter, nicht kompakter Raum ist, der dann die
Raumzeit darstellt.

2Eine weiterfiihrende Erdrterung findet man in [9]

3Es gibt eine ganze Hierarchie weiterer Forderungen, die allerdings allesamt pathologische
Beispiele mitbringen, in denen die Kausalitdtsbedingung verletzt ist.

47 Klassisch” ist hier zu verstehen, als ”nicht quantenmechanisch”. Solange wir an eine
quantenmechanische Gravitationstheorie nicht denken ist starke Kausalitdt ausreichend.
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Bild 1.1: In der Abbildung ist ein Raum zu sehen, der zwar kausal stark ist, aber
geschlossene zeitartige Kurven zulidfit, sobald die Metrik auch nur ein wenig variiert
wird.

Zu diesem Zwecke fixieren wir eine Lorentzmannigfaltigkeit (M, g) und fithren
auf dem Raum aller Lorentzmetriken die sogennante ”C°”-Topologie ein. Sie
wird so konstruiert, daf} eine kleine Umgebung um eine Metrik g alle Metriken
beinhaltet, deren Funktionswerte nur bis zu einer vorgegebenen Schranke von-
einander abweichen. Um konsistent an eine Darstellung zu binden, seien hier die
notigen Begriffe noch einmal definiert. Ich lehne mich hierbei an die Definition
von Metriken auf topologischen Vektorraumbiindeln an, wie sie in [10] steht.

Definition: Ist M eine C*° Mannigfaltigkeit, so verstehen wir unter einer Lor-
entzmetrik fiir M einen stetigen Schnitt

s:Mr— (TM®TM)",
so daf fiir jedes z € M die dadurch gegebene Bilinearform
ToM xT,M — R, (v,w)— (v,w),

symmetrisch ist. Die Metrik heif8t differenzierbar, wenn s als Abbildung zwi-
schen Mannigfaltigkeiten differenzierbar ist.(® bezeichnet die Whitney-Summe
der Biindel).

Die Menge aller Lorentzmetriken auf M bezeichne L(M). Sienun U C (TM @ TM)*
eine offene Menge, so definiere: O(U) := {s € L(M)| s(M) Cc U}

Definition: In obiger Situation heiflt diejenige Topologie auf L(M), die
B :={O(U)|U € Top(M)}

als Basis besitzt, C°-Topologie.



Definition: Sei (M, g) eine Raumzeit. M heifit kausal stabil, wenn es eine offene
Umgebung U von g in der C°-Topologie von L(M) gibt, s.d. fiir alle n € U die
resultierende Raumzeit (M,7) streng kausal ist.

Lemma 4: Eine Raumzeit (M, g) ist kausal stabil, wenn es eine Funktion
f:M—R

gibt, deren Gradient iiberall zeitartig ist.

Fiir einen Beweis siehe [9].

Definition: Sei (M, g) eine Raumzeit. Digjenige Topologie auf M, die die Basis

B:={I*(p)NT (q)| p,q € M}

besitzt, heifit Alexandrov Topologie.

Ist nun (M, g) kausal stabil, so gibt es zu jedem p € M eine Kausalitdtsumge-
bung U, s.d. die von M auf U induzierte Teilraumtopologie mit der Alexandrov
Topologie auf U iibereinstimmt. Damit sehen wir, daf} die Alexandrov-Topologie
von M die gleiche ist, die M selbst mitbringt, denn M kann mit solchen Kau-
salititsumgebungen vollstiindig iiberdeckt werden.?

Korollar: Erfiillt eine Raumzeit (M,g) die starke Kausalititsbedingung, so
kann man die topologische Struktur der Raumzeit durch Beobachtung kausaler
Zusammenhinge ermitteln.

1.3 Existenz von Cauchy-Hyperflichen

Schwieriger physikalisch zu motivieren ist die Forderung nach der Existenz von
Cauchy-Hyperflichen. Gibt es eine solche, dann ist man in der Lage mit Hilfe
der Daten auf einer solchen Fliche die Zukunft und Vergangenheit aller Er-
eignisse eindeutig zu bestimmen. Glaubt man an strengen Determinismus, so
ist diese Forderung natiirlich gerechtfertigt, falls nicht, kann man sie dadurch
motivieren, dafl physikalische Gesetze der klassischen Mechanik und auch Quan-
tenmechanik einen solchen Determinismus gewissermaflen zulassen. Denkt man
z.B. an klassische Systeme, so wird deren Dynamik durch gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen bestimmt. Betrachtet man solche Differentialgleichungen auf
Mannigfaltigkeiten, induzieren diese einen Fluf}, dessen Fluflinien sich nicht
scheiden diirfen.® Auf der Raumzeitmannigfaltigkeit sind solche Flufilinien ge-
rade die Weltlinien von Teilchen, die eindeutig durch die Differentialgleichung

57u kliren wire hier noch, ob die Alexandrov-Topologie definierende Basis abzéhlbar ist.
8Fiir eine Einfiilhrung in dynamische Systeme auf Mannigfaltigkeiten siehe z.B. Warner,
?Foundations on differntial geometry” oder in [10].

Der FluB induziert Diffeomorphismen ®; : Dy —» D_;. Diese sind insbesondere bijektiv,
weswegen Integralkuven leeren Schnitt haben.



festgelegt sind.

Definition: Sei (M, g) eine Raumzeit und ¥ C M eine Hyperfliche. Man nennt
die Menge
D)t :={pe M|EnTIt(p) #0}

die kausale Zukunft von ¥ und entsprechend
D) :={qge M|XNZT (q) #0}
die kausale Vergangenheit von X.

D(X)* bezeichnet einfach alle Ereignisse, die von ¥ beeinfluBbar sind und
D(X)~ alle Ereignisse, die ¥ beeinflussen konnen. Kennt man nun alle Daten
auf ¥, so auch alle auf D(X) := D(Z)*UXUD(Z) .

Definition: Sei (M, g) eine Raumzeit. Eine Hyperfliche ¥ mit der Eigenschaft,
daf3
D(E):=D(X)fUSUDE) =M,

heifit Cauchy-Hyperflache.

Lemma 5: Sei (M, g) eine Raumzeit, in der es eine Cauchy Hyperfliche gibt,
so gilt:

(i.) (M, g) ist kausal stabil,
(ii.) zeitlich orientierbar

(iii.) und es existiert eine 3-dimensionale riemannsche Mannigfaltigkeit N, so
dal M =~ R x N.

1.4 CPT-Invarianz

Die Raumzeitmannigfaltigkeit mufl vollstéindig orientierbar sein, d.h. zeitlich
und rdumlich. Diese Tatsache 1483t sich zum einen aus der CPT-Invarianz, zum
anderen aus experimentellen Untersuchtungen der letzten Jahrzehnte folgern,
in denen Symmetrieverletzungen nachgewiesen wurden, aus denen man CT-
Nichtinvarianz und CP-Nichtinvarianz folgert. Diese Nichtinvarianzen erlauben
nun die Unterscheidung von Orientierungen riumlicher Art (durch CT) und zeit-
licher Art (durch CP), wodurch die Raumzeitmannigfaltigkeit eine Orientierung
erhélt.



2 Kosmologische Modelle

Ein moglicher Zugang zur Herleitung kosmologischer Modelle liuft iiber die
relativistische Hydrodynamik,” deren Ziel es ist, eine Theorie fiir die das Uni-
versum fiillende Matrie zu finden. Die Frage ist nun, warum dieser Ansatz ein
kosmologisches Modell® liefern sollte. Das zugrundeliegende Prinzip ist die enge
Kopplung der Geometrie der Raumzeit mit der sich in ihr befindenden Materie-
verteilung. Eine Differentialgleichung fiir die ideale Fliissigkeit zusammen mit
den einsteinschen Feldgleichungen liefern dann ein gekoppeltes Differentialglei-
chungssystem. Als Losungen erhilt man Metriken, die dann die Geometrie des
Raumes bestimmen.

Die Bestimmung des Raumes und der Topologie ist der néchste Schritt und kei-
neswegs trivial. Alleine die Einfiihrung sollte gezeigt haben, dafl durchaus nicht-
riviale Uberlegungen angestellt werden miissen zur Entwicklung verniinftiger
Bedingungen, die ein Kandidat fiir die uns umgebende Raumzeit erfiillen muf,
um in die engere Auswahl zu kommen. Allein die Frage nach einfachem Zusam-
menhang ist durchaus nicht eindeutig. Zu jedem mehrfach zusammenhingenden
Raum gibt es eine einfach zusammenhingende Entsprechung, in der die glei-
che Kinematik und Dynamik gelten. Heute glaubt man, dafl unser Universum
durch ein Friedmann-Lemaitre-Modell korrekt beschrieben wird und die mehr-
fach zusammenhingenden Riume haben die meisten der Eigenschaften dieser
Modelle. Wiinschenswert wiire ein solches Modell wegen folgenden Vorteils: Die-
se Raumzeiten liefern bedingt durch ihre Topologie Informationen und Unter-
suchungsmoglichkeiten kosmologischer Parameter. Beispielsweise wiirde die Be-
stimmung der nichtrivialen Topologie das Vorzeichen der Kriimmung eindeutig
festlegen.

2.1 Friedmann-Lemaitre Universen

Zwei Tatsachen motivieren als Modell der Galaxien ein ideales Gas anzunehmen,
bei dem die Galaxien die Atome, die Galaxienhaufen die Molekiile sind:

1. Der Groflenunterschied zwischen Universum und einer typischen Galaxie
148t es zu, die Galaxienausdehnung zu vernachlssigen.

2. Die einzige auf kosmischen Skalen relevante Kraft® ist die Gravitation.
Die schwache und starke Kraft sind beide kurzreichweitig und die elektro-
magnetische spielt auf Skalen, die iiber eine Galaxis hinausgehen, keine
Rolle.'?

"Eine ausfiihrliche Behandlung ist in [7] dargestellt. Hier wird nur ein Uberblick gegeben

8Man muf sich dariiber im Klaren sein, da8 wir mit kosmologischem Modell nicht die
Galaxienverteilung im Universum meinen, sondern ein Modell fiir die Raumzeit mit Metrik
und topologischer Struktur.

9Kraft im klassischen Sinne. Seit der allgemeinen Relativitétstheorie kann man bei Gravita-
tion nicht mehr von einer Kraft reden. Insofern ist die Bezeichnung ”ideales Gas” im Rahmen
dieser Theorie exakt, denn wir erhalten ein wechselwirkungsfreies Gas, dessen Bestandteile
punktférmig sind.

10Wegen Ladungsneutralitit




Der Energie-Impuls Tensor entspricht also dem einer idealen Fliissigkeit. Aus
dem Energie-Impuls Tensor lassen sich Differentialgleichungen gewinnen, die mit
den einsteinschen Feldgleichungen ergiinzt werden und so ein gekoppeltes, unter
gewissen vereinfachenden Annahmen l6sbares Differentialgleichungssystem lie-
fern.

Die etabliertesten Losungen sind die homogenen und isotropen Friedmann-
Lemaitre-Universen. Diese fallen in drei Kategorien von Lésungen, namlich de-
nen mit negativer, keiner und positiver Kriimmung. Die Raumzeit wird beschrie-
ben durch die Robertson- Walker-Metrik:

ds® = ?dt? — R%(t)do?,
wobei

sinhy falls k= -1
do? = dx* + Si(x) (dé?2 + sin20d¢2) , Sk(x) = X falls k=0
siny falls k=1

do? ist Metrik einer dreidimensionalen, homogenen, riemannschen Mannigfal-
tigkeit!!.

3 Kilassifizierung

3.1 Kurzabrif3: Algebraische Topologie

Hier soll ein kurzer Einblick in die algebraische Topologie gegeben werden, in
dem die Methoden eingefiihrt werden sollen, mit denen Riume klassifiziert wer-
den. Grundbaustein fiir eine solche Klassifizierung ist die Entwicklung von to-
pologischen Invarianten, d.h. Charakteristika, die unter Hom&omorphismen er-
halten bleiben und die Geometrie des Raumes widerspiegeln.!?13

3.1.1 Homotopien

Definition: Seien X und Y topologische Riume.

1. Eine Homotopie von Abbildungen ist eine stetige Abbildung

F:XxI— X,

1 Man beachte, daB hier offensichtlich M ~ R x N, wie in Teil (iii) von Lemma 5.

12Es wiirde den Rahmen sprengen, diese Methoden hier mit der Giite zu entwickeln, die fiir
eine verldflliche Klassifizierung nétig sind. Eine mathematisch exakte Einfiihrung in die hier
eingefiihrten Begriffe findet man in [6].

13Das Verkleben topologischer Riume und Mannigfaltigkeiten soll gar nicht erdrtert wer-
den. Dieser Prozess ist sehr intuitiv und lauft immer iiber Bildung von Quotienten mittels
passender Aquivalenzrelationen. Entweder man iiberlegt sich dies selbst, oder liest in [6] den
Abschnitt {iber Quotientenriume und topologische Gruppen. Eine nicht besonders tiefgehende
Einfiihrung findet man auch in [13].

10



wobei I = [0,1] bezeichnet. Zwei Abbildungen f,g : X — Y heiflen
homotop, wenn es eine Homotopie F' : X x I — Y gibt, s.d. F(-,0) = f
und F(-,1) =g.

2. Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit eine Homotopiedquivalenz mit
Homotopieinversem g, wenn es eine Abbildung g : ¥ — X gibt, s.d.
go f~idx und fog~idy, in Zeichen: X = Y.

3. Ein topologischer Raum heift zusammenziehbar, wenn er homotopiedqui-
valent zu einem einpunktigen Raum ist.

4. Ist A C X eine Teilmenge, so heifit eine Homotopie F : X x [ — Y
relativ zu A, wenn fiir alle a € A die Abbildung F'(a,-) konstant ist,
in Zeichen: F(-,0) = F(-,1) rel A.

5. (Konkatenation) Sind FF : X xI — Y und G : X X I — Y zwei
Homotopien mit der Eigenschaft, dal F(-,1) = G(-,0), so definiert man
mit F +G: X x I — Y eine Homotopie!*.

_ F(x,2t) falls ¢t <
(FxG) = {G(a:,Zt —1) falls t>

N[0 =

Lemma: Homotopie von Abbildungen ist eine Aquivalenzrelation.
Definition: Seien X,Y topologische Riume gegeben.

1. Sind A C X, B C Y Teilmengen und betrachtet man Homotopien von
Abbildungen F, s.d. F(A,t) C B fiir alle t € I, so bezeichnet [X, A;Y, B]
die Menge aller Aquivalenzklassen von Homotopien mit dieser Eigenschaft.
Falls A = 0, so schreibt man einfach [X,Y].

2. [X;Y]e =X, {z0}; Y, {yo}]
3. SX == (X x I)/({zo}xluanI)151617

Definition: Sei (Y,yq) ein punktierter topologischer Raum, so definiert man
die n-te Homotopiegruppe als

7"'n(Yv; yO) = [Sna ]Rn]* 18

14Bemerkung: Das Homotopieinverse wird definiert iiber F~! := Foidx x (1 —t)

15Man definiert eine Verkniipfung auf [SX;Y] durch folgende Tatsache: Zwei punktierte
Abbildungen SX — Y induzieren Homotopien, deren Konkatenation ebenfalls von einer
punktieren Abbildung induziert wird. Diese ist das Produkt (*) der urspriinglichen Abbildun-
gen.

16 Auf[SX; Y]« entsteht dann in kanonischer Weise vermittels [f] - [g] := [f * g] eine Multi-
plikation.

e [X x I,{mo} x IUX x 8I;Y,{yo}] — [SX;Y]«, f— fom ist eine Bijektion.

18Dijese Menge trégt tatsichlich eine Gruppenstruktur. Man beachte, dal mit S° := {0, 1}
fiir alle n € N gilt, daB S™ = SS»~1

11



Das Konzept der ersten Fundamentalgruppe sollte jedem spitestens seit dem
dritten bzw. fiinften Semester aus der Vorlesung Funktionentheorie vertraut
sein und soll hier zur Veranschaulichung rein heuristisch diskutiert werden:

Im Zentrum der Betrachtungen liegen geschlossene Kurven beziiglich eines Ba-
sispunktes, wobei zwei Kurven als homotop zueinander bezeichnet werden, wenn
sie stetig ineinander deformierbar sind.!? Folgt man obigen Konstruktionen, so
erhiilt man auf der Menge der Aquivalenzklassen von geschlossenen Kurven ei-
ne Gruppenstruktur. Diese Gruppen werden nun benutzt, um Homéomorphien
auszuschlieflen oder untermauernde Hinweise fiir sie zu finden.

Die topologische Struktur zweier Rdume hat nichts mit dem Aussehen im stren-
gen Sinne zu tun:

Nehme ich ein grofles, kugelformiges Stiick Knetgummi und forme einen Ele-
fanten, ohne dabei Teilstiicke auseinanderzureiflen, dann ist plausibel, daf3 das
Endergebnis zu meiner anfinglichen Kugel homdomorph ist?°. Stellt man sich
nun mit einem Edding vor einen solchen Vierbeiner und zeichnet geschlossene
Kurven beziiglich eines festen Punktes auf seine Haut, dann ist man in der Lage,
diese Kurven stetig auf einen Punkt zusammenzuziehen. Man mag es mit dem
Auge nicht fassen, dafl sie homdomorph sind, aber aus Sicht der Fundamental-
gruppe gibt es keinen Hinderungsgrund. Nehme ich allerdings einen Finger und
bohre ein Loch durch meine Kugel oder den Elefanten, dann sind die Fundamen-
talgruppen offensichtlich nicht gleich. Ich male eine Kurve um das Loch herum
und verzweifle bei dem Versuch des Zusammenziehens.?! An diesem Beispiel
werden folgende Eigenschaften klar:

1. Die Fundamentalgruppe ist eine topologische Invariante, denn ein Hom&omor-
phismus zwischen zwei topologischen Raumen induziert einen Gruppeni-
somorphismus der Fundamentalgruppen.?2

2. Die Isomorphie der Gruppen ist eine notwendige Bedingung.

19Tm linken Bild von Bild 3.1.1.1 ist bei 71 so etwas angedeutet. Sie ist homotop zum
konstanten Weg in zg.

20Man stelle sich die formenden Finger als Wirkung meines Homomorphismus vor. Das
Verbot herumzureifien garantiert stetige Deformationen und die Aktionen sind stetig umkehr-
bar.

21Bild 3.1.1.1 zeigt eine solche Situation. Die Kurve 72 kann man nicht zusammenziehen,
ohne iiber das Loch zu laufen.

22f : (X,w0) — (Y,yo) Homdomorphismus, so ist fg : m1(X,z0) — 71(Y,%0), [7] —
[f o] ein Gruppenisomorphismus.
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identifizieren

identifizieren

Abb. 3.1.1.1: (links) Die Kurve +; ist -wie angedeutet- zusammenziebar. vz
hingegen nicht, denn das Loch stort.

3.1.2 Die Universelle Uberlagerung

Definition: Eine Abbildung p : X — Y heiBt eine Uberlagerungsabbildung
(X heiBt eine Uberlagerung von Y'), wenn X und Y hausdorffsch, wegweise zu-
sammenhingend, lokal wegweise zusammenhingend sind und jeder Punkty € Y
eine wegweise zusammenhéngende Umgebung U besitzt, so da$ p~!(U) nichtlee-
re, disjunkte Vereinigung von Mengen U,, ist, die folgende Eigenschaft besitzen:
plu, ist ein Homdomorphismus U, — U.

An dieser Stelle sollen die fiir uns relevanten Eigenschaften einer Uberlagerung
festgehalten werden:

1. p: X — Y eine Uberlagerung, so existiert ein Monomorphismus
p# : m(X,20) — (Y, 90)-

Im(py) besteht aus allen Aquivalenzklassen von Kurven mit Basispunkt
Yo, die einen Lift nach X mit Basispunkt zy besitzen.

2. Seien p; : W; — Y, i=1,2, Uberlagerungsabbildungen, s.d. Wi und Ws
einfach zusammenh#ngend sind. Gibt es w; € Wy, so dafl p1 (w1) = p2(w2),
dann gibt es einen eindeutig bestimmten Hom&omorphismus g : Wy —
Wa, so da8 py 0 g = p1 und g(w;) = ws.

Aufgrund letzter Eigenschaft definiert man:

Definition: Ist p : X — Y eine Uberlagerungsabbildung und X einfach zu-
sammenhingend, dann heifit die Uberlagerung universell.

Definition: Ein Raum X heifit semilokal 1-zusammenhingend bzw. lokal re-
lativ einfach zusammenh#ngend, wenn jeder Punkt z € X eine Umgebung U
besitzt, so dafl jede geschlossene Kurve in U homotop trivial in X ist.
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1. p: X — Y eine Uberlagerungsabbildung, so ist die Blétterzahl der Uber-
lagerung gleich dem Index [71(Y, yo) : pxmi (X, zo)].

2. p: X — Y eine Uberlagerungsabbildung. Die Blitterzahl der Uberlage-
rung stimmt mit der Gruppenordnung der Fundamentalgruppe iiberein.??

3. Ist Y wegweise zusammenhingend und lokal wegweise zusammenhingend,
so gilt:
Y besitzt eine einfach zusammenhiingende Uberlagerung < Y ist lokal
relativ einfach zusammenhingend.

Satz: Jede vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) mit konstanter
Kriimmung ist global isometrisch zu E?,S™ oder H".24

Eine Uberlagerung kann man sich vorstellen als topologischen Split des Basis-
raumes in Wegzusammenhangskomponenten. Kurven im Basisraum kann man
in die Uberlagerung hochziehen?®

3.1.3 Die Decktransformationsgruppe

Definition: Sei p : X — Y eine Uberlagerungsabbildung. Ein Homd&omor-
phismus D : X — X, welcher die Identitit ﬁberlageft, d.h. po D = p, heifit
Decktransformation (oder auch Automorphismus der Uberlagerung).

Natiirlich formen die Decktransformationen eine Gruppe, die mit A bezeichnet
wird.

1. Die Abbildung
©:N(J;,) — A

ist ein Epimorphismus mit Kern J,,. Damit folgt

A = N(ppm (X, z0))/pam (X, 20)%.

23Seien G := 71(Y,y0), F := p~(y0), so definiere eine Gruppenwirkung F' x G — F durch
folgende Konstruktion: Fiir x € F, a € G betrachte einen Reprisentanten f : I — Y und
lifte sie zu einer Kurve in X mit g(0) = z, dann ist z - o := g(1).
So erhdlt man eine Bijektion

pam1(X, 20)\T1(Y,p(z0)) — ™" (%0)

(siehe hierzu [6], Kapitel 5).

24Djes sind die Standardriume konstanter Kriimmung, d.h. (in Reihenfolge) flach, sphérisch,
hyperbolisch.

25Das ist nicht schwer einzusehen. Man zieht mit der Abbildung p hoch in die Uberlagerung,
wobei man nur Teilstiicke hochziehen kann. Diese Teilstiicke miissen ganz in einem der U,
liegen. Das man das so tun kann liefert dann das Lemma von Lesbegue (Lesbeguezahl der
Uberdeckung).

26Sei H C G eine Untergruppe, so definiert man

N(H) :={n € G| nHn™' = H}
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2. Ist die Uberlagerungsabbildung p : X — Y regulir, dann
A~ (Y, y0)/pami (X, z0)

3.Ist p : X — Y eine Uberlagerungsabbildung und X einfach zusam-
menhingend, so gilt
A =1 (X, z0)-

Definition: Die Aktion einer Gruppe G auf einem Raum X nennt man eigent-
lich unstetig, wenn zu jedem x € X eine Umgebung U existiert, so daf} gilt:
gUNU #D=>g=ce.

Die Gruppe der Decktransformationen operiert auf diese Weise auf X.

1. Operiert G eigentlich unstetig auf einem wegweise zusammenhingenden
und lokal wegweise zusammenhingenden Hausdorffraum X, so ist p :
X — X/G eine reguliire Uberlagerungsabbildung mit Transformations-
gruppe A = G.

2. Ist X einfach zusammenh&ngend und lokal einfach zusammenhéingend und
G eine auf X eigentlich unstetig operierende Gruppe, dann gilt 71 (X/G) ~
G.

3.1.4 Methode zur Klassifizierung

Das Verfahren zur Bestimmung der Klasse einer Mannigfaltigkeit ist das Fol-
gende:

1. Bestimme die universelle Uberlagerung M.
2. Bestimme die Decktransformationsgruppe.

Wir wissen nun, daf§ sich die Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung als
Quotient von universeller Uberlagerung modulo einer Untergruppe der jewei-
ligen Symmetriegruppe ergibt, wobei zusétzlich jede vollstindige riemannsche
Mannigfaltigkeit einen der Standardriume E”,S™ oder H" als universelle Uber-
lagerung besitzt. Die Mannigfaltigkeiten ergeben sich dann als Quotient der
Uberlagerung M mit der Decktransformationsgruppe T'.

3.2 Klassifizierung Riemannscher Riume

Nach der etwas genaueren Einfiihrung in die relevanten Termini der algebrai-
schen Topologie, nach denen wir nun dreidimensionale riemannsche Mannig-
faltigkeiten klassifizieren wollen®?, sollen hier die Ergebnisse dieser Prozedur
aufgelistet werden. Eine ausfiihrlichere Erorterung findet man in den Kapiteln
6, 7, 8 von [5] oder in den dort angegebenen Referenzen.

27Zweidimensionale riemannsche Mannigfaltigkeiten sind in [5] behandelt.
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Ein vierdimensionaler Raum besitzt eine Isometriegruppe der Dimension dim(G) <
10. In einem physikalischen Modell sind die Fille 6 < dim(G) < 10 allerdings
nicht realistisch. Die Betrachtungen reduzieren sich also auf vierdimensionale
Isometriegruppen. Der Fall, dafl G auf der gesamten Mannigfaltigkeit einfach
transitiv operiert, ist ebenfalls nicht realistisch, denn solche Modelle sind sta-
tisch, widersprechen also der kosmischen Expansion.

Ubrig bleibt nur noch der Fall, in dem G auf raumartigen Hyperflichen einfach
transitiv operiert. Das ist genau unsere Situation. Wegen der Forderung nach
Existenz von Cauchy-Hyperflichen geniigt es N (siehe Lemma 5) mit der Grup-
pe G zu bestimmen??.

Situation: Betrachtet werden dreidimensionale riemannsche Mannigfaltigkei-
ten mit einer zumindest dreidimensionalen, auf M einfach transitiv operieren-
den Isometriegruppe G. Im folgenden bezeichnet M die universelle Uberlagerung
von M?9.

3.2.1 Euklidische Raume
M = R3, Isometriegruppe R3 x SO(3)3°.

Das Linienelement der universellen Uberlagerung R® lautet:
do® = R? [dx* + X (d©” + sin®0d¢”)]

Die Isometriegruppe enthilt -wie man sich leicht tiberlegt- Drehungen, Transla-
tionen und Drehtranslationen. Es gibt 18 verschiedene Mannigfaltigkeiten, die
von Untergruppen der Isometriegruppe erzeugt werden. Relevant sind dabei
nicht alle, denn solche, deren Decktransformationsgruppe eine Drehspiegelug
enthilt, sind nicht orientierbar.

e Nicht kompakte Riume:

1. Type: T ={1},d.h. M = R3.

2. Typ Jo: I' wird von einer Drehtranslation erzeugt.

3. Typ 71: T wird von zwei unabhéngigen Translationen erzeugt.
4

. Typ Ki: T beinhaltet eine Translation und eine Drehtranslation, wo-
bei die Drehung orthogonal zur Bewegungsrichtung der Translation
mit Drehwinkel 7 erfolgt.

e Kompakte Riume:
Die kompakten Fille entstehen dadurch, dafl man Flichen von Polyedern

28Man kann hier noch nach den mdglichen Dimensionen von G aufteilen. dim(G) = 3
wurden von Bianchi klassifiziert, dim(G) = 4 von Kantowski und Sachs, dim(G) = 6 sind die
Friedmann-Modelle.

29Man beachte dabei M = M/T.
30R4ume ohne irgendwelche Kriimmung
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miteinander verklebt.

B ¢ El) ABCD == HEFG E3) ABCD <= EFGH
(— ABEH <= DCFG ABEH <> DCFG
A ! D ADGH == BCFE ADGH =~ BCFE
3 E2) ABCD == FGHE E4) ABCD == FGHE
e = ABEH <= DCFG ABEH == FGDC
P e ADGH <= BCFE ADGH = FEBC
H G
B c

E4) ABCDEF = C'D'EFA'B’
AA'FF —=— CCD'D

A . o D EED'D == AA'B'B
A b E4) ABCDEF <= B'CD'EFA’
TE 3 AA'FF == CCDD
A 5 EED'D == AA'B'B
F E

Abb. 3.2.1.1: Sechs euklidische, geschlossene, orientierte, dreidimensionale
Riume.

— Ej : Identifiziere gegeniiberliegende Seiten mittels einer Translation.

— E, : Identifiziere gegeniiberliegende Seiten. Ein paar um Winkel 7
verdreht.

— FEj3 : Identifiziere gegeniiberliegende Seiten. Ein paar um Winkel 7
verdreht.

E, : Identifiziere gegeniiberliegende Seiten. Alle Paare um den Winkel
7 verdreht.

— E5 : Identifiziere gegeniiberliegende Seiten. Die Deckfliche wird um

den Winkel 2* verdreht.

— Ejg : Identifiziere gegeniiberliegende Seiten. Die Deckfliche wird um
den Winkel % verdreht.

3.2.2 Sphirische Raume
M = S8, Isometriegruppe SO(4)3!.
Das Linienelement der universellen Uberlagerung S? lautet:

do® = R? [dx? + sin?x (d©? + sin?0 d¢?)]

31R4ume mit konstant positiver Kriimmung.
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Dabei bezeichnet R den Radius der Sphire und (x, ©, ¢) die drei Winkel mit
deren Hilfe auf der S® Koordinaten eingefiihrt werden. Das Volumen betrigt

vol (S%) = / 4rR?sin®>y Rdy = 2> R332
0
Homogene sphérische Rdume entstehen durch Identifikation folgender Unter-
gruppen in der Isometriegruppe:
e Die freie zyklische Gruppe
e Die Diedergruppe

e Die Polyedergruppen des Tetra-, Okta- und Ikosaeders3334

3.2.3 Hyperbolische Riume

M = HB, Isometriegruppe PSL(2, C)35.

Das Linienelement des dreidimensionalen hyperbolischen Raumes lautet:
do® = R? [dx? + sinh®y (d©? + sin’© d¢*)] %,

dabei wurden folgende Koordinaten (x, 0, ¢) eingefiihrt:

z3y = Rcoshy

Tz = Rsinh ycos®

3 = R sinh x sin © cos ¢
4 = R sinh x sin O cos ¢

Der I ist nicht einfach zu handhaben, da er nicht in den R?* eingebettet werden
kann. Man verwendet hiufig Einbettungen in andere Riume, um einen Zugang
zu finden, hierfiir siehe [5]. Endliche Untergruppen der Isometriegruppe werden
in [12] behandelt.

32Mittels der Koordinatentransformation r := sinx verindert sich die Metrik in eine
Robertson-Walker-Form:

do?® = R? ( dr?
1—7r2

+ 7% (de? + sin2®d¢2)>

33Dije Gruppen findet man beschrieben in [11]
34Fiir Interessierte soll hier noch bemerkt werden, da8 das Volumen der Mannigfaltigkeiten
folgendes ist:
R3
vol (M/T) = 272 - —.
#T
In [5] sind als Beispiele fiir sphirische 3-Mannigfaltigkeiten der projektive Raum, Linsenrdume
und ein Diederraum behandelt.
35Riume mit konstant negativer Kriimmung.
36Die Robertson-Walker Form der Metrik wird erzeugt durch eine Koordinatentransforma-
tion r = sinh Y, sie lautet

2
d02:R2( dr
1+ 72

+ 12 (d6* + sin?© d¢2)>
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3.2.4 ”Gemischte” Riume

37

1. M = S? x R, mit Isometriegruppe SO(3) x R.
Metrik:
do?® = dr® + sin’rd¢? + dz*

2. M = H? x R, mit Isometriegruppe PSL(2, R) x R.

Metrik:
do? = dr? + sinh?rd¢? + dz>
3. M= SL(2,R), mit Isometriegruppe PSL(2, R).
Metrik:

do? = dz? + cosh’zdy? + (dz + sinhz dy)?

4 Probleme des Modells
und der Poincaré-Oktaederraum

Unser Augenmerk wollen wir an dieser Stelle einem besonderen Problem des
etablierten Modells richten. Das etablierte Modell fiir die Raumzeit ist ein fla-
cher unendlich grofler Raum. Beobachtungen der kosmischen Hintergrundstrah-
lung zeigen einen Energieeinbruch ab einem Beobachtungswinkel von etwa 60
Grad. Dies impliziert die Existenz einer oberen Grenze fiir Wellenlingen der
Hintergrundstrahlung, was insofern zu Schwierigkeiten fiihrt, als dafl damit eine
charakteristische Lénge in einem sonst skalierungsinvarianten Raum ermittelt
ist. Die Idee von Lachiéze und Luminet ist, nun eine nicht einfach, sondern
mehrfach zusammenhingende kompakte Mannigfaltigkeit anzunehmen.

In einem mehrfach zusammenhingenden Raum ist ”der Raum des Beobach-
ters” die universelle Uberlagerung der Mannigfaltigkeit (genauer gesagt ein Blatt
der Uberlagerung). Ein solches Blatt besitzt einen endlichen Durchmesser, wes-
wegen die Wellenliingen der Hintergrundstrahlung eine obere Grenze besitzen,
niémlich den Raumdurchmesser. Die Frage ist nun, ob ein den sonstigen Anfor-
derungen wie z.B. Unendlichkeit oder Homogenitét gerecht werdendes Objekt
obiger Art auffindbar ist. Der Vorschlag von Lachiéze und Luminet ist nun die
sog. Poincarésche-Dodekaedermannigfaltigkeit anzunehmen. Sie entsteht durch
Verkleben gegeniiberliegender Seiten eines Dodekaeders nach Drehen der zu
verklebenden Fliche um einen Winkel ¥ im Uhrzeigersinn®®. Die Motivation
dazu, ein mehrfach zusammenhingendes Modell fiir die Raumzeit anzunehmen,

37Es bleiben noch iibrig M = Nil, oder M = Sol, siche hierfiir [5]. Eine ausfiihrliche
Behandlung von 2. findet man in

Scott, P. 1983, Bull. London Math. Soc. 15,401,

wo auch Informationen zu den Isometriegruppen von S"ol und N3l stehen.
38Dieses Dodekaeder stellt ein Blatt der universellen Uberlagerung dar. Der Beobachter lebt
also ”im Dodekaeder” (genauso, wie alle anderen kosmischen Objekte), wobei dieser wegen der
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begriinden sie neben den Vorteilen3® vor allem mit aktuellen Bemiihungen und
Entwicklungen in der Quantengravitation und Quantenkosmologie, wo mehrfach
zusammenhingende Raume bevorzugt werden und die topologischen Fragestel-
lungen eine wesentliche hohere Bedeutung gewinnen.*?. Im Speziellen fiel die
Wahl gerade auf diese Mannigfaltigkeit, weil sie homogen, isotrop ist und das
Energieloch in der Hintergrundstrahlung fiillt*!.

4.1 Experimentelle Tests

Experimentelle Tests ergeben sich aus mehreren Richtungen. Wenn es im allge-
meinen um die Frage nach dem Zusammenhang geht, ist die Suche nach ” ghosts’
ein guter Ansatz. Findet man solche Bilder nicht, dann ist dies kein zwingender
Beweis gegen mehrfachen Zusammenhang, allerdings wiire das Auffinden solcher
Geister ein zwingendes Indiz dafiir.

Aufgrund einer Arbeit von Cornish*?, ergibt sich ein weiterer experimenteller
Test. Er fand heraus, daff unabhiingig von der Komplexitit der Topologie in
einem solchen Raum, stets Ringe gleicher Temperaturschwankungen in der Hin-
tergrundstrahlung zu finden sind. Nach diesen zu suchen -deren Entdeckung
liegt innerhalb der Empfindlichkeit moderner Geréte- bietet ein verniinftiges
Verifikationsmittel.

Geht es im Speziellen um die Frage nach der Wahl der Mannigfaltigkeit wer-
den zukiinftige Beobachtungen automatisch Hinweise fiir die Richtigkeit oder
Falschheit liefern. Bei Annahme des oben genannten Raumes ergibt sich fiir Qg
ein Wert von etwa

0o ~ 1.013.43

Dieser vorhergesagte Wert liegt innerhalb des aktuell bestimmten Wertes von
(1.02 £ 0.02). Sollten genauere Messungen in Zukunft einen Wert oberhalb von
1.01 liefern, wire dies ein starker Hinweis fiir die Raumwahl, wohingegen eine

Verklebung keine Ecken oder Kanten sieht. Vielmehr wird die Moglichkeit von ”ghost images”
wahrscheinlich. Dies sind zusdtzliche Bilder eines Ereignisses, die ein Beobachter wahrnehmen
kann. Diese entstehen dadurch, dafl ein Lichtstrahl entlang einer Nullgeoddten einmal das
Universum umliuft und dann erst zum Beobachter gelangt (siehe dazu [5]). Auf diese Weise
entstiinden Mehrfachbilder ein und desselben Ereignisses mit unterschiedlichen Rotverschie-
bungen. Daraus konnte sich ein experimenteller Test fiir mehrfach zusammenhéngende Rdume
ergeben. Allerdings ist ein Miflerfolg in der Suche nach ”Geistern” kein zwingender Hinweise
gegen diese Modelle. Es kann einfach sein, dafl das Licht bisher nicht genug Zeit hatte, das
Universum einmal komplett zu umlaufen (was fiir Geister notwendig ist).

39Ein paar davon habe ich erwihnt. Die Topologie kann zusitzliche Informationen iiber
kosmologische Parameter liefern

40 AuBerdem verfillt in solchen Modellen das Randwertproblem im Unendlichen.

41In [2] wird ein Berechnungsverfahren fiir die Harmonischen eines mehrfach zusam-
menhidngenden Raumes entwickelt. Diese werden dann berechnet. Das Energieloch im Qua-
drupolmoment schliefit sich den Berechnungen zur Folge sehr gut (siehe dafiir [2],[3]).

42Cornish,N.;Spergel,D.;Starkman,G.: G.Class.Quant.Grav.15, 2657-2670 (1998)

43Dieser Wert ergab sich aus Berechnungen der Harmonischen dieses Raumes. Bei einem
Wert von 1.012 < © < 1.013 fiillen die Harmonischen des Raumes die Liicken der Hintegrund-
strahlung am besten.
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Bestimmung unterhalb von 1.01 stark gegen die Raumwahl spriiche.*

44Ein alternativer Erklirungversuch -auf den nicht eingegangen wurde- bezieht sich auf die
frithe Entwicklungsphase des Universums. Mit Hilfe einer Raumzeit-Unschirferelation und
Prinzipen aus der Stringtheorie wird hier der Begriff der ”nicht-kommutativen Expansion”
entwickelt.
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