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Aufgabe 7 (4 Punkte): Krimmung I

Das Verhéiltnis des Schwarzschildradius eines Korpers zu seinem Radius ist ein heu-
ristisches Maf fiir die Abweichung der Geometrie in der Umgebung des betrachteten
Korpers von der flachen Minkowski-Raumzeit. Vergleichen Sie dieses Verhiltnis fiir
einen Kugelsternhaufen (M =~ 10°M, R ~ 20 pc), die Sonne, die Erde, einen Neutro-
nenstern (M =~ Mg, R ~10 km), einen weilen Zwerg (M =~ Mg, R ~ 10* km) sowie
ein Proton und ein Elektron. Benutzen Sie fiir letztere deren Compton-Wellenldngen
fi/mc als (effektiven) Radius. Welche Masse miifite ein Elementarteilchen haben, da-
mit seine Comptonwellenléinge so grof ist wie sein Schwarzschildradius, und wie grof}
ist dieser dann? Die bei diesen Betrachtungen auftretenden Gréflen werden hiufig in
sogenannten Planck-Einheiten angegeben, die sich in eindeutiger Weise aus den Natur-
konstanten GG, ¢ und & ergeben. Berechnen Sie die Planck-Masse, die Planck-Lénge, die
Planck-Zeit und die Planck-Energie in cgs-Einheiten.

Aufgabe 8 (6 Punkte): Krimmung I1

Betrachten Sie die in den flachen dreidimensionalen Raum eingebettete Schar von
Gaussglocken z = exp(—a®r?) mit > = z? + y>. Bestimmen Sie die Metrik auf einer
Gaussglocke in den Koordinaten (7, ¢) und berechnen Sie die Kriimmung im Scheitel-
punkt zum einen mit den beiden in der Vorlesung angegebenen Formeln (Vergleich von
Flacheninhalt bzw. Umfang) sowie zum anderen durch Anschmiegen einer Kugelschale
und Verwendung der bekannten Kriimmung einer Kugel vom Radius R.

Aufgabe 9 (10 Punkte): Tensoren

a) Zeigen Sie, dass A;;BY = 0, wenn A;; antisymmetrisch und B¥ symmetrisch,
also wenn A(;;) = 0 und Bp;; = 0 ist. Beweisen Sie zudem, dass die Beziehungen

ViA; =VlA; und V9B =V B,
fiir einen beliebigen Tensor V¥ gelten.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der unabhingigen Komponenten eines Tensors 7%
der Stufe r in einem n-dimensionalen Raum. Wie viele Komponenten gibt es,
wenn T symmetrisch oder antisymmetrisch in s Indizes ist?



d)

e)

0

A und B seien zwei Tensoren vom Typ (3, 3) bzw. (2, 1). Zeigen Sie, dass
Cb — Aabcaef Befc
ein Tensor vom Typ (1,0) ist.

Zeigen Sie, dass das Kronecker-Symbol &/ (=1 fiir 4 = j, sonst 0) ein numerisch
invarianter Tensor ist.
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und damit

Betrachten Sie das Objekt

+1, (1jkl) ist gerade Permutation von (0123)
e(ijkl) = ¢ —1,  (ijkl) ist ungerade Permutation von (0123)
0, sonst.

und nehmen Sie an, es transformiere sich so, als habe es obere Indizes. Zeigen
Sie, dass es sich dann um eine (Pseudo-)Tensordichte vom Gewicht 1 handelt.
Daraus folgt offenbar, dass

IR = —— €(1jkl)
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ein (Pseudo-)Tensor ist. Beweisen Sie abschlieend
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