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Aufgabe 22 (5 Punkte): Schwarzschild-Geometrie

Berechnen Sie in isotropen Schwarzschild-Koordinaten die Fliche eines dquatorialen
Kreisrings, der sich vom Schwarzschild-Radius bis zu einem festen Radius R erstreckt,
sowie das Volumen einer Kugelschale zwischen diesen Radien, und vergleichen Sie die
Resultate mit denen im Euklidischen Raum.

Aufgabe 23 (10 Punkte): Effektives Schwarzschild-Potential
In dieser Aufgabe sollen Sie einige Eigenschaften der Bewegung materieller Probeteil-
chen in einer Schwarzschild-Raumzeit nidher untersuchen. Betrachten Sie hierzu die
Bewegungsgleichung auf der Ebene 6 = 7 mit effektivem Potential Vs, welche sich
aus der Geodéatengleichung ergibt:
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Hierbei sind / und E Konstanten der Bewegung. Driicken Sie radiale Absténde in Ein-
heiten des Schwarzschild-Radius rs = 2M aus.

1. Welche Bedingung muf} ein Teilchen, das aus dem Unendlichen kommt, erfiillen,
um ins Zentrum des Potentials zu fallen? Unter welchen Umsténden fillt ein Teilchen,
das im Unendlichen aus der Ruhe startet, ins Zentrum? Vergleichen Sie die Ergebnisse
mit der Situation in der Newtonschen Gravitation.

2. Wann existieren gebundene Teilchenbahnen? Fiir welche Werte der Radialkoordi-
nate gibt es stabile Kreisbahnen? Wann gibt es instabile Kreisbahnen und was passiert
mit einem Teilchen, das aus so einer Bahn ein wenig ausgelenkt wird? Skizzieren Sie
qualitativ das Potential. Zeigen Sie u.a.:

e Fiir I/M < 2+/3 fillt jedes einfallende Teilchen auf den Ereignishorizont r = 2M
Zu.

e Die am stirksten gebundene stabile Kreisbahn befindet sich bei » = 6M mit
I/M = 2+/3 und besitzt eine relative Bindungsenergie von 1 — 1/8/9.



3. Ein materielles Probeteilchen werde von der Radialkoordinate R > rg aus der Ruhe
(I = 0) radial ins Zentrum fallengelassen. Zeigen Sie, dafi die Bahn durch die Parame-
trisierung (einer Zykloidenbahn)
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gegeben ist, wobei 7 die Eigenzeit des Teilchens bezeichne. Bei welcher Eigenzeit wird
das Zentrum des Potentials erreicht? Zeigen Sie dann, dafl die Zeit, die ein Beobach-
ter im Unendlichen mif}t, divergiert, wenn das Teilchen sich dem Schwarzschild-Radius
néhert.

Aufgabe 24 (5 Punkte): Lemaitre- Koordinaten
Zeigen Sie, daf} die dynamisch aussehende Metrik

4T oM 1?7 OM 2/3
2 2 = 2 _ _ 2 2
ds* =dt 5 [72(7“ — t)] dr [—2 (r—t) ] dQ

gerade die statische Schwarzschild-Metrik ist.



