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Ubung 20 (1 +1+1+1 Punkte): Eigenschaften des Drehimpulsoperators

Es seien L; die Komponenten des Drehimpulsoperators und Ly := Ly &1iLy. Zeigen Sie die folgenden Eigen-
schaften:

20.1 [L,,Li]=+hLy

20.2 [L,,L_]=2hL,

20.3 [[%,Li] =0

204 Ly L =13+ L2+hL; undsomit > =L Ly +hL;+L2

Ubung 21 (3+ 1 Punkte): Anschlieflende Messung

An einem Teilchen wurden die Observablen 2 und L, gemessen und die Werte W20(L+1) bzw. i gefunden.

21.1 Bestimmen Sie die Erwartungswerte und die Varianzen fiir eine anschlieende Messung von Ly und L,,.
Fiir welche Werte von m sind die Varianzen minimal?

21.2 Bestimmen Sie den Erwartungswert (7 - L) fiir die anschlieBende Messung der Drehimpulskomponente
in einer beliebigen Richtung 7, |7| = 1.

Ubung 22 (2 + 4+ 3+ 3 Punkte): Legendre-Polynome

Betrachten Sie zwei Vektoren 7 und 7 im R3, der Winkel zwischen beiden werde mit 6 bezeichnet. Wir

bezeichnen mit 7~ den kleineren und mit r~ den gréBeren der beiden Betridge |7| und |7

22.1 Fithren Sie eine Taylor-Entwicklung von |7 — 7|~! in Abhéngigkeit von ¢ := % um ¢t = 0 durch und
bestimmen Sie die Entwicklungskoeffizienten bis zur Ordnung O(#3).

Wir nutzen diese Entwicklung um die Legendre-Polynome mit Hilfe der erzeugenden Funktion F folgender-
mafien zu definieren:

1 o

o _ ¢

wobei ¢ = cosf und |t| < 1.

22.2 Zeigen Sie die durch Ableiten der erzeugenden Funktion F(t,¢) nach t bzw. ¢ die folgenden Rekursi-
onsformeln:

(0+1) Pya () = (2 +1) S Pe(8) = £ P-4 (),

(1-8) 5P = £ (Pra(@) ~ £ P(0)).

Bitte wenden.
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Die Darstellung der Legendre-Polynome P; mittels der Formel von Rodrigues lautet:

1 df ¢
Pi(8) = 57 @(52—1) :

22.3 Beweisen Sie hiermit die Orthogonalitédtsrelationen der Legendre-Polynome:

2

+1
/d‘f» Pm(‘:) Pn(g) = m‘smn-
-1

22.4 Zeigen Sie, dass die Legendre-Polynome der folgenden Differentialgleichung gentigen:

2
(1= ) 5gPe(®) ~ 28 PO + €+ 1) PAE) =0,

Historisches Zitat zur Quantenmechanik

Ist F dagegen nicht hermitisch, so 1afst sich iiber die Realitdt [der Eigenwerte] nichts aussagen.
Wir werden daher annehmen, daff nur hermitische Operatoren eine Bedeutung haben, also physi-
kalischen Grofien zugeordnet werden diirfen. Diese Forderung mag zunichst sehr einschneidend
erscheinen, sie schrankt aber gerade die Willkiir, die bisher noch in der Moglichkeit der Zuord-
nung der Operatoren zu den mechanischen GrofSen bestand, in passender Weise ein. Eine mecha-
nische Grofe hatten wir ja als eine Funktion eines kanonischen Variablenpaares p 4 angenommen,
und den zugehorigen Operator dadurch gewonnen, dafs wir diese Funktion als Operatorfunktion
ansahen. Diese Zuordnung ist aber nicht eindeutig, da ja bei der Operatorfunktion die Reihen-
folge der Faktoren wesentlich ist. Durch passende Anordnung und lineare Kombination verschie-
dener Anordnungen ist es nun stets moglich, einen hermitischen Operator zu bilden, z. B. ist ja
F(A + A") stets hermitisch. [...]

Im {ibrigen ist hier gerade der Punkt, an dem Modifikationen der Theorie vorgenommen wer-
den koénnen. Es wird nach dem bisherigen Verfahren der zu einer mechanischen Grofle gehorige
Operator dadurch bestimmt, daf8 man einfach die Funktion F(p q) zugrunde legt, die in der klassi-
schen Mechanik diese Grofse darstellt, wobei eventuell nur, wie gesagt, ein gewisser Symmetrisie-
rungsprozefS vorzunehmen ist. Es ist nun keineswegs ausgemacht, ja sogar sehr unwahrscheinlich,
daf dies schon in allen Féllen das richtige Rezept darstellt. Es scheint z. B. zu versagen, wenn man
versucht, der in der Theorie der Spektren so fundamentalen Hypothese des magnetischen Elek-
trons Rechnung zu tragen.

aus: David Hilbert, Johann von Neumann und Lothar Nordheim,
Uber die Grundlagen der Quantenmechanik, Mathematische Annalen 98, 1-30 (1928).



