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[Quelle: Free Stock Videos via YouTuheCCQ

Erfolge fihrten zummechanistischem Weltbild : Wirklichkeit ist Mechanik.

Spéater wurden Limitierungen des Models deutlich:

wBegriff des "Punktteilchens" problematisch. Tatichliche Kérper scheinen
ausgedeht. Punktteilchen mit elektrischer Ladung hétten unendliche Eigenenert
(Modellbildung wird in der Theorie der starren Korper gerechtfertigt)

wSRT: Masse & Teilchenzahl nicht konstant.
(Kann bei geringen Energien ignoriert werden)

wART: euklidisches Modell keine korrekte Beschreibung der Geometrie des Raul
(Aber auf kurzen Skalen eine gute Néherung)

wQM: Man kann Teilchen keinen definitiven Ort zuweisen. Physikalische

Eigenschaften kénnen nicht unabhangig von Beobachtern beschrieben werden
(Aber gute Naherung fir grofl3e Teilchen die mit der Umgebung wechselwirken)
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https://www.youtube.com/watch?v=tnGaCZZ5Z28
https://creativecommons.org/publicdomain/zero/1.0/deed.de

1.2 Bewegungslgeichungen
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Zutaten:

Ein Bezugssystenist die Wahl eines orthonormalen Koordinatensystems im
dreidimensionalen Raum.

Ein Bezugsystem istnertial wenn flir die Bahnen von Teilchen, die unter keinem
auReren Einfluss stehen, die Beschleunigung verschwindet.
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Anmerkung:

Es ist nicht sehr klar, wie man feststellen soll, dass "kein aufRerer Einfluss" wirkt. Die
Definition ist daher nicht besonders befriedigend.

In der Praxis ist ein relativ zur Erdoberflache fixiertes Koordinatensystem eine
annehmbare Annahrung an ein Intertialsystem. Ein im luftleeren Raum frei fallendes
System (z.B. im Orbit um die Erde) ist deutlich besser.

Flrs erste nehmen wir an, dasalle Koordinatensysteme mit denen wir arbeiten, inertial
sind.

@ Beschleunigung ist proportional zu einéfraft.
(WI:M“") 5 | - S 2y
r U)t_—/wi '-Fl.(r(u,rle), e )

Anmerkungen:

wKréafte hangen i.d.R. nur von den Orten, der Zeit und den Geschwindigkeiten ab.
wDie Formel"™O= a ®definiert erst mal nur eine neue Grofze. Um Vorhersagen zu
ermdglichen, braucht man eine weitere Zutat:

@ Regeln, um den Kraftvektor in physikalisch relevanten Situationen zu berecher

@ Eine Listefundamentaler Kraftgesetze
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@ SuperpositionsprinzipgGesamtkraft ist die Summe aller individuellen Kite
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Die drei "Zutaten" sind angelehnt an, aber nicht identisch mit, den "Drei Newtonschen Gesetzen".

Tatsachlich sind die "Gesetze" von Newton keine Gesetze im modernen Sinn. D.h. sie sind nicht ein vollstandiges S
von Axiomen, aus denen sich die Theorie ableiten lasst.

Das erste Gesetz "In Abwesenheit du3erer Einflisse bewegen sich Teilchen geradlinig und gleichférmig" ist eher ei
Definition (n&mlich eines Intertialsystems) als ein Gesetz, und die "Abwesenheit von Einflissen" ist schwer festzust:

Das zweite Gesetz "= m a" ist auch mehr Definition (der Kraft) als ein Gesetz, das Vorhersagen ermdglicht.
SchlieBlich istede Bahn damit kompatibel- man setze einfach F(t):=m a(t). Erst zusammen mit spezifischen
Kraftgesetzen erhélt man eine Theorie, die gepruft werden kann.

Das dritte Gesetz "Kraft = Gegenkraft" schrankt die moglichen Kraftgesetze ein wenig ein. Hieraus kann man schon
erste Konsequenzen ableiten (z.B. Impulserhalturgdazu spéater mehr). Aber warum ausgerechnet dieser eine Aspek
fundamentaler Kréafte den Status eines Gesetzes erlang hat, und deren anderen Eigenschaften nicht, ist nicht offent

Man sieht hier einen Unterschied zwischen mathematischer und physikalischer Traditior

Mathematiker sind "Geschichtsrevisionisten”. Sie erforschen eine Theerignd sobald sie gut verstanden ist, wird die
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urspringliche Formulierung vergessen, und durch eine minimalistische, stringente Version ersetzt.

Physiker sind eher traditionsbewusst und wiederholen alten Konzepte, auch wenn sie aus moderner Sicht nicht met
ideal sind.

(Philosophen sind natirlich noch um einiges extremer. Dort wird die Meinung der urspriinglichen Autoren so hoch
geschéatzt, dass man sogar Originalquellen liest”™ Ab
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1.3 Ziele der Mechanik

Gegeben Bewegungsgleichungen: r X,
.
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Mogliche Ziele:

wEXxplizite L6sung durch elementare Funktionen

{,r(u - A cim(wt vp)

wEXxplizite Losung mit Funktionen, die durch eindimensionale Integrale definiert sind
(" Quadraturen)

7
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wExplizite Losung vereinfachter, approximativer Bewegungslgeichunge
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wLosung durch numerische Integration

H

wAussagen uber qualitatives Verhalten
3 Ungebunden, gebunden, periodische Losunger

3 Stabil vs. chaotisch
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2. Newtonsche Mechanik am Beispiel
von eindimensionalen Systemen

Zum Aufwarmen analysieren wir im Detail die Dynamik von Systemen mit einem Freiheitsgrac

Ziele
Sie werden:

w...lernen, Bewegungsgleichungen im Phasenraum zu formulieren und qualitative Eigenschaften dynamischer Systeme am
Phasenraumportrait abzulesen;

w...Bewegungsgleichungen numerisch léser

w...den Begriff der Energie eirithrenund sehen, wie man mit diesem Konzept eindimensionale Systeme mittels Quadraturen Iosen ke
w...Kontakt mit speziellen Funktionen machen.

Beispiel

Unser Hauptbeispiel ist dasnathematische Pendel

ein Punktteilchen mit Massem, das an einer starren Aufhangung der Landebefestigt ist. Wenn man es aus der unteren Ruhelage um
Winkel z auslenkt, wirkt eine Ruckstellkraft mit dem Betrag

F(z)= mgsin(?)
Fir kleine Auslenkungen, kann man den Sinus unherum zur ersten Ordnung nach Taylor approximieren und erhalt
F()é mg? (L 1).

Dieses approximative Modell nennt man ddsrmonische Pendel
(Es gibt auch dasphysikalische PendeDort hat das Gewicht endliche Ausdehnung und wird nicht als Punktmasse modelliert)

Anwendungen
Die Resultate in diesem Kapitel haben verschiedene Anwendungel

wDa der physikalische Raum drei Dimensionen hat, ist es erst mal nicht offensichtlich, dass Systeme mit nur einem Freihéitsgra
physikalisch sind. Wir werden spéter sehen, dass man Freiheitsgrade aus dem Modell eliminieren kann, wenn sieZaaehskréafte
eingeschrankt sind. Im Fall des Pendels, z.B., kann man sich vorstellen, dass die Masse an einem stabilien Stab befestigeist man

versucht, sie in Richtung Aufhdngung zu bewegen, tbt der Stab eine starke "Zwangskraft" in die Gegenrichtung aus. Die Details
besprechen wir in detagrangemechanik

wlm néchsten Kapitel- zum Zweikdrperproblem werden wir sehen, dass man z.B. die Bewegungsgleichungen von zwei Himmelskor
auf ein eindimensionales Problem reduzieren kann.

wViele der Begriff aus diesem Kapitel werden lhnen in den ersten Wochen der Quantenmechamilesung wieder begegnen.
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2.1 Dynmaik im Phasenram
MewAomsda  BW GL:
(W) P F(Rwo,Pw)
SQL\ veibe U (P pA ﬂxkof DG‘L N 1 Ov/MUA»Q.

Dazu vied=s t (t)

D |
(L) = vid)
W) e |
vi(t) ==F(ro, vit))
> r (&) >
X (¢)= (V (t) \ & 'R ?L\ns4~. v auvan
— v Vekbo febd Cher fevalt T)
T (LM ?(w)\ |
- 2 \7/7J:/>
e | F30- T =




Tect :
o feest) 2
Ly (00 T

G(alLM Lim VI ('E' . E""“ Ea(l\ml’i\NM )-(\(E) f\-m"“

-5

«d%x(t)z T (2(0)

Ml e | P lﬁ:ﬁ\rﬁ'( k\/\"’\ ”445 VI

Eindimensionale Systeme Page 10



2.1.1 Computerimplementierung

http://www.thp.uni -koeln.de/gross/tptblog/posts/pendetphasenraum,

Phasenraumfluss

Bewegungsgleichung fiir das mathematische Pendel:

b(1) = — sin (). (1)

Wir flihren eine Variable v(f) fur die erste Zeitableitung ein

o(t) = ().

Dann ist (1) aquivalent zu diesem System aus zwei gekoppelten DGL'en erster Ordnung
P(1) = v(1) (2)
o(t) = — sin ¢(1).

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Erzeuge das Richtungsvektorfeld, dass durch die rechte Seite von (2) gegeben ist.
# Definitionsbereich: Ein Gitter von 15 x 15 Punkten im Bereich

# -2 pt il 2 pi (fur nhi);

% - pil ... pi (fiir v).

phi, v = np.meshgrid(np.linspace(-2*np.pi, 2*np.pi, 15), np.linspace(np.pi,-np.pi, 15))

# Berechne das Vektorfeld wie in Formel (2)

v
-np.sin(phi)

F_phi
F v

# Matplotlib kann Vektorfelder mit einem "Quiver-Plot" visualisieren

plt.quiver(phi,v,F _phi,F v);
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2.1.2 EulerVerfahren
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Wenn das Vektorfeld stetig ist, undt klein im Vergleich zu den Skalen, auf denen sich das Vektorfeld @ndert,
dann ist der Approximationsfehler in (*) klein. Tatsachlich kann man zeigen, dass fur feste Maximalz¥iind

stetiges Vektofeld, das Eulerverfahren im Limdé$® mexakt ist.
Allerdings konvergiert das Eulerverfahren sehr schlecht. In der Computerphysik werden Sie bessere Methor

kennenlernen.

Man kann leicht sehen, dass das Eulerverfahren fur Probleme mit periodischen Lésungen dazu neigt, zu im

energiereicheren Loésungen zu springen. Vergl. VL.
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2.1.3 PicardLindeloef: Existenz und
Eindeutigkeit von lbsungen der
Bewegungslgeichungen
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Quelltext bearbeiten ]

Es sei E ein Banachraum und f: [a,b] x E — E eine stetige Funktion, die eine globale
Lipschitz-Bedingung beziiglich der zweiten Variablen erfiillt. Dann gibt es zu jedem yy € E 'P'. (e Ad- L .‘MJ [ P |
eine globale Lésung y: [a, b] —+ E des Anfangswertproblems

Y =f(y), yle)=w.

Es gibt keine weiteren (lokalen) Losungen. E ] T -
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. (OU/OML/ G vauvidaliom:

Also: Wenn das Vektorfeld hinreichend stetig ist, gibt es immer einédung zu den
Bewegungslgeichungen. Diese ist eindeutig.

Folgerung: Mechanische Systeme kdnnen Fixpunkte der
Dynamik nie erreichen.

Warum? f‘\
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2.2 Energiesatz
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Remns v koma

Wir sind drei Objekten begegnet, die alle die Interpretation einer "Energie" haben,
aber als mathematische Objekte sehr unterschiedlich sind.

Bitte nicht verwirren lassen!

- H: RT—= R X— HU

o Guybn c(B), H(rv, f0) = R > R

- EeR sd HcoreN=E
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2.3 Qualitative Analyse
eindimensionaler Dynamik
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2.4 Losung durch Quadraturen

A Hv, )

Idee: Benutze Energiesatz, um die
Dimension des Problems von zwei auf ei
zu reduzieren.
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Allgemeines Rezept: Losung der BWGen fir Potential U(r) in zwei Schritter
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2.5 Periodendauer
Betrachte Lésung 0, die im Intervall ¢ftd gebunden ist.
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Um herauszufindenpb die Period endlich ist, gehen wir wie folgt vor:
1. Wéhle eine positive Zahl hinreiched klein, sodass das Potential um die Wendepunkte herum in

erster Ordnung Taylor gut beschrieben wird.

2. Auf dem Interval ¢ o X ist der Integrand beschrankt, das Integral also endlich. (Physikalisc
Da dort die kinetische Energie positiv ist, ist auch die Geschwindigkeit positiv und daher die
Verweildauer endlich). Potentiell unendlich lange kann man sich hochstens in einer Umgebung d
Wendepunkte aufhalten. Also schauen wir uns das Integral nur auf dem Intenédkd X an.

2wu’ :F;,(,&;

@ a l'(‘-"'* /(okl/(.(r EX'\"‘\"'W"FUMkL 0‘15 ?y‘u-.‘»“c‘&.

~) U(M»z)’:E"d'i

m_:_‘___dr. - l J l = »J?. < Oo '
VE- i Ve ‘

a o

@ 13 Q.i XOL(4L$ M“({MUM (L\)"'- Z ON('V\VM3. NU?(WJ»IV -T'.L( amn/o:) )
Ulas ) = E - G e
1
s
A \ - L )( ' = Oo
i f s - Led) .

]

=> C—4L>UM ,/(;m,l L)g Simd

Eindimensionale Systeme Page 20



. le'oJ«'s&L\ , rle)= r(E+T) Wit ™ WP a/tL Kaime

Extvend phd. vom U il

OJ’r . kﬁl{ (/L\/?)'Sbmy—:’ ML;( (v]) lamjslm M:‘ Mll;mum Ev/‘w!;b\

Eindimensionale Systeme Page 21



2.6 Analytische IBsung des
mathematischen Pendels
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(J[A] http://people.math.sfu.ca/~cbm/aands/abramowitz_and_stegun.pdf
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Analytische Lésung

k=8.5*vs[@]

plt.
plt.
plt.

plt.
plt.

plot(ts,[ 2*np.arcsin(k*spec.ellipj(t,k**2)[@]) for t in ts],'g"',label="Analytisch")
plot(ts,phis,label="Euler")
legend(loc="best")

xlabel('t")
grid()

—— Analytisch
—— Euler
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3. Das Zweikdrperproblem

Newtons Losung des Zweikorperproblems markierte den Beginn der klassichen Mechar

Unser Ziel in diesem Kapitel ist es, die Dynamik von zwei Massenpunkten im dreidimensionalen R
zu verstehen, wobei die Krafte entlang der Verbindungslinie zwischen den beiden Kérpern wirken.
Problem umfasst insbesondere die Gravitatiensid die CoulombWechselwirkung, die sehr explizit
behandelt werden kénnen.

Zwei gluckliche Umstande waren fur die Entwicklung der Physik von zentraler Bedeutunc

1. Bewegungsgleichungen mit sechs Freiheitsgraden sind in der Reigét explizit |6sbar (wir werden
das Problem in der Chaostheorie genauer verstehen). Das Zweikérperproblem beschreibt nicht
die wichtigen Wechselwirkungen der Physikes ist auch ganz untypisch einfach mathematisch
handhabar. Warum die Welt es uns so vergleichsweise einfach machtiistdiskutiert worden.

2. Bewegungen auf der Erde sind durch Reibung und Luftwiderstand verkompliziert. Die Bahnen c
Planeten, hingegen, kommen fast nur unter dem Einfluss der Gravitation zustande und waren g
studiert. Durch die Himmelsmechanik konnten wir die Gesetze entdecken, die sich spater als at
auf der Erde gtiltig herausgestellt haben.

Einige der Themen in diesem Kapitel sind absolut zentral fur die Physik. So sollten Sie sehr gut

verstehen und nicht wieder vergessen:

wdie ErhaltungsgrofRen des Zweikorperproblems (Gesamtimpuls, Drehlimpuls, Energie) und ihre
bei der Lésung,

wdie Beschreibung durch ein effektives eindimensionales Potentialproblem. Einige speziellere Th
wie die Definition des Rungéd.enzVektors, oder die Feinheiten der Geometrie von Ellipsen sind f
diese Vorlesung zwar wichtig- wenn Sie aber die Details in Zukunft nicht immer parat haben, ist
das nicht so tragisch.

Im nachsten Semester werden Sie Gelegenheit haben, einige der Methoden zu wiederholen: Wir \
sie in der QM21Vorlesung benotigen, um die Spektrallinien des Wasserstoffatoms auszurechnen.
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3.1 Reduktion auf ein Teilchen unter

Zentralkraft
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Ziel dieser Lektion:
reduziere BWGen auf die flein Teilchen unter der Wirkung eineZentralkraft .
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3.2 Drehimpulserhaltung unter
Zentralkraften
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3.3 Die Ekliptik und das zweite
Keplerscher Gesetz
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[Quelle: Wikipedia CCBY-SA 3.4
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[Vergl. http://www.thp.uni -koeln.de/gross/tpXblog/posts/anomalie/]
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https://en.wikipedia.org/wiki/Ecliptic#/media/File:Earths_orbit_and_ecliptic.PNG
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
http://www.thp.uni-koeln.de/gross/tp1-blog/posts/anomalie/




