Mathematische Methoden 2
SS 2024 D. Gross, K. Meinerz, L. Ligthart
Blatt 1. 204+-6 Punkte. Abgabe 14.4. (Mit Material von J. Berg. Danke, J!)

1 Basis des Unterraums 1% von R?® (6 P) Im Skript wird der Unterraum 1+
von Vektoren v € R? eingefiihrt, die die Gleichung 23:1 v; = 0 erfiillen. Es werden zwei
Basen von 1+ angegeben:

0 1 1 0 1 2
v = _11 , Vg = _01 und wl_ﬁ 11 ,wz——G :1
a) (1P) Zeigen Sie, dass 1+ ein Unterraum des R? ist.
b) (2P) Zeigen Sie, dass {v1,v2} eine Basis von 1+ darstellen.
c) (1P) Zeigen Sie, dass wy und wg orthonormal sind.
d) (2P) Warum folgt aus den letzten beiden Aufgaben, dass {w1, w2} ebenfalls eine

Basis von 11+ ist?

2 Ebene Wellen als Orthonormalsystem (6P) Im Skript wird der Vektor-
raum C([—m, 7], R) stetiger Funktionen von [—m, 7| nach R eingefiihrt. Dort ist mit

(o) = [ f@le)a o

ein Skalarprodukt gegeben.

a) (3P) Zeigen Sie, dass (1) tatséchlich ein Skalarprodukt definiert. Dazu diirfen Sie
zunéchst die Positivitdtsbedingung (f, f) > 0 zu (f, f) > 0 abschwichen.

b) (Optional: 3 Zusatzpunkte) Nutzen Sie die Stetigkeit der Funktionen aus, um die
strengere Bedingung (f, f) > 0 fiir alle f # 0 zu zeigen.

c) (3P) Zeigen Sie, das die Menge
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ein Orthonormalsystem fiir C([—m, 7], R) bildet. Hinweis: Diese Seite ist hilfreich!

3 Axiome des Vektorraums (8 P)

a) 3P) Sei F = {f: R — R,z — f(x)} die Menge der reellen Funktionen. Zeigen
Sie, dass (F,+, x) einen Vektorraum bildet, wobei Addition und Multiplikation
mit einem Skalar A € R fiir f, g € F punktweise erklart wird

(f+9)(@) = f(z) +9(z), (Ax[)z)=Af(z) (2)

b) (3P) Die Menge der Polynome vom Grad n ist die Menge aller Funktionen, die sich
als Summe der Potenzen z°, 2!, 22, ..., 2™ der Variablen z mit reellen Koeffizienten

ag, ai, . ..a, schreiben lassen,

Pn = {f:R—HR,xb—)f(x) _zn:akxk},
k=0


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_trigonometric_identities#Product-to-sum_identities

Zeigen Sie, dass (Py, +, x) ein Untervektorraum von F ist. Hierbei sind + und x
wie in (2) definiert.

c) (Optional: 3 Zusatzpunkte) Zeigen Sie, dass die Funktionen pj: R — R,z +— 2
(k=0,...,n) eine Basis fiir P, sind. Was schlussfolgern Sie fiir die Dimension von
Pn?

d) (2P) Betrachte A € Rund f, g € P, mit f(z) = > 7_,axz® und g(z) = S}, be.
Berechnen Sie explizit die Koeffizienten von f + g und A x f beziiglich der py.
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