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1 Aufstellen der Lagrange-Funktion (6 Punkte)

Ein Teilchen der Masse m bewege sich auf einer Kurve C. In kartesischen Koordinaten x und y
kann die Kurve C mittels der Funktionen x(s) = assin(ys) und y(s) = ascos(ys) parametrisiert
werden. Auflerdem stehe das Teilchen unter dem Einfluss eines Potentials der Form V(r) = br?,

wobei r = \/x2 + y2.

Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion fiir dieses System beziiglich der Koordinate s.

2 Euler-Lagrange-Gleichungen (5 + 2 + 2 = 9 Punkte)

Ein Teilchen werde durch die Lagrange-Funktion
L(x,y,2,%,9,2) = vy + %y‘z + ayz?,
beschrieben, wobei m, « und 7y Konstanten sind.
a) Ermitteln Sie die Bewegungsgleichungen fiir x, y und z mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichungen.
b) Bestimmen Sie die zyklischen Koordinaten und die zugehorigen Erhaltungsgrofien

c) Verwenden Sie das Ergebnis aus b) um eine Bewegungsgleichung fiir y aufzustellen, die nicht von x
oder z (oder von deren Zeitableitungen) abhingt.

Hinweis: Eliminieren Sie die zyklischen Koordinaten aus einer der Bewegungsgleichungen.

3 Von Lagrange zu Hamilton (1 + 2 + 2 = 5 Punkte)

Betrachten Sie die Lagrange-Funktion
L(6,6,t) = %6292 + ml cos(Bt)0sin @ + mglsin,
wobei m, g, ¢ und B Konstanten sind.
a) Bestimmen Sie den verallgemeinerten Impuls zu 6.
b) Ermitteln Sie die Hamilton-Funktion.

c) Stellen Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen auf.

4 Phasenraumportrit (3 + 5 = 8 Punkte)

Betrachten Sie ein Teilchen der Masse m, das sich in einer Dimension bewege und unter dem
Einfluss des Potentials
V(x) = 5ax —2,8x3, x>0, B>0

stehe.

a) Erstellen Sie eine grobe Skizze des Potentials. Ermitteln Sie, bei welchen Werten von x ein Gleichge-
wichtspunkt vorliegt. Was konnen Sie iiber die Stabilitit dieser Punkte sagen?

b) Skizzieren Sie das Phasenraumportrit. Tragen Sie die elliptischen und hyperbolischen Fixpunkte ein.
Zeichnen Sie die Niveaulinien mit der Energie der hyperbolischen Fixpunkte (die Separatrizen). Tragen
Sie die Richtung des Flusses in den verschiedenen Bereichen ein, die durch die Separatrizen voneinander
getrennt werden. Beachten Sie, dass lediglich eine qualitative Skizze gefordert ist.



Klassische Mechanik WS 2021/22

5 Normalmoden (2 + 2 + 4 + 3 = 11 Punkte)

Zwei Teilchen der Masse m stehen unter dem Einfluss eines harmonischen Potentials der Form
V(y1,y2) = 9yl +9%ky3 + ;k(yl — ) (1)
wobei k > 0 gelte und y; und y, die Positionen der Teilchen seien.
a) Die zum Potential V in (1) gehorigen Bewegungsgleichungen der Teilchen haben die Form

mjﬁ = — bkyl + 7ky2, (2)
mij; =7ky1 — bkys,
mit einer Konstanten b. Bestimmen Sie b.

Hinweis: Sie konnen beispielsweise die Euler-Lagrange-Gleichungen verwenden, um die
Bewegungsgleichungen aufzustellen und b zu erhalten.

b) Wenn Sie den Ansatz y; = v1e“t und Yo = vpe'@! aufstellen, wobei w, v; und v, Konstanten
sind, und ihn in (2) (mit dem korrekten Wert fiir b) einsetzen, erhalten Sie eine Eigenwertglei-
chung der Form

A=A, T=[3], A=——
mit einer Matrix A. Bestimmen Sie die Matrix A.
¢) Ermitteln Sie die Eigenwerte A und Eigenvektoren ¥ der Matrix A aus b).

d) Verwenden Sie die Ergebnisse aus c) um die allgemeine physikalische Losung der Gleichungen in (2) zu
finden.

Hinweis: Mit einer "physikalischen Losung"'meinen wir, dass y; und y, reellwertig sein
sollten.

6 Dynamische Losungen mittels kanonischer Transformationen (5 + 1 + 3 = 9 Punkte)

Wir mochten die Bewegungen bestimmen, die von der Hamilton-Funktion

1
H(g,p) = 5q¢*, (3)
erzeugt werden, und wir werden dafiir kanonische Transformationen nutzen.

a) Betrachten Sie die Familie der Transformationen von (g, p) nach (Q, P), die durch

P = 2 qaeﬁp/Zl Q — 1 qlxe—’}’P/Zl (4)

Bl Vil

gegeben ist, wobei B # 0 und v # 0. Was sind die Bedingungen an «, p und <y, sodass (4) eine
kanonische Transformation ist?

b) Verwenden Sie das Ergebnis aus a) um eine kanonische Transformation von (q,p) nach (Q,P) zu
finden, die die Hamilton-Funktion (3) in die Hamilton-Funktion eines freien Teilchens, also

H(Q,P) = %P{

transformiert.
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¢) Nutzen Sie das Ergebnis aus b) um die Bewegungsgleichungen zu losen, die von (3) erzeugt werden,
finden Sie also q(t) und p(t).

Hinweis: Beachten Sie, dass die Losung der Bewegungsgleichungen freie Parameter enthal-
ten wird.

7 Kreisbahnen (2 + 6 = 8 Punkte)

Betrachten Sie ein Zwei-Korper-Problem (in R%) mit reduzierter Masse u > 0. Das Wechselwir-
kungspotential ausgedriickt in der Relativkoordinate 7 sei gegeben durch

Xl 7r
= 4— — 2— 1 —_— = 7
ue) =ty (4% ~2% 107 ), v =, G
wobei Uy > 0 und & > 0 Konstanten sind.

a) Bestimmen Sie das zu (5) gehorige effektive Potential Vi fiir einen fixierten Betrag des Drehimpulses
|L|| = ¢. Wie lautet die Bedingung fiir eine Kreisbahn?

b) Gibt es Kreisbahnen fiir gegebene w, u, Uy und €? Falls ja, bestimmen Sie, wie viele Kreisbahnen es gibt
und wie grof§ ihre Radien sind. Betrachten Sie ausschliefilich Bahnen mit r > 0.
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