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1 Trennung von Variablen (10P) Der Hamiltonoperator fiir ein Wasserstoffatom
ist gegeben durch
k

H=_—-D; P —
"R R

2my, 2m,

4

wobei Py, R, die Impuls-und Ortsoperatoren von dem Proton, und P, R, die Impuls-
und Ortsoperatoren von dem Elektron sind. Um das Problem zu vereinfachen, konnen
wir neue Orts- und Impulsoperatoren definieren, die diesen Hamiltonoperator in zwei
unabhédngige Hamiltonoperatoren trennen, einen fiir den Freiheitsgrad des Schwer-
punkts und einen fiir den Freiheitsgrad der Relativbewegung.

Analog zu dem klassischen Problem sind die Schwerpunkts- und Relativbewegungs-
Orts- und Impulsoperatoren durch

1
Rp = ooy (myRy + iR, Ry = Ry =R,
Psp = P, + P, P, = L (meP, — m,P,)
SP p e r mp+me el'p ple

gegeben.

a) (0.5P) Zeigen Sie, dass diese neuen Operatoren richtige Orts- und Impulsoperato-
ren sind, indem Sie die Vertauschungsrelationen fiir eine beliebige Komponente
(z.B. x)

[Rsp, Psp] =ih und  [R7, Y] =ih

betrachten.

b) (1P) Zeigen Sie, dass die neuen Freiheitsgrade unabhéngig sind, indem Sie die
Vertauschungsrelationen fiir eine beliebige Komponente (z.B. x)

R}, Pip] =0 und [REp,PY] =0
betrachten.

o) (1.5P) Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator mit den neuen Operatoren durch

1 1 k
H=_—Pi,+ —P>— —
oM et 2u’” R
gegeben ist, wobei
M =my,+m, und V:M
mp + M,

die gesamte und die reduzierte Masse sind.

d) (1P) Ein halbwegs realistisches Modell fiir die ganze Wellenfunktion von einem
Wasserstoffatom ist ein Produkt zwischen einem gaufischen Wellenpaket fiir
den Schwerpunkts-Freiheitsgrad mit einem sogenannten “1s Orbital” fiir den



Relativbewegungs-Freiheitsgrad. Wir werden dieses Oribtal in der ndchsten Vor-
lesung bestimmen. Hier geben wir einen eindimensionalen Schnitt durch die
dreidimensionale Losung an. Er ist beschrieben durch:

1 xgp | 1 /]
¢(x5P/xr) = 477:0_29Xp<—%‘_2> \/%exp<_a0 ,

und, wenn in Koordinaten fiir Proton und Elektron geschrieben,

o 1 B (}lpxp + ,uexe)z 1 _ ’xp - xe‘
P(xp, xe) = — exp( 552 \/%exp )

wobei y, = me/M und p, = m,/M. Diese Wellenfunktion ist ein verschrinkter
Quantenzustand, das heifst, es ist kein Produkt zwischen einer Wellenfunkti-
on ¢,(x,) fiir das Proton und einer Wellenfunktion ¢,(x,) fiir das Elektron.
Zeigen Sie, dass fiir eine Produktwellenfunktion die Wahrscheinlichkeitsdichte

‘w(xp, Xe) ‘2 auch faktorisieren wiirde:

|9 (xp, %e)|* = Pry (xp)Pre(x)

wobei

Prp(xp):/zdxe\lp(xp,xe)\z und Pre(xe):/jodx,,w(xp,xe)\z.

e) (3P) Zeigen Sie, dass

(%
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2 ® _p
erfc(x) =1 —erf(x) = —/ e dt
VT Jx

die komplementdre Fehlerfunktion ist.

Hinweise: Nur eine von Pry(x,) und Pr,(x,) muss gerechnet werden. Eine niitz-
liche Eigenschaft von der Betragsfunktion ist, dass |x, — x.| = x, — x, fir x, > x,
und |x, — x| = —xp + x, fiir x, < x.
f) (1P) Zeigen Sie, dass
2
| (xp, xe)|” # Prp(xp)Pre(xe)
und folgern Sie daraus, dass §(x,, x,) verschrankt ist.

g) (1P) Plotten Sie mit einem Computer Pr,(x,) zusammen mit

Prsp(xsp) = / x| (xsp, x,) [ = (T\/EQXP(—;P)

um zu zeigen, dass xsp eigentlich ein guter Ersatz fiir x,, ist.

h) (1P) Plotten Sie mit einem Computer Pr,(x,) zusammen mit

* 1 2|x,
Pr,(xr) = [ doxsp|(xsp, x,)|* = aoexp(—||>,

ap

um zu zeigen, dass x, keine guter Ersatz fiir x, ist.
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