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Anmerkungen
¢ In dieser Musterlosung sind einige Rechenschritte ausgelassen und durch “...” er-
setzt. In der Klausur erwarten von Ihnen an dieser Stelle einen nachvollziehbaren
Rechenweg!

¢ In der Klausur werden wir auch einige niitzliche trigonometrische Identitiaten in
die Formelsammlung aufnehmen.

1 Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeiten o, wirkt auf die Eigenzustinde
von o, wie folgt:

oyl 1) =il L), oyl 1) =—i[ 1),

Daher erhalten wir

(Wloylp) = ...
= 2sin(6/2) cos(6/2) sin(¢)
= sin(0) sin(¢).

Zu den Eigenvektoren. Da U'yz = 1 (die Einheitsmatrix), liegen die Eigenwerte von o, in
{£1}. Wir such zuerst den +1-Eigenvektor |+,) = a| ) 4 b| |), fiir zu bestimmende
komplexe Zahlen a,b. Da Eigenvektoren nur bist auf eine multiplikative Konstante
definiert sind, setzen wir zunéchst a = 1. Die Eigenwertgleichung o, [+,) = (4+1) |[+)

ist dann
“ihy (] & b=i
i b o

Die normalisierte Losung ist [+,) = %(\ 1) +1i| 1)). Ebenso erhdlt man |—,) =
\%(| 1) —i| |)) fiir den (—1)-Eigenvektor.

Es wire auch akzeptabel gewesen, die Eigenvektoren zu raten (oder sich an sie zu
erinnern), und dann die Eigenwertgleichung zu priifen.

Die Wahrscheinlichkeiten kénnen berechnet werden, indem man das Gleichungssystem

p(+p) +p(=[y) =1,
p(+Y) — p(=1y) = (Ployly),

16st:
(1 £ sin(¢)sin(0)).
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2 Schrodingergleichung auf der Bloch-Sphdre  Wir berechnen den Zeitentwick-
lungsoperator fiir H = Boy:

U(t) = exp (Z,lhtBOy)

1/1 k
= ; o <Z,htyBay>
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= cos(gt)]l - isin(gt)(fy,

was der wohlbekannten Drehoperation entspricht. Die Zeitentwicklung von 1 ist also

[$(2)) = U()[)

— 6128 Kcos(it) —ein/4 sin(gt)> | 1) + (sin(gt) 4 eim/4 cos(gt)) \ ¢>] :

Damit kénnen wir nun die Erwartungswerte berechnen:
(W(H)|oxlp(t)) = % ((cos(tB/h) — et/ 4sin(tB/h)) (sin(tB/h) + e~ /% cos(tB/h)) +
(sin(tB/h) + et/ 4 cos(tB/h))(cos(tB/h) — e~ /4 sin(tB/h))>
= % (cosZ(tB/h) (eT/% e /%) —sin?(tB/h) (e T4 + e’i"/‘l))
= %(cosz(tB/h)\/i—sinz(tB/h)\fZ>

= \}i cos(2Bt/h),

wobei wir die Identitit cos(2x) = cos?(x) — sin?(x) benutzt haben. Analog berechnet
man:

WDlo=ly(t) = - = —é sin(2Bt/1),
POy lp(t)) = = —;5.

Fiir den letzten Wert kann man auch benutzen, dass ein Hamiltonian proportional
zu 0y den Erwartungswert von ¢, invariant lasst (Heisenbergbild!). Dann findet man

direkt: :
(P(®)loy|p(t)) = (Ploylp) = 7

Wir sehen also, dass der Bloch-Vektor von |¢(t)) eine Kreisbewegung in der um

1/+/2 verschobenen x-z-Ebene vollfiihrt. Die Periode dieser Bewegung ist offensichtlich
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3 Rechteckige Potentialbarriere Die Losung dieser Aufgabe ist sehr dhnlich zur
Aufgabe 1 auf Blatt 4. Die Unterscheide werden hier skizziert:

Durch Einsetzen in die Eigenwertgleichung des Hamitonians sieht man direkt, dass ¢
eine allgemeine Losung des Problems ist. Aus den Stetigkeitsbedingungen bekommt
man ebenso direkt das Gleichungssystem fiir die Koeffizienten A, B,C, D, F. Die Be-
rechnung des Transmissionskoeffizienten ist zundchst sehr dhnlich zu Blatt 4 (mit Sinus
und Kosinus anstatt der hyperbolischen Versionen). Um das Ergebnis zu bekommen,
bedarf es schliefllich aber etwas anderer Tricks:

A2

l
T |F
az + a3 2
= cos(daz)—l—iﬁ sin(das)
2 2\2
2 (a7 +a3)" .,
= cos“(day) + ~————=%sin“(da
( 2) 4{1%‘1% ( 2)

=1+ sin*(d s
+ sin”( a2)< ppe:

4 2,2 4 g4 2,2
aj +2aya3 +a; 4a1a2>

=1+ sin*(day)
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4 Lineare Storung des harmonischen Oszillators Wir schreiben die Storung
mit Hilfe der Leiteroperatoren als

X = \3;05( —I—a*).

Nun ist klar, dass die Korrekturen in erster Ordnung alle verschwinden:

E,(f) = @<n|a+a+]n) =...=0.

V2

Wir berechnen nun also die Ubergangselemente
(nla+a'lm) = = Vn+10um1+ V16 m1.

Und damit bekommen wir in zweiter Ordnung schliefslich

£ = (L)’ - Lrlerab]
\@ n#m En — En

2,2
A
2hw
Bemerkung: Das Resultat ist unabhédngig von der Quantenzahl n und gibt, wie man
sehr einfach zeigen kann, auch die exakten Eigenwerte des gestdrten Hamiltonians.



5 Kugelflichenfunktionen Die Kugelflichenfunktionen kénnen direkt durch An-
wenden des Absteigeoperators und entsprechender Normierung berechnet werden:

1
Y10(6, ) = ELle,l(Q, ?)

- /3 . J . d . i

= 1676 ( @—i—zcot(?% sin fe
/3

= ECOSG.

1
Y1100, ¢) = EL—YLO(G, ?)

=14/ % sin fe ™',

6 Quantenkorrelationen Die Rechnung ist analog zu Aufgabe 1 auf Blatt 9:
1/ . . .
(@*[5i53l9") = 5 (sinasinp(9*|otot|p*) +sinwcos p(9*otoZlg") +
cosasinB (¢pF|olo?|¢pT) + cosa cos B <4)+|0'21022|<p+>).
Nun sehen wir uns die einzelnen bra-ket’s an. Z.B.:

(9*10202l0™) = (01 loko? 1) + (1 ko2 L) +
(L logo?l 11 + (L4 odo?] 4, 1))

Da ¢} den ersten Spin umdreht und o2 den zweiten, ergeben die mittleren beiden
Summanden jeweils 1, wihrend die dusseren beiden 0 geben. Also: (¢*|olo2|pt) =
12 = 1. Auf die gleiche Art kann man die verbleibenen drei bra-ket’s ausrechnen. Man
findet:

(@*1S4S5l¢™) = -+ - = sinasin B + cosacos p = cos(x — B),

wobei wir zum Schluss wieder eine trigonometrische Identitiat genutzt haben, die im
Ernstfall angegeben oder bei der Klausuraufsicht zu erfragen gewesen wire.



