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1 Trennung von Variablen (10P)

Der Hamiltonoperator fiir ein Wasserstoffatom ist gegeben durch

k
2m, P 2m, ¢ IR, — R,
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wobei Py, R, die Impuls-und Ortsoperatoren von dem Proton, und P, R, die Impuls-und Ortsope-
ratoren von dem Elektron sind. Um das Problem zu vereinfachen, konnen wir neue Orts- und
Impulsoperatoren definieren, die diesen Hamiltonoperator in zwei unabhidngige Hamiltonopera-
toren trennen, einen fiir den Freiheitsgrad des Schwerpunkts und einen fiir den Freiheitsgrad der
Relativbewegung.

Analog zu dem klassischen Problem sind die Schwerpunkts- und Relativbewegungs- Orts- und
Impulsoperatoren durch

1
sp mp+me(mp p+meR,), r p— Re

1
Psp=P,+P. P =

— m(mepp —myP,)

gegeben.

a) (o,5P) Zeigen Sie, dass diese neuen Operatoren richtige Orts- und Impulsoperatoren sind,
indem Sie die Vertauschungsrelationen fiir eine beliebige Komponente (z.B. x)

[Rsp, Psp] =i und  [R}, PY] = ih
beachten.

b) (1P) Zeigen Sie, dass die neuen Freiheitsgrade unabhingig sind, indem Sie die Vertauschungs-
relationen fiir eine beliebige Komponente (z.B. x)

[R7, Psp] =0 und [Rgp, P} =0
beachten.

¢) (1,5P) Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator mit den neuen Operatoren durch

1, 1., k

H= —P —P,
oM 5Pt 2u’” IR
gegeben ist, wobei
M = my, +m, und V:M
mp + m,

die gesamte und die reduzierte Masse sind.
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d)

e)

f)

8)

h)

(z P) Ein halbwegs realistisches Modell fiir die ganze Wellenfunktion von einem Wasserstoffatom
ist ein Produkt zwischen einem gaufischen Wellenpaket fiir den Schwerpunkts-Freiheitsgrad
mit einem sogenannten “1s Orbital” fiir den Relativbewegungs-Freiheitsgrad. Hier geben wir
einen eindimensionalen Schnitt durch die dreidimensionale Losung an. Er ist beschrieben

durch:
w2 P\ 207 ) Y TP\ g )

und, wenn in Koordinaten fiir Proton und Elektron geschrieben,

o 1 (,llpxp + ]/lexe)z 1 ’xp - xe‘
P(xp, xe) = 5 — exp (— 552 \/%exp Eaa

wobei p, = m,/M und p, = m, /M. Diese Wellenfunktion ist ein verschrinkter Quantenzustand,
das heifit, es ist kein Produkt zwischen einer Wellenfunktion ¢, (x,) fiir das Proton und einer
Wellenfunktion ¢, (x,) fiir das Elektron. Zeigen Sie, dass fiir eine Produktwellenfunktion die

PY(xsp, X)) = 5

Wahrscheinlichkeitsdichte W(xp, Xe) ‘2 auch faktorisieren wiirde:

[ (xp, %) |* = Pry () Pre(x)

wobei . -
2 2
Pry(x,) = /_oo doxe|(xp, x.)|” und Pr.(x.) = /_oodxp|1p(xp,xe)\ :
(3 P) Zeigen Sie, dass
1 5 2xp A 2xy X
= aghe _ p— R
Pr,(xp) Zﬂoyee 0 (exp<a0y€>erfc<awg + > ) + exp< P~y erfc PR ,
wobei

erfc(x) =1 —erf(x) = \2f / e dt
7T Jx

die komplementdre Fehlerfunktion ist. Fiir das Elektron die analoge Rechnung ergibt dass

o2
Prg(xe) = 1 eﬂ%;’“% (exp<2x€>erfc<0- + x€> _|_ exp<_2x€>erfc(0 —_ xe>>’
2a0pp aopp aopy O aopp aopy O

aber das muss nicht gezeigt werden.

Hinweis: Eine niitzliche Eigenschaft von der Betragsfunktion ist, dass |x, — x.| = x, — x, fiir
Xp > Xe und |x, — Xe| = —xp + X, fiir x, < x.

(1 P) Zeigen Sie, dass
|1p(xp,xe)]2 # Prp(xp)Pr,(x,)
und folgern Sie daraus, dass §(x,, x,) verschrankt ist.
Hinweis: Es gentigt einen einzigen Wert von (xp, x.) zu finden fiir den die Gleichung nicht gilt.
(1 P) Plotten Sie mit einem Computer Pr,(x,) zusammen mit

1 x2
Prsp(xsp) = L dx,]¢(x5p,xr)|2 = aiﬁexp <_(752P>

um zu zeigen, dass xsp eigentlich ein guter Ersatz fiir x,, ist.

(1 P) Plotten Sie mit einem Computer Pr,(x,) zusammen mit

o 1 2|x,
Pr,(x,) = [ dxsp|(xsp, x,)|* = eXp<—||>,

ap ap

um zu zeigen, dass x, keine guter Ersatz fiir x, ist.
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