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1 Trennung von Variablen (10 P)

Der Hamiltonoperator für ein Wasserstoffatom ist gegeben durch

H =
1

2mp
P2

p +
1

2me
P2

e −
k∣∣Rp − Re

∣∣ ,
wobei Pp, Rp die Impuls-und Ortsoperatoren von dem Proton, und Pe, Re die Impuls-und Ortsope-
ratoren von dem Elektron sind. Um das Problem zu vereinfachen, können wir neue Orts- und
Impulsoperatoren definieren, die diesen Hamiltonoperator in zwei unabhängige Hamiltonopera-
toren trennen, einen für den Freiheitsgrad des Schwerpunkts und einen für den Freiheitsgrad der
Relativbewegung.

Analog zu dem klassischen Problem sind die Schwerpunkts- und Relativbewegungs- Orts- und
Impulsoperatoren durch

RSP =
1

mp + me
(mpRp + meRe), Rr = Rp − Re

PSP = Pp + Pe Pr =
1

mp + me
(mePp −mpPe)

gegeben.

a) (0,5 P) Zeigen Sie, dass diese neuen Operatoren richtige Orts- und Impulsoperatoren sind,
indem Sie die Vertauschungsrelationen für eine beliebige Komponente (z.B. x)

[Rx
SP, Px

SP] = ih̄ und [Rx
r , Px

r ] = ih̄

beachten.

b) (1 P) Zeigen Sie, dass die neuen Freiheitsgrade unabhängig sind, indem Sie die Vertauschungs-
relationen für eine beliebige Komponente (z.B. x)

[Rx
r , Px

SP] = 0 und [Rx
SP, Px

r ] = 0

beachten.

c) (1,5 P) Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator mit den neuen Operatoren durch

H =
1

2M
P2

SP +
1

2µ
P2

r −
k
|Rr|

gegeben ist, wobei

M = mp + me und µ =
mpme

mp + me

die gesamte und die reduzierte Masse sind.
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d) (1 P) Ein halbwegs realistisches Modell für die ganze Wellenfunktion von einem Wasserstoffatom
ist ein Produkt zwischen einem gaußschen Wellenpaket für den Schwerpunkts-Freiheitsgrad
mit einem sogenannten “1s Orbital” für den Relativbewegungs-Freiheitsgrad. Hier geben wir
einen eindimensionalen Schnitt durch die dreidimensionale Lösung an. Er ist beschrieben
durch:

ψ(xSP, xr) =
1

4
√

πσ2
exp

(
−

x2
SP

2σ2

)
1√
a0

exp
(
−|xr|

a0

)
,

und, wenn in Koordinaten für Proton und Elektron geschrieben,

ψ(xp, xe) =
1

4
√

πσ2
exp

(
−
(µpxp + µexe)2

2σ2

)
1√
a0

exp

(
−
∣∣xp − xe

∣∣
a0

)
,

wobei µe = me/M und µp = mp/M. Diese Wellenfunktion ist ein verschränkter Quantenzustand,
das heißt, es ist kein Produkt zwischen einer Wellenfunktion ϕp(xp) für das Proton und einer
Wellenfunktion ϕp(xp) für das Elektron. Zeigen Sie, dass für eine Produktwellenfunktion die
Wahrscheinlichkeitsdichte

∣∣ψ(xp, xe)
∣∣2 auch faktorisieren würde:∣∣ψ(xp, xe)

∣∣2 = Prp(xp)Pre(xe)

wobei
Prp(xp) =

∫ ∞

−∞
dxe
∣∣ψ(xp, xe)

∣∣2 und Pre(xe) =
∫ ∞

−∞
dxp

∣∣ψ(xp, xe)
∣∣2.

e) (3 P) Zeigen Sie, dass

Prp(xp) =
1

2a0µe
e

σ2

a2
0µ2

e

(
exp

(
2xp

a0µe

)
erfc

(
σ

a0µe
+

xp

σ

)
+ exp

(
−

2xp

a0µe

)
erfc

(
σ

a0µe
−

xp

σ

))
,

wobei
erfc(x) = 1− erf(x) =

2√
π

∫ ∞

x
e−t2

dt

die komplementäre Fehlerfunktion ist. Für das Elektron die analoge Rechnung ergibt dass

Pre(xe) =
1

2a0µp
e

σ2

a2
0µ2

p

(
exp

(
2xe

a0µp

)
erfc

(
σ

a0µp
+

xe

σ

)
+ exp

(
− 2xe

a0µp

)
erfc

(
σ

a0µp
− xe

σ

))
,

aber das muss nicht gezeigt werden.

Hinweis: Eine nützliche Eigenschaft von der Betragsfunktion ist, dass |xp − xe| = xp − xe für
xp ≥ xe und |xp − xe| = −xp + xe für xp ≤ xe.

f) (1 P) Zeigen Sie, dass ∣∣ψ(xp, xe)
∣∣2 6= Prp(xp)Pre(xe)

und folgern Sie daraus, dass ψ(xp, xe) verschränkt ist.

Hinweis: Es genügt einen einzigen Wert von (xp, xe) zu finden für den die Gleichung nicht gilt.

g) (1 P) Plotten Sie mit einem Computer Prp(xp) zusammen mit

PrSP(xSP) =
∫ ∞

−∞
dxr|ψ(xSP, xr)|2 =

1
σ
√

π
exp

(
−

x2
SP

σ2

)
um zu zeigen, dass xSP eigentlich ein guter Ersatz für xp ist.

h) (1 P) Plotten Sie mit einem Computer Pre(xe) zusammen mit

Prr(xr) =
∫ ∞

−∞
dxSP|ψ(xSP, xr)|2 =

1
a0

exp
(
−2|xr|

a0

)
,

um zu zeigen, dass xr keine guter Ersatz für xe ist.
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