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1 Rollender Miihlstein

Figure 1: Ein Miihlstein mit Radius R ist mit einer Stange verbunden, die mit Winkelgeschwindigkeit (2
rotiert, und ist daher gezwungen auf einem Kreis mit Radius a zu rollen. Der Miihlstein rollt ohne zu
rutschen, was in einer Winkelgeschwindigkeit w um die Achse des Miihlsteines resultiert.

In einer Miihle rollt ein Miihlstein in Form einer Scheibe auf einer flachen Oberflache im Kreis,
getrieben durch eine rotierende Stange. Offensichtlich tragt das Gewicht des Miihlsteins zu der
Kontaktkraft bei, die die Korner zerdriickt. Es ist vielleicht weniger offensichtlich, dass die Kon-
taktkraft tatsdchlich erheblich grofier sein kann als die Gewichtskraft des Steines. Hier wollen wir
verstehen, wieso das der Fall ist.

Wir nehmen an, dass der Miihlstein die Masse M und Radius R hat (fiir das Folgende brauchen
wir nicht zu wissen, wie dick er ist). Der Miihlstein drehe sich um eine Achse, die mit einem Punkt
P an einem vertikalen Stab verbunden ist. Die Lange der Achse vom Punkt P zu dem Schwerpunkt
des Steines sei 2 und wir wollen annehmen, dass wir die Masse der Achse vernachlédssigen konnen.
Weiterhin nehmen wir an, dass der Miihlstein rollt ohne zu rutschen. Der Stab rotiere mit einer
Winkelgeschwindigkeit () und der Miihlstein rotiere um seine eigene Symmetrieachse mit einer
Winkelgeschwindigkeit w.

a) Was ist die Beziehung zwischen Q) und w?
Hinweis: Das folgt aus der Bedingung, dass der Miihlstein rollt ohne zu rutschen.

(1 Punkte)

b) Die Rotation w entspricht einem Drehimpuls EH. Was ist EH und wie hingt dieser von der Zeit ab?

Hinweis: Was ist der Winkelgeschwindigkeitsvektor &, der die Rotation des Miihlsteins um
seine Symmetrieachse beschreibt und wie hdngt er von der Zeit ab? Was folgt daher fiir den
Drehimpuls?

Bemerkung: E” ist nicht der gesamte Drehimpuls des Systems. Beziiglich des Punkts P
existiert ebenfalls eine vertikale Komponente durch (). Zum Gliick miissen wir diese hier
nicht beriicksichtigen (es wire deutlich schwerer geworden!).

(3 Punkte)

¢) Welches Drehmoment (bzgl. P) wird bendtigt um die Anderung des Drehimpulses aus b) zu bewirken?
(2 Punkte)
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d) Die einzigen Krifte, die fiir das Drehmoment aus c) verantwortlich sein kénnen, sind die
Gravitationskraft und die Normalkraft des Untergrunds, die auf das Rad wirkt. Wie grof muss
die Normalkraft sein, um das korrekte Drehmoment zu induzieren? Fiir welchen Wert von () ist die
Normalkraft doppelt so grof$ wie jene fiir einen ruhenden Miihlstein?

(2 Punkte)

2 Trigheitstensor fiir Objekt A

Figure 2: Links sehen wir eine realistische Darstellung des Objektes A. Dieser Korper hat Masse M und kann
recht gut durch eine Kugel mit Radius R, und gleichférmiger Massendichte beschrieben werden, in der sich
ein kugelférmiger Hohlraum (in der Nahe des Kopfes) befindet. Dieser Hohlraum habe den Radius R; und
seine Mitte sei um eine Strecke d von der Mitte der grofien Kugel verschoben. Es gilt R, > Ry +d, d.h. der
Hohlraum liegt innerhalb der grofien Kugel.

a) Wie sind die Hauptachsen des Objekts A orientiert? (1 Punkte)

b) Bestimmen Sie den Trigheitstensor bzgl. des Koordinatensystems, dessen Ursprung im Zentrum der
grofien Kugel sitzt und dessen Achsen parallel zu den Hauptachsen sind.

(4 Punkte)

3 Tennisschligertheorem

Ein asymmetrischer Kreisel ist ein starrer Korper, bei dem alle Haupttragheitsmomente ver-
schieden sind I; > I, > I3 > 0'. Ein Kreisel heifst frei, falls keinerlei Drehmomente auf ihn wirken.
Das bedeutet, dass sich die Euler-Gleichungen in einem korperfesten Koordinatensystem?, dessen
Achsen mit den Hauptachsen zusammen fallen, wie folgt vereinfachen:

Lian + (I3 — h)wswz =0,
Law, + (I — B)wiws =0, (1)
Lws + (I — I)wpyw1 =0,

hierbei sind w1, w; und w3 die Komponenten des Winkelgeschwindigkeitsvektors im korperfesten
Hauptachsensystem.

'Ein Tennisschldger hat typischerweise drei verschiedene Haupttragheitsmomente.
*Korperfest heifit, dass das Koordinatensystem der Bewegung des Korpers folgt. Man sollte sich aber merken, dass dies
im Allgemeinen kein Inertialsystem ist.
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a) Stellen Sie sich vor, dass die Rotation zu anfangs fast perfekt um die 1-Achse erfolgt, d.h.
w1 > wy and wq > ws. Wir konnen daher wsw, = 0 in der ersten Zeile von (1) ndhern. Lisen
Sie (1) in dieser Niherung.

Finden Sie analoge Nitherungslosungen fiir die Fille wy > w1, wy > w3 und wz > w1, w3 > w».
(5 Punkte)

b) Was bedeuten die Ergebnisse aus a) und b) fiir die Stabilitit der Rotationen um die drei Hauptachsen
des asymmetrischen Kreisels? (2 Punkte)
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