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1 Von Lagrange zu Hamiton

Leiten Sie fiir die folgenden Lagrangefunktionen die zugehorige Hamiltonfunktion und die Hamiltonschen
Bewegungsgleichungen her.

a) Blatt 6, Aufgabe 1: Perle auf einem rotierenden Ring

L(6,0) = %RZGZ - %RZQ2 sin® @ + mgR cos 6
(2 Punkte)
b) Blatt 7, Aufgabe 3: Die belehrende Erzdhlung
2
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L(T’,G,T,G) = 5(1 + 17))1’ + Er 0° + F
(3 Punkte)

2 Eine verniinftigere Transformation

Wie Sie vielleicht schon in der letzten Ubung festgestellt haben, kann es etwas miihsam sein,
immer wieder die Ubersetzung vom Lagrange- in den Hamilton-Formalismus zu machen. In der
Praxis findet man hdufig bestimmte Strukturen vor und kann fiir diese die Transformation ein fiir
alle Mal herleiten.

In vielen Fillen (aber sicherlich nicht immer) hat die Lagrangefunktion die Form

RN o 2 o RN 1 - .
L@at) =T@a-v@y,  T@aq =35 f@i
k
wobei fi(§) beliebige Funktionen der verallgemeinerten Koordinaten § = (g1,...,qn) sind und
V (4, t) ein moglicherweise zeitabhéngiges Potential ist.
Zeigen Sie, dass die Hamiltonfunktion folgende Form hat:

L 1 2 .
H@F) =5 ) ff(%) + V(@8

wobei p = (p1,...,pN) diezu § = (q1,...,q9N) konjugierten Impulse sind. (3 Punkte)

3 Teilchen in einem zeitabhidngigen Potential

Ein Teilchen der Masse m bewege sich entlang einer Geraden. Wir definieren die Koordinate g
als die Position des Teilchens auf dieser Gerade (beziiglich eines beliebigen Referenzpunktes). Das
Teilchen unterliege einem zeitabhingigen Potential V(g,t) = C cos(wt)gq mit Konstanten C und w.

a) Bestimmen Sie die Lagrange- und Hamiltonfunktion des Teilchens. (2 Punkte)

b) Leiten Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen her und losen Sie diese fiir die Anfangsbedingun-
gen q(0) = 0 und p(0) = po.
(2 Punkte)
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4 Teilchen in einem elektromagnetischen Feld

Die Lagrangefunktion eines Teilchens der Masse m, elektrischen Ladung e und Ort 7, das sich
einem elektromagnetischen Feld bewegt, hat folgende Form

L(7,7) = %?2 —ep(F 1)+ eA(F 1) -7, (1)
dabei ist ¢ (7, t) eine reellwertige Funktion (das skalare Potential) und A(7, t) eine vektorwertige Funk-
tion (das Vektorpotential)'.

Keine Panik! Sie sind zwar wahrscheinlich noch nicht mit Elektromagnetismus und Vektorpoten-
tialen vertraut, aber das brauchen Sie fiir diese Aufgabe auch gar nicht. Sehen Sie Gl. (1) einfach als
eine weitere, etwas komisch aussehende Lagrangefunktion.

a) Fiihren wir nun kartesische Koordinaten 7 = (r1,7,,73) und A= (A1, Ay, A3) ein. Zeigen Sie,
dass die Euler-Lagrange-Gleichungen wie folgt geschrieben werden konnen:*

. 84) aA] 3 . aAk aA] . .
m}’]—i—e<ar]—|—at>—elgrk<ar]—ark>—0, ]—1,2,3. (2)

Hinweis: Es kann niitzlich sein, erst Gl. (1) in kartesischen Koordinaten auszuschreiben:
L(7,7) = 23 1 # —ep(F t) + e Loy A(7, ).
(2 Punkte)

b) Sei x(7,t) eine reellwertige Funktion und nehmen wir an, wir transformieren ¢ und A in neue
Funktionen ¢’ und A’ wie folgt

Y
V=5 A=A+Vx

Es sei L’ die neue Lagrangefunktion, die man dadurch erhilt, dass man ¢ und A in (1) durch
¢' und A’ ersetzt. Zeigen Sie, dass sich L und L' nur durch eine totale Zeitableitung einer Funktion
von ¥ und t unterscheiden. (2 Punkte)

Bemerkung: Diese Art der Transformation der Potentiale heifst Eichtransformation. Erinnern
Sie sich, dass die Addition einer totalen Zeitableitung zu der Lagrangefunktion die Euler-
Lagrange-Gleichungen nicht dndert (und somit auch nicht die Zeitentwicklung des Systems).

c) Leiten Sie die Hamiltonfunktion her. (2 Punkte)

d) Leiten Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen her. (2 Punkte)

Das elektrische und magnetische Feld erhdlt man durch E(7,t) = —V¢ — %Zf und B(7,t) = V x A.

2Die iiblichere Variante Gl. (2) zu schreiben ist n7 = eE + ¢7 x B. Die rechte Seite ist die sogenannte Lorentzkraft.
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5 Eine noch verniinftigere Transformation

Diese Aufgabe gibt keine Punkte, aber einen goldenen Stern! Die Herleitung, die wir in Aufgabe
2 gemacht haben, kann wie folgt verallgemeinert werden. Betrachten Sie eine Lagrangefunktion der
Form

B N L
L(7,4,t) = 5 L (@ £)jedjie + 8@, )k — V (7, 1),
ik k

wobei F(§,t) fiir jeden Punkt (7, t) eine symmetrische Matrix ist und gx(7,t) beliebige Funktionen
sind.
Zeigen Sie, dass

- = 1 — — — — —
H@, P, 1) = 5 CIFGH i (pi - 6i@0) (- 80 + V(@)
jk
wobei F(g,t)~! die inverse Matrix von F(g,t) ist’. (0o Punkte, aber einen goldenen Stern!)

3Streng genommen funktioniert das nur fiir Punkte (7, t), an denen F(§, t) invertierbar ist. Wir haben das gleiche schon

vorher in Aufgabe 2 implizit angenommen, als wir ﬁ geschrieben haben.
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