KrAssisSCHE MECHANIK
David Gross, Johan Aberg, Markus Heinrich
Ubungsblatt 12 Abgabe: 17. Januar um 12 Uhr

1 Phasenraumfluss um einen Gleichgewichtspunkt

Die Losungen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen stellen Trajektorien, d.h. Kurven, im
Phasenraum dar. Fiir jeden Punkt im Phasenraum gibt es genau eine Kurve durch diesen Punkt
(fir zeitunabhdngige Hamiltonfunktionen). In anderen Worten konnen sich Trajektoriern im Pha-
senraum nicht schneiden. In dieser Aufgabe werden wir ein Beispiel dafiir untersuchen.

Betrachten wir ein Teilchen der Masse m, das sich entlang einer Geraden in einem Potential

V(x) = —5x? bewegen soll, wobei & > 0 sei’. Die Hamiltonfunktion des Teilchens ist
N S B
H(x,p) = 5p" — 5" (1)

Das System hat nur eine Gleichgewichtslosung, namlich eine instabile, bei der das Teilchen bei
x = 0 in Ruhe ist. Im Phasenraum entspricht das der konstanten Trajektorie (x(t), p(t)) = (0,0).
Anders ausgedriickt entspricht die Trajektorie der Gleichgewichtslosung einem einzigen Punkt im
Phasenraum.

a) Skizzieren Sie den Fluss im Phasenraum um den Gleichgewichtspunkt. Bestimmen und zeichnen Sie
dafiir die Energieniveaumengen (insbesondere fiir E = 0) und zeichen Sie die Richtiqung des Flusses
ein. Sie miissen dafiir keine besonders genaue Zeichnung machen, eine einfach Skizze gentigt
(alternativ konnen Sie auch plotten).

Hinweis: Die Energieniveaumenge zur Energie E ist die Menge aller Punkte (x,p) mit
H(x,p) = E. Da die Energie erhalten fiir zeitunabhingige Hamiltonfunktionen erhalten ist,
muss der Phasenraumfluss den Mengen konstanter Energie folgen. Hier ist der Phasenraum
zweidimensional und die Energieniveaumenge ist daher typischerweise eine Kurve. Da (%, p)
die Richtung der Bewegung im Phasenraum angibt, ist die Richtung des Flusses entlang der
Energieniveaumengen durch die Hamiltonschen Gleichungen gegeben. >. (2 Punkte)

b) In Aufgabe a) sollten Sie Kurven gleicher Energie wie die Gleichgewichtslosung gefunden
haben, auf denen der Fluss sowohl zu als weg von dem Gleichgewichtspunkt zeigt. Auf den
ersten Blick sieht das so aus, als wiirden sich viele Losungen im Gleichgewichtspunkt (0,0)
schneiden. Das sollte Sie etwas beunruhigen, daher miissen wir hier etwas genauer hinschau-
en.

Finden Sie eine vollstindige Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen beziiglich der Hamil-
tonfunktion (1). (2 Punkte)

¢) Bestimmen Sie alle Losungen, die die gleiche Energie wie die Gleichgewichtslosung haben. (2 Punkte)

d) Erreichen die Losungen aus c), die sich auf den Gleichgewichtspunkt zu bewegen, diesen in endlicher
Zeit? Losen Sie mit dieser Einsicht den scheinbaren Widerspruch zwischen a) und der Aussage, dass
sich Trajektorien im Phasenraum nicht schneiden, auf. (2 Punkte)

'Das wird manchmal der invertiere harmonische Oszillator genannt. Wie beim harmonischen Oszillator ist das Potential
quadratisch, aber eben sozusagen auf den Kopf gestellt.

?In hoheren Dimensionen entsprechenen die Energieniveaumengen typischerweise Flachen und der Fluss wiirde dann
innerhalb dieser bleiben.
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Kommentar: Die Analyse des Phasenraumflusses kann niitzlich sein um sich ein allgemeines
Bild des Verhaltens eines Systems zu machen, auch wenn wir die Bewegungsgleichungen nicht
analytisch losen konnen. Dies wird sich oft in der Chaostheorie zu Nutze gemacht.

2 Poissonklammern

Die Poissonklammer zwischen zwei Funktionen f (g1, ..., 9N, p1,---, PN, £) und g(q1, .-, GN, P1,- - -, PN, E)

ist definiert als3 N
dof dg  df dg )
1 _ . (2)
t-8) ; <8Pn 99n  0qn Opn

Die Poissonklammer erfiillt einige niitzliche Rechenregel, wie

{aeay =0, {pepi} =0, {pcai} = ou,
f.et =g f}, {f+ght={fht+{gh}, {fsh}t=f{ght+{f hlg

Beim Rechnen mit Poissonklammern ist es oft einfacher diese Regeln zu benutzen, als mit der
Definition (2) zu arbeiten, wie wir in dieser Aufgabe sehen werden.

a) Zeigen Sie:
{aj, P} = —np{0 {pjait =nay o, n=125,...

Hinweis: Hier bietet sich ein Induktionsbeweis an. (2 Punkte)
b) Der Drehimpuls eines Teilchen mit Ort § und Impuls 7 ist L = § x . Mit L = (L1, Ly, L3) kann
man dies als L; =}y €juqxp; schreiben, wobei €j;; das sogenannte Levi-Civita-Symbol ist*.

Zeigen Sie:
{qn/ L]} = - Zenjqu/ {pn/ L]} = - Zenjlpl/ j/n =123, (3)
k l

und
{#,L;y=0, {fAL}=0 j=12,3. (4)

Hinweis: Beachten Sie, dass (@ x b); = Y4 €jxiaxb; und @ x @ = 0, sowie dass €j; das Vorzei-
chen éndert, wenn man zwei Indizes vertauscht, z.B. €5 = —exji = €ep;j.

(4 Punkte)

Kommentar: In dieser Ubung machen wir uns mit Poissonklammern und ihrer Algebra vertraut.
Rechnungen werden oft einfacher, wenn man weifs wie man diese algebraischen Regeln zu benutzen
weifs.

3Die Definition der Poissonklammer gibt es in zwei Varianten, die sich aber lediglich in einem globale Vorzeichen
unterscheiden. Die Wahl des Vorzeichens bestimmt das der Klammer {py, q;}.
1 (jk) = (123), (312), (231)
4Das Levi-Civita-Symbol in drei Dimensionen ist €j; = { -1 (jkl) = (213),(321), (132).
0 else
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3 Erhaltungsgrofien mit Poissonklammern

Nehmen Sie an, dass sich zwei Teilchen gleicher Masse m im dreidimensionalen Raum bewe-
gen konnen und miteinander durch ein quadratisches Potential wechselwirken. Das kann durch
folgende Hamiltonfunktion beschrieben werden:

H(du §2 P P2) = 5 PL + 5 P2 — «lli — @l

Seien L) = 7, x #; und L® = §, x p, die Drehimpulse von Teilchen 1 und 2.

a) Zeigen Sie:
{H¢P+¢?}:Q i=1,2,3. (5)

Hinweis: Einige Tricks erleichtern hier die Rechnung, z.B. {f (71, 1) + f (2, P2),8(q1, P1) +
g(G2,72)} = {f(G1,P1),8(d1, 1)} + {f (2, P2), (g2, P2) }. Weiterhin konnten die Gleichungen
(3) und (4) hilfreich sein.

(4 Punkte)

b) Was ist die physikalische Bedeutung von Gl. (5)? (2 Punkte)

Kommentar: Diese Aufgabe zeigt beispielhaft wie Poissonklammern benutzt werden kénnen um
Erhaltungsgrofien zu identifizieren. Es stellt sich heraus, dass diese Anwendung der Poissonklam-
mern auch den Startpunkt fiir eine allgemeine Analyse von Erhaltungsgrofien darstellt.
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