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1 Losen der Bewegungsgleichungen mittels kanonischer Transformation

In dieser Ubung wollen wir eine kanonische Transformation benutzen um die Bewegungsglei-
chungen zu l6sen.

a) Betrachten Sie die Transformation von (g, p) zu (Q, P) gegeben durch

Q=apq’, P=pq, (1)
dabei sind «, B, ¥ und § Konstanten. Was sind die Bedingungen an «, B, v und 6 damit (1) eine
kanonische Transformationen ist?

Hinweis: Rufen Sie sich die Charakterisierung von kanonischen Transformationen durch
Poisson-Klammern und deren Definition in Erinnerung.

(3 Punkte)

b) Finden Sie eine kanonische Transformation von (q, p) zu (Q, P), die folgende Hamiltonfunktion,

1 1
H _ - 2 4 -
(@:p) =31 a + 52 (2)
in die des harmonischen Oszillators,
1 1
H(Q,P) = P>+ Q%
(QP) =3P +350Q
transformiert.
Hinweis: Es gab einen Grund, warum wir Aufgabe a) gemacht haben. (2 Punkte)

¢) Benutzen Sie das Ergebnis aus b) um die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir (2) zu
16sen. (2 Punkte)

Kommentar: Hier zeigen wir wie die in der Vorlesung kennen gelernten kanonischen Transfor-
mationen benutzt werden konnen um die Bewegungsgleichungen eines System zu losen.

2 Erzeugende Funktionen fiir kanonische Transformationen

Betrachten Sie eine Funktion F;(g, Q) der alten und neuen Koordinaten g bzw. Q. Diese definiert
eine kanonische Transformation zwischen (g, p) und (Q, P) durch die beiden Gleichungen

=% Y= %0 (3)

Die Funktion F; wird in diesem Zusammenhang auch erzeugende Funktion dieser Transformation
genannt.
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a) Betrachten Sie die Funktion

mw 1
F = —q
10.Q) =57
wobei m und w Konstanten sind. Benutzen Sie die Gleichungen (3) um q und p als Funktionen von
Q und P auszudriicken. (2 Punkte)

Hinweis: Durch die Gleichungen (3) erhalten Sie p und P als Funktionen von g und Q. Stellen
Sie diese so um, dass Sie g und p als Funktionen von Q und P erhalten. Vernachldssigen Sie
dabei Betrachtungen tiber die Wohldefiniertheit der Wurzeln und deren Vorzeichen.

b) Betrachten Sie die Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators:

_ 15 2
H(qp) =5 p"+ 54"
Driicken Sie H durch die neuen Variablen Q und P aus. Wie lautet die Losung der entsprechenden
Bewegungsgleichung? (2 Punkte)

Bemerkung: Durch Transformation dieser Losung zurtick in die urspriinglichen Koordina-
ten (g,p) kann man ebenfalls die Losungen der Bewegungsgleichungen des harmonischen
Oszillators erhalten.

Kommentar: Erzeugende Funktionen sind eine praktische Methode fiir die Konstruktion von
kanonischen Transformationen.

3 Erzeugende Funktionen fiir kanonische Transformationen, die Zweite

In der letzten Ubung haben wir eine erzeugende Funktion der Form Fy (g, Q) betrachtet. Dariiber
hinaus ist es auch moglich erzeugende Funktionen F»(g, P), F3(p, Q) und Fi(p, P) zu benutzen.
Als Beispiel wollen wir hier den Fall F3(p, Q) betrachten. Solche Funktionen definieren kanonische
Transformationen von (g, p) zu (Q, P) durch

5 R
‘1——%/ pP= 20" (4)

Beachten Sie das unterschiedliche Vorzeichen im Vergleich zu (3)!

a) Betrachten Sie die Funktion
B(p,Q) = (€@ —1)tanp.
Benutzen Sie (4) um Q und P als Funktionen von q und p zu bestimmen.

Hinweis: Wie in der letzten Aufgabe miissen Sie sich nicht um die Wohldefiniertheit von
Wurzeln (oder Logarithmen) kiimmern. (2 Punkte)

b) Benutzen Sie Poisson-Klammern um zu zeigen, dass Q(q, p) und P(q, p) aus a) eine kanonische Trans-
formation von (g, p) zu (Q, P) definieren. (3 Punkte)

Kommentar: Der Zweck dieser Aufgabe ist es die Vorlesung und die letzte Aufgabe zu ergin-
zen. Hier sehen wir, dass es neben erzeugenden Funktionen der Form F(g, Q) auch noch andere
Mobglichkeiten gibt.
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