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Aufgabe 5: Wahrscheinlichkeitsstrom und Kontinuititsgleichung

a.) In der Vorlesung wurde die Kontinuitédtsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte p,, aus
der Schrédinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen abgeleitet. Erweitern Sie die Herleitung auf
die Schrédinger-Gleichung mit einem allgemeinen Potential V(7). Gilt die Kontinuitatsglei-
chung auch, wenn das Potential komplex ist? 2 Punkte

b.) Berechnen Sie den Wahrscheinlichkeitsstrom f¢ fiir den Fall, dass v eine ebene Welle mit
Wellenvektor k ist, und interpretieren Sie das Ergebnis. 2 Punkte

Aufgabe 6: Bewegtes Wellenpaket

Gegeben sei eine Losung der freien Schrédinger-Gleichung von der Form
Wlayt) = [ db A=t (1)

mit w(k) = hk?/2m. Wir verschieben nun die Amplitudenfunktion A(k) um eine konstante
Wellenzahl kg, d.h. wir ersetzen A(k) in (1) durch A*%0)(k) = A(k— ko), und bezeichnen das so
definierte neue Wellenpaket mit 1(0)(z,¢). Zeigen Sie mittels einer geeigneten Substitution,
dass

9 ®0) (z,8)]% = [1h(z — (hko/m)t, t)[?,

d.h. das neue Wellenpaket bewegt sich relativ zum alten mit der Geschwindigkeit hkq/m.
2 Punkte

Aufgabe 7: Teilchen im eindimensionalen Kastenpotential

Die Eigenfunktionen u,(z) der stationdren Schrédinger-Gleichung fiir ein Teilchen in einem
eindimensionalen Kasten mit unendlich hohen Winden bei z = +a/2 sind

un(z) = v/2/a cos(nmz/a) n=1,3,5,..., up(z)=+/2/a sin(nrz/a) n=2,4,6,..
mit den zugehorigen Energie-Eigenwerten

B, = h27r2n2.

2ma?

a.) Die Wellenfunktion des Teilchens sei gegeben durch! u,(z). Mit welcher Wahrschein-
lichkeit h&lt sich das Teilchen dann im mittleren Bereich —a/4 < < a/4 des Kastens
auf? Wie hingt diese Wahrscheinlichkeit von n ab? Vergleichen Sie das Ergebnis mit
einem klassischen Teilchen, dessen Aufenthaltsort iiber einen langen Zeitraum (gross
gegeniiber der Laufzeit durch den Kasten) gemittelt wird. 4 Punkte

!Spiiter werden wir sagen, dass das Teilchen sich im n-ten Energie-Eigenzustand befindet.



b.) Berechnen Sie die Ortsunschirfe Az des Teilchens. Diskutieren Sie auch hier die
Abhéngigkeit von n, und vergleichen Sie den Grenzfall n — oo mit dem Verhalten
des klassischen Teilchens.

1_821"’2 sin(2y). & Punkte

Hinweis: Die Stammfunktion von y? cos?(y) ist 3y° + Jycos(2y) —

c.) Die Impulsunschirfe ergibt sich am einfachsten aus der Beobachtung, dass die kinetische
Energie des Teilchens gleich E,, sein muss (das Potential ist im Kasten ja gleich Null)
und sein mittlerer Impuls verschwindet, sodass (Ap)? = (p?) = 2mE,. Bilden Sie mit
dem Ergebnis von Teil b.) das Unschirfeprodukt Az - Ap und zeigen Sie, dass fiir alle
n gilt Az - Ap > h/2. 1 Punkt

Aufgabe 8: Eigenschaften der Fourier-Transformation

Zur eindimensionalen Wellenfunktion 1 (z) gehért die Fourier-Amplitude

Ak) = (2m)"! / " dz p(z)e .

—0

Beweisen Sie (unter der Voraussetzung, dass alle Integrale existieren) die folgenden Iden-

titaten:
[ aelamp = @o [T e p@P, [T aciamP = eo [ de lape)/as?

2 Punkte

Aufgabe 9: Gauss’sche Integrale

In der Vorlesung benétigen wir oft Integrale der Form
o0 2
I,(a,b) :/ dz g"e 9 tbe
— o0

mit n = 0,1,2; im folgenden seien a, b reell und a > 0.

a.) Wir driicken zunéchst Ip(a,0) durch ein zweidimensionales Integral aus,

o0 0 s o0\ 12
Iy(a,0) = (/ dz / dy e~ ="ty )) .

Berechnen Sie das zweidimensionale Integral durch eine Transformation auf Radialko-
ordinaten. 2 Punkte

b.) Fiihren Sie nun durch die Substitution z — y = z — b/2a das Integral Iy(a,b) auf
Iy(a,0) zuriick. 1 Punkt

c.) Bestimmen Sie schliesslich I (a, b) und I5(a, b) durch Ableitung von Iy(a, b) nach b bzw.
a, und berechnen Sie Mittelwert und Varianz der durch

P(z) = (Io(a,b) te o1t

definierten allgemeinen Gauss’schen Wahrscheinlichkeitsverteilung. 3 Punkte



