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Aufgabe 19: Der harmonische Oszillator
(a) Wenden Sie die Ehrenfest’sche Gleichungen von Aufgaben 14 und 18 auf
den harmonischen Oszillator an um zu zeigen dass der Erwartungswert des
Ortes, 〈x〉, die klassische Differentialgleichung

d2

dt2
〈x〉 = −ω2 〈x〉

genügt.
(b) In der Vorlesung wurde gezeigt, dass der Grundzustand u(0) des harmo-
nischen Oszillators durch die Gleichung âu(0) = 0 bestimmt ist, wo â der
Absteigeoperator bezeichnet. In Ortsdarstellung mit dimensionsloser Orts-
koordinate ξ lautet diese Gleichung explizit

1√
2

(
ξ +

d

dξ

)
u(0)(ξ) = 0.

Zeigen Sie, dass die Lösung dieser Gleichung eine Gauss-Funktion exp−βξ2

ist und Bestimmen Sie die Breite β.
(c) Weitere Eigenfunktionen lassen sich aus u(0) durch Anwendung des Auf-
steigeoperators

â† =
1√
2

(
ξ − d

dξ

)
gewinnen. Bestimmen Sie auf diese Weise die Eigenfunktionen u(1) und u(2).
Verifizieren Sie, dass diese die Form eines Produktes der Gauss-Funktion u(0)

mit einem Polynom Hn(ξ) vom Grade n haben.
(4 Punkte)
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Aufgabe 20: Die Pauli Matrizen
Der Spin eines Spin-1

2
Teilchens (wie z.B. des Elektrons) wird durch den Ope-

rator Ŝ = (h̄/2)σ̂ dargestellt, wobei die drei Komponenten σ̂x,y,z von σ̂ die
Pauli-Matrizen

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
sind.
(a) Überzeugen Sie sich durch Nachrechnen, dass die Komponenten von Ŝ
die charakteristischen Vertauschungsrelationen

[Ŝx, Ŝy] = ih̄Ŝz + zyklische Permutationen (xyz)

eines quantenmechanischen Drehimpulses erfüllen.
(b) Zeigen Sie, dass die Operatoren σ̂2

x,y,z alle proportional zur Einheitsma-

trix sind, und schliessen Sie daraus auf die Eigenwerte von Ŝx,y,z; alternativ
können diese natürlich auch direkt aus den charakteristischen Polynomen der
Matrizen abgelesen werden.
(4 Punkte)

Aufgabe 21: Eine Darstellung für Spin 1
Der Spin eines Spin-1 Teilchens kann analog zu dem des Spin-1

2
Teilchens

durch Matrizen dargestellt werden. Diese müssen nun 3 × 3 Matrizen sein;
die folgenden Matrizen sind geeignet:

ŝx =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , ŝy =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , ŝz =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 .

(a) Prüfen Sie wieder nach, dass diese Matrizen die typische Vertauschungs-
relationen für den Drehimpuls aufweisen.
(b) Zeigen Sie, dass die Gleichung ŝ2

x + ŝ2
y + ŝ2

z = 2I gilt, mit I die 3 × 3
Einheitsmatrix, so dass der Eigenwert s(s + 1) mit s = 1 ist, wie es sich für
ein Spin-1 Teilchen gehört.
(4 Punkte)
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