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Was, weif} ich nicht, doch etwas ist geschehn.
Was heifit das: Entropie? Was heifit: Atom?
Ein jeder sagts, doch keiner kanns verstehn.
Was heifit: der Warmetod der Welt? Und so.
Ich fiihle blof}: Die Zeit die Zeit bleibt stehn.

Max Frisch, Die chinesische Mauer (1947)

Inhaltsverzeichnis
1 Gegenstand und historische Entwicklung

2 Grundziige der Thermodynamik
2.1 Thermische Gleichgewichtszustdnde . . . . . . . . . .. . ... ... ... ...,
2.2 Arbeit, Wiarme und Energie . . . . . . .. .. L. L oo oo
2.3 Kreisprozesse . . . . . ..o e e e e e e e
2.4 Entropie und zweiter Hauptsatz . . . . . . . . ... ... ... o000,
2.5 Gibbs’sche Fundamentalform und chemisches Potential . . . . . . . ... ... ..
2.6 Das Gleichgewicht als Zustand maximaler Entropie . . . . . . . . ... ... ...
2.7 Bemerkungen zum dritten Hauptsatz . . . . . .. . ... ... ... ... ..
2.8 Zusammenfassung: Die Struktur der Thermodynamik . ... ... ... .. ...

3 Die Boltzmann’sche Entropie
3.1 Mikrozustdnde und Makrozustdnde . . . . . . . . . . ... ...,
3.2 Die Entropie des klassischen idealen Gases . . . . . . . . ... ... ........
3.3 Eigenschaften der Boltzmann’schen Entropie . . . ... ... ... ... .....
3.3.1 Additivitdt und Extremaleigenschaft . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.3.2 TIrreversibilitdat . . . . . . . . . ... e
3.3.3 Dritter Hauptsatz und die Restentropievon Eis . . . . . .. ... .. ...

4 Kanonische und grosskanonische Verteilungen
4.1 Energieschwankungen . . . .. ... .. ... ... o e
4.2 Die kanonische Verteilung . . . . . . ... ... . oo o
4.3 Die Entropie der kanonischen Verteilung . . . . . ... ... ... ... ......

o o BB

10

14
16
17

18
18
19
22
22
23
24

*Letzter Teil der Vorlesung Theoretische Physik in zwei Semestern an der Universitit zu Kéln, Win-

tersemester 2004/2005.



4.4 Freie Energie und thermodynamische Potentiale . . . . . . . . .. ... ... ... 30

4.5 Kanonische Behandlung des klassischen idealen Gases . . .. ... ... .. ... 31
4.6 Der klassische Gleichverteilungssatz. . . . . . . . . .. .. ... ... ..., 33
4.7 Die grosskanonische Verteilung . . . . .. .. ... ... ... o000, 35
Ideale Quantengase 37
5.1 Besetzungszahlen . . . . . . . . ... e 38
5.2 Dasideale Fermi-Gas . . . . . . . . . oo i e e 40

5.2.1 Grundzustand (T=0) . . .. . ... i i 40

5.2.2 Endliche Temperaturen (0<T <KTF) . . . .« v v v v v v v v v i i oo 43
5.3 Dasideale Bose-Gas . . . . . . . . . . e 43

5.3.1 Bose-Einstein-Kodensation . . . . .. ... ... ... ... ... 43

5.3.2 Thermodynamische Eigenschaften in der kondensierten Phase . . . . . . . 45

5.3.3 Physikalische Realisierungen der Bose-Einstein-Kondensation . . . . . . . 47
54 Das Photonengas . . . . . . . . ... L 47
Phaseniiberginge 50
6.1 Die van der Waals’sche Zustandsgleichung . . . . . ... ... ... ... .. .. 50
6.2 Phasenkoexistenz und Maxwell-Konstruktion . .. ... ... ... ... ..... 50
6.3 Universalitdt und kritische Exponenten . . . . . . . . .. ... .. ... ... ... 52



1 Gegenstand und historische Entwicklung

Thermodynamik und statistische Physik befassen sich mit makroskopischen Systemen
mit vielen mikroskopischen Freiheitsgraden. Zur Erlduterung dieser Begriffe betrachten
wir eine makroskopische Menge (z.B. 1 Mol) eines (einatomigen) Gases.

e Mikroskopische Beschreibung (im Rahmen der klassischen Mechanik):
Das System wird beschrieben durch die Orte {7;};=1, . n und Impulse {p;}i=1, . .~
der N Atome, wobei N von der Gréssenordnung der Avogadro-Zahl Na, ~ 6 x 10?3
ist. Das System hat somit 6 N mikroskopische Freiheitsgrade.

e Makroskopische (thermodynamische) Beschreibung:
Das System wird beschrieben durch wenige makroskopische Zustandsgrossen wie
z.B. Druck P, Temperatur 7', Volumen V und Teilchenzahl N. Diese sind i.a. durch
Zustandsgleichungen verkniipft, wie z.B. durch die thermische Zustandsgleichung

des idealen Gases
PV = NEkgT. (1.1)

Hier bezeichnet kg~ 1.3803 x 1072* J/K die Boltzmann-Konstante, die durch R =
Na kg mit der universellen Gaskonstante R zusammenhingt.

Die Thermodynamik (TD) im engeren Sinne ist die makroskopische Theorie der Wirme.
Zwei ihrer zentrale Themen sind

e Wirme und Arbeit als Formen von Energie (1. Hauptsatz der TD)

e Bedingungen der Umwandlungen von Arbeit und Wirme (2. Hauptsatz der TD,
Begriff der Entropie).

Die statistische Physik dient einerseits der Begriindung thermodynamischer Begriffe
und Zusammenhénge auf der Grundlage von mikroskopischen Modellen, andererseits stellt
sie Methoden zur Berechnung thermodynamischer Grossen fiir spezifische Substanzen
bereit.

Ein wichtiger Grund fiir den Erfolg der thermodynamischen Betrachtungsweise ist ihre
Universalitit; damit ist hier! der Umstand gemeint, dass die Begriffe und Vorhersagen
der Thermodynamik oft nur wenig von den zugrundegelegten mikroskopischen Modellen
abhédngen. Nur so ist zu verstehen, dass die Thermodynamik bereits Mitte des neunzehn-
ten Jahrhunderts in ihrer bis heute giiltigen Form entwickelt werden konnte, zu einem
Zeitpunkt also, als iiber den mikroskopischen Aufbau der Materie noch keine Klarheit
herrschte, und dass sie die Revolutionen der Physik im zwanzigsten Jahrhunder unbe-
schadet iiberstanden hat. Fiir Albert Einstein ist die Thermodynamik deshalb auch “die
einzige physikalische Theorie allgemeinen Inhalts, von der ich iberzeugt bin, dass sie im
Rahmen der Anwendbarkeit threr Grundbegriffe niemals umgestossen wird.”

Die folgende Liste stellt einige wichtige historische Daten und Namen aus der Ent-
wicklung der Thermodynamik und der statistischen Physik zusammen. Die letzten drei

!Der Begriff der Universalitiit hat in der Theorie der Phaseniibergiéinge eine scharf umrissene Bedeu-
tung; er wird hier in einem sehr viel weiteren (und ungenaueren) Sinne benutzt.
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Jahreszahlen sollen demonstrieren, dass die statistische Physik bis heute Gegenstand ak-
tueller (und bisweilen auch nobelpreiswiirdiger) Forschung ist.

e 1798: Reibungswirme (Benjamin Thompson/Lord Rumford)

1823:

1842:

Wirmekraftmaschinen (Sadi Carnot)

1. Hauptsatz (Julius Robert Mayer)

1854/1865: 2. Hauptsatz/Entropiebegriff (Rudolf Clausius)

1860:
1873:
1877:
1906:
1909:
1924:
1925:
1926:
1944:
1971:
1991:

1995:

Kinetische Gastheorie (James Clerk Maxwell)

Van der Waals’sche Zustandsgleichung (Nobelpreis 1910)
S =kglog) (Ludwig Boltzmann)

3. Hauptsatz (W. Nernst, Nobelpreis 1920)

Brown’sche Bewegung (J. Perrin, Nobelpreis 1926)
Bose-Einstein-Statistik & -Kondensation
Eindimensionales Ising-Modell

Fermi-Dirac-Statistik

Zweidimensionales Ising-Modell (Lars Onsager)
Renormierungsgruppe (K.G. Wilson, Nobelpreis 1982)
Nobelpreis fiir statistische Physik weicher Materie (P.G. de Gennes)

Experimente zur Bose-Einstein-Kondensation (Nobelpreis 2001)

2 Grundziige der Thermodynamik

2.1 Thermische Gleichgewichtszustinde

Wir gehen aus von der Existenz von Gleichgewichtszustdnden als Erfahrungstatsache:

Von ihrer Umgebung abgeschlossene makroskopische Systeme streben Gleichge-
wichtszustinden (GWZ) zu, deren Eigenschaften rdumlich homogen und zeitun-
abhdngig sind, und die sich durch wenige makroskopische Zustandsgrossen beschrei-
ben lassen. Der GWZ ist unabhingig von der Vorgeschichte des Systems.

In der Beschreibung von GWZ kommen zwei Typen von Zustandsgréssen vor:

e extensive Zustandsgrossen sind (unter ansonsten identischen Bedingungen) pro-
portional zur Stoffmenge; Beispiele sind das Volumen V und die Teilchenzahl N.
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e intensive Zustandsgrossen sind (unter ansonsten identischen Bedingungen) un-
abhingig von der Stoffmenge; Beispiele sind der Druck P und die Temperatur 7.

Wir koénnen diese Begriffe an der Zustandgleichung (1.1) des idealen Gases illustrieren:
Verdoppelt man die Stoffmenge, also N — 2N und V — 2V, so bleibt die Gleichung giiltig,
wenn P und T sich nicht &ndern.

Intensive Zustandsgrossen bestimmen insbesondere die Gleichgewichtsbedingun-
gen, die sich einstellen, wenn zwei Systeme miteinander in Kontakt gebracht werden.
Wir betrachten zwei Fille:

e Mechanischer Kontakt/Volumenaustausch: Ein Gefdss mit Volumen V =V, +
V, wird durch eine bewegliche, aber wirme- und materieundurchléssige Wand in zwei
Teilvolumina V; und V5 unterteilt. Mechanisches Gleichgewicht stellt sich ein, wenn
die Driicke in beiden Teilvolumina gleich sind, also

P, = P, (mechanisches Gleichgewicht). (2.1)

e Thermischer Kontakt/Wirmeaustausch: Hier wird das Gefiss durch eine un-
bewegliche, aber wiarmedurchlissige Wand geteilt. Wenn das thermische Gleichge-
wicht sich eingestellt hat, sind die Temperaturen in beiden Teilen gleich, also

T, =T, (thermisches Gleichgewicht). (2.2)

Es wurde Wirme zwischen den beiden Teilsystemen ausgetauscht. Zur Beschrei-
bung dieses Vorgangs miissen wir die innere Energie E als weitere Zustandsgrosse
einfithren. Beim Wirmeaustausch ist die Gesamtenergie £ = E; + F, erhalten.

Mikroskopisch gesehen ist die innere Energie die Summe der kinetischen und poten-
tiellen Energien der Atome, also in einem klassischen Modell

FV (R TR)- (2.3)

Die innere Energie ist eine extensive Zustandsgrosse. Fiir das einatomige ideale Gas
gilt die kalorische Zustandsgleichung

E:%N@T (2.4)
Die innere Energie eines idealen Gases ist unabhéngig vom Volumen.
Der Begriff des gehemmten Gleichgewichts bezieht sich auf Situationen, in denen z.B.

thermisches Gleichgewicht zwischen zwei Teilsystemen hergestellt ist, also 77 =T5, aber
in den beiden Teilsystemen noch unterschiedliche Driicke herrschen (P; # P,).



2.2

Arbeit, Wirme und Energie

Wir betrachten zunichst drei verschiedene Moglichkeiten, einem Gas auf mechanischem
Wege Energie zuzufiihren.

(i)

(iii)

adiabatische Kompression/Expansion: Das Gas ist von seiner Umgebung durch
adiabatische (=wirmeundurchlissige) Winde isoliert. Uber einen beweglichen Kol-
ben wird das Gas um ein infinitesimales Volumen dV komprimiert. Dabei leistet der
Kolben die Arbeit?

W =—PdV, (2.5)

die bei Kompression (dV <0) positiv ist. Da das System abgeschlossen ist, muss
diese Arbeit zu einer entsprechenden Erh6hung der inneren Energie fithren, d.h. es
gilt

dE =6W = —PdV. (2.6)
Der Vorgang ist offensichtlich reversibel (umkehrbar): Expandiert das Gas, leistet
es die gleiche Arbeit +PdV am Kolben.

adiabatisches Riihren: Uber eine Welle wird im adiabatisch isolierten Gas ein Pro-
peller angetrieben, indem ausserhalb des Systems ein Gewicht m iiber eine Héhendif-
ferenz 0h abgesenkt wird®. Dem Gas wird damit die potentielle Energie des Gewichts
zugefiihrt, und es gilt, analog zu (2.6),

dE =0W =mgdh. (2.7)

Dieser Vorgang ist offensichtlich irreversibel: Es ist miissig, darauf zu warten, dass
das Gas sich spontan abkiihlt und seine Energie zum Heben des Gewichts bereit-
stellt.

isotherme Kompression: Hier wird das Gas wie unter (i) durch einen Kolben
komprimiert, es steht aber zusdtzlich iiber eine wirmedurchléssige Wand mit der
Umgebung (einem Wirmereservoir) in Kontakt, sodass seine Temperatur 7" bei der
Volumenénderung konstant bleibt*. Damit wird jetzt zumindest ein Teil der durch
den Kolben geleisteten Arbeit als Warme der Umgebung zugefiihrt. Bezeichnen
wir die dem System zugefiihrte Warmemenge mit 6(), so ist die an die Umgebung
abgefithrte Wiarme —0Q), und es gilt die Energiebilanz

dE =6W +6Q = —PdV +6Q. (2.8)

Da die innere Energie des idealen Gases nur von der Temperatur abhingt, gilt
unter in diesem Fall sogar dE =0, also 0Q) = —0W = PdV, und die geleistete Arbeit
wird vollstdndig als Warme an die Umgebung abgefiihrt. Der Vorgang ist trotzdem
reversibel: Expandiert das Gas, nimmt es von der Umgebung die entsprechende
Wéarmemenge wieder auf.

2Bezeichnet A die Fliche des Kolbens, so ist die Kraft F = PA mit dem Weg dz zu multiplizieren,
wobei dV = Adz.

3Dies ist eine Version des Experiments, mit dem J.P. Joule um 1850 die Aquivalenz von Arbeit und
Wairme nachwies.

4Das Reservoir soll so gross sein, dass es sich durch die Aufnahme der vom System abgegebenen
Wirme nicht merklich erwéarmt; diese Eigenschaft zeichnet ein Reservoir aus.
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Die Gleichungen (2.6,2.7,2.8) sind Beispiele fiir den 1. Hauptsatz der Thermodyna-
mik. Er lautet, in Worten formuliert:

Die Summe der einem System zugefiihrten Wirme und der am System geleisteten
Arbeit® ist gleich der Anderung der inneren Energie des Systems.

und als Gleichung in differentieller Form:
dE =0W +4Q. (2.9)
Insbesondere gilt fiir ein abgeschlossenes Systems (6W =0Q =0) dE =0, und somit:
Die Energie eines abgeschlossenen Systems ist konstant.

Wir miissen noch kldren, warum wir in der Notation in (2.9) zwischen dFE einerseits
und W, 0Q andererseits unterscheiden. Dazu ist es niitzlich, sich die Prozesse (i), (ii)
und (iii) in einem PV-Diagramm zu veranschaulichen. Die adiabatische Kompression und
Expansion (i) verlduft entlang einer Linie, die durch die Adiabatengleichung

PV7 = const. (2.10)

beschrieben wird. Hier ist v = cp/cy das Verhiltnis der spezifischen Warmen bei konstan-
tem Druck und konstantem Volumen, y=5/3 fiir das einatomige ideale Gas. Der Prozess
(iii) verlduft hingegen entlang einer Isothermen, die geméss (1.1) von der Form

PV = const. (2.11)

ist. Wegen > 1 sind die Adiabaten steiler als die Isothermen.

Wir starten unser System in einem Zustand A mit Zustandsgréssen Py, Vi, T;. Durch
adiabatisches Riihren erreichen wir einen Zustand B mit Druck P, > P;, Temperatur
T5>T; und gleichbleibendem Volumen V;. Eine isotherme Kompression fiihrt in einen
Zustand C' mit Druck P3 > P,, Volumen V5, <V; und Temperatur 75. Alternativ konnen
wir von A ausgehend den Zustand C' direkt entlang der Adiabaten erreichen. Es gibt also
zwei Wege von A nach C'

Weg 1: A— C (adiabatische Kompression); geleistete Arbeit WJ%
Weg 2: A— B (Riihren), B — C (isotherme Kompression); geleistete Arbeit ng

Bei der adiabatischen Kompression (A — C) wie beim adiabatischen Riithren (A — B)
muss zur Erwdrmung des Gases von T auf 75 die gleiche Arbeit aufgewendet werden. Um
isotherm das Gas von B nach C zu komprimieren, ist zusdtzlich Arbeit notig, die an die
Umgebung abgefiihrt wird. Es gilt also ch), > WEC)V, und wir schliessen:

Dies kann mechanische, elektrische, magnetische, oder sonst eine Form von Arbeit sein. Als “Arbeit”
bezeichnen wir hier jede Energieform, die in Form eines makroskopisch kontrollierbaren Freiheitsgrades
zur Verfiigung steht.



Die bei einer Zustandsidnderung geleistete Arbeit und zugefiihrte Warme hiangt nicht
nur von den Anfangs- und Endzustinden ab, sondern auch vom Weg im Zustands-
raum.

Die Notation dX bezeichnet die Anderung (das Differential) einer Zustandsgrosse X, und
Arbeit und Wirme sind keine Zustandsgrossen. Allerdings lisst sich die mechani-
sche Arbeit geméss (2.5) offensichtlich durch die Zustandsgrossen P und V' ausdriicken.
Eine wichtige Motivation fiir die Einfiihrung der Entropie in Abschnitt 2.4 wird es sein,
eine analoge Darstellung der Warme 0@} zu finden.

2.3 Kreisprozesse

Wegen der Wegabhingigkeit von Arbeit und Warme ist es moglich, diese beiden Energie-
formen durch eine zyklischen Prozess ineinander umzuwandeln, indem ein geschlossener
Weg im Zustandsraum wiederholt durchlaufen wird. Dieses Prinzip liegt allen Wirme-
kraftmaschinen (Dampfmaschine, Otto-Motor, Wirmepumpe etc.) zugrunde.

Betrachten wir zwei Zustinde A und B in der PV-Ebene, mit Volumina V4 und
Vg, V4 < Vg, die durch zwei Wege 1 und 2 verbunden sind. Die beiden Wege seien durch
Funktionen P = P;(V) und P = P,(V') parametrisiert. Die am System zu leistende Arbeit,
um auf dem Weg 1 von A nach B und auf dem Weg 2 zuriick von B nach A zu gelangen,
ist jeweils

VB Va
wi=-["Pv)av, wii=-[

Va VB

P(V)dV = / " pyvyav. (2.12)

Va

Die am System in einem Umlauf geleistete Arbeit ist dann das Kreisintegral
—j[PdV:W,E,l,;+W,(3%3,. (2.13)

Ist § PdV >0, so wandelt das System Wirme in Arbeit um.

Das wichtigste Beispiel ist der Carnot’sche Kreisprozess, der ausschliesslich reversible
Schritte benutzt®. Der Prozess verlduft auf zwei Isothermen bei absoluten Temperaturen
T1 und Ts, T; > T, und auf zwei diese Isothermen kreuzenden Adiabaten. Zur Realisierung
des Prozesses werden also zwei Temperaturreservoire benétigt, die nach Bedarf von dem
System isoliert bzw. mit ihm in thermischen Kontakt gebracht werden koénnen.

Die Zusténde an den vier Kreuzungspunkten der Isothermen und Adiabaten seien mit
A, B, C und D bezeichnet. Der Prozess umfasst die folgenden vier Schritte:

e A — B: Isotherme Kompression bei Temperatur 7;; dem System wird dabei die
Wirmemenge (); zugefiihrt.

e B — (C': Adiabatische Expansion; Abkiihlung auf 75.

e C — D:Isotherme Kompression bei T5; Abgabe der Warmemenge 0, an das Reservoir”.

6Sadi Carnot: Reflexions sur la Puissance Motrice du Feu et sur les Machines Propres d développer
cette Puissance (Paris, 1824).

"In dieser Betrachtung werden, entgegen unserer Konvention aus Abschnitt 2.2, Q; und Q: positiv
gezihlt.



e D — A: Adiabatische Kompression, Erwdrmung auf 77.

Das System entnimmt dem heisseren Reservoir die Wiarmemenge @; und gibt die (klei-
nere!) Wiarmemenge ) an das kiltere Reservoir ab. Da sich das System nach einem
Umlauf in dem gleichen Zustand wie zu Beginn befindet, hat sich seine Energie nicht
gedndert. Die Differenz der beiden Warmemengen steht also als vom System geleistete
Arbeit W = Q1 — Q2 zur Verfiigung. Einer Vorstellung von Carnot folgend, die vermutlich
von der Beschiftigung mit Wasserkraftwerken beeinflusst war, “fillt” die Warme vom
heisseren in das kéltere Reservoir und wird dabei teilweise in Arbeit umgewandelt®.

Wir analysieren jetzt den Prozess quantitativ, und nehmen dazu an, dass die Arbeits-
substanz ein ideales Gas ist. Entlang der Isothermen ist der Druck geméss (1.1) gegeben
durch P, (V)= NkgTi2/V, sodass die beiden Warmemengen sich zu

Vs Ve qV
Q.= /V Pi(V)dV = NkgT: / S = NkaTiIn(Va/Va), Qo= NkoToIn(Ve/Vp)

Va
(2.14)
berechnen lassen. Da die Zustdnde B,C und A, D jeweils auf einer Adiabaten liegen, gilt
ausserdem

P (Vg)Vg = NkgT1 Vg ' = P,(Vo)VE = NkgToV) ™ und TIV] ' =TV (2.15)
Daraus folgt Vg /V4=Vc/Vp und damit als zentrales Ergebnis

T
& _T (2.16)
Q: T3
Diese Beziehung kann auch als Definition der absoluten Temperatur aufgefasst werden.
Der Wirkungsgrad des Prozesses, definiert als der in Arbeit umgewandelte Bruchteil
der zugefiihrten Warmemenge ()1, ist somit

:E:Mﬂ_@zl_ﬁ (2.17)

o) o) 1 T
Betreibt man den Prozess im umgekehrten Umlaufsinn (A — D — C — B), so erhilt man
eine Warmepumpe, die Warme unter Aufwand von Arbeit vom kélteren in das heissere
Reservoir transportiert.

Die grosse Bedeutung des Carnot-Prozesses leitet sich aus den folgenden beiden Ei-
genschaften her:

Tic

e Der Carnot-Prozess ist optimal: Fiir jeden anderen Kreisprozess K mit Wirkungs-
grad n gilt n <7nc.
Beweis: Wir schalten den Kreisprozess K in Serie mit einem Carnot-Prozess, der als
Wérmepumpe betrieben wird. Der Prozess K entnimmt dem heissen Reservoir die Warme-

menge @}, produziert die Arbeit W und gibt die Wiarmemenge Q5 = Q] — W an das kalte
Reservoir ab. Die Arbeit W treibt den Carnot-Prozess, der somit die Warmenge @2 dem

8Dass die Wirme niemals spontan vom kélteren in das heissere Reservoir fliesst, wird im folgenden
noch eine wichtige Rolle spielen.



kalten Reservoir entzieht und die Menge @1 = @2+ W dem heissen Reservoir zufiihrt.
Wenn der Wirkungsgrad von K grésser ist als ¢, also n=1—0Q%/Q) >nc =1—Q2/Q1,
so folgt daraus Q] < @1 und Q5 < Q2. Das bedeutet, dass insgesamt dem kalten Reser-
voir die Wiarmemenge Q2 — Q% entzogen, und dem warmen Reservoir ohne dusseren Ar-
beitsaufwand zugefithrt wird. Ein solcher Vorgang widerspricht der Erfahrung, die in der
folgenden Formulierung des 2. Hauptsatzes der Thermodynamik (nach Rudolf Clausius)
zusammengefasst wird:

Es ist nicht mdéglich, durch einen Kreisprozess Wirme von einem kdlteren auf einen
wdrmeren Kérper zu ibertragen, ohne weitere Verdnderungen der Welt zu verursa-

chen. 2.HS/I

Damit ist die Behauptung bewiesen. Aus der Optimalitit des Carnot-Prozesses folgt ins-
besondere auch, dass es einen Arbeit leistenden Kreisprozess ohne Temperaturdifferenz
nicht geben kann: Wenn 77 =T5 ist n =0. Eine Maschine, die zyklisch Arbeit leistet, und
dabei lediglich einem Reservoir Warme entzieht, nennt man ein Perpetuum mobile zweiter
Art®. Ein dquivalente Formulierung des 2. Hauptsatzes ist deshalb

Es ist nicht mdglich, ein Perpetuum mobile 2. Art zu konstruieren. 2.HS/I1

e Der Carnot-Prozess ist universell: Jeder andere reversible Kreisprozess hat den
gleichen Wirkungsgrad 7¢.

Beweis: Ein Wirkungsgrad grésser als n¢ ist durch die Optimalitdt des Carnot-Prozesses
bereits ausgeschlossen. Wire der Wirkungsgrad des zweiten Prozesses kleiner als 7¢, so
kénnten wir ihn riickwérts laufen lassen (er ist ja reversibel!) und kdmen ebenfalls zu einer
Verletzung des 2. Hauptsatzes.

2.4 Entropie und zweiter Hauptsatz

Die bisher entwickelte Theorie lisst die folgenden Fragen unbeantwortet:

a.) Beschreibung von Wirmeaustausch durch eine Zustandsgrosse: Was dndert
sich am Zustand eines Systems (neben seiner Energie), wenn ihm Warme zugefiihrt
wird?

b.) Reversibilitit/Irreversibilitit: Welche Zusténde eines abgeschlossenen Systems
lassen sich durch reversible Prozesse verbinden?

c.) Lassen sich die Gleichgewichtsbedingungen bei thermischem oder mechanischem
Kontakt durch ein Extremalprinzip begriinden?

Diese drei Fragen (und viele mehr) werden beantwortet durch eine neue, extensive Zu-
standsgrosse, die Entropie S. Das Wort wurde 1865 von Clausius eingefiihrt!®. Es leitet
sich her vom griechischen 7pomn fiir Umwandlung.

9Ein Perpetuum mobile 1. Art ist eine Maschine, die Arbeit leistet, ohne Wirme zu verbrauchen, in
Verletzung des 1. Hauptsatzes.

10R. Clausius: Uber verschiedene fiir die Anwendung bequeme Formen der Hauptgleichungen der me-
chanischen Warmetheorie. Ann. Phys. Chem. 125 (1865), 353 — 400.
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Wir definieren die Entropiedifferenz zwischen zwei Zustinden A, B durch

sB)-s)=[ %, (2.18)

wobei das Integral iiber einen reversiblen Weg von A nach B auszufiihren ist. Damit S
eine Zustandsgrosse ist, muss das Integral wegunabhingig sein, d.h. fiir zwei beliebige
Wege (1) und (2) von A nach B muss gelten

/(1) Q[ §Q

= . 2.19
AsB T AsB T ( )

Benutzt man Weg (1) von A nach B und Weg (2) zuriick von B nach A, erhilt man einen
geschlossenen Weg. Das Kreisintegral iiber den geschlossenen Weg ist dann gerade die
Differenz der beiden Seiten von (2.19). Damit (2.19) fiir beliebige zwei Wege gilt, muss
also das Kreisintegral iiber jeden geschlossenen reversiblen Weg verschwinden,

0Q
- =0. (2.20)
Diese Bedingung ist ganz analog zur Bedingung der Wirbelfreiheit fiir ein Vektorfeld, das
sich als Gradient eines Potentials schreiben ldsst.

Fiir den Spezialfall des Carnot’schen Kreisprozesses ist die Bedingung (2.20) erfiillt.
Dort wird dem System auf den Isothermen T; und 75 die Wiarme @; und )» zu- bzw.
abgefiihrt, sodass wegen der fundamentalen Beziehung (2.16) gilt

0Q Q1 @
T T T =0. (2.21)
Nun konnen wir jeden reversiblen Kreisprozess beliebig genau durch Carnot-Prozesse
anndhern, indem wir die PV-Ebene mit einem feinmaschigen Netz von Isothermen und
Adiabaten iiberziehen. Das Kreisintegral in (2.20) wird dann angenihert durch eine Sum-
me iiber die Beitréige der Carnot-Prozesse, die wegen (2.16) alle verschwinden. Damit ist
gezeigt, dass (2.20) fiir jeden reversiblen Kreisprozess erfiillt ist, und somit die Entropie
durch (2.18) wohl definiert ist.

Zur Festlegung des absoluten Wertes von S nehmen wir den absoluten Nullpunkt 7'=0
als Referenzpunkt. Dort gilt, gemiiss dem 3. Hauptsatz der Thermodynamik!!

S|r—o=0. (2.22)

Zusammen legen (2.18) und (2.22) die Entropie als Zustandsgrosse fest, und beantworten
die oben formulierte Frage a.). Die differentielle Form von (2.18) lautet

_9%Q
T
"Der 3. Hauptsatz wurde 1906 von W. Nernst in einer etwas schwicheren Form aufgestellt: Er besagte

nur, dass Entropiednderungen bei isothermen Prozessen fiir T — 0 verschwinden. Die Formulierung (2.22)
stammt von Max Planck.

ds (reversible Prozesse). (2.23)
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Diese Beziehung driickt einen bemerkenswerten mathematischen Sachverhalt aus: Durch
Multiplikation mit 1/7 wird aus der Griosse 6Q) die, wie in Abschnitt 2.2 besprochen,
kein Differential einer Zustandsgrosse ist, das Differential der Zustandsgrosse S. Glei-
chung (2.23) hat somit einen dhnlichen Stellenwert wie die Beziehung 6W = —PdV fiir
die mechanische Arbeit.

Es ist zu betonen, dass (2.18) und (2.23) fiir reversible Zustandsdnderungen gelten.
Um zu sehen, was mit der Entropie bei irreversiblen Prozessen passiert, betrachten wir
nochmals die Prozesse (i), (ii) und (iii) aus Abschnitt 2.2. Der irreversible Prozess (ii)
(adiabatisches Riihren) fiihrt vom Zustand A zum Zustand B. Alternativ kénnen wir auf
dem Umweg iiber den Zustand C reversibel von A nach B gelangen. Entlang der Adiabaten
von A nach C [Prozess (i)] wird dem System keine Wérme zugefiihrt, die Entropie bleibt
also konstant. Bei der isothermen Expansion von C nach B hingegen [Prozess (iii)] wird
eine Warmemenge QQ¢p bei konstanter Temperatur 71" zugefiihrt. Somit gilt

S(B)—-S(A)=(S(C)—S(A))+(S(B)—S(C))=8(B)-S(C)= % > 0. (2.24)
Die Entropie steigt beim irreversiblen Riihren an, obwohl dem System keine Wirme hin-
zugefiigt wurde. Wir schliessen daraus, dass fiir irreversible Prozesse die Beziehung (2.23)
zu 50

ds > T (irreversible Prozesse) (2.25)

abgeindert werden muss. Zusammen stellen (2.23) und (2.25) den 2. Hauptsatz der
Thermodynamik in allgemeiner, differentieller Form dar. Speziell fiir abgeschlossene
Systeme gilt 6@ =0, und aus (2.23) und (2.25) folgt, dass stets

dS>0 (abgeschlossene Systeme), (2.26)

in Worten:
Die Entropie eines abgeschlossenen Systems kann nur zunehmen. 2.HS/II1

Fasst man das gesamte Universum als abgeschlossenes System auf, so folgt die Formulie-
rung

Die Entropie der Welt strebt einem Mazimum zu. 2.HS/IV

die im 19. Jahrhundert erhebliche Angste vor dem drohenden Wirmetod weckte; damit
ist der Zustand maximaler Entropie gemeint, eine traurige, strukturlose Suppe, die man
sich als Endziel aller Entwicklung nur ungern vorstellen méchte.

Die Eigenschaft der Entropie, bei irreversiblen Prozessen in einem abgeschlossenen
System zuzunehmen, liefert uns die Antwort auf Frage b.):

Zwei Zustinde A, B eines abgeschlossenen Systems lassen sich durch einen rever-

siblen Prozess verbinden, falls S(A)=S(B). Falls S(A) > S(B), so existiert ein ir-
reversibler Prozess von B nach A, aber nicht von A nach B.

12



Die Entropie induziert in diesem Sinne eine Ordnungsrelation auf der Menge der Zustéinde!2.

Auch die Antwort auf Frage c.) deutet sich schon an: Wenn die Entropie eines abgeschlos-
senen Systems nur zunehmen kann, muss sie im Gleichgewichtszustand maximal sein.
Darauf kommen wir in Abschnitt 2.6 zuriick.

Vorher zeigen wir noch, wie aus der allgemeinen Formulierung des 2. Hauptsatzes
folgt, dass Wirme spontan stets vom heisseren zum kilteren System fliesst (Formulierung
2.HS/I). Wir betrachten zwei Systeme mit Temperaturen 77 und T3, die in thermischen
Kontakt gebracht werden. Wenn eine Warmemenge d¢) von dem System 1 an das System
2 abgegeben wird, so dndert sich die Entropie des Gesamtsystems geméss

1 1

dS=dSl+d52=—%+%:5Q(i—ﬁ>. (2.27)

Da das Gesamtsystem abgeschlossen ist, muss dS >0 gelten, und somit §¢) >0 wenn
T, >T5 und 6Q <0 wenn T; < T5.

2.5 Gibbs’sche Fundamentalform und chemisches Potential

Wir kombinieren jetzt die Beziehung (2.23) mit dem 1. Hauptsatz in differentieller Form,
GL.(2.9), und erhalten

1 1 P
dS = 7 (dE — W) = ZdB + -dV. (2.28)

Um zu verstehen, was das bedeutet, schreiben wir die Definition des Differentials der
Entropie auf, wobei wir S =S(E,V,N) als Funktion der extensiven Zustandsvariablen E,

V und N auffassen:
oS oS oS
dS = (6—E> dE + (W) dV + <B—N> dN. (2.29)

In der Thermodynamik schreibt man partielle Ableitungen auch gern in der Form

as) (as) (as)
9o 9 9> (2.30)
<6E v V) ON) 5y

um deutlich zu machen, welche Variablen bei der partiellen Ableitung konstant gehalten
werden; dies ist aber eigentlich iiberfliissig, wenn klar ist, von welchen anderen Variablen
die abgeleitete Funktion noch abhingt. Jedenfalls kénnen wir aus dem Vergleich von (2.28)
und (2.29) die partiellen Ableitungen von S nach E und V ablesen,

o5 _1 o5 _p
O0E T’ ov T
Die Teilchenzahl N wurde bei den bisherigen Uberlegungen konstant gehalten (dN =0).
Wir definieren jetzt das chemische Potential y iiber die Beziehung
oS I
-~ __F 2.32
ON T ( )
12Die Rolle der Entropie als Ordnungsrelation kann zur Grundlage ihrer Konstruktion gemacht werden,

s. E.H. Lieb und J. Yngvason, A Fresh Look at Entropy and the Second Law of Thermodynamics, Physics
Today, April 2000, S. 32.

(2.31)
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und erhalten damit 1
dS = T(dE—I—PdV—udN). (2.33)

Diese Beziehung kann nach dF aufgelost werden, und liefert dann die Gibbs’sche Fun-
damentalform
dE=TdS — PdV + udN. (2.34)

Hier wird die innere Energie E = E(S,V,N) als Funktion von S, V und N aufgefasst. Die
Entropie S(E,V,N) kann nach E aufgelost werden, falls 0S/0F > 0, d.h. bei positiver
absoluter Temperatur, was i.a. gegeben ist!3. Die Gibbs’sche Fundamentalform stellt die
verschiedenen Beitriige zur Anderung der inneren Energie zusammen. Wirme (6Q = TdS)
und mechanische Arbeit (§WW = —PdV) wurden bereits ausfiihrlich diskutiert; zusétzlich
sehen wir, dass das chemische Potential x ein Mass fiir die Anderung der inneren Energie
beim Hinzufiigen von Teilchen ist.

2.6 Das Gleichgewicht als Zustand maximaler Entropie

Der 2. Hauptsatz besagt, dass die Entropie in einem abgeschlossenen System zunimmt,
bis alle méglichen irreversiblen Prozesse abgelaufen sind. Wenn das System den GWZ
erreicht hat, ist die Entropie also maximal; genauer:

Im Gleichgewicht nimmt die Entropie den mit allen vorhandenen Nebenbedingungen
vertraglichen maximalen Wert an.

Wir wollen nun zeigen, wie sich aus diesem Ezxtremalprinzip die in Abschnitt 2.1 formu-
lierten Gleichgewichtsbedingungen ableiten lassen.

(i) Thermischer Kontakt: Die beiden Teile des Gefiisses tauschen Energie aus bei
konstanter Gesamtenergie F = FE; + E5. Die Entropie ist additiv, d.h. die Entropie
S des Gesamtsystems ist die Summe der Entropien S; und S, der Teilsysteme:

S:Sl(El,‘/vl,Nl)+SQ(E_E1,‘/27N2). (235)

Hier wurde die Nebenbedingung E;=FE — E; bereits eingebaut. Die Energie soll
so auf die Teilsysteme verteilt werden, dass die Gesamtentropie maximal ist. Wir

fordern also s Py Py
! 2 -0 (2.36)

dE, 0E, O0E,

und somit 77 =T5, wie erwiinscht.

(ii) Volumenaustausch: Die beiden Teile des Gefiisses sind durch eine bewegliche,
aber wirmeundurchlédssige Wand getrennt. Da die Bewegung der Wand Arbeit lei-
stet, tauschen die beiden Teilsystem sowohl Volumen als auch Energie aus, d.h. wir

13Fs gibt allerdings auch Systeme mit negativer absoluter Temperatur.
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haben die beiden Nebenbedingungen F = FE; + E5 und V =V; 4V, zu beriicksich-
tigen. Die durch die Wand an den Teilsystemen geleistete Arbeit ist, wie iiblich,
dE1,2 = —P1’2 dVvl’z und deshalb

OFE, »
L —_ P, 2.
Vi b2 (2:37)
Die Entropie des Gesamtsystems ist
S:Sl(El(m),m,Nl)+S2(E-E1(W),V-V1,N2) (238)

Das Teilvolumen V) ist der einzige verfiighare Freiheitsgrad, d.h. die Bedingung
maximal Entropie lautet dS/dV; =0. Unter Benutzung der Kettenregel und von
Gl.(2.37) erhalten wir

dS 085, 0E, 38 08,0B 98S; 1
dVi OE, 0V, 0Vy OFE,0V; 0V, T,

(P —Py), (2.39)

sodass im Gleichgewicht in der Tat P, = P, gelten muss.

Wir haben bisher nur gefordert, dass die ersten Ableitungen von S im Gleichgewicht
verschwinden miissen. Damit wirklich ein Mazimum der Entropie vorliegt, muss ausserdem
die zweite Ableitung negativ sein'. Fiir den Fall des thermischen Kontakts heisst das

852 6251 8252

2SS d (88
dE? ~ dE, \0E,

Zweimaliges Ableiten von S nach E ergibt allgemein

#s_o 1 __1(or (2.41)
OE? OET(E,V,N) T?\0E),, ‘

Nach dem bekannten Satz iiber die Ableitung von Umkehrfunktionen gilt

oT oE\ ' 1
(55)...= (57),, =& 242

V,N

Die Bedingung (2.40) bedeutet also, dass die Wirmekapazititen der beteiligten Kérper
positiv sein miissen:

Cy >0. (2.43)

Dies lésst sich interpretieren als eine Stabilitdtsbedingung fiir den thermischen GWZ.
Um das zu verstehen, betrachten wir zwei Teilsysteme mit Temperaturen 77 und 75 < T}
im thermischen Kontakt. Der zweite Hauptsatz fordert, dass eine positive Warmemenge
von System 1 zu System 2 fliesst [vgl. (2.27)]. Wenn Cy > 0, kiihlt sich der heissere Kérper

14Eine prazisere Bedingung wird in Abschnitt 2.8 formuliert.
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ab, da ihm Wirme entzogen wird, wihrend der kiltere Korper aufgeheizt wird; die Tem-
peraturdifferenz baut sich somit ab, und das System strebt dem GWZ (T} =T5) zu. Wire
hingegen Cy <0, wiirde die Temperaturdifferenz weiter zunehmen und das System kdme
nie ins Gleichgewicht.

Die Stabilitdt von Gleichgewichtszustdnden wird ausgedriickt durch das Prinzip von
Le Chatelier'®

Durch eine Auslenkung aus dem thermischen Gleichgewicht verursachte spontane
Prozesse laufen so ab, dass das Gleichgewicht wieder hergestellt wird.

Ahnliche Uberlegungen fiir den Fall des mechanischen Kontakts fithren auf die Stabi-

litdtbedingung
1 (oV
=——\|=z5] >0 2.44

7 <8P)T (2.44)
fiir die isotherme Kompressibilitit k7. Auch diese Bedingung ist anschaulich leicht einzu-
sehen. Wir betrachten ein durch eine bewegliche Wand in zwei Teile getrenntes Geféss. Im
GWZ herrscht in beiden Teilsystemen der gleiche Druck, P; = P,. Komprimiert man nun
das eine Teilsystem, so steigt der Druck dort an, falls k7 > 0, und die Wand wird in die
Gleichgewichtslage zuriickgeschoben. Wire hingegen k7 < 0, so wiirde das komprimierte
Volumen weiter abnehmen und das Teilsystem vollstdndig kollabieren.

2.7 Bemerkungen zum dritten Hauptsatz

Wir fassen hier einige Folgerungen aus dem dritten Hauptsatz der Thermodynamik zu-
sammen.

(i) Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts: Einige Jahre nach der ersten For-
mulierung der 3. Hauptsatzes'® wies Nernst darauf hin, dass aus dem Verschwinden
der Entropiedifferenzen bei T'=0 die Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts
folgt'”. Mit Unerreichbarkeit ist hier gemeint, dass es nicht moglich ist, ein System
in einer endlichen Zahl von Prozefschritten bis 7"=0 abzukiihlen. Wenn dies in end-
lich vielen Schritten moglich wire, miisste auch ein einziger Schritt geniigen, denn
ein Schritt ist stets der letzte.

Wir diskutieren das Problem hier im Rahmen der bereits bekannten isothermen
und adiabatischen Prozesse fiir ein Gas!®. Dabei ist es wichtig, sich zu erinnern,
dass Adiabaten Linien konstanter Entropie sind. Das Gas kann durch eine adiaba-
tische Expansion abgekiihlt werden, die es vom Kreuzungspunkt der Adiabaten mit
einer Isothermen der Temperatur 7} zum Kreuzungspunkt mit einer Isothermen der
Temperatur 75 <7} bringt. Ist auf diese Weise 75 =0 zu erreichen? Die Antwort
ist negativ, denn der 3. Hauptsatz (2.22) besagt ja, dass die Isotherme T =0 mit

5Henry Louis Le Chatelier (1850 — 1936), franzosischer Chemiker, Metallurge und Physiker.

16W. Nernst: Kgl. Ges. d. Wiss. Goéttg. 1 (1906).

17W. Nernst: Ber. Kgl. Preufl. Akad., Feb. 1 (1912).

18Geeigneter wire eigentlich eine Darstellung in der T'S-Ebene, s. z.B. J. Wilks, Der dritte Hauptsatz
der Thermodynamik (Vieweg, 1963).
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der Adiabaten S =0 zusammenfdillt. Da Adiabaten sich nicht kreuzen, kann es kei-
ne andere Adiabate geben, die die Isotherme 7'=0 kreuzt und die diese mit einer
Isothermen positiver Temperatur verbindet.

(ii) Warmekapazititen bei tiefen Temperaturen: Zur Berechnung der Entropie
in einem Zustand A bei positiver Temperatur 7" > 0 verbinden wir den Zustand A
reversibel mit einem Zustand B bei gleichem Volumen und Temperatur 7'=0. Da
S(B) =0, folgt 50 o

v
sw=[ T=[ Zar. (2.45)
denn bei konstantem Volumen ist §QQ = CydT. Damit S endlich ist, miissen wir
offensichtlich fordern, dass
lim Cy =0, (2.46)
T—0

da sonst das Integral (2.45) an der unteren Integrationsgrenze divergiert. Die Wirme-
kapazitdt muss also bei tiefen Temperaturen verschwinden, was z.B. fiir das klassi-
sche ideale Gas nicht zutrifft. Wir werden spéater sehen, dass bei tiefen Temperaturen
Quanteneffekte wichtig werden, die dafiir sorgen, dass (2.46) erfiillt ist. Hier (wie
auch bei der statistischen Definition der Entropie in Kapitel 3) wirft die Quanten-
mechanik ihren Schatten voraus.

2.8 Zusammenfassung: Die Struktur der Thermodynamik

Im Riickblick lisst sich die gesamte Thermodynamik zusammenfassen in einigen Aussagen
iiber die Eigenschaften der Entropie S(E,V,N):

(i) Die Entropie ist extensiv, und sie ist eine Funktion der extensiven Zu-
standsgrossen. Daraus folgt, dass S(E,V,N) homogen ersten Grades ist, d.h.

S(AE,A\V,AN) =\S(E,V,N) (2.47)

fiir jeden beliebigen Faktor A. Dies ist der mathematische Ausdruck dafiir, dass die
Entropie bei Vergrosserung oder Verkleinerung der Stoffmenge um den Faktor A sich
um den gleichen Faktor &ndert.

(ii) Gleichgewichtszustéinde maximieren S.

(iii) Die intensiven Zustandsgrossen sind partielle Ableitungen von S:

8 1 8S P 85 u
GE-T oV T oN T (2.48)

(iv) Die zweiten Ableitungen von S definieren thermodynamische Responsegrossen,
wie z.B. die Warmekapazitit Cy und die isotherme Kompressibilitidt xp:

2 1 2 1
78y _ 1 o5y 1 (2.49)
8E2 % T2CV 8V2 T TVHZT
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(v) Die Stabilitit der thermodynamischen Gleichgewichtszustinde erfordert,
dass die Matrix der zweiten Ableitungen von S (Hesse-Matriz) negative Eigenwerte
hat. Daraus folgt Cy >0 und k1 > 0.

(vi) S verschwindet bei T = (0S/0E) ! =0.

3 Die Boltzmann’sche Entropie

3.1 Mikrozustinde und Makrozustiande

Die Beschreibung eines Vielteilchensystems durch wenige makroskopische Freiheitsgrade
(vgl. Kapitel 1) ist hochgradig entartet, denn ist gibt i.a. sehr viele Konfigurationen der
mikroskopischen Freiheitsgrade (Mikrozusténde, im folgenden auch MiZ), die mit einer
Konfiguration makroskopischer Freiheitsgrade (einem Makrozustand, MaZ) vertréglich
sind. So gibt es z.B. sehr viele Moglichkeiten, die Positionen {7;} von N klassischen
Teilchen auf ein Volumen V', oder die Gesamtenergie E auf die kinetischen und potentiellen
Energien der Teilchen zu verteilen. Um diese Entartung zu quantifizieren, definieren wir
den Entartungsgrad eines MaZ durch

Q(E,V,N) = Anzahl der MiZ von N Teilchen im Volumen V mit Gesamtenergie E

Q) wird auch als mikrokanonische Zustandssumme bezeichnet!®. Summiert wird iiber alle
MiZ, die mit den gegebenen makroskopischen Freiheitsgraden vertréglich sind, und jeder
solche MiZ erhilt das gleiche Gewicht = 1:

QEV,N)= Y L (3.1)

MiZ mit (E,V,N)
Die Boltzmann’sche Entropie ist dann einfach definiert durch
S(E,V,N)=kgInQ(E,V,N). (3.2)
Es stellen sich zwei Fragen:

e Wie zdhlt man Mikrozustinde?
Das Zéahlen ist fiir diskrete Quantenzustinde einfacher zu realisieren als fiir klassi-
sche MiZ, die durch kontinuierliche Orts- und Impulsvariablen beschrieben werden.
Insofern lésst sich die statistische Mechanik etwas natiirlicher auf der Quantentheo-
rie als auf der klassischen Mechanik aufbauen. Dies wird in Abschnitt 3.2 an einem
Beispiel illustriert.

e Warum ist die Definition (3.2) sinnvoll, d.h. was hat sie mit der thermo-
dynamischen Entropie zu tun?

19Die Sinnfilligkeit dieser Bezeichnung erschliesst sich in Abschnitt 4.2.
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Eine erste Antwort auf die zweite Frage ergibt sich aus einer einfachen Betrachtung der
rdumlichen Freiheitsgrade des idealen Gases. Um die verschiedenen Maoglichkeiten, N
Teilchen im Volumen V' zu platzieren, abzdhlen zu kénnen, denken wir uns das Volumen
in M Zellen mit Volumen vy =V/M unterteilt. Der MiZ des Systems sei festgelegt, wenn
von jedem Teilchen bekannt ist, in welcher Zelle es sich befindet. Jedes Teilchen hat
M =V /vy MiZ, das System insgesamt somit (V/vy)Y MiZ, und wir schliessen

Q~ (V/v)Y = S(E,V,N) = NkgIn(V/vy) + Funktionen von E, N. (3.3)
Durch Ableitung nach V folgt daraus
P 0S Nkg
2B 4
T oV V' (3.4)

also die korrekte thermische Zustandsgleichung. Wir kénnen auch eine Verbindung mit
der thermodynamischen Definition von S herstellen, indem wir das Volumen isotherm
um dV expandieren. Bei der isothermen Expansion dndert sich die Energie des idealen
Gases nicht, sodass die vernachlidssigten Impulsfreiheitsgrade keine Rolle spielen. Der erste
Hauptsatz ergibt dE=90Q — PdV =0, also dQQ = PdV. Die Entropieinderung berechnet
sich aus (3.3) zu

Nkg .. PdV 40Q

VdV T T’

in voller Ubereinstimmung mit der thermodynamischen Definition (2.23).

dS=5(V +dV)—-S5(V)=Nkgln(1+dV/V)=

(3.5)

3.2 Die Entropie des klassischen idealen Gases

Um die MiZ abzihlen zu kénnen, gehen wir hier von quantenmechanischen Uberlegungen
aus. Wir vernachldssigen aber die Symmetrie der Wellenfunktionen (also die Unterschei-
dung von Bosonen und Fermionen), und benutzen Niherungen, die nur fiir grosse Energien
(also hohe Temperaturen) giiltig sind. Eine vollstindige Behandlung der idealen Quan-
tengase wird auf Kapitel 5 verschoben.

Wir betrachten N unabhéngige quantenmechanische Teilchen der Masse m, die in
einen Kubus der Kantenldnge L eingesperrt sind. Die Energie des Systems ist rein kine-
tisch,

3N 452
E=Y 1| 3.6

> o (36)
wobei die Summe iiber die 3N Impulskomponenten p; = hk; der N Teilchen verlduft. Das
Verschwinden der Wellenfunktionen bei z,y,z =0 und L erzwingt die Bedingung k;L = n;m
an die Wellenzahlen, wobei n; =1,2,3.... Der MiZ des Systems kann also durch einen 3N-
dimensionalen Vektor 7 = (n,ns,...,n3y) aus natiirlichen Zahlen charakterisiert werden,
und die zugehorige Energie ist

h27T2 3N

E(f) =553 n; (3.7)

1

Bevor wir uns der Berechung von {2 zuwenden, betrachten wir die verwandte Zustands-
Zihlfunktion
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®(E,V,N)= Anzahl der MiZ mit Energie E(ii) < E.

Die Bedingung E(7i) < E lisst sich schreiben als

3N ) L2E
Yond<nd =0 (3.8)
j=1 B

Ist E gross, sodass nmax > 1, konnen wir die n; als kontinuierliche Variablen behandeln.
Dann definiert die Ungleichung (3.8) das Innere einer Kugel vom Radius 7.y in einem
3N-dimensionalen Raum. Da alle n; positiv sein sollen, umfasst ® nur das Volumen eines
(von 23Y) Quadranten diese Kugel. Damit folgt

@(Ea Va N) = 273N'U3N(nmax)3N, (39)

wobei vy das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet. Der allgemeine Aus-
druck lautet

/2
mit o
[(z)= / t* et dt. (3.11)
0

Die Gamma-Funktion (3.11) kann als Verallgemeinerung der Fakultédt aufgefasst werden.
Fiir natiirliche Zahlen n ist I'(n+ 1) =n!, und fiir allgemein z gilt I'(x + 1) = zT'(z). Spe-
zielle Werte sind I'(1) =I'(2) =1 und I'(1/2) = /7.

Unter der Annahme, dass 3N gerade ist, kénnen wir in v3y ['(1+3N/2) durch die
Fakultét ersetzen, und erhalten

®(E,V,N)=

3N/2 I2E\*N/?
i <m ) (3.12)

(3N/2)! \ 272h?

An dieser Stelle machen wir eine weitere Anleihe bei der Quantenmechanik: Wir bertick-
sichtigen nidherungsweise die Ununterscheidbarkeit der Teilchen, indem wir (3.12) durch
die Anzahl N! der Permutationen von N Teilchen teilen,
P

o — N (3.13)
Wie schon J.W. Gibbs (vor der Erfindung der Quantenmechanik) wusste, ist dieser Schritt
ist n6tig, um am Ende eine extensive Entropiefunktion zu erhalten, die die Homogenitéts-
relation (2.47) erfiillt. Zur Auswertung der Fakultiten in (3.12) und (3.13) fiir grosse N
benutzen wir die Stirling’sche Formel in der einfachen Form

N!'~(N/e)N. (3.14)

Damit erhalten wir schliesslich das Endergebnis

m 3N/2 V N E 3N/2
2EVN=(3m) @ (5) () (3.15)
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Nun wollten wir urspriinglich statt der Zdhlfunktion ® die Zahl (2 der MiZ berechnen, die
exakt die Energie E haben. Leider wird es aber fiir endliche N i.a. gar keinen MiZ geben,
der eine vorgegebene Energie E genau trifft. Wir miissen deshalb die Forderung an die
MiZ etwas aufweichen, und in der Summe (3.1) alle MiZ in einer diinnen Energieschale
um E beriicksichtigen, die also die Bedingung E — AFE < E(7) < E erfiillen. Wir werden
sehen, dass es auf die Dicke AE der Energieschale (gliicklicherweise) nicht ankommt.
Damit kénnen wir schreiben

Q(E,V,N)=%(E,V,N) - &(E - AE,V,N)=®(E,V,N) [1- (1- AE/E)*/?| . (3.16)

Wegen der enormen Grosse von N ist der Faktor (1— AE/E)3N/? fiir praktisch jeden endli-
chen Wert von AE/E vernachlissigbar kleine, sodass in sehr guter Ndherung Q(E,V,N) ~
®(E,V,N). Dies ist ein Ausdruck der geometrischen Tatsache, dass in sehr hochdimensio-
nalen Rdumen eine diinne Kugelschale fast das gesamte Volumen der Kugel enthilt. Die
Entropie folgt also durch logarithmieren von (3.15),

V 3 E 3 m )

Dies ist tatsdchlich eine homogene Funktion, was ohne die Korrektur (3.13) nicht der Fall
wére. Durch Ableiten von (3.17) nach V und E erhalten wir die vertrauten Zustandsglei-

chungen,
0S Nk P

— = = — PV =NEkgT 1
0S 3Nkg 1 3

Wir fassen die wichtigsten Schritte dieser etwas ldnglichen Rechnung zusammen:

e Die Energie- und Volumenabhéngigkeit von (2 ist von der Form
Q~ VN ENZ, (3.20)

Der erste Faktor kommt von der rdumlichen Anordnung von N Teilchen im Vo-
lumen V [s.(3.3)], der zweite ist proportional zum Volumen der 3/N-dimensionalen
Impulskugel mit Radius puax = (A7/L)nmax = vV2mE. Aus (3.20) folgt

S=kglnQ=kgN [an%—%lnE] + Funktion von N. (3.21)

e Die N-Abhéngigkeit wird durch die Forderung nach Homogenitit [s. (2.47)] bis auf
eine Konstante festgelegt:

S(E,V,N) = kN [ln (%) + gln (%) +const.] . (3.22)
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3.3 Eigenschaften der Boltzmann’schen Entropie

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Eigenschaften der thermodynamischen Entropie
aus der Boltzmann’schen Definition (3.2) fir allgemeine Systeme begriindet werden.

3.3.1 Additivitdt und Extremaleigenschaft

Wir betrachten zwei Systeme 1 und 2 mit jeweils 2; und Q, MiZ. Werden diese Systeme
formal zu einem System zusammengefasst, ohne dass sie die Moglichkeit haben, Energie,
Volumen oder Teilchen auszutauschen (also ohne Kontakt), so ist die Anzahl der MiZ des
Gesamtsystems einfach

Q=0 x )y, (3.23)

denn zu jedem MiZ von 1 kénnen 5 MiZ von 2 ausgewéhlt werden. Gemiss (3.2) addieren
sich dann die Entropien, S = S; + S3. Die Entropien unabhdngiger System sind additiv, wie
es sich fiir eine extensive thermodynamische Zustandsgrosse gehort. Dieser Umstand ist
der Grund fiir die Verwendung des Logarithmus in der Definition (3.2).

Wird nun der thermische Kontakt (Energieaustausch bei konstanter Gesamtenergie
E =FE, + FE,) zwischen den beiden Systemen zugelassen, so ist die thermodynamische
Entropie im neuen GWZ

S(E) :Ir}%x[sl(El) +So(E — E4)| (3.24)

(vgl. Abschnitt 2.6). Zur Bestimmung der Anzahl der MiZ des Gesamtsystems miissen
wir in diesem Fall iiber alle moglichen Werte von E; integrieren,

B) = [ B, (B (B - By), (3.25)

denn auf dem Niveau der mikroskopischen Freiheitsgrade sind beliebige Verteilungen der
Energie auf die beiden Systeme moglich.

Es ist nun zun#chst nicht offensichtlich, dass (3.25) mit (3.24) iiber die Beziehung
S(E)=kglnQ(FE) vertraglich ist: In (3.24) wird nur ein einziger MaZ beriicksichtigt,
ndmlich derjenige, der die Summe der beiden Entropien maximiert, wihrend unter dem
Integral (3.25) MaZ mit beliebigen Werten von E; auftreten. Wir miissen also zeigen,
dass das Integral (3.25) durch einen einzigen MaZ (den GWZ) praktisch vollstindig aus-
geschopft wird. Dazu benutzen wir die Beziehung € » = exp(Si 2/kg) und schreiben (3.25)
in der Form

Q(E) = /0 * 4B, exp [é(Sl(El)jLSZ(E—El))] _ /0 ¥ 4B, exp [éS(El)]. (3.26)

Der Exponent des Integranden ist maximal, wenn

d d
d—ElS(El): d—El[Sl(El)JrSz(E—El)] =0, (327)

also 051 /0F; = 0S2/0FE, und damit T) =T, (s. Abschnitt 2.6). In diesem GWZ nimmt F;
einen Wert EFW an. Wir nehmen nun eine Taylor-Entwicklung von S(E;) um EFW vor,
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wobei der lineare Term wegen (3.27) verschwindet,

1 2
S(E,)~ S(ESWV) + —d—‘Z(E1 — ESW)Z, (3.28)
2 dE?

Die zweite Ableitung d2S/dE? wurde schon in Abschnitt 2.6 ausgewertet, sie ist invers
proportional zu den Warmekapazitidten der Systeme und damit von der Gréssenordnung
1/N, wobei N die Gesamtteilchenzahl bezeichnet. Einsetzen in (3.26) ergibt

E 2
0

2kp dE?

Der Integrand ist eine Gauss-Funktion der Breite ~+/N, wiahrend der Integrationsbe-
reich von 0 bis E geht, mit E ~ N. Fiir grosse N ist der Integrand somit nur auf einem
kleinen Teil des Integrationsbereichs von Null verschieden. Bei Verschiebung der Integra-
tionsvariablen von F; zu F| = E; — EFW kann der Integrationsbereich somit auf (—oo,00)
augedehnt werden, und wir kénnen das Integral explizit auswerten. Das Ergebnis ist von
der Grossenordnung V'N:

Q(E) :eS(Elcw)/kB /oo dE/ exp idz_S(El)Z :eS(Ele)/kB 1 82—5 N\/NeS(EIGW)/kB
—eo 1 |2k dE}TY kg OE? -
(3.30)

Das Integral (3.25) ist somit “nur” um einen Faktor ~+/N grosser als der Integrand
ausgewertet an seinem Maximum FE; = ESW. Logarithmieren beider Seiten ergibt

1
kgInQ(E) = S(ESY) + 51nJ\r+const. (3.31)

Der erste Term auf der rechten Seite ist gerade die Entropie (3.24) des GWZ, und ist von
der Grossenordnung N. Der zweite Term (1/2)InN ist im Vergleich dazu fiir grosse N
vollig vernachldssigbar. Damit ist die Aquivalenz von (3.24) und (3.25) nachgewiesen.

3.3.2 Irreversibilitit

Eines der zentralen Probleme der statistischen Physik ist die Begriindung von irrever-
siblem Verhalten makroskopischer Systeme aus mikroskopischen Gesetzen, die (wie die
Gesetze der klassischen Mechanik und der Quantenmechanik) zeitumkehrinvariant sind,
unter denen also alle Vorgénge gleichermassen vorwérts wie riickwérts in der Zeit ablau-
fen konnen. Obwohl die Losung dieses Problems auf der Grundlage der Boltzmann’schen
Entropiedefinition naheliegend und plausibel ist?*, wird der Ursprung des (thermodyna-
mischen) “Zeitpfeils” bis heute kontrovers diskutiert.

In der Thermodynamik gehen irreversible Vorgénge mit einer Erhohung der Entropie
einher, und die Irreversibilitdt wird mit dem zweiten Hauptsatz begriindet, der besagt,
dass die Entropie (in einem abgeschlossenen System) nicht abnehmen kann. Um zu ver-
stehen, warum das so ist, ist es niitzlich, typische Zahlenwerte zu betrachten. Bei einer

208, z.B. J.L. Lebowitz: Boltzmann’s entropy and time’s arrow. Physics Today, September 1993, S. 32.
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Erhohung der Entropie um AS erhéht sich die Zahl der dem System zur Verfiigung ste-
henden MiZ um den Faktor e®5/%8. Betrachten wir als Beispiel zwei Wassertropfen von
je einen Gramm Gewicht, die sich zundchst bei Temperaturen 77 und 75 befinden. Wer-
den die beiden Tropfen in thermischen Kontakt gebracht, so stellt sich die gemeinsame
Temperatur T = (T} +73)/2 ein und die Entropie des Gesamtsystems erhght sich um?!

()

3.32
4Ty ( )

AS= CV In (
Fiir T} = 299.9 K und T, = 300.1 K ergibt dies eine Entropieerhéhung um AS=4.2x 107
J/K, und die Zahl der MiZ erhoht sich um den Faktor

oAS/kn _ ,3x1018 _ 31.3x1016 (3.33)

Das ist eine unvorstellbar grosse Zahl. Selbst moderate Entropieerh6hungen entsprechen
bei makroskopischen Systemen einer enormen Zunahme der Anzahl der verfiigbaren MiZ.
Daraus folgt unmittelbar die Irreversibilitdt solcher Vorgidnge: Die MiZ des Anfangszu-
stands machen einen verschwindend kleinen Bruchteil der im neuen GWZ verfiigharen
MiZ aus, sodass das System praktisch keine Chance hat, jemals in den Anfangszustand
zuriickzukehren. In einem Bild von Baierlein?? ist der Anfangszustand eine QOase in der
weiten Wiiste der MiZ des Endzustands, in die das System wie ein orientierungsloser
Wanderer niemals?? zuriickfindet.

Dieses Argument ist weitgehend unabhingig von der tatsdchlichen Dynamik des Sy-
stems. Es zeigt aber auch, dass die Zunahme der Entropie (und damit der 2. Hauptsatz)
eine statistischer Effekt ist: Eine Riickkehr in den Anfangszustand ist nicht unmdglich,
aber sie ist extrem unwahrscheinlich. Die Umkehrung irreversibler Vorgidnge wird umso
wahrscheinlicher, je kleiner das System ist. Bei Systemen, die nur noch aus wenigen Mo-
lekiilen bestehen, wie sie z.B. in der Zellbiologie und in der Nanotechnologie vorkommen,
sind Abweichungen vom 2. Hauptsatz durchaus beobachtbar.

3.3.3 Dritter Hauptsatz und die Restentropie von Eis

Die Formulierung (2.22) des dritten Hauptsatzes besagt in der Boltzmann’schen Interpre-
tation, dass das System bei der tiefsten erreichbaren Energie Fy, der Grundzustandsener-
gie, einen eindeutigen (Grund-)Zustand besitzt: Q(Ey) = 1. Dies ist fiir viele Systeme der
Fall, es gibt aber durchaus Ausnahmen. In solchen Fillen gibt das Verhalten der Entropie
bei tiefen Temperaturen Einblick in die Freiheitsgrade des Systems, die auch fiir T"— 0
nicht vollstdndig einfrieren.

Als Beispiel betrachten wir hier das Problem der Restentropie von Eis?*. Man beob-
achtet, dass die Entropie von Eis bei tiefen Temperaturen einem positiven Wert

41, T 34
N 041 T =0 (3.34)

218, Aufgabe 18.

22R. Baierlein, Thermal Physics (Cambridge University Press, 1999), S. 28.

23Genauer: Die Riickkehrzeit ist so enorm gross, dass sie fiir alle praktischen Zwecke als unendlich
angenommen werden kann.

241, K. Runnels, Ice. Scientific American, Dezember 1966, S. 118.
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zustrebt; hier bezeichnet N die Zahl der HyO-Molekiile. Die Anzahl der MiZ verhélt sich
also wie Q= QY wobei 0y ~ e®* ~1.51 die Zahl der MiZ pro Molekiil darstellt.

Eine mogliche Interpretation dieses Verhaltens ergibt sich aus der Kristallstruktur
von Eis. Im Eiskristall hat jedes O-Atom vier Nachbarn, und die H-Atome sitzen auf
den Verbindungen zwischen je zwei O-Atomen. Wegen der bevorzugten Lénge der O-H-
Bindung gibt es fiir jedes H-Atom zwei energetisch praktisch gleichwertige Positionen, in
denen der Abstand zum niheren O-Atom 0.95 A und zum weiter entfernten O-Atom 1.81
A betrigt.

Wiren die beiden Positionen wirklich vollstindig gleichwertig, wiirden sich fiir die
beiden einem O-Atom zugeordneten H-Atome insgesamt 2y = 2 x 2 =4 mogliche MiZ er-
geben, was viel grosser ist, als der experimentell ermittelte Wert. Eine Einschrdnkung an
die moglichen Platzierungen der H-Atome ergibt die von Bernal und Fowler 1933 vorge-
schlagene FEisregel. Sie besagt, dass von den 4 ein O-Atom umgebenden H-Atome jeweils
zwei auf der ndheren und zwei auf der weiter entfernten Position platziert werden miissen.
Auf diese Weise erhélt jedes O-Atom eine Umgebung, die der Umgebung im H,O-Molekiil
so weit wie moglich entspricht. Von den 16 Moglichkeiten, 4 H-Atome um ein O-Atom zu
platzieren, bleiben deshalb nur 6 {ibrig, und die Zahl der MiZ reduziert sich auf

6 3
x4="2, (3.35)

T 2

in sehr guter Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wert.

Dieses Argument, das auf Linus Pauling zuriickgeht, ist nicht exakt, denn es ver-
nachléssigt, dass die Platzierung der H-Atome um ein O-Atom einen Einfluss auf die
moglichen Platzierungen um die benachbarten O-Atome hat. Eine vollstindige Losung
dieses Problems ist bis heute nicht gelungen; der exakte Wert von {2y muss aber inner-
halb der Schranken 1.5065 < §2¢ < 1.5068 liegen. Ordnet man die O-Atome statt auf dem
dreidimensionalen Wurtzit-Gitter in einem zweidimensionalen Quadratgitter an, so gilt?
Q= (4/3)%? ~1.539....

4 Kanonische und grosskanonische Verteilungen

In seiner bisher dargestellten Form ist der Formalismus der statistischen Physik anwend-
bar auf abgeschlossene Systeme, deren Energie zeitlich konstant ist. Tatséchlich hat man
es aber oft mit Systemen zu tun, die durch den Kontakt mit einem Wéarmereservoir bei
konstanter Temperatur gehalten werden. Die Energie eines solchen Systems ist nicht kon-
stant, sondern weist Schwankungen auf, die im ersten Abschnitt dieses Kapitels untersucht
werden sollen. In den nachfolgenden Abschnitten wird dann der kanonische Formalismus
zur statistischen Behandlung von Systemen bei konstanter Temperatur entwickelt. Der
letzte Abschnitt verallgemeinert die Theorie auf Systeme, die auch Teilchen mit ihrer
Umgebung austauschen.

25E.H. Lieb: Residual entropy of square ice. Physical Review 162, 162 (1967).
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4.1 Energieschwankungen

Wir betrachten zwei Systeme 1 und 2, die sich in thermischem Kontakt befinden. Die
Gesamtenergie E = E; + E, ist konstant, die Energie E; von System 1 ist aber wegen des
Energieaustauschs mit System 2 Schwankungen unterworfen; sie wird zu einer zufélligen
Grosse, die durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(E;) zu charakterisieren ist. Zur
Bestimmung von P(E}) gehen wir aus vom Grundpostulat der statistischen Physik:

Ein abgeschlossenes System im Gleichgewicht hilt sich mat gleicher Wahrscheinlich-
keit in jedem seiner zugdnglichen Mikrozustinde auf.

Da das Gesamtsystem abgeschlossen ist, ergibt sich P(FE;) einfach durch Abzihlen des
Bruchteils derjenigen MiZ, in denen System 1 die Energie F; hat:

Anzahl der MiZ des Gesamtsystems mit Energie E; in System 1

P(E,) =
(1) Anzahl aller MiZ des Gesamtsystems

_ 0 (E)Qs(E — Ey)
B Qu(B)Q(E - B

In Abschnitt 3.3.1 wurde gezeigt, dass Q1 (E1)Q(E — E) eine Gauss-Funktion mit Maxi-
mum ESW ist. Damit folgt

1 [8%S
P(E;) ~ — == E, — ESWV)?
(E1) eXplsz (8E12>E1:E1Gw( 1B

und die zweite Ableitung der Entropie nach der Energie ergibt sich gemiss G1.(2.40, 2.41,

2.42) zu

0%S 1 ( 1 1 )
T — T —h + ) (4'2)
OF? T2 C‘(}) CI(/Z)

(4.1)

wobei C‘(,l ) und C‘(f ) die Wirmekapazititen der beiden Systeme sind. Wenn das System
2 sehr viel grosser ist als System 1, sodass C‘(/? > C"(,l ) und System 2 als Warmereservoir
fiir System 1 wirkt, so gilt 825/0E2 ~ —1/(T2C\"), und die richtig normierte Verteilung
von E; ergibt sich aus (4.1) zu

P(E,) ! ex l (El_ElGW)Z] (4.3)
1) = —F/————— _ . .
orksT2C®) 2kpT2C)

Die Verteilung hingt nur von den Eigenschaften des Systems 1 und von der Temperatur T’
ab, und ist ansonsten unabhingig von den Eigenschaften des Systems 2 (des Reservoirs).
Insbesondere ist die Varianz der Energie gegeben durch

(B, — ESW)?) = ksT2C), (4.4)

In dieser Beziehung steht links ein Mass fiir die Schwankung einer extensiven Grosse
(der Energie), und die rechte Seite ist proportional zur zugehérigen thermodynamischen

26



Responsegrosse Cy. Es ist sehr interessant und wichtig, dass Schwankungsgréssen, die ei-
gentlich nur einer statistischen Theorie zuginglich sind, durch thermodynamische Grossen
ausgedriickt werden kénnen. Wie wir in Abschnitt 4.7 sehen werden, verkniipft eine dhn-
liche Beziehung die Schwankungen der Teilchenzahl mit der isothermen Kompressibilitét.
Da die Varianz einer zufilligen Griosse stets positiv ist, impliziert eine solche Beziehung
insbesondere die Positivitdt der entsprechenden Responsegrosse [im Fall von (4.4) die der
Wirmekapazitit|, wie sie die Stabilitdtsbedingungen aus Abschnitt 2.6 verlangen.

Wie gross sind die Schwankungen der Energie? Da sowohl ESW als auch C"(,l ) propor-
tional zur Teilchenzahl N; des Systems 1 sind, ergibt sich fiir die relative Schwankung
(ausgedriickt durch das Verhéltnis der Standarabweichung von E; zum Mittelwert)

(@ -BFY)?)
BEV VN

Speziell fiir das ideale Gas gilt EFW = 3NkgT und C = 3 Nikg, sodass die rechte Seite

von (4.5) gleich {/2/3N; ist. Fiir ein makroskopisches System mit N; ~10%* Teilchen
sind die relativen Schwankungen von der Grossenordnung 107 !2, und damit meist vollig
vernachlissigbar. Aus diesem Grund kénnen wir in der thermodynamischen Beschreibung
einem makroskopischen System scharfe Werte der Energie und anderer extensiver Grossen
zuordnen, obwohl das System im Austausch mit Reservoiren steht.

(4.5)

4.2 Die kanonische Verteilung

Wir betrachten wieder ein System (“System 1”) in Kontakt mit einem Wéirmereservoir
(“System 2”), stellen aber eine etwas andere Frage als im vorigen Abschnitt. Wahrend
wir dort die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(E;) der Energie F; des Systems untersucht
haben, fragen wir jetzt:

Mit welcher Wahrscheinlichkeit P™ befindet sich das System in einem bestimmten
MiZ n mit Energie E{") ¢

Da der Zustand des Systems festgelegt ist, ist die Anzahl der MiZ des Gesamtsystems, die
mit der Bedlngun “Das System befindet sich im MiZ n” vertraglich sind, einfach gleich der
Anzahl Qy(E — N2 der MiZ des Reservoirs. Unter Verwendung des Grundpostulats
aus Abschnitt 4 1 kénnen wir also schreiben

Q(E — B N,)
Q(E’Nl +N2) ‘

pn) — (4.6)

Hier wurde die Abhéngigkeit von 2 und €25 von der Teilchenzahl mit angeschrieben,
um zu betonen, dass {2 die Anzahl der MiZ des Gesamtsystems und (2, diejenige des
Reservoirs angibt. Der Nenner in (4.6) ist unabhingig von E{ Gemadss der Definition
der Boltzmann’schen Entropie ldsst sich der Zahler schreiben als

Oy (E— E™ Ny) = exp|S2(E — E™ | Ny) kg, (4.7)
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und da das System sehr viel kleiner ist als das Reservoir, und somit E@ < E, kann die

Entropie um E\™ =0 entwickelt werden:
E™

1 T Y

Su(B— ")~ 5y(B) B 52

— 5,(B) - (4.8)
denn (0S,/0E,)™! ist die Temperatur des Reservoirs, die wir einfach mit 7' bezeichnen.
Hohere Terme in der Taylor-Entwicklung kénnen wegen N; < N, vernachléssigt werden.

Damit folgt

]_ n
pn) — Ee*Ef /knT (4.9)

wobei der Faktor .
Z=) e /kaT (4.10)

dafiir sorgt, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(™ normiert ist. Die Wahrscheinlich-
keit P(™ hingt vom Zustand n nur iiber dessen Energie ab, und die Eigenschaften des
Reservoirs gehen in (4.9) und (4.10) nur iiber die Temperatur 7" ein.

Nach J.W. Gibbs bezeichnet man P™ als kanonische Verteilung, und Z als kanoni-
sche Zustandssumme. Wie Q in Gl.(3.1) ist Z eine Summe iiber die MiZ des Systems,
im Gegensatz zu Gl.(3.1) wird aber in (4.10) ﬁber alle MiZ summiert, und jeder MiZ

wird gewichtet mit dem Boltzmann-Faktor e Fi”/ksT. D1eser Faktor ist ~ 1 fiir MiZ mit

Energien El < kgT, und <1 fiir MiZ mit Energien E1 > kgT'. Die Summe (4.10) ist

also im wesentlichen beschrinkt auf MiZ mit Energien, die kleiner sind als die thermische

Energie kgT, die bei der Temperatur 7" zur Anregung des Systems zur Verfiigung steht.
Zur Entschlackung der Notation fithren wir die Abkiirzung

1

= 4.11
p=rr (.11
fiir das Inverse der thermischen Energie ein. Wir unterdriicken im folgenden auch den
Index “1”, um die Eigenschaften des Systems zu kennzeichnen, und bezeichnen die Ener-
gie des MiZ n des Systems einfach mit E,. Damit ist der Boltzmann-Faktor e #%» die

kanonische Zustandssumme

Z=Y e P, (4.12)
und die kanonische Verteilung
1
P(E,) = Ze (4.13)

Der Zusatz “kan” dient dazu, die kanonische Verteilung von anderen moglichen Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen zu unterscheiden (s. Abschnitt 4.3).

Die Zustandssumme Z ist nicht einfach nur ein Normierungsfaktor, sondern hat auch
eine zentrale thermodynamische Bedeutung. Darauf kommen wir in Abschnitt 4.4 zuriick.
Hier erldutern wir zunichst eine bequeme Methode, um Mittelwert und Varianz der ka-
nonischen Verteilung zu berechnen. Der Mittelwert von Pk(: ) ist

_ 1 —~BEn _ g, __ 10, 0
(En>—Z;Ene = Z@,Bz ZaﬁZ_ aﬂan. (4.14)
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Wir erhalten also den Mittelwert einfach durch Ableitung von InZ nach (. Die folgende
Rechnung zeigt, dass die zweite Ableitung von InZ nach @ die Varianz der kanonischen
Verteilung ergibt:

02 "“ T o8zo8 zop 22

0 mz-2102_ 157 1 (M) ZE2 B — (Ep)® = ((Bn— (En))?).

(4.15)
Durch Kombination der Beziehungen (4.15) und (4.14) erhalten wir
0 OFE 0T OF
E,—(E)))=——(E)=——=—=kgT? | — =kgT?Cy, 4.16
(B (B =~ (B) =G =T (5] —hT’Crs (410)

also gerade die Beziehung (4.4). Hier ging ein, dass die mittlere Energie (E,) (genau wie
ESW in Abschnitt 4.1) mit der thermodynamischen inneren Energie F zu identifizieren
ist.

4.3 Die Entropie der kanonischen Verteilung

Um die Briicke von der kanonischen Verteilung zur Thermodynamik zu schlagen, miissen
wir die Entropie S durch die P(™ ausdriicken. Dazu wenden wir die Boltzmann’sche Defi-
nition auf das abgeschlossene Gesamtsystem an, das aus System + Reservoir besteht. Seine
Entropie ist Sqg = kgIn{q, wobei Qg die Anzahl der MiZ des Gesamtsystems bezeichnet.
Zur Bestimmung von (g unterteilen wir das Gesamtsystem gedanklich in M identische
Teilsysteme, wobei M > 1. Dann ist jedes Teilsystem viel kleiner als das Gesamtsystem,
und fiir jedes Teilsystem wirken die iibrigen M —1 Teilsysteme als Warmereservoir. Wir
wissen, dass die Wahrscheinlichkeit Teilsystem v in einem MiZ n anzutreffen, durch die
kanonische Verteilung P(™ = (1/Z)e "~ gegeben ist, unabhingig von v. Fiir grosse M
werden wir also typlscherwelse m(™ Teilsysteme im MiZ n finden, wobei gemiss dem

Gesetz der grossen Zahl
m™ ~ M Pp™) (4.17)

gilt.

Wir suchen die Anzahl Qg der MiZ der Gesamtsystems, die vertrdglich sind mit der
Bedingung, dass sich jeweils m(™ der Teilsysteme im MiZ n befinden. Einfache kombinato-
rische Uberlegungen zeigen, dass diese Zahl durch einen Multinomialkoeffizienten gegeben
ist,

M!
T, m()!
Fiir grosse M benutzen wir zur Auswertung der Fakultiten die Stirling-Formel (3.14),
und erhalten

Qe(M,m® m® m® )= (4.18)

InQg~MInM—M— Z ®nm™) —m™ =M M- mWIn(m™),  (4.19)

da ja Y, m™ = M. Einsetzen von (4.17) liefert

InQg~MInM — MZP(” In(P™ M) = MZP(” In(P™), (4.20)
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und die Entropie des Gesamtsystems ist

Se=kglnQG=—-Mkgy P™In(P™). (4.21)

Da alle Teilsysteme identisch sind, ist das gerade M x die Entropie eines Teilsystems, die
sich damit zu
S=—kg) P™In(P™) (4.22)

ergibt. Dieser Ausdruck ist offensichtlich unabhéngig von der Form der Wahrscheinlich-
keitsverteilung P(). Er wurde 1948 von C. Shannon aus informationstheoretischen Uber-
legungen abgeleitet. In der Informationstheorie ist die Entropie einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung ein Mass fiir die mit der Verteilung vebundenen Unkenntnis oder Ignoranz.

Wir kénnen die Boltzmann’sche Entropiedefinition als Spezialfall des allgemeinen Aus-
drucks (4.22) auffassen. Das Grundpostulat aus Abschnitt 4.1 besagt ja, dass die Wahr-
scheinlichkeit, ein abgeschlossenes System in einem bestimmten MiZ n anzutreffen, un-
abhéngig von diesem MiZ ist. Deshalb gilt fiir abgeschlossene Systeme

n n 1
P( ):Prsiil)(rozﬁ’

(4.23)

da es ja insgesamt {2 MiZ gibt. Dies ist die Definition der mikrokanonischen Verteilung.
Einsetzen von (4.23) in (4.22) ergibt in der Tat

1 /1
S=—ksY oIn (§> — ksInQ, (4.24)

denn die Summe iiber n hat genau () identische Terme.

4.4 Freie Energie und thermodynamische Potentiale

Wir setzen jetzt in (4.22) die kanonische Verteilung (4.13) ein, und erhalten

E
S=—ksY PY(-BE,~InZ)= - +kalnZ, (4.25)

wobei wieder der Mittelwert (F,) mit der thermodynamischen inneren Energie E identi-
fiziert wurde. Diese Gleichung kann in die Form

—kgTInZ=E—TS=F(T,V,N) (4.26)

gebracht werden, und definiert dann die (Helmholtz’sche) freie Energie F(T,V,N).
Die freie Energie bildet die Grundlage der Thermodynamik von Systemen, die durch
Kontakt mit einem Reservoir bei konstanter Temperatur gehalten werden. Die Gleichge-
wichtszustdnde solcher Systeme minimieren die freie Energie.

Die freie Energie ist eine Funktion der extensiven Variablen V und N, und der inten-
siven Variablen T'. Das Differential von F' ergibt sich aus (4.26) und aus der Gibbs’schen
Fundamentalform (2.34) zu

dF =dE —TdS — SdT = —PdV — SdT + pdN. (4.27)
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Die partiellen Ableitungen von F' sind somit

oF oF oF
oF\ ory 9 2
@) (), G5), o

Mathematisch gesehen ist F(T,V,N) die Legendre-Transformierte der inneren Ener-
gie E(S,V,N), aufgefasst als Funktion der extensiven Zustandsgréssen S, V und N (s.
Abschnitt 2.5), beziiglich der Entropie S. Eine Legendre-Transformation ersetzt ganz all-
gemein eine unabhingige Variable einer Funktion (in diesem Fall die Entropie S) durch die
Ableitung der Funktion nach dieser Variablen (in diesem Fall die Temperatur T'= 0FE/9S),
und zwar so, dass dabei keine Information verloren geht, die Transformation also auch
wieder umgekehrt werden kann?®. Da die Ableitungen der Energie nach den extensiven
Zustandsgréssen S, V und N die intensiven Zustandsgrossen 7', —P und pu sind (s. Ab-
schnitt 2.5), ersetzt eine solche Transformation stets eine extensive Zustandsgrésse durch
die zugehorige intensive Kontrollgrésse (vgl. Abschnitt 2.1).

Die Legendre-Transformationen von E(S,V,N) erzeugen verschiedene thermodyna-
mische Potentiale. Die wichtigsten Beispiele sind

e Die freie Energie F(T,V,N)=FE —TS, in der die Entropie S durch die Tempe-
ratur T'=0F /0S ersetzt wird; sie dient zur thermodynamischen Beschreibung von
Systemen bei fester Temperatur und festem Volumen.

e Die Enthalpie H(S,P,N)=E+ PV, in der das Volumen V durch den Druck P =
—0E/0V ersetzt wird; sie dient zur Beschreibung von abgeschlossenen Systemen
bei festem Druck.

e Die freie Enthalpie G(T,P,N)=E—-TS+ PV, in der S und V durch T und P
ersetzt werden; sie dient zur Beschreibung von Systemen bei fester Temperatur und
festem Druck.

4.5 Kanonische Behandlung des klassischen idealen Gases

Wir wollen nun den kanonischen Formalismus auf das Standardbeispiel des klassischen
idealen Gases anwenden. Wie in Abschnitt 3.2 benutzen wir quantenmechanische Begriffe
nur, um die Zustdnde des Systems bequem abzédhlen zu kénnen, vernachlédssigen aber die
mit der Symmetrie der Wellenfunktion verbundenen statistischen Effekte. Diese Ndherung,
die bei hohen Temperaturen giiltig ist, wird auch semiklassisch genannt; wir kommen
darauf in Abschnitt 4.6 zuriick.

Wir betrachten zunéchst den allgemeinen Fall von N unabhéngigen, identischen Teil-
chen, denen Einteilchen-Quantenzustinde mit Energien ¢ zur Verfiigung stehen; der In-
dex k=1,2,3,... bezeichnet die Zusténde, der Index v=1,2,..., N die Teilchen. Fiir un-
terscheidbare Teilchen ist der MiZ des Systems spezifiziert, wenn fiir jedes Teilchen v der
Einteilchen-Zustand k, angegeben wird, in dem es sich befindet. Der MiZ des Systems

%6In der klassischen Mechanik fiihrt eine Legendre-Transformation von der Lagrange-Funktion £(g,q)
zur Hamilton-Funktion H(g,p) = pg— L. Dabei wird die (verallgemeinerte) Geschwindigkeit ¢ durch den
Impuls p=0L/dq ersetzt.
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kann somit durch ein N-Tupel n={ki,ks,...,kn} beschrieben werden, und die Energie
eines solchen MiZ’s ist

N
En = Z €k, - (429)
v=1

Die kanonische Zustandssumme des Systems lésst sich dann wie folgt auswerten:

Z= Ze FBn =350 expl—B(ex, +ex, + .+ekN)]=(Ze_ﬂ5’°> =z, (4.30)

k1 k2 kn

wobei
Z]. = Ze_ﬂfk (4.31)
k

die Einteilchen-Zustandssumme bezeichnet. Wie in (3.13) wird die Ununterscheidbarkeit
der Teilchen (zumindest niherungsweise?’) beriicksichtigt, indem die Zustandssumme fiir
unterscheidbare Teilchen durch N! dividiert wird. Damit erhalten wir das zentrale Ergeb-
nis N
Z
fiir unabhéngige Teilchen. Im Gegensatz zu der relativ aufwindigen Rechnung in Ab-
schnitt 3.2 geniigt es im kanonischen Fall, die Einteilchen-Zustandssumme Z; zu berech-
nen.
Wie in Abschnitt 3.2 betrachten wir quantenmechanische Teilchen der Masse m,

die in einem Kubus der Kantenlinge L eingesperrt sind. Die Einteilchen-Energien sind

= (#*/2m)|k|2, wobei die erlaubten Wellenvektoren von der Form k = (7/L)(ng,ny,n,;)
mit positiven, ganzzahligen Komponenten n, , , sind. Damit ist die Einteilchen-Zustands-
summe

Zzzexpl h2L2( +n +n] (Zexpl hz; 2D3. (4.33)

nz=1ny=1n,=1

Im klassischen Grenzfall, also bei hinreichend hohen Temperaturen und/oder grossen L,
kann die unendliche Reihe durch ein Integral ersetzt werden, das sich leicht auswerten
l&sst:

s i o0 w'r L
_ ~ . dn = —. 4.34
nz::lexp[ B omz" ] /0 expl B ompa™ | Ath (434
Hier bezeichnet 1/2
onh®
Aoy — 4.35
th (kaT> ( )

die thermische de Broglie- Wellenlinge. Die kinetische Energie eines Teilchens mit Impuls
p=h/\ ist p?/2m=h?/(2mA2%) =7kgT, also von der Gréssenordnung der thermischen

?"Eine ausfiihrliche Diskussion der N&herung (4.32) findet sich bei R. Baierlein, Thermal Physics (Cam-
bridge University Press, 1999), S. 103, sowie in American Journal of Physics 65, 314 (1997).

32



Energie kgT. Aus (4.33) und (4.34) folgt Z; =V/A%,, und die freie Energie des idealen
Gases ergibt sich unter Verwendung von (4.32) und (3.14) zu

F~—kgT1 Z{VNkTNl 4 NInN+N|=—kgTN |l 4 1
N—Bnmw—B n)\—%l—n—l———B nﬁfh—i—.
(1.36)
Ableitung dieses Ausdrucks nach T ergibt gemiss (4.28)

Dies ist die Sackur- Tetrode-Gleichung fiir die Entropie eines idealen Gases, die zuerst 1911
hergeleitet wurde.

Ersetzt man in (4.37) die Temperatur T mittels der kalorischen Zustandsgleichung
E =(3/2)NkgT durch die Energie F, so erhilt man den Ausdruck (3.17) fiir die Entropie
eines idealen Gases bei konstanter Energie. Die beiden Herangehensweisen — die mikro-
kanonische Methode von Abschnitt 3.2 und die hier durchgefiihrte kanonische Rechnung
— fiihren also auf das gleiche Ergebnis fiir die thermodynamische Entropie. Dies gilt ent-
sprechend auch fiir alle anderen thermodynamischen Gréssen, und ist letztlich auf die
in Abschnitt 4.1 diskutierte Vernachladssigbarkeit der Schwankungen in makroskopischen
Systemen zuriickzufiihren.

4.6 Der klassische Gleichverteilungssatz

Der Ausdruck (4.33) fiir die Einteilchen-Zustandssumme lisst sich wie folgt als Intergral
tiber klassische Freiheitsgrade schreiben: Wir ersetzen zunichst in (4.33) die Summen
durch Integrale,

2

00 00 00 h27r 9 9 9
Zy —/0 dnw/O dny/o dn, exp [_ﬁ2mL2 (ny+n,+n3)|, (4.38)

substituieren n,, , durch die Impulskomponenten p, , , = hkyy . = (An/L)ng,, ., deren In-
tegrationsbereich dann auf (—oo,00) erweitert werden kann,

L 3 o0 [e¢] o0 1 ) ) )
H= (ﬁ) /_wdpw /_ _dpy /_ _dpz exp [—ﬂ%(pz-l-py-i-pz)], (4.39)

und schreiben schliesslich den Faktor L® als Integral iiber die Ortskoordinaten z,y,z des
Teilchens,

7 1 \3 Ld Ld Ld ood ood ood 1 5 id
o= (gup) [t v [ de [ dve [ ap [ dpeexo|-pgipP|. (ad0)

Damit wird Z; zu einem Integral des Boltzmann-Faktors exp[— 3 Eyy,| tiber die klassischen
Orte und Impulse (den klassischen Phasenraum), multipliziert mit dem Faktor (27h) 3.
Dieser Faktor dient einerseits dazu, die Zustandssumme dimensionslos zu machen, an-
dererseits definiert er auch eine kleinste Zellengrosse im klassischen Phasenraum: Wegen
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der Unschérferelation gibt es ungefihr einen Zustand pro Phasenraumzelle der Grosse
AxAp, =~ h.

Der Ausdruck (4.40) ldsst sich leicht verallgemeinern auf ein beliebiges klassisches
N-Teilchen-System, dessen mechanische Eigenschaften durch eine Energiefunktion

8(F1a"'aFN’ﬁ1a' Y Y Z‘Qp;n ’FN) (441)
i

der klassischen Orts- und Impulskoordinaten charakterisiert werden. Fiir ein solches Sy-
stem ist die semiklassische kanonische Zustandssumme definiert durch

13 N
ZSk: <%> /d?’NF/dgNﬁefﬂg(rl;"';TNapl;'";p"). (4.42)

Die Bezeichnung “semiklassisch” bezieht sich auf die Tatsache, dass (4.42) neben den
klassischen Freiheitsgraden auch ein quantenmechanisches Element, ndmlich den Faktor
(2mh)~3 enthélt. Fiir ununterscheidbare Teilchen wire ausserdem ein Faktor 1/N! hinzu-
zufiigen. Da es uns fiir die folgenden Uberlegungen nur auf die Temperaturabhiingigkeit
der Zustandssumme ankommt, werden wir unterscheidbare Teilchen annehmen?® und auf
diesen Faktor verzichten (dies wird auch durch den Index ¢ bei den Teilchenmassen in
(4.41) angedeutet; Teilchen mit unterschiedlichen Massen sind natiirlich unterscheidbar).
Als Modellsystem betrachten wir die Energiefunktion

N —»

g(Fla""FNaﬁl,' oYY Z

(4.43)

2|7"z z ‘

mit 0 < M < N. Sie beschreibt N Teilchen, von denen M harmonisch an ihre Ruhelagen
4 ) gebunden sind; die restlichen N — M Teilchen sind frei, und in einem Kubus der Kan-
tenlange L eingesperrt. Dieses (zugegebenermassen etwas kunsthche) Modell interpoliert
zwischen den Grenzféllen M =0 eines freien, idealen Gases, und M = N eines harmoni-
schen Kristalls. Wir lassen zu, dass die Teilchen unterschiedliche Massen und auch unter-
schiedliche Schwingungsfrequenzen haben. Die Auswertung der Zustandssumme verlduft

wie folgt:
32 —ﬂmiW?‘Fi—_§0)‘2/2 / / /
Dk = (27rh) (| | /d ) ( de; | dy; | dz;

(H / d*p; e P/ 2"%)) = (27h) 31 x I x I5. (4.44)

Wir betrachten hier, wie schon bemerkt, nur die Temperaturabhéngigkeit der Zustands-
summe. Der Faktor I, ist offensichtlich I, = L3®V=*) ynd unabhingig von T'. Die Faktoren

i=M+1

280b auch bei unterscheidbaren klassischen Teilchen ein Faktor 1/N! vor die semiklassische Zustands-
summe zu schreiben ist, wird bis heute in der Literatur kontrovers diskutiert; s. R.H. Swendsen, Statistical
Mechanics of Classical Systems with Distinguishable Particles, Journal of Statistical Physics 107, 1143
(2002); J.F. Nagle, Regarding the Entropy of Distinguishable Particles, Journal of Statistical Physics 117,
1047 (2004).
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I; und I5 sind Produkte von eindimensionalen Gauss’schen Integralen, von denen jedes
von der Form

/ dz e~ %" ~ 37112 (4.45)
und somit proportional zu T%/2 ist. Damit folgt I; ~ T3/2) I3 ~ T3N/2 ynd insgesamt
Fge ~ TENH3M)/2 _ pw/2 (4.46)

wobei v=3N +3M die Anzahl der mikroskopischen, klassischen Freiheitsgrade ist, die

quadratisch in die Energie eingehen. Die innere Energie des Systems folgt dann geméss
0 ov

E=——InZy=—-—

98 ™" B2

Damit haben wir den klassischen Gleichverteilungssatz bewiesen?

Inf= ngT. (4.47)
9:

Jeder klassische Freiheitsgrad, der quadratisch in die mechanische Energie eingeht,
trigt kgT /2 zur inneren Energie des Systems bei.

Fiir das ideale Gas mit ¥ =3N quadratischen Impulsfreiheitsgraden ergibt sich das be-
kannte Ergebnis F =(3/2)NkgT und die Warmekapazitit Cy = 0FE /0T = (3/2)Nkg; fiir
den harmonischen Kristall mit v =6V erhéilt man stattdessen die Dulong-Petit’sche Regel
Cy = 3Nkg. Fiir molekulare Gase gehen die Rotations- und Vibrationsfreiheitsgrade der
Molekiile quadratisch in die Energie ein, und tragen entsprechend (zumindest bei hohen
Temperaturen) zur Wirmekapazitit bei.

4.7 Die grosskanonische Verteilung

In diesem Abschnitt soll der Formalismus zur Beschreibung von Systemen mit variabler
Teilchenzahl entwickelt werden. Er wird sich insbesondere bei der Behandlung der idealen
Quantengase in Kapitel 5 als niitzlich erweisen.

Ahnlich wie in Abschnitt 4.2 betrachten wir ein System (“System 1”) in Kontakt mit
einem Reservoir (“System 2”), mit dem das System Energie und Teilchen austauschen
kann. Die Gesamtenergie £ = F; + E> und die Gesamtteilchenzahl N = N; 4+ N, sind er-
halten. Wir stellen wieder die Frage:

Mit welcher Wahrscheinlichkeit P befindet sich das System in einem bestimmten
MiZ n mit Energie Eyl) und Teilchenzahl Nl(")?

Wie in 4.2 ist auch hier P proportional zur Anzahl der MiZ des Reservoirs,
P™ Q) (E—E™ N— N™)=explkg'Sy(E — B, N — N™)]. (4.48)

Da E™ < E und N < N, kann die Entropie in erster Ordnung entwickelt werden,

s S E™  uN™

Sy(E—EM N —N™)x Sy(E,N)— B 22 - NI 22 = §(E,N) - =L+ =1
2(B—Ei U R S(BN) - B e~ N g, =SB N) - =
(4.49)

29Fin alternativer, und vielleicht etwas einfacherer Beweis findet sich bei R. Baierlein, Thermal Physics,
S. 314.
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wobei T und p die Temperatur und das chemische Potential des Reservoirs (und damit
auch des Systems) bezeichnen [s. (2.31) und (2.32)]. Wir kombinieren (4.48) und (4.49)
und erhalten die grosskanonische Verteilung

P = %e—awi")—uzvf")) (4.50)

mit der grosskanonischen Zustandssumme

Y=Y BE M) (4.51)

Die Verbindung zur Thermodynamik wird wieder iiber den allgemeinen Ausdruck (4.22)
fiir die Entropie hergestellt,

S=—ks Y. PP (PY) = —ks Y P (—BEM + fuN —InY) = =~ — B 4 kgl

T T
(4.52)

und analog zur freien Energie in Abschnitt 4.4 definieren wir als neue Zustandsgrdsse das
grosskanonische Potential

J(T,V,p) = —kgTInY = E—TS — uN. (4.53)

Das grosskanonische Potential ist die Legendre-Transformierte von E(S,V,N) beziiglich
S und N.

Analog zum kanonischen Fall lassen sich Mittelwert und Varianz der Teilchenzahl
durch Ableitungen von InY nach yu darstellen. Es gilt3°

1 110 10
N)==SN N,ePEbln) = — - "y —_ " InY 4.54
(W)= 2 e YBou Bou" (454
und )
0? 1 (oY 10’y ., 9
a—;ﬂlny__ﬁ <a> +?3—,u2_ﬂ ((Nz) = (Nn)?). (4.55)
Damit folgt fiir die Varianz der Teilchenzahl
(N2 — (N = (k T)Za—zlnY—k T3<N) (4.56)
n n - B 6[1,2 — VB 8/1 n/- .

Mit Hilfe von thermodynamischen Relationen lédsst sich zeigen, dass die Ableitung der
Teilchenzahl nach dem chemischen Potential proportional zur isothermen Kompressibilitit

KT iSt,
ON N2
el = k. 4.
( op ) v,T 14 ~ (57)

30Tm folgenden bezeichnen wir Energie und Teilchenzahl des Systems im MiZ n wieder einfach mit FE,,
und N,,.
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Aus (4.56) und (4.57) folgt, dass die Varianz (AN)? der Teilchenzahl eines Systems mit
seiner Kompressibilitédt iiber die Beziehung

N2

(AN)*>= ~ kBT (4.58)
verkniipft ist, die die gleiche Struktur hat wie die Beziehung (4.4, 4.16) fiir die Energie-
schwankungen: Links steht ein Mass fiir die Schwankung einer extensiven Zustandsgrosse,
rechts die entsprechende Responsegrosse. Da die Varianz gemiss (4.58) proportional zur
Teilchenzahl ist, sind die relativen Schwankungen der Teilchenzahl von der Gréssenord-
nung AN/N ~1/+/N; und wie in Abschnitt 4.1 kénnen wir auch hier von der Beziehung
(4.58) auf die (aus Stabilititsgriinden erforderliche) Positivitdt von xr schliessen.

Wir bemerken noch, dass sich der Ausdruck (4.53) fiir das grosskanonische Potential
mit Hilfe der Homogenitétsrelation (2.47) fiir die Entropie vereinfachen lisst. Wir leiten
beide Seiten von (2.47) nach dem Skalenfaktor A ab und setzen A =1:
C%\S()\E,AV,)\N)\AqZES—E—FVZ—‘S/—FNS—;:S(E,V,N), (4.59)
Einsetzen der Ausdriicke fiir die partiellen Ableitungen von S fiihrt auf die Euler-
Relation

E=TS5—-PV +uN, (4.60)

und somit gilt J=—PV.

5 Ideale Quantengase

In diesem Kapitel werden wir erstmals iiber die Beschrinkung auf das klassische ideale
Gas hinausgehen. Abweichungen vom Verhalten des klassischen idealen Gases konnen zwei
Ursachen haben:

e Wechselwirkungen zwischen den Atomen/Molekiilen. Interatomare/inter-
molekulare Krifte sind i.a. abstossend bei kleinen Abstidnden und anziehend bei
grossen Abstinden. Das Wechselwirkungspotential V(r) zwischen zwei Teilchen im
Abstand |7} — 7| = r besitzt deshalb ein Minimum bei einem Abstand 7o, der den be-
vorzugten Teilchenabstand darstellt. Bei tiefen Temperaturen bzw. hohen Driicken
fiihrt ein solches Potential zur Ausbildung von kondensierten (= fliissigen oder fe-
sten) Phasen, bei denen der Teilchenabstand in der N&he von ¢ liegt.

e Quanteneffekte. Um zu sehen, wann diese wichtig werden, schreiben wir die Sackur-
Tetrode-Gleichung (4.37) fiir die Entropie des idealen Gases in der Form

S(T,V,N)=kgN|In(v/\)+5/2], (5.1)

wobei v =V/N das Volumen pro Teilchen bezeichnet; der mittlere Teilchenabstand
ist dann v'/3. Man erkennt an Hand von (5.1), dass die Entropie fiir v <e™%2)\},
negativ wird. Das ist physikalisch unsinnig, denn gemiss der Boltzmann’schen Defi-
nition ist S proportional zum Logarithmus der Zahl €2 der dem System zur Verfiigung
stehen MiZ, und diese Zahl kann nicht kleiner als 1 werden.
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Wir schliessen daraus, dass die Annahmen, die uns zu dem Ausdruck (5.1) gefiihrt
haben, ungiiltig werden, wenn der mittlere Teilchenabstand vergleichbar wird mit
der thermischen de Broglie-Wellenlénge \,; wegen A, ~ T~ /2 [s. (4.35)] ist diese
Bedingung bei tiefen Temperaturen und hohen Dichten erfiillt. In diesem Bereich
werden Quanteneffekte (d.h. statistische Abstossung bei Fermionen, und statistische
Anziehung bei Bosonen) wichtig.

In realen Systemen iiberlagern sich i.a. Wechselwirkungs- und Quanteneffekte, in der
theoretischen Behandlung lassen sie sich aber klar trennen. In diesem Kapitel betrachten
wir ideale Quantengase, d.h. wir beriicksichtigen die Quanteneffekte in vollem Umfang,
nehmen aber weiterhin an, dass die Teilchen im Gas nicht wechselwirken.

5.1 Besetzungszahlen

Wir betrachten unabhéngige (= nicht-wechselwirkende) quantenmechanische Teilchen, de-
nen Einteilchen-Quantenzustinde k£ =1,2,... mit Energien ¢, zur Verfiigung stehen. Wegen
der Ununterscheidbarkeit der Teilchen ist der MiZ des Gesamtsystems vollstindig festge-
legt durch die Angabe der Besetzungszahlen

ng = Anzahl der Teilchen im Zustand k.

Der MiZ (den wir in diesem Abschnitt mit ¢ bezeichnen) lisst sich also darstellen als
(endlicher oder unendlicher) Vektor von Besetzungszahlen,

¥ ={ni,nz, ...} (5.2)
und die Energie F; und Teilchenzahl N, des MiZ sind gegeben durch
E¢:an€k, N«,/,:an (53)
k k

Fermionen und Bosonen unterscheiden sich durch die méglichen Werte der ng:

e Fiir Fermionen sind wegen dem Pauli-Prinzip die einzigen erlaubten Werte nj =0
und 1.

e Fiir Bosonen kann ny beliebige nichtnegative Werte annehmen, bis zur Gesamteil-
chenzahl des Systems.

Die kanonische Behandlung eines Systems mit fester Teilchenzahl N wird erheblich er-
schwert durch die Nebenbedingung Ny = N, die bei der Summation iiber alle MiZ bertick-
sichtigt werden muss. Es ist deshalb sehr vorteilhaft, den grosskanonischen Formalismus
zu benutzen. Die grosskanonische Zustandssumme lésst sich leicht berechnen:

Y=Y PEsmiNe) = NN exp[— ﬁznkﬁk— an =
(J

niy n2

:ZZ...(He (e ) H(Ze e ~)51;[Yk, (5.4)

ni1 mn2
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wobei Y) die grosskanonische Zustandssumme zum Einteilchen-Zustand k bezeichnet.
Ahnlich zum kanonischen Fall [s. G1.(4.30)] ldsst sich auch die grosskanonische Zustands-
summe in Faktoren zerlegen (sie faktorisiert), allerdings mit dem Unterschied, dass sich
die Faktoren hier nicht auf die einzelnen Teilchen, sondern auf die Einteilchen-Zustinde
beziehen. Das grosskanonische Potential l&sst sich entsprechend als Summe schreiben,

J=—kgTInY = —kgTY InY = Jj, (5.5)
k k

mit Jy = —kgT InY;. Das (bislang unbestimmte) chemische Potential wird am Ende der
Rechnung iiber die (mittlere) Gesamtteilchenzahl festgelegt, die sich gemiss (4.54) durch
Ableitung von J ergibt,

N= —g—i =), (5.6)
wobei 5
(i) = —a—qu (5.7)

die mittlere Besetzungszahl im Zustand k ist. Wir berechnen im folgenden (ny) fiir Fer-
mionen und Bosonen.

e Fermionen: Die mdoglichen Besetzungszahlen sind 7, =0 und 1. Es folgt

Vi=1+e P& 1 J=—kgTIn(1+e PlrH), (5.8)
und somit
T a —ﬂ(ek —M) e_ﬂ(ek _l‘) 1
<nk> —kB @11’1(14—6 ) = 1+e—ﬂ(5k—y) = eﬂ(fk—u)_i_]_- (59)

Dies ist die Fermi-Dirac-Verteilung. Sie besagt, dass Zustinde mit Energien ¢; <
w stets besetzt sind ({(ng) ~ 1), Zustinde mit € > p stets unbesetzt ((ng) ~0). Fiir
€r = ist (ng) =1/2.

e Bosonen: Die mdglichen Besetzungszahlen sind n;=0,1,2,..... Zur Berechnnung
von Y; muss in diesem Fall eine geometrische Reihe summiert werden,

1

Vo= e = oy Je=heTIn(1—ePl40), (5.10)
n=0
und damit
0 —B(er—n) e Pl 1
(ng)=—kgT—In(1—e )= T o B~ e 1" (5.11)

ou

Dies ist die Bose-Einstein-Verteilung. Damit die Besetzungszahlen positiv sind,
muss p < ¢ fiir alle Einteilchen-Zustinde k erfiillt sein. Bezeichnen wir die Fin-
teilchen-Grundzustandsenergie mit €, so folgt als Konsistenzbedingung fiir Bosonen

u< eoEmkin{ek}. (512)

Wir werden in Abschnitt 5.3 sehen, dass im Grenzfall y — ¢y das Phinomen der
Bose-Finstein- Kondensation eintritt, bei dem ein endlicher Bruchteil aller Teilchen
im Grundzustand kondensiert.
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Die Verteilungen (5.9) und (5.11) lassen sich zusammenfassen in der Form

1
Bl mEl mit + fiir Fermionen und — fiir Bosonen. (5.13)
ePlee—

(ng) =

Wir erinnern uns, dass sich Fermionen und Bosonen auch in der urspriinglichen quan-
tenmechanischen Definition “nur” um ein Vorzeichen unterscheiden: Die fermionische
Vielteilchen-Wellenfunktion ist antisymmetrisch, die bosonische Wellenfunktion ist sym-
metrisch unter der Vertauschung zweier Teilchen. Wie wir in den folgenden Abschnitten
sehen werden, fiihrt der unscheinbare Unterschied im Vorzeichen in (5.13) aber zu grund-
legend verschiedenen physikalischen Eigenschaften der entsprechenden idealen Gase.

5.2 Das ideale Fermi-Gas
5.2.1 Grundzustand (7'=0)

Bei T =0 (8 =00) entartet die Fermi-Dirac-Verteilung (5.9) zu einer Stufenfunktion,

. 1 eg<p
<nk>—{0 e > L. (514)

Das ist leicht einzusehen: Um eine moglichst niedrige Gesamtenergie zu erreichen, werden
die Einteilchen-Zustinde mit zunehmender Energie nacheinander aufgefiillt, beginnend
mit dem Einteilchen-Grundzustand mit Energie ¢;. Wegen des Pauli-Prinzips passt in
jeden Zustand nur ein Teilchen; um alle N Teilchen unterzubringen, miissen alle Zusténde
bis zu einer Maximalenergie besetzt werden, die auch als Fermi-Energie er bezeichnet
wird:

u(T =0)=¢p fiir Fermionen. (5.15)

Die Fermi-Kante bel €, = ¢p trennt die besetzten von den unbesetzten Zusténden.

Um die Fermi-Energie zu berechnen, spezifizieren wir die Einteilchen-Zustdnde wieder
als Zustédnde eines freien quantenmechanischen Teilchens der Masse m, eingesperrt in
einem Kubus der Kantenldnge L (wie in den Abschnitten 3.2 und 4.5). Die Einteilchen-
Energien sind e = (h2/2m)|k|? mit den erlaubten Wellenvektoren k= (m/L)(ng,ny,n;)
mit positiven ganzzahligen n,, .. Die Zustdnde mit ¢; < e bilden einen Quadranten einer
dreidimensionalen Kugel (der Fermi-Kugel) im Raum der Vektoren 7 = (ng,n,,n,) mit

dem Radius
[2mL2ep
Nmax = h27i'2 ’ (516)

ganz analog zur 3N-dimensionalen Impulskugel in Abschnitt 3.2 [s. G1.(3.8)]. Der Wert
VON Nmay ergibt sich aus der Forderung, dass die Zahl der Zustédnde im Quadranten der
Impulskugel gleich der Teilchenzahl N sein muss,

1 4 25+1 /2 2/3
N=(2s—i—1)><§><—7rn3 sk (%)

3 Mmax = o3 (5.17)

Hier ist 2s+ 1 die Zahl der Spinzusténde pro Impulszustand fiir ein Teilchen mit Spin s, der
Faktor 1/8 beriicksichtigt die Einschrinkung auf den Quadranten n, , >0, und V = L%
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Im folgenden nehmen wir Teilchen mit Spin 1/2 an (z.B. Elektronen oder Protonen),
sodass 2s+1=2. Die Auflésung von (5.17) nach ep fithrt dann auf

eF:h_2 3m°N 2/3:h_2 3 m:é (5.18)
2m\ V 2m \ v 2m’ )

wobei wieder das Volumen pro Teilchen v = V/N benutzt wurde. Die Form des Ausdrucks
fiir e sollte aus der Quantenmechanik vertraut sein: Da v/% den mittleren Abstand zwi-
schen den Teilchen darstellt, ist ey ~ (7% /2m)v~2/3 proportional zur quantenmechanischen
FEinschlussenergie, die nétig ist, um ein Teilchen in einem Volumen der linearen Abmes-
sung v'/3 einzusperren; allerdings wird hier die Bewegungsfreiheit des Teilchens nicht
durch dussere Winde, sondern (aufgrund des Pauli-Prinzips) durch die anderen Teilchen
eingeschrénkt.
Die letzte Beziehung in (5.18) definiert den Fermi-Impuls pr. Entsprechend lisst sich
die Fermi-Geschwindigkeit
vp =pr/m (5.19)

und die Fermi-Temperatur
Tr=cer/ks (5.20)

definieren. Den Ausdriicken (5.18) und (5.20) entnimmt man, dass die thermische de
Broglie-Wellenliinge bei T =Ty den Wert Ay, & 1.15v'/3 annimmt, sie ist also etwa gleich
dem mittleren Teilchenabstand. In Einklang mit den Voriiberlegungen zu Beginn dieses
Kapitels sehen wir, dass Quanteneffekte das Verhalten bei Temperaturen T' << Tr domi-
nieren; in diesem Bereich nennt man das Fermi-Gas entartet.

Um die thermodynamischen Zustandsgleichungen des Fermi-Gases bei T'=0 ableiten
zu konnen, brauchen wir zunichst einen Ausdruck fiir die innere Energie E. Da die Energie
pro Teilchen maximal gleich der Fermi-Energie ist, erwarten wir eine Beziehung von der
Form

E =qepN, (5.21)

wobei a eine Konstante zwischen 0 und 1 ist. Der Wert von « folgt aus der Mittelung
von ¢; liber die Impulskugel, er ldsst sich aber auch durch die folgende thermodynami-
sche Uberlegung festlegen: Da ey ~ N?/3, ist (5.21) von der Form E =CN5%/3 mit einer
Konstanten C, die unabhéngig von der Teilchenzahl ist. Aus der thermodynamischen
Definition des chemischen Potentials [s. Gl. (2.34)] folgt dann®!

_(OE 0 53 9F 5
u—(aN)&V—aNCN =3 N = 3%¢F (5.22)

Da wir andererseits wissen, dass das chemische Potential bei T'=0 gleich ¢r sein muss

[G1.(5.15)], folgt &=3/5 und also

3
E=epN. (5.23)

3lHier wie auch bei der Beziehung (5.24) benutzen wir, dass bei T=0 zugleich §=0 gilt; da der
Grundzustand des Fermi-Gases eindeutig ist, erfiillt es den dritten Hauptsatz der Thermodynamik.
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Die Volumenabhingigkeit von F ergibt sich aus der von ez, E ~ V~%/3. Damit folgt fiir
den Druck des idealen Fermi-Gases

OFE 2E 2N
P=— =" ="""¢,. 5.24
(a )S,N 3V 5V€F ( )

Wegen der statistischen Abstossung zwischen Fermionen herrscht auch bei T'=0 ein end-
licher Druck. Wir bemerken noch, dass die Beziehung

2F
P=_—— 5.25
3V (5.25)
zwischen Druck und Energiedichte E/V auch fiir das klassische ideale Gas gilt (wie man
leicht nachpriift); sie ist tatséchlich fiir jedes nichtrelativistische ideale Gas aus massiven
Teilchen richtig.
Wir geben zwei Beispiele fiir stark entartete Fermi-Gase an:

e Leitungselektronen in Metallen. Obwohl Elektronen iiber die Coulomb-Kraft
stark miteinander wechselwirken, ist diese Wechselwirkung durch die positiv gelade-
nen Ionen im Festkorper weitgehend abgeschirmt, weshalb viele Eigenschaften der
Leitungselektronen durch das Modell des idealen Fermi-Gases recht gut beschrie-
ben werden kénnen. In den meisten Metallen trégt jedes Atom ein Leitungselektron
bei, sodass der mittlere Abstand zwischen den Elektronen gleich dem atomaren
Gitterabstand ist. Fiir Natrium z.B. ergibt sich aus v'/3 ~3.4A gemiss (5.18) und
(5.20) die Vorhersage einer Fermi-Temperatur von T = 36000 K und einer Fermi-
Geschwindigkeit von vp &~ 1.1 x 10% m/s; dies stimmt recht gut mit der experimentell
gemessenen Fermi-Temperatur von 29000 K {iberein. Der hohe Wert der Fermi-
Temperatur bedeutet, dass das Gas der Leitungselektronen etwa bei Zimmertem-
peratur (7' =300 K) entartet ist (T’ < TF), und sich im wesentlichen wie bei T'=0
verhilt. Da die Fermi-Geschwindigkeit noch weit unterhalb der Lichtgeschwindigkeit
liegt, ist die Behandlung der Elektronen als nichtrelativistische Teilchen gerechtfer-
tigt.

e Weisse Zwerge sind Sterne mit Massen zwischen etwa 20 % und 140 % der Sonnen-
masse und Radien, die dem Erdradius vergleichbar sind. Bei derart hohen Dichten
ist die Materie vollstindig ionisiert, und die Elektronen bilden ein Fermi-Gas mit
einer Fermi-Temperatur von etwa T~ 10° K. Da dies die physikalische Tempera-
tur T~ 10" K des Sterns um zwei Gréssenordnungen iibersteigt, ist das Fermi-Gas
entartet. Aus dem Gleichgewicht zwischen dem Fermi-Druck (5.24) der Elektronen
und der Gravitationskraft 1dsst sich der Sternradius R bestimmen, der iiberraschen-
derweise mit der Masse M des Sterns gemiss R~ M~'/3 abnimmt32. Mit zuneh-
mender Sternmasse nimmt die Dichte des Elektronengases, und damit die Fermi-
Geschwindigkeit, weiter zu, bis das Fermi-Gas relativistisch wird und die in diesem
Abschnitt hergeleiteten Ausdriicke nicht mehr giiltig sind. Es stellt sich heraus, dass
das relativistische Fermi-Gas den Stern gegen den Gravitationsdruck nicht stabilisie-
ren kann. Jenseits der Chandrasekhar-Grenze von etwa 1.4 Sonnenmassen kollabiert

32Die Rechnung findet sich bei R. Baierlein, Thermal Physics, S. 194.
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der Stern zu einem Neutronenstern (der als entartetes Neutronen-Gas beschrieben
werden kann) oder zu einem schwarzen Loch.

Zusammenfassend stellen wir fest, dass das Pauli-Prinzip Fermionen bei tiefen Tempe-
raturen zu einem Verhalten zwingt, das sich drastisch von der klassischen Vorstellung
eines Systems am absoluten Nullpunkt unterscheidet: Abhéngig von der Dichte des Gases
konnen die Teilchen hohe Geschwindigkeiten erreichen, und iiben einen erheblichen Druck
aus, in etwa einem klassischen Gas bei T'~ TF vergleichbar.

5.2.2 Endliche Temperaturen (0<T < TF)

Bei T'> 0 wird die Fermi-Kante (5.14) etwas “aufgeschmolzen”, d.h. einige Teilchen werden
von besetzten Zustdnden unterhalb er in unbesetzte Zustdnde oberhalb von er angeregt.
Die Anregungsenergie Ae ist von der Grossenordnung der thermischen Energie kgT'. Die
entsprechende Erhéhung der inneren Energie E lidsst sich leicht abschétzen: Ein Bruchteil
Ae€/er der N Teilchen wird um Ae angeregt, somit ist

(ksT)?

(3

Ae

N

E(T)—E(T=0)~ ( ) NAe~ , (5.26)

€F
mit E(T =0)=(3/5)Nep. Entscheidend an (5.26) ist die quadratische Temperaturab-
héngigkeit. Da nur die thermisch angeregten Teilchen zur Wirmekapazitit des Systems

beitragen, folgt daraus

Cy = (a—E) = kN (T/Tr) (5.27)

or
d.h. die Warmekapazitiat verschwindet linear in der Temperatur. Die genaue Rechnung
liefert auch den numerischen Vorfaktor in der Beziehung (5.27),

2
Cy = %kBN(T/TF) fir T< Tp. (5.28)

Diese Gleichung ermoglicht die experimentelle Bestimmung der Fermi-Temperatur des
Elektronengases in einem Metall, indem das Verhéltnis Cy /T gegen T aufgetragen wird.
Fiir T — 0 verschwindet der Beitrag der Gitterschwingungen®?, und es bleibt als Achsen-
abschnitt die Grosse (72/2)kgN/Tr. Bei T ~ Ty ist Cy gemiss (5.28) von der Grssenord-
nung Nkg, vergleichbar mit der Wirmekapazitit (3/2) Nkg des klassischen idealen Gases,
die bei hohen Temperaturen (7' >> TF) erreicht wird.

5.3 Das ideale Bose-Gas
5.3.1 Bose-Einstein-Kodensation

Wir beginnen wieder mit der Analyse der Grundzustands (7'=0). Bei Bosonen ist es
klar, dass sich bei T'=0 alle N Teilchen im Einteilchen-Grundzustand befinden. Fiir freie

33Der Beitrag der Gitterschwingungen zur Wirmekapazitit ist proportional zu T3, s. 5.4.
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Teilchen im Kubus der Kantenlédnge L ist der Wellenvektor des Einteilchen-Grundzustands
ko= (m/L)(1,1,1) und die entsprechende Grundzustandsenergie ist
3n’?
€ = GEO = W (529)
Der Wert des chemischen Potential bei 7'=0 wird festgelegt durch die Forderung, dass
die Besetzungszahl ny des Grundzustands fiir # — oo gleich der Gesamtteilchenzahl N

werden muss,

1

Daraus folgt p=¢€y—kpgTIn(1+1/N)= ey —kgT /N fiir grosse N, und somit pu— € fiir
T — 0. Fiir makroskopische Systeme (grosse L) ist € sehr klein, und wir schliessen

u(T'=0)=0 fiir Bosonen. (5.31)

Betrachten wir nun andererseits das Verhalten des chemischen Potentials bei hohen
Temperaturen. Dort verhélt sich das Bose-Gas wie ein klassisches ideales Gas. Der Aus-
druck (4.36) fiir die freie Energie liefert dann

OF

n=gn = —kgTIn(v/)Y). (5.32)
Das chemische Potential ist im klassischen Bereich (v>>\},) negativ, und nimmt mit
zunehmender Temperatur weiter ab. Damit stellt sich die folgende Frage:

Verschwindet das chemische Potential des idealen Bose-Gases in einem ganzen Tem-
peraturintervall 0 <T <Tpg, oder nur exakt bei T =07

Fiir T > 0 ist das chemische Potential aus der Gleichung

no+ », (ng)=N (5.33)

E:5E>60

zu bestimmen. Da wir wissen, dass bei T'=0 ng = N gilt, haben wir vorsorglich die Be-
setzungszahl des Grundzustands von der Summe iiber die angeregten Zusténde (e; > €)
getrennt.

Wir miissen untersuchen, in welchem Temperaturbereich die Gleichung (5.33) durch
=0 gelést wird. Dazu nihern wir die Summe iiber die angeregten Zustinde3* wieder
durch ein Integral iiber einen Quadranten der Impulskugel an, und setzen im Ausdruck
(5.11) fiir die Besetzungszahlen p=0:

1IN [ oo antiprom 1V (2mksT\*? po 22de
3 <nk‘>%§<;) /d3k (P IRIP/2m 1) 1:2—7T2<T2B> /0 ,  (5.34)

. e’ —1
k:e,;>50

34Wir nehmen hier an, dass es nur einen Einteilchen-Zustand pro Impulszustand gibt, die Bosonen also
keinen Spin haben (s =0).

44



mit der Substitution z = /A*/(2mkgT)k. Das bestimmte Integral iiber z ist endlich, und
hat einen numerischen Wert von etwa 1.157. Damit kénnen wir schreiben

> (ng)umom2.612 x (V/AL). (5.35)

k:ez>e0

Der Anteil der angeregten Teilchen nimmt mit zunehmender Temperatur zu, bis er bei
der Bose-Temperatur Tp die Gesamtteilchenzahl N ausschopft. Wir setzen (5.35) gleich
N und 16sen nach der Temperatur auf. Das Ergebnis

hZ

Tp~6.626 X —————
B % 2mkgv?/3

(5.36)

ist von genau der gleichen Form wie die Fermi-Temperatur (5.20); in der Tat gilt3®
Tr/Tp ~1.44. Dies war zu erwarten, da sowohl Tr als auch Tp durch die Bedingung
v/A% ~ 1 charakterisiert sind.

Die Gleichung (5.33) wird also im Bereich 0 <7 <Tpg durch u=0 gelést. In diesem
Temperaturintervall ist die Besetzungszahl des Grundzustands ng = N —2.612(V/)3,) > 0.
Um einen schéneren Ausdruck fiir ny zu bekommen, bemerken wir, dass die Zahl (5.35)
der angeregten Teilchen von der Form CT?/? ist, und dass er bei T'=Tg gleich N wird.
Damit folgt C =T5>/*N, und deshalb

ng=N[1—(T/Tp)*?|. (5.37)

Fiir T < Tp ist der Einteilchen-Grundzustand durch eine makroskopische Zahl von Teil-
chen besetzt, denn ny ist vergleichbar mit N. Dies ist das 1925 von Albert Einstein
vorhergesagte Phinomen der Bose-Einstein-Kondensation (BEK); die Teilchen im
Grundzustand werden als Kondensat bezeichnet. Das Kondensat zeigt als makroskopi-
sches System quantenmechanische Eigenschaften, wie man sie sonst nur von Atomen oder
Molekiilen kennt. Die Moglichkeit, diesen aussergewdhnlichen Zustand der Materie im La-
bor herzustellen, hat die Forschung in den letzten zehn Jahren, seit der experimentellen
Realisierung von BEK in Gasen von Alkali-Atomen (s. Abschnitt 5.3.3), enorm befliigelt.

5.3.2 Thermodynamische Eigenschaften in der kondensierten Phase

Um die Thermodynamik des idealen Bose-Gases untersuchen zu konnen, bendtigen wir
zundchst einen Ausdruck fiir die innere Energie E. Wir beschrinken uns auf die konden-
sierte Phase (T' < Tg), da das Verhalten fiir T > T zumindest qualitativ nicht wesentlich
von dem des klassischen idealen Gases abweicht.

Da die Grundzustandsenergie €, so klein ist, tragen nur die Teilchen in den angeregten
Zustdnden zu E bei. Wenn wir annehmen, dass jedes angeregte Teilchen einen Beitrag von
der Grossenordnung der thermischen Energie kg7 liefert, erhalten wir die Abschitzung

35Bei gleicher Teilchenmasse und gleicher Dichte! Die Fermi-Temperatur von Elektronen in einem Metall
ist um viele Grossenordnungen héher als die Bose-Temperatur eines atomaren Gases (s. Abschnitt 5.3.3),
weil die Elektronen viel leichter und ihre Dichte viel hoher ist als die der Gasatome.
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E ~ (kgT)(V/A3) ~ VT®2. Die genaue Rechnung bestétigt dieses Argument. Die Sum-
mation iiber die angeregten Zusténde ergibt, analog zu (5.34,5.35),

~
~

V K2 (2mEksT\*? o z*de
B= 2 €E<"E>*ﬁ%<7h2 ) b

k:eg>e€o

~2.013 x kgT(V/A2) =0.771 x kgT (N —ny). (5.38)

Jedes angeregte Teilchen trigt also 0.771 kgT" zur inneren Energie, etwa halb so viel wie
der Beitrag pro Teilchen in einem klassischen idealen Gas. Die Warmekapazitédt des Gases
ergibt sich durch Ableitung von (5.38) nach der Temperatur. Da E ~ T%/2, gilt
OF bHFE
Cy ==~ ~1.93x kg(N —ng) ~ T2, 5.39
VEor T aT < kp(NV =no) (5.39)
Im Gegensatz zum linearen Verhalten der Wirmekapazitit des Fermi-Gases [s. (5.28)]
verschwindet sie beim Bose-Gas proportional zu T%/2. Bei T =Tg ist no=0 und somit
Cy ~1.93 kg N. Dieser Wert ist grdsser als die Wiarmekapazitét (3/2)kgN des klassischen
idealen Gases, die bei hohen Temperaturen erreicht werden muss. Wir schliessen daraus,
dass die Warmekapazitit des Bose-Gases in der Ndhe von T'=Tpg ein Mazimum durch-
laufen muss. Tatséchlich liegt das Maximum genau bei T, und die Ableitung 8Cy /0T
ist dort unstetig; die Unstetigkeit charakterisiert die BEK als Phaseniibergang (s. Kapitel
6).
Den Druck des Bose-Gases bestimmen wir aus der allgemeinen Beziehung (5.25) zwi-
schen Druck und Energiedichte. Dies ergibt
2F ksT
P=-_~1342x —— ~T%2, 5.40
3V 5 (5:40)
Entscheidend ist, dass sich der Druck fiir 7'<Tp als unabhingig vom Volumen er-
weist. Die Isothermen in der PV-Ebene verlaufen unterhalb eines kritischen Volumens,
das sich aus der Bedingung T'=Tpg ergibt, horizontal. Infolgedessen ist die isotherme
Kompressibilitédt in diesem Bereich

1 (oV

Aus der Theorie der Phaseniiberginge (Kapitel 6) ist wohlbekannt, dass eine horizon-
tale Isotherme auf die Koeristenz zweier Phasen verschiedener Dichten (z.B. Gas und
Fliissigkeit) hinweist. In dem Koexistenzgebiet kann das System auf eine Verringerung
des Volumens reagieren, indem es den Anteil der Teilchen in der dichteren Phase ver-
grossert, ohne dabei den Druck zu erhéhen. Dieses Bild trifft auch auf die BEK zu, mit
der Besonderheit, dass die dichte Phase (das Kondensat) eine unendliche Dichte hat (in
unserer Behandlung sind die Teilchen im Grundzustand ausdehnungslos), weshalb sich
die horizontalen Isothermen bis V = 0 erstrecken?S.

36Einstein diskutiert in der Originalarbeit von 1925, wie bei der BEK “... etwas Ahnliches eintritt wie
beim isothermen Komprimieren eines Dampfes iiber das Séttigungsvolumen. Es tritt eine Scheidung ein;
ein Teil kondensiert, der Rest bleibt ein gesdttigtes ideales Gas...”.
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5.3.3 Physikalische Realisierungen der Bose-Einstein-Kondensation

In einem Brief an Paul Ehrenfest beschreibt Einstein 1924 sein Entdeckung der BEK,
und &dussert zugleich Zweifel an der physikalischen Realisierbarkeit des Phinomens: “Es
ist zwar hiibsch”, schreibt er sinngeméss, “aber ist es auch richtig?”. Seine Zweifel waren
durchaus berechtigt, denn es sollte 80 Jahre dauern, bis die BEK in atomaren Gasen im
Labor demonstriert wurde. Die wesentliche Schwierigkeit folgt schon aus dem Ausdruck
(5.36) fiir die Bose-Temperatur: Fiir atomare Gase mit ihrer relativ hohen Teilchenmasse
(im Vergleich z.B. zu Elektronen) findet die BEK nur bei hohen Dichten und/oder extrem
niedrigen Temperaturen statt. Unter diesen Bedingungen geht jedes Gas aufgrund der
Wechselwirkung zwischen den Atomen in eine kondensierte (fliissige oder feste) Phase
iiber, und kann nicht mehr als ideal behandelt werden. Hier {iberdecken also die zu Beginn
dieses Kapitels diskutierten Wechselwirkungseffekte die Quanteneffekte bei weitem.

Das erste experimentell beobachtete Phidnomen, das mit der BEK in Verbindung ge-
bracht wurde, war die Superfluiditiit von “He. Heike Kammerlingh-Onnes entdeckte
1924 in Leiden, dass fliissiges “He bei etwa 2.18 K in eine neue Phase (He II) iibergeht,
die sich durch eine verschwindende Viskositdt auszeichnet. Fritz London schlug 1938 vor,
diesen Ubergang als durch Wechselwirkungen modifizierte BEK zu interpretieren. Dafiir
spricht, dass die Bose-Temperatur fiir fliissiges Helium bei etwa 3.14 K liegt, also in der
Nihe der beobachteten Ubergangstemperatur. Zudem zeigt die Wirmekapazitit am Uber-
gang ein Verhalten, das qualitativ der fiir das ideale Bose-Gas vorhergesagte Spitze bei
T =Tg &hnelt. Die Analogie zum Bose-Gas motivierte London zur Entwicklung seiner
Zwei-Fliissigkeiten- Theorie, die viele Eigenschaften der Superfluiditdt erklart. Die zwei
Fliissigkeiten sind das (reibungslose) Kondensat und die angeregten Teilchen, die sich
wie eine “normale” Fliissigkeit verhalten. Inzwischen weiss man aber, dass die Verwandt-
schaft zwischen BEK und Superfluiditit iiber eine entfernte Ahnlichkeit nicht hinausgeht
— die starken Wechselwirkungen zwischen den He-Atomen in der Fliissigkeit geben dem
Ubergang einen qualitativ anderen Charakter als im idealen Bose-Gas.

Die experimentelle Realisierung von BEK in verdiinnten Gasen gelang 1995 unabhingig
voneinander den Gruppen um Carl Wieman und Eric Cornell in Boulder, Colarado, und
um Wolfgang Ketterle am MIT in Cambridge, Massachusetts; Wieman, Cornell und Ket-
terle erhielten dafiir im Jahre 2001 den Nobelpreis in Physik3”. Beide Gruppen benutzten
Alkali-Atome (3Rb bzw. Na), die in sogenannten Atomfallen durch elektromagnetische
Felder eingeschlossen und mittels Laser-Doppler- und Verdampfungskiihlung auf Tempe-
raturen im Nano-Kelvin-Bereich abgekiihlt wurden. Bei derart niedrigen Temperaturen
ist der Gleichgewichtszustand, wie bereits erwidhnt, natiirlich fliissig oder fest; die Atome
in der Falle befinden sich nicht im Gleichgewicht, sondern in einem metastabilen Zustand,
und es gilt, sie zur BEK zu bringen, bevor die Wechselwirkungen zum Ubergang in eine
kondensierte Phase fiihren.

5.4 Das Photonengas

In diesem Abschnitt kommen wir auf das Problem der Hohlraumstrahlung zuriick, das
Max Planck im Jahre 1900 zur Formulierung seiner Quantenhypothese nétigte. Wir fol-

37G. dazu Current Science 82, 10 (2002), verfiighar unter http://www.thp.uni-koeln.de/krug/.
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gen S.N. Bose®, und behandeln das Strahlungsfeld im Hohlraum als ideales Gas von
masselosen, relativistischen Teilchen.

Das Strahlungsfeld setzt sich zusammen aus elektromagnetischen Wellen mit Wellen-
vektoren E, den zugehorigen Frequenzen w = c\E| und Photonenenergien Aw. Die zentrale
Frage lautet:

Wie viele Photonen mit Wellenvektor k gibt es bei der Temperatur T ?

Der MiZ des elektromagnetischen Feldes mit n; Photonen hat die Energie e,;zn,;hc|l§|.
Der kanonische Mittelwert der Besetzungszahl nj ist somit

1 & i
3" neArhelH (5.42)

"= 7w &

mit der Zustandssumme

- e % 1
7(k) = —Bnhelk| — -~ 5.43
( ) nz::oe 1— e—ﬂhc|k| ( )
Damit folgt
1
N= - 44
e (5.44)

also die Bose-Einstein-Verteilung (5.11) mit p=0.

Warum muss das chemische Potential der Photonen verschwinden? Photonen werden
von den Winden des Hohlraums emittiert und absorbiert; ihre Anzahl ist nicht erhalten,
d.h. es gibt (im Gegensatz zu massiven, nichtrelativistischen Teilchen) keine Méglichkeit,
die Photonenzahl unabhéngig von der Temperatur zu kontrollieren. Bei vorgegebenen T’
stellt sich die Photonenzahl so ein, dass die freie Energie des Systems minimiert wird. Das

bedeutet [vgl. (4.28)]
oF

Das chemische Potential verschwindet auch in der Tieftemperaturphase (7' <Tg) des
idealen Bose-Gases; auch dort ist die Zahl der nicht-kondensierten Teilchen eine Funktion
der Temperatur, und die Gesamtteilchenzahl ist nur dann erhalten, wenn man die Teilchen
im Kondensat mit beriicksichtigt. Das Photonengas verhilt sich also &hnlich wie die nicht-
kondensierten Teilchen im idealen Bose-Gas; dem Kondensat entspricht hier der Vakuum-
Zustand des elektromagnetischen Feldes, der aber physikalisch nicht beobachtbar ist.

Um das Planck’sche Strahlungsgesetz abzuleiten, schreiben wir die innere Energie des
Photonengases in der Form

- Ve hck
k

38Gatyendranath Bose: Planck’s Law and the Hypothesis of Light Quanta (1924).
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Der Faktor 2 vor der Summe beriicksichtigt die beiden Polarisationsrichtungen des elektro-
magnetischen Feldes*. Mit der Substitution w = ck erhalten wir aus (5.46) eine Zerlegung
der Energiedichte nach Frequenzen,

A4
V / 7r2c3 eﬂh“ -1’ (547)
und kénnen somit die spektrale Energiedichte u(w,T) identifizieren,
huw? 1
w(w,T) = “ (5.48)

Das ist genau das Planck’sche Strahlungsgesetz. Die Durchfiihrung der Integration in
(5.47) liefert das Stefan-Boltzmann-Gesetz

(ksT)*
(he)? (5.49)
Da E ~T*, ist die Wirmekapazitit
OF
Cy= T ~T3. (5.50)

Diese Proportionalitit gilt auch fiir Phononen (= Gitterschwingungen in Festkorpern).
Die allgemeine Beziehung (5.25) zwischen Druck und Energiedichte muss fiir relativi-
stische, masselose Teilchen durch

1F
P=_—_— 5.51
3V (5.51)
ersetzt werden. Damit folgt fiir den Strahlungsdruck des Photonengases
7'l'2 (kBT)4
=" 5.52
45 (hc)? (5:52)

unabhéngig vom Volumen; wie beim Bose-Gas ist die Kompressibilitdt infolgedessen un-
endlich.

Die quantitativen Unterschiede zum Bose-Gas, die sich in den Beziehungen (5.50) und
(5.51) zeigen, sind auf die unterschiedlichen Energie-Impuls-Relationen in den beidenSy-
stemen zuriickzufiihren. Allgemein gilt fiir ein Gas von nicht-wechselwirkenden Bosonen
mit einer Energie-Impulsrelation von der Form e; ~ ||

ny'
P= 5.53
3V (5.53)
und
Cy ~ T3/ fiir T — 0. (5.54)

Fiir nichtrelativistische, massive Teilchen ist v =2, fiir Photonen und Phononen y=1.

39Photonen sind Teilchen mit Spin s = 1, und miissten somit eigentlich 2s + 1 = 3 Einstellméoglichkeiten
des Spins aufweisen. Eine Moglichkeit fillt aber weg, weil die Photonen sich stets mit Lichtgeschwindigkeit
bewegen.
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6 Phaseniiberginge

Das Ziel dieses kurzen Kapitels ist es, anhand der van der Waals’schen Zustandsgleichung
einige (auch aktuelle) Aspekte der Physik von Phaseniibergingen zu beleuchten.

6.1 Die van der Waals’sche Zustandsgleichung

Das van der Waals-Gas ist ein einfaches Modell fiir ein reales klassisches Gas. Wie bereits
in Kapitel 5 angesprochen wurde, unterscheidet sich ein reales klassisches Gas vom idealen
Gas durch die Krifte zwischen den Atomen/Molekiilen, welche bei kleinen Absténden
abstossend und bei grosseren Abstédnden anziehend sind. Diese beiden Effekte werden im
van der Waals-Gas durch zwei Modifikationen der Zustandsgleichung des idealen Gases
beriicksichtigt:

e Abstossung: Wenn die Atome sich wie harte Kugel verhalten, die nicht beliebig nah
zusammengebracht werden konnen, so reduziert sich das zur Bewegung der Atome
verfiighare Volumen um den Betrag bV, wobei b das Volumen pro Atom bezeichnet.
Wir nehmen also in der Zustandsgleichung die Ersetzung

NkgT  NkgT

V-oV-bN, P= v _>V—bN

(6.1)

vor.

e Anziehung: Ein Atom in der Ndhe der Wand des Gefésses wird von den anderen
Atomen ins innere des Gases, also weg von der Wand gezogen. Durch diesen Effekt
reduziert sich die Dichte an der Wand*®, und damit auch der Druck auf die Wand,

gemass
2

N N a N N
PekpT~ kT~ (1—- -2 —p_a(2) . 2
kel 37— ka V( kBTV> a(v) (62)

Die Kombination von (6.1) und (6.2) ergibt die van der Waals’sche Zustandsglei-
chung,

_ NkgT N\?
7 (V) !
die 1873 von Johannes Diderik van der Waals in seiner Dissertation aufgestellt wurde,
und ihm 1910 den Nobelpreis fiir Physik einbrachte. Die Parameter a und b sind positive
Materialkonstanten, die ein Mass fiir die Stirke der anziehenden Wechselwirkungen (a)

bzw. die Grosse der Atome (b) darstellen.

(6.3)

6.2 Phasenkoexistenz und Maxwell-Konstruktion

Die Isothermen (6.3) sind bei hohen Temperaturen monoton fallend, wie beim idealen Gas.
Erreicht man die kritische Temperatur T,, entsteht jedoch beim kritischen Druck P=PF,
und dem kritischen Volumen V =V, ein Wendepunkt mit dP/9V =0. Dies impliziert

405, R. Baierlein, Thermal Physics, S. 435.
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gemiss (2.44) eine unendliche Kompressibilitit, xr = oco. Die Parameter (T, P,,V,) des
kritischen Punktes sind explizit gegeben durch die Ausdriicke

8 a a

k Tc:__a Pc:—a
Bie™ 97 27h2

V.=3bN, (6.4)
wie man anhand von (6.3) leicht verifiziert.

Bei Temperaturen unterhalb von 7, entsteht aus dem Wendepunkt ein Intervall mit
OP/0V >0, also kr <0. Wie in Abschnitt 2.6 diskutiert wurde, ist ein System mit ne-
gativer Kompressibilitdt nicht stabil. Es kann nicht homogen bleiben, sondern zerfillt in
zwei Phasen unterschiedlicher Dichte: Gas und Fliissigkeit.

Wir haben in Abschnitt 5.3 gesehen, dass die Koexistenz zweier Phasen unterschied-
licher Dichten im PV-Diagramm durch eine horizontale Isotherme beschrieben wird. Die
ansteigenden Abschnitte der van der Waals-Isothermen (mit 9P/0V >0) miissen somit
durch horizontale Teilstiicke ersetzt werden*'. Die Lage der horizontalen Stiicke wird fest-
gelegt durch die Mazwell-Konstruktion, die besagt, dass die Fliche unter der Kurve P(V)
bei der Ersetzung unverdndert bleiben muss. Die Endpunkte der horizontalen Isotherme
liegen bei den Volumina Vy; und V; der fliissigen und gasférmigen Phase. Bezeichnen wir
den (konstanten) Koexistenzdruck mit Pyges, S0 wird die Maxwell-Konstruktion durch die
Bedingung y

"V [P(V) = Procs] = 0 (6.5)
Vi
ausgedriickt.

Zur Begriindung von (6.5) bemerken wir zunichst, dass die Gleichgewichtsbedingung
fiir zwei Systeme, die miteinander Teilchen austauschen kénnen, durch die Gleichheit der
chemischen Potential gegeben ist. Dies folgt aus der Definition (2.32) des chemischen
Potentials und der Maximierung der Entropie, ganz analog zur Situation bei thermischem
Kontakt und bei Volumenaustausch (Abschnitt 2.6). Da Fliissigkeit und Gas iiber ihre
Grenzfliche Teilchen austauschen, lautet die Koexistenzbedingung also

Ffr= Hg- (6.6)

Nun folgt aus der Euler-Relation (4.60) durch Bildung des Differentials auf beiden Seiten
und unter Benutzung der Gibbs’schen Fundamentalform (2.34) die Gibbs-Duhem-Relation

1% S
dp=~dP — ZdT. (6.7)

Entlang der Isothermen verschwindet der zweite Term, sodass die Bedingung (6.6) in die

Form
1 rVerProes

— = — VdP=0 6.8
,LLg l“tfl N Vfl;Pkoe:n ( )

gebracht werden kann. Man {iberzeugt sich leicht, dass (6.8) dquivalent ist zu (6.5).

41 Aus geometrischen Griinden muss man dabei auch Teile der Isothermen mit P/8V <0 eliminieren.
Sie entsprechen metastabilen Zustinden, wie unterkiihltem Gas und {iiberhitzter Fliissigkeit, die zwar
thermodynamisch stabil sind, aber nicht den Zustand niedrigster freier Energie darstellen.

o1



Aus (6.5) und (6.3) lassen sich die Volumina Vy; und V, als Funktion des Druckes
berechnen. Fiir V < Vy; befindet sich das System in der fliissigen Phase, fiir V >V, in
der Gasphase, und fiir Vi <V <V, liegt die Koexistenz von Fliissigkeit und Gas vor. Die
Phasengrenzen Vy;(P) und V,(P) verschmelzen am kritischen Punkt; fiir P > P, sind Gas
und Fliissigkeit nicht mehr zu unterscheiden. Diese bemerkenswerte Tatsache wurde 1869
von Thomas Andrews am Beispiel des CO, entdeckt.

6.3 Universalitit und kritische Exponenten

Schreibt man den Druck P, das spezifische Volumen v =V/N und die Temperatur T ei-
nes Gases in Einheiten der kritischen Parameter (6.4), so nimmt die van der Waals’sche
Zustandsgleichung fiir alle Gase die gleiche Form an. Die Existenz einer in diesem Sinne
universellen Zustandsgleichung, auch als Gesetz der korrespondierenden Zustinde bezeich-
net, wird empirisch bestédtigt, die Form der universellen Zustandsgleichung weicht aber
in der Nahe des kritischen Punktes in fundamentaler Weise von der van der Waals’schen
Gleichung ab:

e Die Koexistenzkurve der van der Waals-Gleichung ist in der Ndhe des kritischen
Punktes eine Parabel, d.h. es gilt

V=V~ (P.—P) (6.9)

mit 3= B.qw = 1/2. Reale Gase zeigen stattdessen ein Potenzgesetz der Form (6.9)
mit 8 0.325.

e Die kritische Isotherme des van der Waals-Gases besitzt bei V =V, einen einfa-
chen Wendepunkt, d.h. es gilt

(P—=Po)|r=r, ~|Ve=V° (6.10)
mit § = d,qw = 3. Experimentell findet man stattdessen § ~4.816.

e Die minimale Steigung der Isothermen verschwindet bei Ann&herung an die kriti-
sche Temperatur linear in T —T,, P/V |y—y, ~T — T.. Infolgedessen divergiert die
Kompressibilitit gemiss

kp~|T =T, (6.11)

mit 7 =vy,qw = 1. Reale Gase zeigen aber vy = 1.240.

Die Beziehungen (6.9, 6.10, 6.11) definieren die kritischen Ezponenten (3, § und . Sie sind
nicht unabhingig, sondern durch die Skalenrelation

§=1+7/8 (6.12)

verkniipft, die, wie man leicht nachpriift, sowohl fiir die van der Waals-Exponenten, als
auch fiir die angegebenen experimentellen Werte erfiillt ist.

Die Universalitit der kritischen Exponenten (und anderer thermodynamischer Grossen
und Funktionen) ist nicht auf reale Gase beschrinkt; die gleichen Exponenten mit den
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gleichen Zahlenwerten treten auch bei Phaseniibergingen in Ferromagneten, biniren Mi-
schungen und Legierungen, und vielen anderen Systemen auf. Die Entwicklung eines
theoretischen Rahmens, in dem das Phidnomen der Universalitdt erkldrt, und kritische
Exponenten jenseits der van der Waals-Theorie berechnet werden kénnen, war die zen-
trale Leistung der statistischen Physik in der zweiten Hélfte des 20. Jahrhunderts. Der
entscheidende Durchbruch gelang um 1970, hundert Jahre nach van der Waals, mit den
Arbeiten von Kenneth G. Wilson zur Renormierungsgruppe, fiir die er 1982 mit dem
Nobelpreis fiir Physik ausgezeichnet wurde.
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