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....There is a more general moral here. A symmetry principle should not
be an end in itself. Sometimes the physics of a problem is so complicated
that symmetry arguments are the only practical means of extracting
information about the system. Then, by all means use them. But, do
not stop looking for an explicit dynamical scheme that makes more
detailed calculation possible. Symmetry is a tool that should be used
to determine the underlying dynamics, which must in turn explain the
success (or failure) of the symmetry arguments. Group theory is a useful
technique, but it is no substitute for physics.

Howard Georgi
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2.1 Lineare Vektorräume und Operatoren

2.2 “Darstellung” einer Gruppe

2.3 Beispiele von Darstellungen

2.4 Invariante Unterräume
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Kapitel 1

Grundlagen der
Gruppentheorie

1.1 Begriff der Gruppe

Betrachte Menge G von endlich oder unendlich vielen Elementen Ga, Gb, . . . (oder

auch a, b, . . .), in der eine Zusammensetzungsregel (ZSR) definiert ist, so dass

jedem geordneten Paar a, b ∈ G eindeutig ein Element c = a · b von G zugeordnet

ist. I.a. gilt a · b 6= b · a, oft wird der Punkt weggelassen.

Beispiel 1

G=Menge aller natürlichen Zahlen 1, 2, 3, . . ., mit der Multiplikation als Zusammen-

setzungsregel (ZSR) ZSR: Multiplikation

Beispiel 2

G=Menge aller reellen Zahlen grösser als 0 mit der Multiplikation als ZSR. (G ist

überabzählbar.)

Beispiel 3

G=Menge der ganzen Zahlen . . . − 2,−1, 0, 1, 2, . . . mit der Subtraktion als ZSR.

(G abzählbar unendlich.)

Beispiel 4

G=Menge aller Drehungen der Ebene, die ein reguläres Sechseck in sich überführt.

ZSR ist das Hintereinanderausführen zweier Drehungen. (G ist endlich.) In-

klusive der Drehung umOo (Identität) besteht G aus 6 Elementen: a, a2, a3, a4, a5, a6 =

e.

Beispiel 5

G=Menge aller eigentlichen Drehungen des Raumes, die eine Kugel invariant lassen

(alle Drehungen um beliebigen Achsen durch Kugelmittelpunkt, keine Spiegelun-
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4 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER GRUPPENTHEORIE

gen). ZSR ist das Hintereinanderausführen der Drehungen. G ist kontinuierlich, i.a.

a · b 6= b · a. Siehe Bild: b · a(N) = N1, a · b(N) = N2.

x3

N1

x2

x1

N2

a
b

Wir kommen jetzt zur Definition einer Gruppe:

Definition 1

Eine Menge G von Elementen mit einer ZSR (Produkt), die jedem geordneten Paar

a · b von Elementen dieser Menge eindeutig ein Element c = a · b von G zuordnet

und folgende Eigenschaften I, II, III hat, heißt Gruppe:

I. Es existiert ein Neutralelement e ∈ G, auch Identität oder Einselement

genannt, mit s · e = e · s = s, ∀s ∈ G.

II. Zu jedem s ∈ G existiert ein Inverses s−1 ∈ G mit s·s−1 = s−1·s = e, ∀s ∈ G.

III. Die ZSR ist assoziativ, d.h. (ab)c = a(bc), ∀a, b, c ∈ G mit der Übereinkunft

abc := (ab)c = a(bc)

(Abarbeitung von recht nach links)

Die Gesamtzahl g der Elementen von G (wenn endlich) heißt Ordnung der Gruppe.

(ab)−1 = b−1a−1 da (ab)−1(ab) = e, b1a−1ab = e.

Beispiel 1: e = 1, assoziativ aber es existiert kein inverses Element 1/a 6∈ G →
keine Gruppe.

Beispiel 2: e = 1, s−1 = 1/s, assoziativ → Gruppe.

Beispiel 3: ∃ keine e: 0 − s 6= s− 0; kein e, s−1, (a− b) − c 6= a− (b − c) → keine

Gruppe.

Beispiel 4: e=Drehung um 0◦, s = ak → s−1 = a6−k, assoziativ → Gruppe.

Beispiel 5: e, s−1, betr. für Assoziativgesetz Transformation auf Kugeloberfläche.
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cQ

S
R

b
(ab)

a

b: Q     R
a: R     S

c: P     Q

(ab): Q     S

P

(ab)c: P     S
Auf der Kugeloberfläche

Definition der Untergruppe H:

Definition 2

Eine Teilmenge einer Gruppe heißt Untergruppe H, falls ihre Elemente unter der

ZSR von G wieder eine Gruppe bilden.

Beispiel: In der additiven Gruppe der ganzen Zahlen . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . bil-

den die geraden Zahlen eine Untergruppe, nicht die ungeraden

G : e = 0 0 + s = s+ 0, s−1 = −s s · s−1 = s− s = −s+ s = 0

G1 : e = 0 G = G1 +G2 (gerade Zahlen)

G2 : ∃ kein e (ungerade Zahlen)

Transformationsgruppen

Definition 3

Eine Transformation ist eine eineindeutige Abbildung f(x) einer Menge W

auf sich.

(eineindeutig: aus x 6= y folgt f(x) 6= f(y).

Abbildung f heißt auf, falls gilt ∀b ∈W ∃a, so dass f(a) = b.)

W : Wirkungsmenge

Die Menge aller Transformationen mit der Vorschrift

f · g(x) = f
(
g(x)

) ∀x ∈ W

bildet eine Gruppe, die sogenannte volle Transformations –Gruppe von W ,

denn

I. Existiert e: identische Abbildung x = x ,d.h. f = 1.

II. Existiert inverses Element: f−1.

III. assoziativ (f · g) · h(x) = f
(
g
(
h(x)

))
.
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Untergruppe der vollen Transformationsgruppe von W heißen Transformati-

onsgruppen.

Physik: Gesamtheit aller Symmetrietransformationen eines Körpers – Symmetrie-

gruppe = Koordinatentransformationen, die den Hamiltonian des Systems invariant

lässt, enthält auch die Vertauschungsgruppe bei identische Teilchen.

Beispiel 4 und 5 sind Transformationgruppen, W : alle Punkte der Ebene oder des

Raumes.

Eine Gruppe G heißt abelsch oder kommutativ, wenn ab = ba ∀a, b ∈ G gilt.

Beispiele 2 und 4 sind abelsch, 5 nicht.

Eine Gruppe G heißt zyklisch, wenn sie ausschliesslich aus Potenzen ak eines Ele-

ments a besteht. a heißt erzeugendes Element, k Periode der Gruppe.

Beispiel 4 ist eine zyklische Gruppe.

Erzeugendensystem: Satz von Elementen einer Gruppe G, bei dem sich jedes

Element von G als Produkt von endlich vielen Elementen dieses Satzes oder dessen

Inversen geschrieben werden kann (ist i.a. nicht eindeutig bestimmt).

Beispiel 5 Drehung um 2 Koordinatenachsen bildet Erzeugendensystem.

Ordnung g einer Gruppe: Anzahl ihrer Elemente.

Beispiel 4 g = 6.

1.2 Konkretisierung von Gruppen

Transformation einer endlichen Wirkungsmenge W : Permutation. W besteht aus N

Objekten, bezeichnet mit 1, 2, . . . , N (auch a, b, c, d, . . . , s, . . .)

Permutation
y 1 2 3 4 5

3 2 4 5 1

Die Gruppe G aller Permutationen von N Objekten heißt symmetrische Gruppe

SN , deren Ordnung g ist N!

Untergruppen von SN heißen Permutationsgruppen.

Beispiel 6

Symmetrische Gruppe S3 von 3 Objekten W = 1, 2, 3, g = 6. (S3 ist isomorph zu

D3, wie wir noch sehen werden.)

e =
y 1 2 3

1 2 3 , a =
y 1 2 3

2 3 1 , b =
y 1 2 3

3 1 2 , c =
y 1 2 3

1 3 2

d =
y 1 2 3

3 2 1 , f =
y 1 2 3

2 1 3

Erläuterung: Anordnung der Elemente ist unwichtig, a : (1 → 2; 2 → 3; 3 → 1)
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Es gilt

b = a2 :
a
y 1 2 3

2 3 1
a
y 3 1 2

ca = bc = d : a
y 1 2 3

2 3 1
c
y 3 2 1

c
y 1 2 3

1 3 2
b
y 3 2 1

cb = ac : b
y 1 2 3

3 1 2
c
y 2 1 3

c
y 1 2 3

1 3 2
a
y 2 1 3

e = a3 :
a
y 1 2 3

2 3 1
a
y 3 1 2
a
y 1 2 3

ca 6= ac: G nicht abelsch.

e, a, b bilden zyklische Untergruppe (Zeige das!).

Vertauschung von zwei Objekte: Transposition.

Beispiel: c, d, f

Gruppentafel: Tabelle aller Produkte aus je 2 Elementen, beschreibt abstrakte

Struktur der Gruppe

Kopfzeile e a b · · · s
...

...
...

...
u ∈ G ue ua ub · · · us

...
...

...
...

Beispiel 6: S3

↗ e a b c d f

e e a b c d f

a a b e f c d

b b e a d f c

c c d f e a b

d d f c b e a

f f c d a b e

invers e b a c d f

Satz 1

Multipliziert man alle Elemente s einer Gruppe G mit einem festen Element u ∈ G

von links, so ist s → us eine dem Element zugeordnete Permutation P (u) der

Gruppenelemente.
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Beweis: Alle Elemente us sind paarweise verschieden, denn wäre us = ut für s 6= t,

dann u−1us = s = u−1ut = t, s = t im Widerspruch zur Annahme.

Folglich ist jedem u ∈ G eine Permutation P (u) der Gruppenelemente zugeordnet.

Beispiel: P (c) =
y e a b c d f
c d f e a b

Satz 2

P (b)P (a) = P (ba).

Beweis:

P (a) =
y s
as
, P (b) =

y s
bs

=
y as
b(as)

P (b)P (a) =
y s
b(as) =

y s
(ba)s = P (ba)

Allgemeiner (beliebige Wirkungsmenge): wird jedem Element a einer beliebigen

Gruppe eine Transformation T (a) irgendeiner Wirkungsmenge W so zugeordnet,

dass gilt T (b)T (a) = T (ba) ∀a, b ∈ G so nennt man das eine Konkretisierung

von G.

Dies wiederum ist Spezialfall von folgender Situation: Sei jedem Element von a

einer Gruppe G ein Element a′ einer Gruppe G′ so zugeordnet, dass gilt (ba)′ =

(b′a′) ∀a, b ∈ G. Eine solche Abbildung heißt Homomorphismus. Ist die Ab-

bildung eineindeutig, heißt sie Isomorphismus. Beide Gruppen haben dieselbe

abstrakte Struktur.

1.3 Das direkte Produkt von Gruppen, Klassen

Seien H und K Untergruppen von G, deren Elemente kommutieren

HaKb = KbHa

für alle Ha ∈ H, Kb ∈ K. Ferner lasse sich jedes Element von G eindeutig als

Produkt KaHb schreiben. Dann nennt man G das direkte Produkt von H und K,

man schreibt G = K×H.

Vorteil: kann man G als direktes Produkt schreiben, kann man ihre Eigenschaften

aus denen von H und K schließen.

Die Multiplikationstafel folgt aus denen von H und K, da

(HaKb)(HcKd) = (HaHc)(KbKd) .

Ist g groß, werden die Gruppentafeln unhandlich → Vereinfachung des Studiums der

Gruppenstruktur durch Betrachtung von “Klassen” von Elementen mit ähnlichen

Eigenschaften.
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Man sagt, ein Element a ist konjugiert zu b, wenn es mindestens ein s gibt, so

dass a = sbs−1, wobei s ∈ G, ebenso a, b (s bestimmt die Klasse).

(i) Sind b und c konjugiert zu a, dann sind b und c konjugiert zueinander

a = sbs−1 a = s′cs′−1

b = s−1as = s−1s′cs′−1
s = (s−1s′)c(s−1s′)−1

Elemente einer Gruppe, die zueinander konjugiert sind, bilden eine

Klasse.

⇒ Suche Klassen von Objekten, die konjugiert zueinander sind!

(ii) Kein Element kann zu mehr als einer Klasse gehören, denn sei a in zwei

Klassen, jeweils von bi und ci gebildet:

a = sbis
−1 a = s′cis′

−1

bi = s−1as = s−1s′cis′
−1
s = s−1s′ci(s−1s′)−1 ,

d.h. bi und ci in einer Klasse.

(iii) e bildet eine Klasse ses−1 = e.

(iv) Abelsche Gruppe: sbs−1 = ss−1b = b, d.h. jedes Element bildet eine

Klasse.

(v) Bei endlichen Gruppen muss an = e für ein endliches n gelten (∀am ∈ G).

Dann haben alle Elemente einer Klasse die gleiche Ordnung n: sei an = e,

dann b = sas−1, bn = (sas−1)n = sans−1 = e und Ordnung n.

(vi) Sei H Untergruppe von G und Gb ∈ G, Gb /∈ H, dann bilden auch GbHaG
−1
b

∀Ha ∈ H eine Untergruppe von G. H und GbHaG
−1
b sind konjugierte Un-

tergruppen, jedes Element von GbHaG
−1
b ist konjugiert zu einem Element

von H.

Verändere jetzt Element Gb – fallen dann alle konjugierte Untergruppen mit

H zusammen, so heißt H ein Normalteiler von G.

Fazit: Jede Gruppe kann in separate Klassen Cp aufgebrochen werden.

Beispiele für Klassen:

1. Rotationsgruppe R3.
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Betrachte Rotation um Winkel a um Achse k: Rk(a). Welche Elemente sind

in der gleichen Klasse?

RRk(a)R−1 = Rk′(a) mit k′ = Rk

für beliebiges R (beliebige Rotation).

Beweis: [
RRk(a)R−1

]
k′ = RRk(a)k = Rk = k′

i.e. RRk(a)R−1 ändert k′ nicht, d.h. ist Rotation um k′.

Noch zu zeigen, dass Winkel a der gleiche:

Seien e1, e2 zwei orthogonale Einheitsvektoren in der Ebene senkrecht zu k

e2

e1a

Rk(a)e1

Rk(a)e1 = e1 cos a+ e2 sin a .

Rotation R überführt Einheitsvektoren e1 und e2 in e′1 und e′2 sowie k in k′.

e′1 und e′2 sind senkrecht zu k′. (R ist eine orthogonale Transformation.)

e′1 = Re1 , e′2 = Re2

Rk′(a)e′1 = e′1 cos a+ e′2 sina

anderseits gilt

[
RRk(a)R−1

]
e′1 = RRk(a)e1 = R(e1 cos a+ e2 sin a) = e′1 cos a+ e′2 sin a .

Es ist daher immer möglich eine Rotation zu finden, die k in k′ überführt.

Folglich gehören zwei Rotationen um denselben Winkel in die selbe Klasse

(Rotationsachse geht durch den Ursprung), Rotation um verschiedenen Win-

kel gehören in verschiedenen Klassen.

2. Symmetrische Gruppe S3.

C1 = e

C2 =
{(

1 2 3
2 3 1

)
= a ,

(
1 2 3
3 1 2

)
= b

}
(hier werden alle 3 Elemente verändert)

C3 =
{(

1 2 3
2 1 3

)
= f ,

(
1 2 3
3 2 1

)
= d ,

(
1 2 3
1 3 2

)
= c

}
( 1 Element wird nicht verändert)
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Beweis:

(a)

ses−1 = e

eae−1 = a ,

d.h. e ist immer zu sich selbst konjugiert.

(b)

bab−1 = ba2 = b2 = a b−1ab = a

cac−1 = cac = cd = b c−1ac = c−1d = cd = b

dad−1 = dad = dc = b d−1ad = df = b

faf−1 = faf = fc = b f−1af = b ,

Damit aber b zu a konjugiert, d.h. a, b in einer Klasse.

sas−1 = b , a = s−1bs .

(c)

aca−1 = acb = af = d

bcb−1 = bca = bd = f

dcd−1 = dcd = da = f

fcf−1 = fcf = fb = d ,

d.h. f, c, d in einer Klasse

Beispiel 7

G : 1,−1, i,−i, ZSR: Multiplikation.

Gruppentafel:

1 −1 i −i
1 1 −1 i −i

−1 −1 1 −i i

i i −i −1 1

−i −i i 1 −1

Zyklisch: i, i2 = −1, i3 = −i, i4 = 1, i5 = i.

Abelsch: jedes Element bildet eine Klasse.
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Beispiel 8

H = C2, e=Drehung um 0◦, R=Drehung um ]π um z–Achse

e R

e e R

R R e

K = S2, e, I=Inversion jedes Vektor, I2 = 1

e I

e e I

I I e

C2 und S2 sind isomorph.

Betrachte weitere Gruppe der Transformationen, die ein Dreieck in sich überführen.

Beispiel 9

D3 = {e,Rv, . . . , R5}.

Diese Gruppe ist isomorph zu S3.

4R

y

5R

3R

x

R1: Drehung um 2π/3 um z–Achse; R2: Drehung um 4π/3 um z–Achse.

D3 isomorph zu S3: R1 ↔ b, R2 ↔ a, R3 ↔ f, R4 ↔ c, R5 ↔ d.

4R

1

2 3

R1

1R =

1

2 3
=

1

3 2
=

1

2 3
3R

3

1 2

=
3

1 2
4R
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e R1 R2 R3 R4 R5

e e R1 R2 R3 R4 R5

R1 R1 R2 e R4 R5 R3

R2 R2 e R1 R5 R3 R4

R3 R3 R5 R4 e R2 R1

R4 R4 R3 R5 R1 e R2

R5 R5 R4 R3 R2 R1 e

inverses Element e R2 R1 R3 R4 R5

Klassen:

C1 = 1

C2 = {R1, R2} R2 = R3R1R
−1
3

C3 = {R3, R4, R5} R3 = R1R4R
1
1 = R2R5R

−1
2

Die Klassenstruktur der Produktgruppe

Wir suchen jetzt die Klassen für die direkte Produktgruppe G = H×K. Eine Klasse

von H×K enthält alle Produkte HaKb, wobei Ha die Elemente einer Klasse von H
und Kb die Elemente einer Klasse von K sind.

Beweis: Seien KaHb und KcHd in der gleichen Klasse (der Produktgruppe). Dann

gibt es ein Element KeHf , so dass (wir benutzen die Tatsache, dass die Elemente

von H mit denen von K kommutieren)

(KeHf )(KaHb)(KeHf )−1 = KcHd

i.e.

(KeKaK
−1
e )(HfHbH

−1
b ) = KcHd

i.e. Ka und Kc sind in derselben Klasse von K und Hb und Hd in derselben Klasse

von H.



Kapitel 2

Darstellungen von Gruppen

2.1 Lineare Vektorräume und Operatoren

Ein Physikalischer Zustand eines Systems lässt sich als Vektor (Ortsvektor, Wel-

lenvektor etc.) in einem Raum darstellen. Im Weiteren betrachten wir die Wirkung

einer Symmetrieoperation auf diesen Vektor.

2.1.1 Lineare Vektorräume

1. u1,u2, . . . ,us, . . . bilden lineare Vektorraum, wenn mit u1 ∈ L, u2 ∈ L auch

u1 + u2 ∈ L, cu ∈ L (c komplex oder reell).

2. u1, . . . ,up linear unabhängig, wenn
∑p

k=1 ckuk = 0 nur für alle ck ≡ 0

erfüllt.

3. Dimension: Maximalzahl der linear unabhängigen Vektoren.

4. Basis {e1, . . . , es} des Vektorraums: jeder Vektor u lässt sich in der Form

u =
s∑
i=1

uiei

schreiben.

5. Definition eines Skalarprodukts zwischen u1,u2: jedem geordneten Paar

u1,u2 ist eine komplexe Zahl (u1,u2) zugeordnet mit

(u2,u1) = (u1,u2)∗

(u1, cu2) = c(u1,u2)

(u1 + u2,u3) = (u1,u3) + (u2,u3)

(u,u) ≥ 0 (= 0 nur für u = 0), (u,u)1/2 = “Norm”

Wenn (u1,u2) = 0, dann sind u1 und u2 orthogonal. Eine Basis mit (ei, ej) =

δij heißt orthonormale Basis.

15
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Beispiele:

(i) u ∈ Rn Position von N Teilchen (n = 3N), u = ~r

(u1,u2) = ~r1 · ~r2 .

(ii) u = ψ(~r) Wellenfunktion (u ∈ Funktionsraum)

(ψ1 , ψ2) =

b∫
a

ψ∗
1(~r)ψ2(~r)dnr .

2.1.2 Lineare Operatoren

1. Abbildung eines Vektors u ∈ L : T̂u = u′ ∈ L. T̂ “Operator”.

2. T̂ linear, wenn

T̂ (u1 + u2) = T̂u1 + T̂u2 ∀ui ∈ L

T̂ cu = cT̂u ∀ c ∈ C

3. invarianter Unterraum L1

u1 ∈ L1 → u′
1 = T̂u1 ∈ L1, ∀u1 ∈ L

→ L1 “invariant bezüglich” T̂ .

4. adjungierte, unitäre, hermitesche Operatoren

adjungierte Operator zu T̂ : T̂ † definiert durch (u, T̂ †v) = (T̂u,v), ∀u,v ∈ L.

hermitesch oder selbstadjungiert: T̂ † = T̂ .

unitärer Operator: T̂ †T̂ = E oder T̂ † = T̂−1.

(u′,v′) = (T̂u, T̂v) = (u, T̂ †T̂v) = (u,v)

⇒ formen die {ei} eine orthonormale Basis, dass auch die {e′i = T̂ ei}.

e′i = T̂ei =
s∑
j=1

Tjiej

r =
s∑
i=1

riei

r′ = T̂r =
s∑
i=1

riT̂ei =
s∑
i=1

ri

s∑
j=1

Tjiej =
s∑
j=1

(∑
i=1

Tjiri

)
ej =

s∑
j=1

r′jej

mit

r′j =
s∑
i=1

Tjiri .

Es ist zu beachten, dass in den Relationen für e′i bzw. r′j auf der rechten Seite einmal

über den ersten und einmal über den zweiten Index summiert wird.
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2.2 Die Definition der Darstellung einer Gruppe

(Alle Definitionen sind sicher für endliche Gruppen, bei unendliche Gruppen in der

Regel
∑

a → ∫
da.)

Es existiert ein Satz {T̂} von linearen Operatoren T̂ (Ga) in einem Vektorraum L,

der den Elementen Ga ∈ G entspricht, so dass

T̂ (Ga) T̂ (Gb) = T̂ (GaGb) , T̂ (e) = 1

gilt, dann wird dieser Satz von Operatoren eine Darstellung der Gruppe G im

Vektorraum L genannt.

D.h. die Darstellung einer Gruppe G ist eine Abbildung der Elemente Ga auf die

Operatoren T̂ (Ga) in L. Wenn s die Dimension von L ist, dann heißt die Dar-

stellung s–dimensional. L ist der Darstellungsraum von T̂ . Eine Darstellung heißt

treu (faithful), wenn es eine eineindeutige Beziehung zwischen den Operatoren

T̂ (Ga) und den Gruppenelemente Ga gibt (Isomorphismus). I.a. werden verschiede-

ne Gruppenelemente durch den selben Operator dargestellt, extremes Beispiel ist

die 1–Darstellung, in der alle Gruppenelemente durch den 1̂–Operator dargestellt

werden (1 · 1 = 1 trivial).

Häufig definiert man einen Operator durch die Wirkung (s)einer Matrix auf eine

gewählte Basis e1, e2, . . . , es in L

e′i = T̂ (Ga)ei =
∑
j

Tji(Ga)ej

d.h. neuer Basisvektor wird nach altes Basis entwickelt. Für das m–te Element von

ei gilt e′i
(m) = Tmke

(k)
i = Tmi.

Der Satz von Matrizen T (Ga) mit den Matrixelementen Tji(Ga) bildet eine Ma-

trixdarstellung der Gruppe mit der Eigenschaft

T (Ga)T (Gb) = T (GaGb) .

T̂ (Ga) T̂ (Gb)ei =
∑
j

T̂ (Ga) T̂ji(Gb)ej =
∑
j

∑
k

Tji(Gb)Tkj(Ga)ek

T̂ (GaGb)ei =
∑
k

Tki(GaGb)ek

Tki(GaGb) =
∑
j

Tkj(Ga)Tji(Gb)

Um Matrixelemente zu finden Tji(Ga) =
(
ej, T̂ (Ga)ei

)
, da

(
ek, T̂ (Ga)ei

)
= (ek, Tjiej) = Tjiδkj = Tki .
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T̂ei =


T11 · · · T1s

...
...

Ts1 · · · Tss







0
...
0
1
...
0




=



T1i

T2i

T3i

...
Tsi




= T1i




1
0
0
...
0


+ T2i




0
1
0
...
0


+ · · · + Tsi




0
0
...
0
1


 (2.1)

Andererseits

u′ = T̂u =
s∑
i=1

ui T̂ei
2.1=

s∑
i=1

ui

s∑
j=1

Tjiej =
∑
j

(∑
i

Tjiui

)
ej =

∑
j

u′jej

→ u′j =
∑
i

Tjiui

2.3 Beispiele von Darstellungen

Betrachte zunächst Beispiele im R3 (3 dimensionaler euklidischer Raum).

2.3.1 Die Gruppe D3 (Beispiel 9)

1. Treue Darstellung: ex in x–Richtung, ey in y–Richtung, ez senkrecht zu Blatt–

Ebene.

ey

ex

ex

ey

a

Rotation in x–y–Ebene um a = 2π/3 = 120◦

T̂ (R1)ex = e′x = ex cos a+ ey sin a = −1
2
ex +

(
3
4

)1/2

ey

T̂ (R1)ey = e′y = ey cos a− ex sin a = −
(

3
4

)1/2

ex −
1
2
ey

T̂ (R1)ez = e′z = ez
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T (R1) =


−1/2 −√

3/2 0√
3/2 −1/2 0
0 0 1


 =

(
T (3) 0
0 T (2)

)

Darstellungen der anderen Gruppenelemente

T (R2) =


 −1/2

√
3/2 0

−√
3/2 −1/2 0
0 0 1


 , T (R3) =


−1 0 0

0 1 0
0 0 −1




T (R4) =


 1/2 −√

3/2 0
−√

3/2 −1/2 0
0 0 −1


 , T (R5) =


 1/2

√
3/2 0√

3/2 −1/2 0
0 0 −1




T (E) =


1 0 0

0 1 0
0 0 1


 , T (R1) =


−1/2 −√

3/2 0√
3/2 −1/2 0
0 0 1




Man kann leicht zeigen, dass die Matrizen die gleichen Multiplikationstabellen haben

wie die Gruppenelemente, z.B. gilt

T (R1)T (R4) = T (R5) .

Die treue Darstellung ist nicht die einzige Darstellung dieser Gruppe. Man kann z.B.

nur den 1 − d–Vektorraum des Vektors ez benutzen → erzeuge 1 − d Darstellung

T (2) der Gruppe D3.

T (2)(R1) = 1, T (2)(R2) = 1, T (2)(R3) = −1, T (2)(R4) = −1, T (2)(R5) = −1

T (2)(e) = 1

Es ist wichtig zu betonen, dass die Darstellung T (2) verschieden ist von der (trivia-

len) 1–Darstellung T (1) von D3: T (1)(Ri) = T (1)(e) = 1, ∀i.

ey

ey
ex

exa

R4

R5

R3

2.3.2 Die Gruppe R2

Alle Rotationen um z–Achse, Gruppenelement durch ]a ∈ [0, 2π].
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Gleicher Vektorraum wie in 2.3.1.

T (a) =


cos a − sina 0

sina cos a 0
0 0 1


 , T (a)T (b) = T (a+ b)

2.3.3 Darstellungen im Funktionsraum

Streng genommen muss man jetzt bei der Bezeichnung der Operatoren zwischen den

Operatoren im Rn und im Funktionsraum unterscheiden, z.B. T̂ und T̂ψ. Bisher L

3d–Raum (R3 ), es existieren aber auch Darstellungen von z.B. D3 und R2 mit mehr

als 3 Dimensionen. Betrachte Raum von Funktionen ψ(r), der invariant unter einer

Gruppe von Koordinatentransformationen Ga in dem Sinne ist, dass wenn ψ(r) zu

L gehört, dann auch ψ(Ĝ−1
a r) ∀Ga ∈ G.

Definiere Darstellung T̂ in L

T̂ (Ga)ψ(r) = ψ(Ĝ−1
a r)

(Hier sind 2 Vektorräume involviert: der Raum des Koordinatenvektors r1, . . . , rs

und der Raum der ψ(r). )

Genauer

T̂ψ(Ga)ψ(r) = ψ
(
T̂r(G−1

a )r
) ≡ ψ(Ĝ−1

a r) ,

d.h. wir schreiben der Kürze halber T̂r (G−1
a ) ≡ Ĝ−1

a . Ist das so definierte T̂ (Ga)

eine Darstellung? Definiere ψ′ (r) = ψ(G−1
b r). Dann gilt:

T̂ (Ga)T̂ (Gb)ψ(r) = T̂ (Ga)ψ(Ĝ−1
b r) = T̂ (Ga)ψ

′ (r) = ψ′(Ĝ−1
a r)

= ψ(Ĝ−1
b Ĝ−1

a r) = ψ
(
(ĜaĜb)

−1r
)

= T̂ (GaGb)ψ(r) ,

d.h. das so definierte T̂ (Ga) ist tatsächlich eine Darstellung. Vorsicht, i.a. gilt

T̂ (Ga)ψ(Ĝ−1
b r) 6= ψ(Ĝ−1

a Ĝ−1
b r).

Matrixdarstellung im Funktionsraum

ei =: ψi(r) (Basis im Funktionsraum)

T̂ (Ga)ψi (r) = ψi (Ĝ
−1
a r) = ψ′

i(r) =
∑
j

Tji(Ga)ψj (r)

“Induzierte Transformation”: Transformation von ψ durch Transformation der

Koordinaten

T̂ (Ga)ψ(r) = ψ(G−1
a r) .

Betrachte Körper K.
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P

Q

G

r

G-1

a

r

Ga: z.B. Rotation von K. ψ(r) Temperatur am Ort r. Später nützlich:

ψ′(r) = T̂ (Ga)ψ(r) = Temp. an r nach der Transformation

= ψ(G−1
a r) = Temp. an G−1r vor Transformation

ĜaĜ
−1
a r = r

Beispiel: Konstruktion einer Darstellung der D3 im Raum der Funktionen

x2, y2, z2, yz, zx, xy

ψ1 = x2 = (ex, r)2

ψ2 = y2 = (ey, r)2

ψ3 = z2 = (ez , r)2

ψ4 = yz = (ey, r)(ez , r)

ψ5 = zx = (ez, r)(ex, r)

ψ6 = xy = (ex, r)(ey, r) .

Die ψi sind linear unabhängig, und invariant unter der Gruppe D3:

T (R1)ψ1 =
1
4
ψ1 −

√
3

2
ψ6 +

3
4
ψ2

denn da die Drehung eine orthogonale Transformation ist, gilt

(e′i, r) = (Ĝei , r) = (ei , Ĝ
−1r)

und damit:

T̂ (R1)ψ1 = ψ1(R̂−1
1 r) = (ex, R̂

−1
1 r)2 = (R̂1ex, r)

2

= (e′x, r)
2 =

[(
− 1

2
ex, r

)
+
(

3
4

)1/2

(ey, r)

]2

=
1
4
ψ1 −

√
3

2
ψ6 +

3
4
ψ2
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Die resultierende Transformationsmatrix für R1 ist

x2 y2 z2 yz zx xy

T (R1) =




1/4
√

3/4 0 0 0
√

3/2
3/4 1/4 0 0 0 −√

3/2
0 0 1 0 0 0
0 0 0 −1/2

√
3/2 0

0 0 0 −√
3/2 −1/2 0

−√
3/2

√
3/2 0 0 0 −1/2




Ergänzung: multipliziert man eine Darstellung ψ(r) mit einer skalaren Funktion

f(r2), dann ist auch ψ(r) · f(r2) eine Darstellung, falls Ĝa ein unitärer Operator

ist, denn:

T̂ (Ga)ψ(r) · f(r2) = ψ(Ĝ−1
a r)f

(
(Ĝ−1

a r)2
)

= ψ(Ĝ−1
a r)f(r2) .

Fällt f(r) hinreichend schnell ab, dann kann die Integration im Skalarprodukt über

den ganzen Raum erstreckt werden. ψf könnte dann z.B. eine Wellenfunktion sein.

Die Transformationsmatrix nimmt Blockdiagonalgestalt an, wenn man die Basis-

funktion in der Reihenfolge x2, y2, xy, z2, yz, zx schreibt:

x2 y2 xy z2 yz zx

x2 1/4
√

3/4
√

3/2 0

y2 3/4 1/4 −√
3/2 0 0

xy −√
3/2

√
3/2 -1/2 0

z2 0 0 0 1 0

yz 0 -1/2
√

3/2

zx
0

0 −√
3/2 -1/2

2.4 Invariante Unterräume

Wenn mit u1 ∈ L1 auch T̂u1 ∈ L1, ∀u1 dann heißt L1 ein invarianter Unterraum

bezüglich T̂ . Hier: T̂ = T̂ (Ga), Ga ∈ G.

Beispiel: D3

(i) D3 in treuer Darstellung im R3

L1 : ex, ey

L2 : ez ;

(ii) D3 im Raum aufgespannt durch ψ1, . . . , ψ6, selbst Unterraum des Raumes

aller stetigen Funktionen.
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Konstruiere invarianten Unterraum durch Anwendung von T̂ (Ga) auf beliebig gewähl-

ten Vektor in L

ua = T̂ (Ga)u ∀Ga ∈ G .

Die Vektoren ua spannen invarianten Unterraum auf, denn für jedes b gilt

T̂ (Gb)ua = T̂ (Gb)T̂ (Ga)u = T̂ (GbGa)u = T̂ (Gc)u = uc .

Sind alle Vektoren ua linear unabhängig, so bilden sie eine g–dimensionale Darstel-

lung der Gruppe. In diesem Fall gilt für die Matrixelemente

Tji(Gb) =
{

1 wenn GbGi = Gc
0 sonst .

I.a. sind nicht alle ua linear unabhängig → finde s(≤ g) linear unabhängige (ortho-

normale) Basisvektoren.

Beispiel: Aufbau einer Basis für die Darstellung von D3 aus ψi = x2.

2.5 Irreduzibilität

In Prinzip lassen sich bei hinreichend großem Funktionsraum immer größere Ma-

trixdarstellungen von G erzeugen.

Allerdings: Bei einer endlichen Gruppe lassen sich alle Darstel-
lungen aus einer endlichen Anzahl verschiedener irreduzibler Dar-
stellungen aufbauen!

Beispiel: D3 hat zwei eindimensionale und eine zweidimensionale Darstellungen:

ex, ey } 2 − dim

ez
1-Darstellung

}
1 − dim

Man sagt, die 3–dim. Darstellung ist reduziert in eine 2– und eine 1–dim. Darstel-

lung.

Beide lassen sich nicht mehr reduzieren, d.h. es existiert kein e′x = αex+βey, e′y =

βex − αey, so daß

T ′
xy(Ra) =

(
e′x, T̂ (Ra)e

′
y

)
und T ′

yx(Ra) =
(
e′y, T̂ (Ra)e

′
x

)
verschwinden für ∀Ra ∈ D3.

Beispiel: R1

T ′
xy(R1) = (αex + βey) ·

(
T̂ (R1)exβ − αT̂ (R1)ey

)
= (αex + βey) ·

(
−β

2
ex +

√
3

2
βey + α

√
3

2
ex +

α

2
ey

)

=
√

3
2

(α2 + β2) ≥ 0
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Spätere Anwendungen in der QM: Wellenfunktionen ztationärer Zustände (ei-

nes symmetrischen Systems) mit gleicher Energie liefern die Basisfunktionen für die

irreduzible Darstellung der Gruppe der Symmetrieoperationen.

Allgemeine Definition der Irreduzibilität

Definition 4

Sei L ein Vektorraum, der unter den Transformationen T̂ (Ga), ∀Ga ∈ G, invariant

ist. Sei ferner L1 ein invarianter Unterraum, L2 dessen orthogonale Ergänzung (jeder

Vektor in L lässt sich dann aus den Basisfunktionen von L1 und L2 aufbauen). Sind

dann L1 und L2 jeweils invariant bezüglich T̂ (Ga), ∀Ga ∈ G, dann nennt man die

Darstellung T̂ reduzibel. Lässt sich keine solche Darstellung finden, nennt man die

Darstellung irreduzibel.

Sind die Operatoren T̂ (Ga) unitär, dann impliziert die Invarianz von L1 die Inva-

rianz von L2.

Beweis: Seien ei und ẽj die Basisvektoren von L1 bzw. L2, so dass (ei, ẽj) = 0

∀i, j. Aus der Invarianz von L1 folgt:(
T̂ (Ga)ei, ẽj

)
= 0, ∀a, i, j .

Aus der Unitarität von T̂ folgt(
ei, T̂−1(Ga)ẽj

)
= 0 ,

i.e. T̂ (G−1
a )ẽj ist orthogonal zu ei und liegt deshalb in L2.

T̂−1(Ga) = T̂ (G−1
a ), mit Ga sind auch alle G−1

a in L.

I.a. wird sich L in invariante Unterräume aufspalten lassen

L = L1 + L2 + L3 + · · · ,

wobei jeder Lq irreduzibel und invariant bezügl. der Transformationen T̂ (Ga) ist.

Analog schreibt man für die Darstellung

T̂ (Ga) = T̂ (1)(Ga) ⊕ T̂ (2)(Ga) ⊕ T̂ (3)(Ga) ⊕ · · · =
•∑
α
mαT̂

(α) (2.2)

Hierbei ist T̂ (q)(Ga) die irreduzible Darstellung von G in Lq.

Ordnet man in der Darstellung durch Matrizen die Basisvektoren {ei } = {e(1)
i , e(2)

i , . . . , e(q)
i , . . .}

dann nimmt die T –Matrix Diagonalgestalt an:

(T )ij =




T (1) 0 0 . . . 0
0 T (2) 0 . . . 0
0 0 T (3) . . . 0
...
0 0 0 . . . T ( )



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Hierbei ist jede Matrix T (q)(Ga) eine irreduzible Darstellung von G.

Beginnt man mit einer beliebigen Matrixdarstellung von G, dann muß man eine

neue Basis suchen, in der die Darstellungsmatrix die obige Blockgestalt hat.

Analog zur Zerlegung (2.2) des Operators T̂ schreibt man die Zerlegung der Matrix

als

T (Ga) = T (1)(Ga) ⊕ T (2)(Ga) ⊕ T (3)(Ga) ⊕ · · · .

Wir hatten gesehen, dass man aus einem beliebigen Vektor u einen invarianten

Raum L über T̂ (Ga)u = ua konstruieren kann. Wenn dieser Raum L jetzt in irre-

duziblen Unterräume reduziert wird, so folgt, dass man u =
∑

q uq schreiben kann,

wobei uq in Lq liegt. u ist in irreduzible Komponenten uq zerlegt. Diese

Zerlegung ist i.a. nicht eindeutig.

2.6 Äquivalente Darstellungen, Schursche Lemma-
ta

Im Weiteren Beschränkung auf die Eigenschaften reduzibler Darstellungen.

I.a. gibt es aber immer noch unendlich viele irreduzible Darstellungen, z.B. durch

Wahl anderer Basisvektoren.

Wesentliche Eigenschaften der Darstellungen werden dadurch jedoch nicht berührt,

was man durch Einführung des Begriffs der äquivalenten Darstellung widerspie-

gelt.

Satz 3

Sei T̂ (Ga) eine Darstellung von G in L, Â eine Abbildung von L auf L′ (mit der

gleichen Dimension). Dann bilden die Operatoren

T̂ ′(Ga) = ÂT̂ (Ga)Â−1 (2.3)

eine Darstellung von G in L′.

Beweis:

T̂ ′(Ga)T̂ ′(Gb) = ÂT̂ (Ga)Â−1ÂT̂ (Gb)Â−1

= ÂT̂ (Ga)T̂ (Gb)Â−1

= ÂT̂ (GaGb)Â−1 = T̂ ′(GaGb) q.e.d .

Man nennt T̂ und T̂ ′ äquivalent (gleiches Â für alle Ga!). Sind T̂ und T̂ ′ sowie

T̂ ′′ und T̂ ′ paarweise äquivalent, dann sind T̂ ′′ und T̂ äquivalent (∃ Klassen von

wechselseitig äquivalenten Darstellungen).
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Bei Darstellungen durch Matrizen führt der Übergang zu einer neuen Basis zu

einer äquivalenten Matrixdarstellung:

Sei T̂ei =
∑

j Tjiej , neue Basis e′i = Âei =
∑

j Ajiej , dann

T̂e′i = T̂ Âei =
∑
j

(T A)jiej =
∑
jk

(T A)ji(A
−1)kje

′
k =

∑
k

(A−1T A)kie
′
k .

(A−1T A)ki ist eine neue Darstellungsmatrix.

Es liegen zwei inäquivalente irreduzible Darstellungen T̂ , T̂ ′ vor, wenn kein

Operator Â existiert, so dass T̂ ′(Ga) = ÂT̂ (Ga)Â−1 erfüllt ist.

Theorem 1 ( Maschkes Theorem)

Bei endlichen Gruppen enthält jede Klasse von äquivalenten Darstellungen unitäre

Darstellungen (trift auch auf die unendlichen Gruppen in der Physik zu).

Beweis: Zu zeigen, daß jede Darstellung einer unitären Darstellung äquivalent ist.

D.h. zu einer Darstellung T̂ (Ga) müssen wir einen Operator Ŝ finden, so dass die

äquivalente Darstellung T̂ ′(Ga) = ŜT̂ (Ga)Ŝ−1 unitär ist. Benutze Ŝ =
{∑

b T̂
†(Gb)T (Gb)

}1/2

.

Nun zu zeigen, dass
(
T̂ ′(Ga)

)† =
(
T̂ ′(Ga)

)−1. Wir beginnen mit

T̂ †(Ga)Ŝ2T̂ (Ga) =
∑
b

T̂ †(Ga)T̂ †(Gb)T̂ (Gb)T̂ (Ga) =
∑
b

T̂ †(GbGa)T̂ (GbGa)

=
∑
c

T̂ †(Gc)T̂ (Gc) = Ŝ2

Multiplikation mit T̂−1(Ga)Ŝ−1 auf beiden Seiten von rechts und mit Ŝ−1 von links.

Folgt

Ŝ−1T̂ †(Ga)Ŝ = ŜT̂−1(Ga)Ŝ−1

Die linke Seite ist äqivalent zu (wir benutzen die Hermitezität von Ŝ):

(ŜT̂ (Ga)Ŝ−1)† = (Ŝ−1)†(ŜT̂ )† = ˆS−1
†
T̂ †Ŝ† Ŝ†=Ŝ= Ŝ−1T̂ †Ŝ r.h.S.= (ŜT̂ Ŝ−1)−1

T̂ ′† = T̂ ′−1
(Ŝ hermitesch) (Ŝ2)† =

∑
b

T †(Gb)T (Gb) = Ŝ2 = Ŝ†2

Damit ist Maschkes Theorem gezeigt.

Wir betrachten im Weiteren nur inäquivalente irreduzible Darstellungen. Die-

se haben die folgenden wichtigen (Orthogonalitäts–) Eigenschaften:

Lemma 1 (von Schur)

Sei T̂ (Ga) eine irreduzible Darstellung von G in L und Â ein fester Operator in L.

Gilt dann T̂ (Ga)Â = ÂT̂ (Ga), ∀Ga ∈ G, dann ist Â = λ1̂. (1̂=Einsoperator.)
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Lemma 2 (von Schur)

Seien T̂ (1)(Ga) und T̂ (2)(Ga) zwei inäquivalente irreduzible Darstellungen von G in

zwei Räumen L1 bzw. L2 mit den Dimensionen s1 bzw. s2. Sei Â ein Operator, der

Vektoren von L2 in L1 transformiert. Gilt ferner T̂ (1)(Ga)Â = ÂT̂ (2)(Ga), ∀Ga ∈ G,

dann ist Â der Nulloperator Â = 0̂.

Aus den Schurschen Lemmata folgt die Orthogonalität der Darstellungsmatrizen

irreduzibler unitärer Darstellungen

g∑
a=1

T
(α)
ip (Ga)T

(β)
jq (Ga)

∗ = gδαβδijδqp
/
sα (2.4)

Insbesondere folgt aus (2.4) für die Diagonalelemente
g∑
a=1

∣∣T (α)
ip (Ga)

∣∣2 = g
/
sα .

(2.4) kann als Test für die Reduzibilität einer Darstellung benutzt werden.

Beweis der Orthogonalitätsbeziehung für Darstellungsmatrizen

T̂ (α)(Ga) wirkt in Lα
T̂ (β)(Ga) wirkt in Lβ

}
2 inäquivalente irreduzible Darstellungen

Definiere

Â =
∑
b

T̂ (α)(Gb)X̂T̂ (β)(G−1
b ) (2.5)

X̂ transformiert Vektoren in Lβ in Vektoren in Lα, dann gilt die im 2. Schurschen

Lemma geforderte Eigenschaft, denn

T̂ (α)(Ga)Â =
∑
b

T̂ (α)(Ga)T̂ (α)(Gb)X̂T̂ (β)(G−1
b )

=
∑
b

T̂ (α)(GaGb)X̂T̂ (β)
(
(GaGb)−1

)
T̂ (β)(Ga)

=
∑
c

T̂ (α)(Gc)X̂T̂ (β)(G−1
c )T̂ (β)(Ga) = ÂT̂ (β)(Ga)

⇒ Schurs Lemma:

(i) T̂ (α) = T̂ (β) → Â = λ1̂.

(ii) T̂ (α) inäquivalent zu T̂ (β) → Â = 0̂.

Zusammengefasst:

Â = λδαβ 1̂ .

Im Matrixform folgt aus (2.5)

Aij =
g∑
a=1

sβ∑
m=1

sα∑
k=1

T
(α)
ik (Ga)XkmT

(β)
mj (G−1

a ) = λδαβδij
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da Xkm beliebig, wähle Xkm = δkpδmq (nur 1 Element 6= 0).

LkS. von (2.4) →
g∑
a=1

T
(α)
ip (Ga)T

(β)
qj (G−1

a ) = λδαβδij

Zur Bestimmung von λ setzen wir (sα ist die Dimension der Darstellung, g die

Ordnung der Gruppe)

α = β, i = j,
∑
i

:
sα∑
i=1

g∑
a=1

T
(α)
ip (Ga)T

(α)
qi (G−1

a ) = λsα =
g∑
a=1

T (α)
qp (e) = gδqp

Folgt

λ =
g

sα
δpq

Damit ist die Orthogonalitätsrelation gezeigt! Für unitäre Operatoren läßt sich die

Relation noch weiter vereinfachen:

T̂ (β)(G−1
a )T̂ (β)(Ga) = T̂ (β)(e) = 1̂ → T̂ (β)(G−1

a ) =
(
T̂ (β)(Ga)

)−1

Falls T̂ unitär ist, dann gilt

T
(β)
qi (G−1

a ) = T
(β)
jq (Ga)

∗ →
g∑
a=1

T
(α)
ip (Ga)T

(β)
jq (Ga) = gδαβδijδpq/sα .

Dies ist die gewünschte Beziehung.

Wir betrachten 2 Anwendungen der Schurschen Lemmata:

1. Die irreduziblen Darstellungen einer Abelschen Gruppe sind 1–dimensional.

Beweis: Sei T̂ (α)(Ga) eine irreduziblen Darstellung der Abelschen Gruppe G.

Dann gilt

T̂ (α)(Ga)T̂ (α)(Gb) = T̂ (α)(Gb)T̂ (α)(Ga) ∀Gb ∈ G .

Identifiziere dann Â aus dem Lemma 1 mit T̂ (α)(Gb) →

Â = T̂ (α)(Gb) ⇒ λ
(α)
b 1̂ ,

d.h. die Darstellung ist diagonal ∀Ga ∈ G und daher reduzibel (Widerspruch

zur Annahme), es sei denn sie ist eindimensional, q.e.d.

2. Zeige Orthogonalitätseigenschaften für T̂ (3) von D3. → Übungen.

Die (treue) Darstellung von D3:

T (2) 1 − dim
T (3) 2 − dim

}
irreduzibel
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Zusätzlich hat jede Gruppe die 1–Darstellung:

Element Ga E R1 R2 R3 R4 R5

Darstellung
T (1) 1 1 1 1 1 1
T (2) 1 1 1 -1 -1 -1

T (3)

(
1 0
0 1

) 

−1

2
−
√

3
2

√
3

2
−1

2







−1
2

√
3

2

−
√

3
2

−1
2




(−1 0
0 1

) 


1
2

−
√

3
2

−
√

3
2

−1
2







1
2

√
3

2
√

3
2

−1
2




Starte mit (2.4),

α = β = 1 lhs. 6, rhs. 6/1 = 6

α = β = 2 lhs. 6, rhs. 6/1 = 6

Zeige Orthogonalität s1 = 1, s2 = 1, s3 = 2; g = 6.

α = β = 3 und (2.4) →
6∑

a=1

[
T

(3)
ip (Ga)

]2
=

6
2

= 3 , ∀i, p .

i, p = 1 →
6∑
a=1

[
T

(3)
ip (Ga)

]2
= 1 +

1
4

+
1
4

+ 1 +
1
4

+
1
4

= 3

i = 1, p = 2 →
6∑

a=1

[
T

(3)
ip (Ga)

]2
= 0 +

3
4

+
3
4

+ 0 +
3
4

+
3
4

= 3

etc.

(2.4) →
6∑

a=1

T
(3)
ip (Ga)T (2)(Ga) = 0 , ∀i, p

i, p = 1 →
6∑

a=1

T
(3)
ip (Ga)T (2)(Ga) = 1 − 1

2
− 1

2
+ 1 − 1

2
− 1

2
= 0 .

etc.

(2.4) →
6∑
a=1

T (1)(Ga)T (2)(Ga) = 0

6∑
a=1

T (1)(Ga)T (2)(Ga) = 1 + 1 + 1 − 1 − 1 − 1 = 0 .

2.4 →
6∑

a=1

[
T (2)(Ga)

]2
=

6
1

= 6
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6∑
a=1

[
T (2)(Ga)

]2
= 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 6 .

Beweis des 1. Schurschen Lemmas:

Sei u Eigenvektor von Â im L: Âu = λu. Sei ferner ua = T̂ (Ga)u →

Âua = ÂT̂ (Ga)u = T̂ (Ga)Âu = λT̂ (Ga)u = λua .

D.h. ua ist auch Eigenvektor von Â mit dem selben Eigenwert λ. Lasse jetzt T̂ (Ga)

durch alle Elemente der Gruppe laufen. Der Satz ua (Ga ∈ G) bildet einen invari-

anten Unterraum, da

T̂ (Gb)ua = T̂ (Gb)T̂ (Ga)u = T̂ (GbGa)u = T̂ (Gc)u = uc .

Da aber L nach Definition irreduzibel ist, muß der Raum der ua der gesamte Raum

sein. D.h. für jeden Vektor R =
∑

a caua in L gilt

ÂR = Â
∑
a

caua =
∑
a

caλua = λR ,

da R beliebig ist, folgt Â = λ1̂.

Beweis des 2. Schurschen Lemmas: Betrachte zunächst s2 ≤ s1, dann generiert

Â aus L2 einen Unterraum LA von L1 mit der Dimension sA ≤ s2 ≤ s1. LA wird

von den Vektoren Âu aufgespannt, wobei u ein beliebiger Vektor in L2 ist. LA ist

invariant unter G, da

T̂ (1)(Ga)Âu = ÂT̂ (2)(Ga)u = Âua .

Âua liegt in LA, da ua in L2 liegt. T̂ (1) ist aber nach Voraussetzung irreduzibel, so

daß L1 keinen invarianten Unterraum haben kann. → Widerspruch, es sei

LA = 0 (sA = 0) oder LA = L1 (sA = s1), i.e. entweder Âu = 0, ∀u ∈ L2, d.h.

Â = 0 oder sA = s1 = s2 (wegen sA ≤ s2 ≤ s1). Die zweite Alternative ist wegen der

Annahme ausgeschlossen, dass T̂ (1) und T̂ (2) inäquivalente Darstellungen sind: wenn

L1 und L2 die gleiche Dimension hätten, dann ∃ T̂ (1)(Ga) = ÂT̂ (Ga)Â−1 → Â = 0.

L2
LA

L1

Ähnlich für s1 ≤ s2. Dann notwendig SA < s2, so dass Vektoren u ∈ L2 nach 0

abgebildet werden durch Â, d.h. Âu = 0. Sei der Unterraum solcher Vektoren LB,

er hat die Dimension (s2 − sA).
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2.7 Der Charakter von Darstellungen

Durch Wechsel der Basis einer Darstellung sind unendlich viele (irreduzible) äqui-

valente Darstellungen konstruierbar. Wir suchen jetzt Eigenschaften von Darstel-

lungen, die durch Basiswechsel nicht berührt werden. (Was bleibt invariant dabei?

)

Für die meisten Zwecke hier ist die
∑

der Eigenwerte = Spur der Matrix ausrei-

chend.

sα∑
i=1

T
(α)
ii (Ga) = χ

(α)(Ga) , {χ(α)(Ga) , ∀Ga ∈ G} = Charakter von Darstellung

Einige Eigenschaften von Charakteren:

1. χ(Ga) ist invariant unter der (Ähnlichkeits–) Transformation T̂ ′(Ga) = ÂT̂ (Ga)Â−1.

Beweis:

χ′ (Ga) =
∑
j,k,i

AijTjk(Ga)A
−1
ki =

∑
A−1
ki AijTjk(Ga) =

∑
j

Tjj(Ga) = χ(Ga) .

2. Alle Elemente einer Klasse Cp haben den gleichen Charakter χp.

Beweis:

χ(Ga) =
∑
i

Tii(Ga) =
∑
i

Tii(GmGbG
−1
m ) =

∑
ijk

Tij(Gm)Tjk(Gb)Tki(G
−1
m )

=
∑
jk

Tjk(Gb)Tkj(e) =
∑
j

Tjj(Gb) = χ(Gb)

3.
g∑
a=1

χ
(α)(Ga)χ

(β)(Ga)
∗ =

n∑
p=1

cpχ
(α)
p χ

(β)
p

∗
= gδαβ (2.6)

∼ Orthogonalitätsrelation für die “Vektoren”
√
cpχ

(α)
p , cp Anzahl der Ele-

mente in Cp, n Anzahl der Klassen in G. Speziell gilt für α = β

g∑
a=1

∣∣∣χ(α)(Ga)
∣∣∣2 =

n∑
p=1

cp

∣∣∣χ(α)
∣∣∣2 = g

Beweis: (2.4) aus 2.6 mit p = i, q = j,
∑
ij

∑
i,j

g∑
a=1

T
(α)
ii (Ga)T

(β)
jj (Ga)

∗ = gδαβ
∑
i,j

δijδij
/
sα = gδαβ q.e.d .

Dimension des Raums der Vektoren {c1/2p χ
(α)
p } ist n, die Zahl der Klassen von G → n

ist die Maximalzahl der nichtäquivalenten irreduziblen Darstellungen.
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Beispiel: Charaktere der Darstellung der Gruppe D3

Klasse C1(E) C2(R1, R2) C3(R3, R4, R5)
Darstellung
T (1) 1 1 1
T (2) 1 1 -1
T (3) 2 -1 0

∃ weitere Orthogonalitätsrelation für Charaktere

ñ∑
α=1

χ(α)
p

∗
χ(α)
q = δpq

g

cp

ñ Zahl der irreduziblen Darstellungen α, β.

n Zahl der Klassen, Klasse p enthällt cp Elemente,
∑n
p=1 cp = g.

Beweis: Führe Matrixelemente Bαp =
√

cp

g χ
(α)
p ein, Annahme ñ = n, diese bilden

n× n Matrix
n∑
p=1

BβpB
∗
αp =

∑
p

1
g
cpχ

(β)
p

∗
χαp = δαβ ,

d.h.

B · B∗T = 1

B · B† = 1

da B quadratisch |B| = 1, B−1 = B† → B†B = 1, i.e.
∑n

α=1B
∗
αpBαq = δpq oder∑n

α=1
cp

g χ
(α)
p

∗
χ

(α)
q = δpq q.e.d.

2.8 Die Reduktion von Darstellungen

Für reduzible Darstellungen gilt offenbar

χp =
∑
α

mαχ
(α)
p

T =
∑
α

mαT
(α)

p indiziert die Klasse, mα: Häufigkeit der irreduziblen Darstellung α in der betrach-

teten reduziblen Darstellung. Sind die irreduziblen Charaktere bekannt, dann folgt

aus (2.6) und obiger Zerlegung (wir identifizieren χ(α) in (2.6) mit χp)

1
g

∑
p

cpχ
(β)
p

∗
χp =

1
g

∑
α

mα

∑
p

cpχ
(β)
p

∗
χ(α)
p =

1
g

∑
α

mαgδαβ = mβ

(χp ist i.a. reduzibel, im Unterschied zu χ
(β)
p ), d.h. die Koeffizienten mα können

leicht bestimmt werden, kennt man die irreduziblen Charaktere.
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Beispiel: Die treue Darstellung der D3 im R3

Wir hatten schon gezeigt, dass die 3–dimensionale Darstellung von D3 die Charak-

tere (−3, 0,−1) hat. Aus der Zerlegung

T = m1T
(1) +m2T

(2) +m3T
(3)

folgt für die Zerlegung der treuen Darstellung

md =
1
g

∑
p

cpχ
(α)
p χp

m1 =
1
6
(1 · 1 · 3 + 2 · 1 · 0 + 3 · 1 · (−1) = 0

m2 =
1
6
(1 · 1 · 3 + 0 + 3 · (−1) · (−1) = 1

m3 =
1
6
(1 · 1 · 3 + 0 + 0 ) = 1

i.e.

T = T (2) + T (3) .

T (3) ist irreduzibel, da
∑

p cp|χp|2 = 1 · 4 + 2 · 1 + 0 = 6 = g.

Aus den Charakteren einer Darstellung kann man unmittelbar ableiten,

ob eine Darstellung irreduzibel oder reduzibel ist, da für irreduzible Dar-

stellungen ∑
p

cp|χp|2 = g (2.7)

gilt. Umgekehrt, gilt (2.7), dann ist die Darstellung irreduzibel.

Beweis: Für eine möglicherweise reduzible Darstellung gilt (s.o.)

∑
p

cp|χp|2 =
∑
p

∑
α,β

cpmαmβχ
(α)
p χ(β)

p

∗
=
∑
α,β

gδαβmαmβ = g
∑
α

m2
α .

Ist nun (2.7) erfüllt, gilt
∑n
α=1m

2
α = 1, da mα ganze Zahlen sind, müssen alle

mα = 0 mit Ausnahme eines mα = 1 sein, d.h. die Darstellung ist irreduzibel, q.e.d.

Beispiel D3.

Wie viele inäquivalente irreduzible Darstellungen gibt es? n.

Betrachte eine spezielle Darstellung: die reguläre Darstellung T̂ (R) mit der Di-

mension g.

Die Darstellungsmatrizen T (R)(Ga) sind über die Gleichung

GaGb =
∑
c

T
(R)
cb (Ga)Gc
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definiert. Die Matrizen sind tatsächlich eine Darstellung von G, denn

GdGaGb =
∑
c

T
(R)
cb (Ga)GdGc =

∑
c,e

T
(R)
cb (Ga)T

(R)
ec (Gd)Ge

=
∑
e

[∑
c

T (R)
ec (Gd)T

(R)
cb (Ga)

]
Ge

= (GdGa)Gb =
∑
e

T
(R)
eb (GdGa)Ge

Da GaGb selbst Gruppenelement ist, kann nur ein Matrixelement pro Zei-

le von Null verschieden sein (=1). Für GaGb = Gf , T
(R)
cb (Ga) = δcf . Dieses

Matrixelement steht nur dann in der Diagonalen, wenn Ga das Einselement ist:

eGb = Gb =
∑

c T
(R)
cb (e)Gc = Gb, i.e. T (R)

cb = δcb. Folglich ist der Charakter der

regulären Darstellungen Null, mit Ausnahme des 1–Elementes.

χ(R)(Ga) = 0 Ga 6= e

χ(R)(e) = g

T̂ (R)(Ga) =
∑
α

mαT̂
(α)(Ga)

mα =
1
g

∑
a

χ(α)(Ga)∗χ(R)(Ga) =
1
g
χ(α)(e)g = sα ,

d.h. die irreduzible Darstellung T (α) ist sα mal in der regulären Darstellung enthal-

ten. Folglich muß die reguläre Darstellung alle irreduziblen Darstellungen enthalten.

g =
∑
α
mαsα =

∑
α
s2α (2.8)

g = dimT (R). Diese Relation ist unabhängig von der hier gewählten Ableitung.

Beweis, dass die Anzahl ñ der möglichen inäquivalenten irreduziblen Dar-

stellungen einer Gruppe gleich der Zahl n der Klassen ist:

Abschnitt 2.6 “großes Orthogonalitätstheorem”:
g∑
a=1

T
(α)
ip (Ga)T

(β)
jq (Ga)∗ = g δαβδijδpq

/
sα .

T
(α)
ip (Ga) ∼ “Vektoren” in einem g–dimensionalen Raum. Gesamtzahl dieser Vek-

toren (i, p = 1 . . . sα):
ñ∑
α=1

s2α = g. ñ: Zahl der irreduziblen Darstellungen.

→ Die Anzahl
ñ∑
α=1

s2α der orthogonalen Vektoren
{
T

(α)
ij (G1);T

(α)
ij (G2); . . . ;T

(α)
ij (Gg)

}
ist gleich der Dimension g des Raumes, d.h. die

{
T

(α)
ij (G1);T

(α)
ij (G2); . . . ;T

(α)
ij (Gg)

}
spannen den Raum auf.

Jeder beliebige Vektor v∼ in diesem Raum lässt sich als

v∼ =
∑
α,i,j

c(α, i, j)T (α)
ij =

∑
a

va∼
ea =

∑
a

∑
α,i,j

c(α, i, j)T (α)
ij (Ga)ea
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schreiben. Betrachte jetzt

ṽa
∼

=
1
g

g∑
b=1

vc
∼

Gc=GbGaG
−1
b=

1
g

g∑
b=1

∑
α,i,j

c(α, i, j)T (α)
ij (G−1

b GaGb)

=
1
g

∑
b

∑
α,i,j

∑
k,l

c(α, i, j)T (α)
ik (G−1

b )T (α)
kl (Ga)T

(α)
lj (Gb)

=
1
g

∑
α,i,j

∑
k,l

c(α, i, i)T (α)
kl (Ga) δijδkl g

/
sα

=
∑
α,i

1
sα
c(α, i, i)χ(α)(Ga)

Diese Vektoren ṽa∼
bilden einen Unterraum der Dimension n (Zahl der Klassen), die

Charaktere, die einen Satz orthonormaler Vektoren in diesem Unterraum bilden,

spannen diesen Unterraum auf. Es gibt genau ñ Charaktere, daher ñ = n.

Konstruktion einer Charaktertafel

Vorhandene Information:

(1) Zahl der inäquivalenten irreduziblen Darstellungen = Anzahl der Klassen.

(2) Dimension α der irreduziblen Darstellungen α :
∑

α s
2
α = g

(3) ∃ immer die 1–Darstellung, s1 = 1, T (Ga) = 1, χ(Ga) = 1.

(4) Reihen sind orthogonal
∑
p cpχ

(α)
p χ

(β)
p

∗
= gδαβ

β=̂ Einsdarstellung:
∑

p cpχ
(α)
p = 0, α 6= Einsdarstellung.

(5) Spalten sind orthogonal

∑
α

χ(α)
p χ(α)

q

∗
=

g

cp
δpq

Cq = e :
∑
α

χ(α)
p sα

Klasse C1(E) C2 C3 · · · Cn
Darstellung
T (1) 1 1 1 1
T (2) s2

T (3) s3
...
T (n) sn

Dimension des Raums der Vektoren {c1/2p χ
(α)
p } ist n, die Zahl der Klassen von G →

n ist die Maximalzahl der nichtäquivalente irreduziblen Darstellungen.



36 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPEN

2.9 Die Orthogonalität von Basisfunktionen für ir-

reduzible Darstellungen

Sei e(α)
i , i = 1 . . . sα ein Satz von Basisfunktionen für eine irreduzible Darstellung.

Die Basisfunktionen für zwei verschiedene, nichtäquivalente irreduzible unitäre Dar-

stellungen sind orthogonal zueinander.

T̂
(α)(Ga)e

(α)
i =

∑
l

T
(α)
li (Ga)e

(α)
l

T̂
(β)(Ga)e

(β)
j =

∑
l

T
(β)
lj (Ga)e

(β)
l

(e(α)
i , e(β)

j ) =
(
T̂ (Ga)e

(α)
i , T̂ (Ga)e

(β)
j

)
=
∑
l,m

T
(α)
li

∗
(Ga)T

(β)
mj (Ga) (e(α)

l , e(β)
m )

Mittele jetzt über Gruppenelemente 1
g

∑
a, (2.4)

(e(α)
i , e(β)

j ) =
1
g

∑
l,m

gδαβδlmδij
/
sα(e(α)

l , e(β)
m ) =

1
sα
δαβδij

∑
l

(e(α)
l , e(β)

l ) (2.9)

→ (e(α)
i , e(β)

j ) ist unabhängig von i ∼ alle Basisfunktionen haben gleiche Normie-

rung.

→ Orthogonalität für α 6= β.

→ Orthogonalität für i 6= j, wenn α = β.

i = j, α = β

sα∑
i=1

(e(α)
i , e(α)

i ) =
sα
sα

∑
l

(e(α)
l , e(α)

l ) → (e(α)
l , e(α)

l ) = cα

Für die Einsdarstellung gilt T (1)
11 (Ga) = 1, betrachte insbesondere Darstellung im

Funktionsraum e(1) = const.

Mit (2.9) folgt

(e(1)
1 , e

(β)
j ) = c

∫
drφ

(β)
j (r) = 0 .

2.10 Das direkte Produkt zweier Darstellungen

Direktes Produkt von Gruppen: 1.3.

Direktes Produkt von Matrizen:

A n× n; B m×m

(A×B)ij,kl = AikBjl

Auf diese Weise lassen sich auch Produkte von Darstellungen konstruieren.

T (α) × T (β) = T (α×β) T
(α×β)
ij,kl (Ga) = T

(α)
ik (Ga)T

(β)
jl (Ga)
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T (α×β) ist tatsächlich Darstellung, da[
T (α×β)(Ga)T

(α×β)(Gb)
]
ij,kl

=
∑
m,n

T
(α×β)
ij,mn (Ga)T

(α×β)
mn,kl (Gb)

=
∑
m,n

T
(α)
im (Ga)T

(β)
jn (Ga)T

(α)
mk (Gb)T

(β)
nl (Gb)

= T
(α)
ik (GaGb)T

(β)
jl (GaGb) = T

(α×β)
ij,kl (GaGb)

Charakter:

χ(α×β)(Ga) =
∑
ij

T
(α×β)
ij,ij (Ga) =

∑
ij

T
(α)
ii (Ga)T

(β)
jj (Ga) = χ

(α)(Ga)χ
(β)(Ga) ,

d.h. der Charakter des direkten Produkts der Darstellung = Produkt der Charak-

tere der beiden Faktoren T (α), T (β). Sind α, β irreduzibel, dann ist i.a. das direkte

Produkt nicht irreduzibel

T (α×β) =
∑
γ

mγT
(γ) ,

mit

mγ =
1
g

∑
p

cpχ
(γ)
p

∗
χ(α)
p χ(β)

p .

Beispiel: D3: betrachte 2–dimensionale Darstellung T (3)

T (3) × T (3) : χ(3×3)
c = χ(3)

c χ(3)
c =

∑
α

mαχ
α = (4, 1, 0)

mγ =
1
6

∑
p

cpχ
(γ)
p

∗
χ(α)
p

2

m1 =
1
6
[4 + 2 · 1 · 1 + 0] = 1

m2 =
1
6
[4 + 2 · 1 · 1 + 0] = 1

m3 =
1
6
[4 · 2 · 1 + 1 · (−1)1 · 2 + 0] = 1




T (3) × T (3) = T (1) + T (2) + T (3)

Direkte Produkt–Darstellungen treten dort auf, wo man Produkte von Funktionen

betrachtet.

Transformiert sich ein Satz von Funktionen φ
(α)
k (r) (k = 1 . . . sα) nach der Darstel-

lung T (α) und ein weiterer Satz ψ(β)
l (r) (l = 1 . . . sβ) nach T (β), dann transformieren

sich die sαsβ Funktionen φ(α)
k (r)ψ(β)

l (r) nach der Darstellung T (α×β):

T̂ (Ga)
{
φ

(α)
k ψ

(β)
l

}
=

∑
i,j

T
(α)
ik (Ga)T

(β)
jl (Ga)

{
φ

(α)
i ψ

(β)
j

}
=

∑
i,j

T
(α×β)
ij,kl (Ga)

{
φ

(α)
i ψ

(β)
j

}
.
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Lässt sich nun T (α×β) reduzieren T (α×β) =
∑

γmγT
(γ), dann muss es durch Wechsel

der Basis möglich sein, neue Basisfunktionen

ψ
(γ)t
k =

∑
i,j

c(α, β, γ, t; i, j, k)
{
φ

(α)
i ψ

(β)
j

}

zu finden, die sich irreduzibel nach den Darstellungen T (γ) transformieren.

c(α, β, γ, t; i, j, k) heißen “Clebsch–Gordon–Koeffizienten”.

γ = 1 . . .mγ ; falls mγ = 0, 1 nennt man die Gruppe “einfach reduzibel”.

Ergänzung zum direkten Produkt zweier Darstellungen:

T (α×β) =
•∑
γ

mγT
(γ) , ψ

(γ)t
k =

∑
i,j

c(α, β, γ, t; i, j, k)
{
φ

(α)
i ψ

(β)
j

}
.

Voraussetzung φ
(α)
i 6= ψ

(α)
i , ansonsten sind die s2α Produkte φ(α)

i ψ
(α)
j = φ

(α)
i φ

(α)
j

nicht linear abhängig: φ(α)
i ψ

(α)
j − ψ

(α)
i φ

(α)
j = 0. → Basisfunktionen ψ

(γ)t
k können

verschwinden.

Normierung der Clebsch–Gordon–Koeffizienten

∑
i,j

∣∣c(α, β, γ, t; i, j, k)∣∣2 = 1 → sichert Normierung der ψ(γ)t
k .

Sind die Koordinaten von φ und ψ verschieden

ψ
(γ)t
k =

∑
c(α, β, γ, t; i, j, k)φ(α)

i (r1)ψ
(β)
j (r2) ,

dann(
ψ

(γ)t
k , ψ

(γ′)t′

k′

)
=
∑
i,j

∑
i′,j′

c∗(α, β, γ, t; i, j, k)c(α′, β′, γ′, t′; i′, j′, k′)(φ(α)
i φ

(α′)
i′ )(ψ(β)

j ψ
(β′)
j′ )

=
∑
i,j

c∗(α, β, γ, t; i, j, k) c(α, β, γ′, t′; i, j, k′)

Ortogonalität der Baisfunktionen irreduzibler Darstellungen →

= δγγ′δtt′δkk′

Umkehrung

φ
(α)
i (r1)ψ

(β)
j (r2) =

∑
γ,t,k

c∗(α, β, γ, t; i, j, k)ψ(γ)t
k (r1, r2) (2.10)

mit

∑
i,j

c∗(α, β, γ, t; i, j, k)c(α, β, γ′, t′; i, j, k) = δγγ′δtt′δkk′

∑
γ,t,k

c∗(α, β, γ, t; i, j, k)c(α, β, γ, t; i′, j′, k) = δii′δjj′
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2.11 Die Reduktion einer irreduziblen Darstellung

bei Beschränkung auf eine Untergruppe

Sei H eine Untergruppe von G und sei Tα(Ga) eine irreduzible Darstellung von G.

→ T (α)(Ha) ist eine Darstellung von H, aber nicht notwendig irreduzible Darstel-

lung von H:

T (α) =
∑
β

nαβU
(β) .

U (β): irreduzible Darstellung von H.

Benutze Resultat von 2.8:

nαβ =
1
g

∑
p

c̃p(χ̃
(β)
p )∗χ(α)

p (2.11)

(Summe über alle Klassen von H.)

Beispiel: D3, enthält als Untergruppe C3 = (e,R1, R2). C3 ist abelsch, i.e. alle

irreduzible Darstellungen sind 1–dimensional, ∃ 3 irreduzible inäquivalente Darstel-

lungen.

C3 e R1 R2 = R2
1

U (1) 1 1 1
U (2) 1 e2πi/3 e4πi/3

U (3) 1 e4πi/3 e2πi/3

(
U(R1)

)3 = U(R1)U(R2) = 1

g∑
a=1

χ(α)(Ga)χ(β)(Ga)∗ = gδαβ

T (1) = n11U
(1) + n12U

(2) + n13U
(3) etc.

Mit (2.11)

n11 =
1
3
(1 + 1 + 1) = 1 = n21 n31 =

1
3
(2 − 1 − 1) = 0

n12 =
1
3
(1 + e2πi/3 + e4πi/3)= 0 = n22 n32 =

1
3
(2 − e2πi/3 − e4πi/3) = 1

n13 =
1
3
(1 + e4πi/3 + e2πi/3)= 0 = n23 n33 =

1
3
(2 − e4πi/3 − e2πi/3) = 1

Folgt

T (1) ≡ T (2) = U (1)

T (3) = U (2) ⊕ U (3)
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2.12 Projektionsoperatoren

Projektion auf Unterraum des RN .

Suche jetzt Verallgemeinerung für Funktionsräume.

Betrachte Vektorraum L der invariant bezüglich der Transformationen T̂ (Ga) ist,

Ga ∈ G. I.a. ist dieser Vektorraum reduzibel. Basisvektoren in den irreduziblen

Unterräumen seien e(α)t
i ; sind (α) und t fest, dann i = 1, . . . , sα (Dimension der

Darstellung α). t > 1, wenn es mehr als einen Unterraum von L gibt, der sich nach

der gleichen irreduziblen Darstellung T (α) transformiert.

T̂ (Ga)e
(α)t
i =

∑
j

Tji(Ga)e
(α)t
j .

Die e(α)t
i mit festem α und i (!) spannen den Unterraum Lαi auf, Lα =

sα∑
i=1

Lαi. Wir

zeigen jetzt, dass der Operator

P̂
(α)
i =

sα
g

∑
a

T
(α)
ii

∗
(Ga)T̂ (Ga) (2.12)

eine Projektion von L auf Lαi liefert.

Betrachte:

P̂
(α)
i e(β)t

j =
sα
g

∑
a,k

T
(α)
ii

∗
(Ga)T

(β)
kj (Ga)e

(β)t
k =

sα
g
δαβ

∑
a,k

δikδije
(β)t
k

g

sα

= δαβδije
(α)t
j q.e.d.

Sei r ein beliebiger Vektor in L: r =
∑
β,t,j

c(β, t, j)e(β)t
j . Es folgt

P̂
(α)
i r =

∑
t

c(α, t, i)e(α)t
i ,

i.e. P̂ (α)
i projeziert den Vektor r in den Unterraum Lαi. Praktisch ist P̂ (α)

i oft

schwierig zu ermitteln, da alle T (α)
ii (Ga) bekannt sein müssen.

Leichter möglich: Projektion in den Unterraum Lα =
∑

i Lαi.

P̂
(α) =

∑
i

P̂
(α)
i =

sα
g

∑
a

∑
i

T
(α)
ii

∗
(Ga)T (Ga) =

sα
g

∑
a

χ
(α)∗(Ga)T̂ (Ga) ,

i.e. nur χ(α)(Ga) muß bekannt sein.

Es gilt ∑
α
P̂ (α) = 1̂ .

Beweis: (
∑

α χ
(α)
p sα = 0, Cp 6= e)

∑
α

P̂ (α) =
1
g

∑
α


sαχ(α)∗(e)T̂ (e) +

∑
a6=e

sαχ
(α)∗(Ga)T̂ (Ga)




=
1
g

∑
α

s2αT̂ (e) = T̂ (e) = 1̂ .
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P̂
(α)
j P̂

(β)
k = δαβδjkP̂

(α)
j

Beispiel: Betrachte ψ1(r) = x2, für Gruppe D3 aus dieser Funktion invarianten

Unterraum generiert: x2, y2, xy bzw. ∼ x2,∼ (8y2 − 3x2), xy.

P (1)x2 =
1
6

[
1 + T̂ (R1) + T̂ (R2) + · · · + T̂ (R5)

]
x2

=
1
6
[x2 + 2x2 + 3y2 + 0] =

1
2
(x2 + y2)

P (2)x2 =
1
6

[
1 + T̂ (R1) + T̂ (R2) − T̂ (R3) − T̂ (R4) − T̂ (R5)

]
x2

=
1
6

[
3
2
x2 +

3
2
y2 − 3

2
x2 − 3

4
y2

]
= 0

P (3)x2 =
2
6

[
2 − T̂ (R1) − T̂ (R2)

]
x2 =

1
3

[
2x2 − 1

2
x2 − 3

2
y2

]
=

1
2
(x2 − y2)

→ x2 =
1
2
(x2 + y2) +

1
2
(x2 − y2)

1
2 (x2 + y2) transformiert sich nach T (1), 1

2 (x2 − y2) transformiert sich nach T (3).

In diesem Fall kann man auch die einzelnen P̂ (α)
i bekommen

P
(3)
1 x2 =

2
6

[
x2 − 1

2
T̂ (R1)x2 − 1

2
T̂ (R2)x2 − T̂ (R3)x2 +

1
2
T̂ (R4)x2 +

1
2
T̂ (R5)x2

]
= 0

T
(3)
11 =

{
1,−1

2
,−1

2
,−1,

1
2
,
1
2

}

P
(3)
2 x2 =

3
6

[
x2 − 1

2
T̂ (R1)x2 − 1

2
T̂ (R2)x2 + T̂ (R3)x2 − 1

2
T̂ (R4)x2 − 1

2
T̂ (R5)x2

]
=

1
2
(x2 − y2)

2.13 Darstellungen des direkten Produkts zweier

Gruppen

In 1.3 wurde das direkte Produkt G = K × H zweier Gruppen betrachtet. (K, H
Untergruppen von G, HaKb = KbHa ∀Ha ∈ H, Kb ∈ K.) Eine Klasse von K ×H
enthält alle Produkte KaHb, wobei Ka bzw. Hb die Elemente einer Klasse von K
bzw. H sind.

Beweis: Seien KaHb und KcHd in der gleichen Klasse der Produktgruppe. Dann

existiert ein Element KeHf , so dass

KeHf ·KaHb · (KeHf )−1 = KcHd

KeKaK
−1
e︸ ︷︷ ︸

Kc

HfHbH
−1
f︸ ︷︷ ︸

Hd

= KcHd ,

d.h. Ka und Kc sind in der selben Klasse von K und Hb, Hd in der selben Klasse

von H.
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Seien T (α)(Ka) und U (β)(Hb) jeweils irreduzible Matrixdarstellungen von K bzw.

H. Dann bildet das direkte Produkt der Matrizen eine irreduzible Darstellung der

Produktgruppe G = K ×H.

V (α×β)(KaHb) = T (α)(Ka) × U (β)(Hb)

Beweis, dass V eine Darstellung ist: siehe 2.10.

Beweis, dass V irreduzibel:

χ(α×β)(KaHb) = χ(α)(Ka)χ(β)(Hb)∑
a,b

∣∣∣χ(α×β)(KaHb)
∣∣∣2 =

∑
a

∣∣∣χ(α)(Ka)
∣∣∣2∑

b

∣∣∣χ(β)(Hb)
∣∣∣2 = k · h .

k ist die Ordnung von K, h die Ordnung von H, k · h ist aber gleich der Ordnung

der Produktgruppe, d.h. k · h = g. Nach (2.7) ist daher V (α×β) irreduzibel.

Tatsächlich schöpft V (α×β) alle irreduziblen Darstellungen der Produktgruppe G =

K ×H aus. Aus (2.8) folgt

∑
α,β

(sαsβ)2 =
∑
α

s2α
∑
β

s2β = kh = g .

Beispiel: Charaktertabelle für die Gruppe D3h = D3 × S1

S1 = {e, σh} σ2
h = e

e σh

U (1) 1 1
U (2) 1 -1

R3σh = σ3: Reflexion an der Ebene, die durch die Achsen R3 und z aufgespannt

wird (∃ 3 × 2 = 6 Klassen).

R3

y

z

x1 3

2

R4 R5 V=T  U
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D3h C1(e) C2(R1, R2) C3(R3, R4, R5) C′
1(σh) C′

2(R1σh, R2σh) C′
3(σ3, σ4, σ5)

V (1×1) 1 1 1 1 1 1
V (2×1) 1 1 -1 1 1 -1
V (3×1) 2 -1 0 2 -1 0

V (1×2) 1 1 1 -1 -1 -1
V (2×2) 1 1 -1 -1 -1 1
V (3×2) 2 -1 0 -2 1 0

2.14 Das Wigner–Eckart Theorem

Betrachte Transformation T̂ (Ga) im Raum L, Ga ∈ G. Betrachte ferner Operator

Ŝ in L → transformierter Operator Ŝ′ = T̂ (Ga)ŜT̂ (Ga)−1.

Transformierter Operator:

Betrachte Operatoren T̂ , Ŝ in L

T̂u = u′ Ŝu = ũ

T̂ ũ = ũ′

Welcher Operator transformiert dann u′ in ũ′? Antwort: Ŝ′.

Ŝ′u′ = ũ′ = T̂ ũ = T̂ Ŝu = T̂ ŜT̂−1u′

Ŝ′ = T̂ ŜT̂−1

T

S

T u

u~

u

S

u~

Definiere jetzt irreduziblen Satz von Operatoren Ŝ
(α)
i

Ŝ
(α)′

i = T̂ (Ga)Ŝ
(α)
i T̂ (Ga)

−1 =
∑
j

T
(α)
ji Ŝ

(α)
j .

Der Satz Ŝ(α)
i transformiert sich nach der irreduziblen Darstellung T (α). Es existie-

ren sα solche Operatoren.

Ŝ′ = Ŝ: Ŝ transformiert sich nach der 1–Darstellung.

Betrachte jetzt die Wirkung eines Operators Ŝ(α)
i auf eine Funktion φ

(β)
j , beide

transformieren sich nach den irreduziblen Darstellungen der gleichen Gruppe G
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(wichtig bei Berechnung von Matrixelementen in QM). Dann transformiert sich der

Satz der sαsβ Funktionen

ψij = Ŝ
(α)
i φ

(β)
j

nach dem direkten Produkt T̂ (α×β) der Darstellungen:

T̂ (Ga)ψij = T̂ (Ga) Ŝ
(α)
i T̂ (Ga)

−1 T̂ (Ga)φ
β
j

=
∑
k,m

T
(α)
ki (Ga)T

(β)
mj (Ga) Ŝ

(α)
k φ(β)

m

=
∑
k,m

T
(α×β)
km,ij (Ga)ψkm .

T̂ (α×β) lässt sich wieder in irreduziblen Darstellungen zerlegen. Und analog kann

man die ψij in irreduzible Komponenten zerlegen (analog zur Zerlegung (2.10))

Ŝ
(α)
i φ

(β)
j = ψij =

∑
γ′,t,k′

c∗(α, β, γ′, t; i, j, k)ψ(γ′)t
k′ .

Betrachte jetzt Matrixelement (Quantenmechanik!)

(φ(γ)
k , Ŝ

(α)
i φ

(β)
j ) = (φ(γ)

k , ψ
(α,β)
ij ) =

∑
γ′,t,k′

c∗(α, β, γ′, t; i, j, k′)(φ(γ)
k , ψ

(γ′)t
k′ )

=
∑
t

c∗(α, β, γ, t; i, j, k)(φ(γ)
k , ψ

(γ)t
k ) (2.13)

→ d.h. das Matrixelement des Operators S(α)
i verschwindet, es sei denn die irredu-

zible Darstellung T (γ) erscheint in der Reduktion des Produkts T (α) × T (β).

→ mγ =
1
g

∑
p

cpχ
(γ)
p

∗
χ(α)
p χ(β)

p 6= 0 ?

→ die Matrixelemente (α, β, γ, i, j fest gewählt) lassen sich aus einer viel kleineren

Zahl von Konstanten bestimmen: (φ(γ)
k , ψ

(γ)t
k ) ist unabhängig von k (und i, j),

d.h. in (2.13) enthält jeder Summand nur einen unbekannten Koeffizient (φ, ψt), die

Clebsch–Gordan–Koeffizienten sind aus Gruppentheorie bekannt.

(φ(γ)
k , ψ

(γ)t
k ) =

〈
φ

(γ)‖s(α)‖φ(β)〉
nennt man die “reduzierten Matrixelemente”. Wigner–Eckart–Theorem

(φ(γ)
k , Ŝ

(α)
i φ

(β)
i ) =

∑
c∗(α, β, γ, t; i, j, k)

〈
φ

(γ)‖s(α)‖φ(β)〉
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Beispiel:

Betrachte Operatoren ∂
∂xi

, i = 1, . . . , N im Vektorraum der stetigen Funktionen

φ(x1, . . . , xN ) = φ(r). Sei G die Rotationsgruppe Rn r = (x1, . . . , xN )

φ′(r) = T̂ (R)φ(r) = φ(R̂−1r) = φ(r̄) , r̄ = (x̄1, . . . , x̄n) .

Der transformierte Operator ist T̂ (R) ∂
∂xi

T̂ (R)−1 = ∂
∂x̄i

, ∂
∂x̄i

T̂ (R) = T̂ (R) ∂
∂xi

, denn

∂

∂x̄i
T̂ (R)φ(r) =

∂

∂x̄i
φ(r̄)

T̂ (R)
∂

∂xi
φ(r) = T̂ φ̃(r) = φ̃(r̄) =

∂

∂x̄i
φ(r̄) .

∂
∂x̄i

=
∑
j
∂xj

∂x̄i

∂
∂xj

, i.e. die n Operatoren bilden einen invarianten Satz bezüglich der

Rotation.

R̂ei =
∑
j

Rjiej

xi = eir = ei · R̂r̄ = ei
∑
j

x̄jR̂ej =
∑
j

x̄j
∑
l

eiRljel =
∑
j

x̄jRij

→ ∂xi

∂x̄j
= Rij

T (R)
∂

∂xi
T−1(R) =

∑
j

Rji
∂

∂xj
,

d.h. die Operatoren ∂
∂xi

transformieren sich wie die Basisvektoren. Der Satz der

Operatoren ∂
∂xi

ist irreduzibel für die Gruppe Rn.

D3: ∂
∂z transformiert sich nach T (2), ∂

∂x
∂
∂y transformieren sich nach T (3).

Zusammenfassung: Endlichen Gruppen und ihre Darstellungen

1.) Gruppe G, Ga ∈ G, GaGb = Gc, (GaGb)Gc = Ga(GbGc), ∃ e,G−1
a . Gruppen-

zerlegung in Klassen: e, C1, C2, . . . , Cn
2.) Darstellung von G durch Operatoren in linearem Vektorraum (Rd , Funktions-

raum).

Ga → T̂ (Ga) , T̂ (Ga)T̂ (Gb) = T̂ (GaGb)

e′i = T̂ (Ga)ei =
∑
j

Tjiej

ej Basis im linearen Vektorraum.

T = (Tij) hängt von Basis ab, durch Übergang zu neuer Basis häufig Reduktion auf

Blockdiagonalform möglich.


0

0


 , T̂ =

∑
α

mαT
(α) , mα =

1
g

∑
p

cpχ
(α)
p χp .
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{ei } → {e(1)
i , e(2)

i , . . .}

e(α)
i

′
= T̂ (Ga)e

(α)
i =

sα∑
j=1

T
(α)
ji e(α)

j

∑
p cp|χ(α)

p |2 = g Irreduzibilitätskriterium.

(e(α)
i , e(β)

j ) =
1
sα
δαβδij

∑
l

(e(α)
l , e(α)

l )

Basisfunktionen, die sich nach irreduziblen Darstellungen transformieren, sind or-

thogonal. e(α)
i können sich sehr unterscheiden, abhg. von d.

→ irreduzibler Satz von Operatoren

ˆ
S

(α)
i

′
= T̂ (Ga)Ŝ

(α)
i T̂ (Ga)

−1 =
∑
j

T
(α)
ji S

(α)
j

3.) Direktes Produkt von Darstellungen

T̂ (α) × T̂ (β) = T̂ (α×β) =
∑
γ

mγ T̂
(γ)

aus den irreduziblen Basisfunktionen φ(α)
i , φ

(β)
j wird

ψ
(γ)t
k =

∑
c(α, β, γ, t; i, j, k)φ(α)

i φ
(β)
j .

2.15 Punktgruppen

Symmetrietransformationen: Rotationen um Achsen um Winkel θ; Spiegelung an

Ebenen: σ; Translationen.

1.) θ = 2π
n : ∃ Symmetrie n–ter Ordnung, Rotation Cn Cnn = E.

2.) ∃ Drehspiegelachse

Sn = Cnσh = σhCn .



2.15. PUNKTGRUPPEN 47

n ungerade: Sn kein neues Symmetrieelement Snm = σh.

3.) Speziallfall von 2.): n = 2 “Inversion” I = S2 = C2σh.

4.) Das Produkt zweier Rotationen um Achsen, die sich in einem Punkt schneiden,

ist eine Rotation um eine dritte Achse, die auch durch diesen Punkt geht.

Punktgruppen: Symmetriegruppe eines Körpers mit endlicher Dimension, ein

Punkt bleibt bei allen Tranformationen fest!

→ Alle Symmetrieachsen und –ebenen haben einen gemeinsamen Schnittpunkt.

∃ einfache Regel zum Auffinden der Klassen bei Punktgruppen: siehe Landau, Lif-

schitz: Band III.

Die Punktgruppe:

I Cn = n: C1 = E keine Symmetrie vorhanden.

(II) S2n: ist 2n = 4p+ 1, dann S4p+2 = C2p+1 × Ci.

S2 = (E, I) ≡ Ci.

(III) Cnh: n–zählige Symmetrieachse + dazu senkrechte Symmetrieebene. Cnh =

(Ckn, k = 1 . . . n;Cknσk, k = 1 . . . n), abelsch.

(IV) Cnv = nmm: n–zählige Symmetrieachse + n Symmetrieebenen, die durch die

Symmetrieachsen gehen. Die Gruppe enthält 2n Elemente.

(V) Dn: Symmetrieachse n–ter Ordnung + dazu senkrechte Achse zweiter Ord-

nung → weitere n−1 horizontale Achsen 2–ter Ordnung. Enthält 2n Elemente:

n Drehungen um Achse n–ter Ordnung und n Drehungen um Winkel π um

die horizontale Achsen.
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Abbildung 2.1: Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen der Punktgruppen
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Abbildung 2.2: Fortsetzung
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Kapitel 3

Symmetrie in der
Quantenmechanik

3.1 Definition der Symmetrie in der Quantenme-
chanik

Betrachte zeitunabhängigen Hamiltonoperator Ĥ(r), r = (~r1, . . . , ~rN ). ψ(r) sei eine

beliebige Wellenfunktion.

Sei G eine Gruppe von Koordinatentransformationen T̂r(Ga)r = r′ = Ĝar.

→ induziert Transformation von ψ

T̂ (Ga)ψ(r) = ψ′(r) = ψ(Ĝ−1
a r)

und Ĥ (“transformierter Operator”)

T̂ (Ga)ĤT̂−1(Ga) = Ĥ′ .

T̂ Ĥψ = T̂ ĤT̂−1T̂ψ = Ĥ′ψ′

Gilt nun Ĥ = T̂ (Ga)ĤT̂ (Ga)−1 ∀Ga ∈ G (Ga Symmetrieelement), dann nennt

man G die Symmetriegruppe des Hamiltonians

ĤT̂ (Ga) − T̂ (Ga)Ĥ =
[H, T̂ (Ga)

]
= 0 .

Konsequenz

Ĥψ = Eψ

T̂ Ĥψ = Eψ′ = Ĥψ′ ,

d.h. die Wellenfunktionen ψ und T̂ (Ga)ψ = ψ′ sind Eigenfunktionen von

Ĥ zum gleichen Eigenwert E.

Beispiele für Symmetriegruppen:

53
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Rotationgruppe (bei kugelsymmetrischem Potential)

Punktgruppe (bei Molekülen)

Translationsgruppe (in Kristallen)

Symmetrische Gruppe (identische Teilchen)

Zwei wichtige Folgerungen aus der Existenz einer Symmetriegruppe G des Hamil-

tonians Ĥ:

(i) Die Eigenfunktionen ψ und die Eigenwerte E lassen sich nach den

irreduziblen Darstellungen T̂ (α) der Gruppe G indizieren.

(ii) Das Energieniveau E(α) ist mindestens sα–fach entartet, wobei sα

die Dimension von T (α) ist.

Quantenmechanik:

Ĥψi = Eψi , i = 1, . . . , d

(ψi, ψj) =
∫
d3Nrψ∗

i (r)ψj (r) = δij

T̂ Ĥψi = ĤT̂ψi = ET̂ψi, d.h. T̂ψi Eigenfunktion zum selben Eigenwert E. →

T̂ψi =
d∑
j=1

Tjiψj , Tji = (ψj , T̂ψi)

denn dann immer noch ĤT̂ψi =
∑d
j=1 TjiHψj = ET̂ψi.

→ die Matrixelemente Tji bilden eine unitäre Darstellung der Gruppe G
in der Basis ψ1, . . . , ψd. Diese Darstellung ist i.a. irreduzibel. Wäre sie reduzibel,

dann zerfiele die Basis mindestens in zwei Sätze von Funktionen ψ(1)
i , ψ

(2)
i , so dass

T̂ψ
(1)
i =

d1∑
j=1

T
(1)
ji ψ

(1)
j etc.

Die Funktionen zum gleichen Satz haben den gleichen Eigenwert, i.a. würden wir

dann aber zwei verschiedene Energieeigenwerte E1, E2 erwarten, es sei denn es liegt

eine zufällige (d.h. nicht auf Symmetrien zurückgehende) Entartung vor. Gilt da-

gegen E1 = E2 = E, dann ist die Darstellung irreduzibel.

Fazit: Die Eigenfunktionen zum gleichen (entarteten) Energieeigenwert bilden die

Basis für eine irreduzible Darstellung T (α) der Symmetriegruppe. Die Entartung sα

ist gleich der Dimension der Darstellung.

Beispiel: Teilchen im kugelsymmetrischen Potential

Ĥ =
p2

2m
+ V (r) .
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Lösung ψnlm(r) = Pnl(r)Ylm(θ, φ). Pnl hängt von V ab, Ylm normierte Kugelfunk-

tionen.

Ĥψ(r) =
~

2

2m

[
− 1
r2

∂

∂r

(
r2
∂ψ

∂r

)
+

l̂2

r2
ψ

]
+ V (r)ψ = Eψ

l̂2Ylm = l(l + 1)Ylm

Symmetriegruppe: Rotationsgruppe T̂ (R)Ylm =
l∑

m′=−l
Ylm′D

(l)
m′m(R). Entartung

2l+ 1.

Beispiel: Teilchen im unendlich tiefen quadratischen Potentialtopf

a

a

V

x

M
y

V (x, y) = 0




−a
2
≤ x ≤ a

2

−a
2
≤ y ≤ a

2
V (x, y) = ∞ sonst

Ĥψi(x, y) = Eiψi(x, y)

Ĥ = − ~2

2M

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ V (x, y)

Ansatz: ψ(x, y) = φ1(x)φ2(y), φi(x) = A sin (kx+ δ).

Lösung: (i = n,m)

ψn,m(x, y) =
2
a

sin
πn

a
(x+

a

2
) sin

πm

a
(y +

a

2
) ,

En,m =
~2π2

2Ma2
(n2 +m2) , n,m = 1, 2, 3, . . .

2–fache Entartung n = p± k, m = p∓ k, n2 +m2 = (p2 + k2)2
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σv1

4c  ,

Symmetrie C y

xv2

σv2
σv1

σ  ,v σv

4v

σ

Darstellung der Gruppe C4v in der Basis ex, ey:

ê =
(

1 0
0 1

)
; ĉ4 =

(
0 −1
1 0

)
; ĉ34 =

(
0 1
−1 0

)
; ĉ24 =

(−1 0
0 −1

)

σ̂′
v1 =

(
0 −1
−1 0

)
; σ̂′

v2 =
(

0 1
1 0

)
; σ̂v1 =

(−1 0
0 1

)
; σ̂v2 =

(
1 0
0 −1

)

Irreduzible
∑

a χ
2(Ga) = g = 4 + 4 = 8: Darstellung ist irreduzibel!

Es gibt nur eine 2–dimensionale nichtäquivalente Darstellung der C4v.

Nebenrechnung: Darstellung der Gruppe C4v im R2

e′i = T̂ei =
∑
j

Tjiej Tji = (ej , e
′
i)

T̂u = u′ = T̂
∑
i

uiei =
∑
ij

uiTjiej =
∑
j

(∑
i

uiTji

)
︸ ︷︷ ︸

u′
j

ej =
∑
j

u′jej .

Rotation um ]α:

e′x = ex cosα+ ey sinα

e′y = −ex sinα+ ey cosα
T
R

(
R(α)

)
=
(

cosα − sinα
sinα cosα

)

Spiegelung an y–z–Ebene:

e′x = −ex

e′y = ey
TR(σv1) =

(−1 0
0 1

)
, TR(σv2) =

(
1 0
0 −1

)

Spiegelung an Ebene z, Winkelhalb. x, y:

e′x = ey

e′y = ex
TR(σ′

v2) =
(

0 1
1 0

)
, TR(σ′

v1 ) =
(

0 −1
−1 0

) e′x = −ey

e′y = −ex

induzierte Transformation: T̂ψ(Ga)ψ(r) = ψ(G−1
a r) = ψ(x′, y′) = ψ′, (Ĝa =:
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T̂R(Ga))

r = xex + yey

x = (ex, r) , y = (ey, r)

x′ = (ex, Ĝ−1
a r)

x′ = Txxx+ Txyy , y′ = Tyxx+ Tyyy

ψ′
a = ψa(x′, y′) = Taaψa + Tbaψb

ψ′
b = ψb(x′, y′) = Tabψa + Tbbψb

Beispiel: Ga = C4; C−1
4 = C3

4 ; x′ = y, y′ = −x

T̂ψ(C4)ψa = ψ′
a = ψa(C−1

4 r) = ψa(x′, y′) = 2 sinπ(y +
1
2
) sin 2π(−x+

1
2
)

= −2 sinπ(y +
1
2
) sin 2π(x+

1
2
− 1) = −ψb


 →

Taa = 0

Tba = −1

Die quantenmechanischen Wellenfunktionen zum gleichen Energieeigenwert sollten

Basisfunktionen für eine irreduzible Darstellung der Symmetriegruppe sein.

Test:

ψa = ψ1,2(x, y) = 2 sinπ(x+
1
2
) sin 2π(y +

1
2
)

ψb = ψ2,1(x, y) = 2 sin 2π(x+
1
2
) sinπ(y +

1
2
)

Suche Darstellung in der neuen Basis; T (Ga)ψ(r) = ψ(Ĝ−1
a r). T (ê) =

(
1 0
0 1

)
.

Zeige: → ψa, ψb tatschlich Basis für irreduzible Darstellung.

C4 : x′ = y
y′ = −x, T (C4) =

(
0 1
−1 0

)
:

ψ′
a = ψa(Ĉ

3
4r) = 2 sinπ

(
+ y +

1
2

)
sin 2π

(
− x+

1
2

)
= −2 sinπ

(
y +

1
2

)
sin 2π

(
x+

1
2

)
= −ψb

ψ′
b = ψb (Ĉ

3
4r) = +2 sin 2π

(
y +

1
2

)
sinπ

(
− x+

1
2

)
= +ψa

C2
4 = C2 :

x′ = −x
y′ = −y, T (C2) =

(−1 0
0 −1

)
:

ψ′
a = ψa(Ĉ

2
4r) = 2 sinπ

(
x+

1
2
− 1
)

sin 2π
(
y +

1
2
− 1
)

= −ψa
ψ′
b = ψb (Ĉ

2
4r) = 2 sin 2π

(
x+

1
2
− 1
)

sinπ
(
y +

1
2
− 1
)

= −ψb
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C3
4 :

x′ = −y
y′ = x

, T (C3
4 ) =

(
0 −1
1 0

)
:

ψ′
a = ψa(Ĉ4r) = 2 sinπ

(
− y +

1
2

)
sin 2π

(
x+

1
2

)
= +ψb

ψ′
b = ψb (Ĉ4r) = 2 sin 2π

(
− y +

1
2

)
sinπ

(
x+

1
2

)
= −ψa

σ̂v1 : x′ = −x
y′ = y

, T (σv1) =
(

1 0
0 −1

)
:

ψ′
a = ψa(σ̂v1r) = −2 sinπ

(
x+

1
2
− 1
)

sin 2π
(
y +

1
2

)
= ψa

ψ′
b = ψb (σ̂v1r) = −ψb

σ̂v2 : x′ = x
y′ = −y, T (σv2) =

(−1 0
0 1

)
:

ψ′
a = ψa(σ̂v2r) = −ψa
ψ′
b = ψb

σ̂′
v1 :

x′ = −y
y′ = −x, T (σ′

v1) =
(

0 −1
−1 0

)
:

ψ′
a = ψa(σ̂

′
v1r) = 2 sinπ

(
y +

1
2
− 1
)

sin 2π
(
x+

1
2
− 1
)

= −ψb
ψ′
b = ψb (σ̂

′
v1r) = 2 sin 2π

(
y +

1
2
− 1
)

sinπ
(
x+

1
2
− 1
)

= −ψa

σ̂′
v2 : x′ = y

y′ = x
, T (σ′

v2) =
(

0 1
1 0

)
:

ψ′
a = ψa(σ̂

′
v2r) = 2 sinπ

(
y +

1
2

)
sin 2π

(
x+

1
2

)
= ψb

ψ′
b = ψb (σ̂

′
v2r) = 2 sin 2π

(
y +

1
2

)
sinπ

(
x+

1
2

)
= ψa

Die 2–dimensionalen irreduziblen Darstellungen der Gruppe C4v: TR(G) und Tψ(G)

sollten äquivalent sein, d.h. es muss eine Matrix existieren, so dass

T
R
(Ga) = A−1Tψ(Ga)A ∀Ga ∈ G .

Behauptung: A =
(

0 1
1 0

)
= A−1.

A

(
a b
c d

)
=
(

0 1
1 0

)(
a b
c d

)
=
(
c d
a b

)
i.e. Zeilen vertauschen(

a b
c d

)
A =

(
a b
c d

)(
0 1
1 0

)
=
(
b a
d c

)
i.e. Spalten vertauschen
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e A

(
1 0
0 1

)
=
(

1 0
0 1

)
A

C4 A

(
0 −1
1 0

)
=
(

1 0
0 −1

)
?=
(

0 1
−1 0

)
A =

(
1 0
0 −1

)

C2 A

(−1 0
0 −1

)
=
(

0 −1
−1 0

)
?=
(−1 0

0 −1

)
A =

(
0 −1
−1 0

)

C3
4 A

(
0 1
−1 0

)
=
(−1 0

0 1

)
?=
(

0 −1
1 0

)
A =

(−1 0
0 1

)

σv1 A

(−1 0
0 1

)
=
(

0 1
−1 0

)
?=
(

1 0
0 −1

)
A =

(
0 1
−1 0

)

σv2 A

(
1 0
0 −1

)
=
(

0 −1
1 0

)
?=
(−1 0

0 1

)
A =

(
0 −1
1 0

)

σ′
v1 A

(
0 −1
−1 0

)
=
(−1 0

0 −1

)
?=
(

0 −1
−1 0

)
A =

(−1 0
0 −1

)

σ′
v2 A

(
0 1
1 0

)
=
(

1 0
0 1

)
?=
(

0 1
1 0

)
A =

(
1 0
0 1

)

Betrachte jetzt nicht–entartetes Energieniveau (n, n), En,n = ~
2π2

Ma2 n
2.

ψc = ψn,n(x, y) = 2 sinπn
(
x+

1
2

)
sinπn

(
y +

1
2

)

C4 : x′ = y
y′ = −x ψ′ = −2 sinπn

(
y +

1
2

)
sinπn

(
x+

1
2
− 1
)

= ψ(−1)n+1

C2
4 :

x′ = −x
y′ = −y ψ′ = +2 sinπn

(
x+

1
2
− 1
)

sinπn
(
y +

1
2
− 1
)

= ψ

C3
4 :

x′ = −y
y′ = x

ψ′ = ψ(−1)n+1

σv1 :
x′ = −x
y′ = y

ψ′ = ψ(−1)n+1

σv2 :
x′ = x
y′ = −y ψ′ = ψ(−1)n+1

σ′
v1 : x′ = −y

y′ = −x ψ′ = ψ

σ′
v2 :

x′ = y
y′ = x

ψ′ = ψ

Fazit: Für n ungerade transformieren sich ψc nach der 1–Darstellung A1.

Für n gerade transformieren sich ψc nach der Darstellung B2.

Zufällige Entartung: Die Kombinationen

c = n2 +m2 = 162 + 632 = 332 + 562 = 252 + 602 = 392 + 522 = 652

führen zum gleichen Energieeigenwert.
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Zahlentheorie: Ist c eine Primzahl der Resklasse 1 mod 4, dann besitzt c genau eine

Darstellung c2 = n2 +m2 etc.
c

4
= l +

1
4

3.2 Molekülschwingungen

Betrachte Molekül ausN Atomen (punktförmig). Auslenkungen aus Gleichgewichts-

lage {q1, q2, . . . , q3N}.

q 8

y

x0
q

q

q
q

q

q

q
q HH

7

9

2

1

3

5

4

6

Hamilton–Funktion pi = Miq̇i

Hamilton–Operator p̂i =
~

i

∂

∂qi

H =
3N∑
i=1

1
2
p2
i

Mi
+ V (q1, . . . , q3N )

“harmonische Näherung”:

V (q1, . . . , q3N ) ' V0 +
1
2

3N∑
i,j=1

∂2

∂qi∂qj
V (q1, . . . , q3N )

∣∣∣
qk=0

· qiqj + · · · .

Reskalierung:

q̃i =
√
Miqi

p̃i = ˙̃
iq

(
=

~

i

∂

∂q̃i

)
.

H0 =
1
2

3N∑
i=1

p̃2
i+

1
2

∑
i,j

Dij q̃iq̃j mit Dij = (MiMj)−1/2 ∂2

∂qi∂qj
V (q1, . . . , q3N )

∣∣∣
q=0

= Dji

Hauptachsentransformation:

∑
j

(Dij − ω2
kδij)ajk = 0 .


 q1k

...
a3Nk


 ist Eigenvektor zum Eigenwert ω2

k, die Eigenvektoren sind orthogonal.

∑
i

aikail = δkl → q̃i =
∑
k

aikQk (3.1)
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∑
i

p̃2
i =

∑
i

∑
k,k′

aikqik′Q̇kQ̇k′ =
∑
k

Q̇2
k =

∑
k

ω2
kQ

2
k

∑
i,j

Dij q̃iq̃j =
∑
i,j

∑
k,k′

Dijaikajk′QkQk′ =
∑

i,j;k,k′
ω2
k′δijaikajk′QkQk′

→ H0 =
1
2

3N∑
k=1

[
P 2
k + ω2

kQ
2
k

] ∼ harmonische Oszilatoren mit Frequenz ωk .

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Normalmoden Qk nach irreduziblen Darstellungen

indiziert werden können Betrachte 3N–dimensionalen Vektorraum. Verschiebung =

Verzerrung des M. = Vektor im R3N

q = {q̃1, . . . , q̃3N} =
3N∑
i=1

q̃iẽi , (ẽi, ẽj) = δij .

Operator D̂ (im Vektrorraum) für die potentielle Energie: D̂ẽi =
∑
iDij ẽi.

V (q) =
1
2
(q, D̂q) =

1
2

∑
i,j

q̃iq̃j(ẽi, D̂ẽj) =
1
2

∑
i,j

Dij q̃iq̃j

Gehe zu neuer Basis ek =
∑
i

aikẽi über

(ek, ek′) =
∑
i,j

aikajk′ (ẽi, ẽj) =
∑
i

aikaik′ = δk,k′ .

In dieser neuen Basis

q =
3N∑
i=1

q̃iẽi =
∑
i,j,k

aijQjaikek =
∑
k

Qkek .

Qk ist die “Normalkoordinate”. Umkehrtransformation ẽi =
∑

k aikek, folgt

D̂ep =
∑
i

aipD̂ẽi =
∑
i,j

aipDjiẽj =
∑
i,j

aipδijω
2
pẽj = ω2

pep

Betrachte nun eine Symmetrieoperation Ga, die die kinetische und potentielle Ener-

gie invariant lässt:

q → q′ = T̂ (Ga)q

ẽi → ẽ′i =
∑
j

Tji(Ga)ẽj

∑
i

Mq2
i = (q,q) = (q′,q′) = (q, T̂ †T̂q)

i.e T̂ unitär. Das gleiche gilt für q̇.

V (q) =
1
2
(q, D̂q) ≡ 1

2
(q′, D̂q′) =

1
2
(q, T̂−1D̂T̂q)

i.e. D̂ = T̂−1D̂T̂ , d.h. D̂ kommutiert mit Ĥ.
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(i) Ist ep eine Normal–Auslenkung zur Frequenz ωp, dann ist auch e′p = T̂ (Ga)ep

eine Normal–Auslenkung zur selben Frequenz, denn

D̂e′p = D̂T̂ep = T̂ D̂ep = ω2
pT̂ep = e′pω

2
p .

(ii) Der Satz der Normal–Auslenkungen zur gleichen Frequenz bildet eine Dar-

stellung der Symmetrie–Gruppe.

(iii) Schließt man eine zufällige Entartung aus, dann sind diese Darstellungen ir-

reduzibel und haben die Dimension sα.

Unterschied zum Schrödingerproblem: Gesamtzahl der Moden ist 3N , Gesamtzahl

der Eigenfunktionen ist ∞.

(i) Sind alle ωp verschieden, dann ist Tpp′(Ga) diagonal ∀Ga, i.e. Darstellung

Tpp′ ist in eindimensionale irreduzible Darstellungen zerlegbar.

(ii) Sind einige ωp gleich: ω2
p1 = ω2

p2 = · · · = ω2
ps

, dann Tpp′(Ga) für p1 ≤ p, p′ ≤
ps i.a. von Null verschieden:

(a) ∃ kein Symmetriegrad für Entartung (zufällige Entartung) der Schwin-

gungsfrequenzen → durch Wahl geeigneter ep weitere Diagonalisierung

möglich.

(b) Entartung nicht zufällig, dann keine weitere Diagonalisierung für alle

Tpp′(Ga) möglich. → Durch Ausreduktion von T̃ sind die Anzahl der

verschiedenen Eigenfrequenzen zu ermitteln.

Klassifikation der Normalmoden: Der 3N–dimensionale Raum aller möglichen

Verschiebungen liefert eine i.a. reduzible Darstellung T̃ (3N) der Symmetriegruppe.

Zerlege jetzt diesen Raum in Unterräume, die durch ep zur gleichen Frequenz auf-

gespannt werden.

T̃ (3N) =
•∑
α

mαT
(α) .

Ist mα > 1, dann ∃ mα verschiedene Frequenzen, für jede ∃ ein Satz von

sα Vektoren e(α)
p

mα = 1
g

∑
p
cpχ

(3N)
p χ

(α)
p

∗

χ
(α)
p schon bekannt, wenn G bekannt. χ(3N)

p ?
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Schreibe ẽi = ẽt,α, i =
{
t = 1 . . .N nummeriert Atome
α = x, y, z nummeriert Achsen .

T̂ (Ga)ẽi = T̂ ẽt,α =
∑
t′,α′

T̃
(3N)
t′,α′,t,αẽt′,α′

χ(3N)
p = χ

(3N)(Ga) =
∑
t,α

T̃
(3N)
t,α,t,α(Ga)

Zur Diagonale in T tragen nur solche Atome t̄ bei, die durch die Symmetrieoperator

Ga nicht bewegt werden. Deren Beitrag zu χ(3N)
p ist

∑
α T̃

(3N)
t̄,α,t̄,α(Ga). Das an Atom

t̄ angehaltene Dreibein ẽt̄,x, ẽt̄,y, ẽt,z wird sich i.a. aber unter Ga drehen.

Basis ẽi : T̃ij = (ẽi, T̂ ẽj)


· · · · · · · · ·
· · · T̃ij · · ·
· · · · · · · · ·
T̃lm · · · · · ·


 Darstellung ist i.a. reduzibel

HA–Transformation ep =
∑
i

aipẽi:




· · · · · · · · ·
· · · T̃ij · · ·
· · · · · · · · ·
T̃lm · · · · · ·


 →

ω1

ω2 = ω1

ω3

ω4 = ω3

...
ω3N




0

0
. . .




= T

Ausreduktion (keine Kenntnis der Dij):




· · · · · · · · ·
· · · T̃ij · · ·
· · · · · · · · ·
T̃lm · · · · · ·


 →




0

0
. . .




=
•∑
α

mαT α

Weitere Ausreduktion im Prinzip denkbar, aber alle neuen e′p wären Eigenfunktio-

nen zum gleichen Eigenwert ωp zufälliger, d.h. nicht symmetriebedingte Entartung.

Totale Darstellung:

T̃ij = T̃t,α;t′,α′ = tα,α′ × Pt,t′

Pt,t′ Permutationsdarstellung

Beispiel: H2O: Ga = C2

T̃ (C2) = t(C2)×P (C2) =


−1 0 0

0 +1 0
0 0 −1


×


0 1 0

1 0 0
0 0 1


 =


 0 t(C2) 0
t(C2) 0 0

0 0 t(C2)



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Symmetriegruppe: Rotation um feste Achse um θ = 2π/n + Spiegelungen.

Eigentliche Drehung um z–Achse um Winkel θ: “Vektordarstellung”

T̂ (R)ex = ex cos θ + ey sin θ

T̂ (R)ey = −ex sin θ + ey cos θ

T̂ (R)ez = ez

Da die Spur unabhängig von der Basis ist, gilt χ = 2 cos θ + 1 für alle eigentli-

che Drehung. Sind unter der eigentlichen Drehungen R(θ) NR(θ) Atome unbewegt,

dann ist der Charakter χ(3N)
(
R(θ)

)
= NR(θ)(2 cos θ + 1). Bei einer uneigentli-

chen Drehung geht zusätzlich z → −z über: σhR(θ) = S(θ) (Drehspiegelung). →
χ = 2 cos θ − 1. Damit sind die mα bestimmbar.

Eliminiere zunächst alle Moden mit Frequenz Null: das sind Verschiebungen, die

der Translation + Rotation des Gesamtmoleküls entsprechen.

χtrans

(
R(θ)

)
= 2 cos θ + 1

χtrans

(
S(θ)

)
= 2 cos θ − 1

Die Rotationsmoden transformieren sich wie ein Vektor unter einer Rotation, aber

sie verhalten sich gerade unter der Inversion, d.h. sie bilden einen Pseudovektor

(axialer Vektor). S(θ) = σhR(θ) = IC2R(θ) = IR(θ + π)

Unter Inversion ändern r und a das Vorzeichen → a′ × r′ = a × r.

d = d(r) = a× r −−−−→
R̂(θ)

d′ = R̂(a × R̂−1r) = R̂a× r

−−−−→
Î

d′(r) = Î(a × Îr) = a × r

Unter Rotation verhält sich d wie ein Vektor, unter eigentlichen Drehungen

→ χrot

(
R(θ)

)
= (2 cos θ + 1)

→ χrot

(
S(θ)

)
= −(2 cos θ − 1)

→ d ist ein Pseudovektor.

Plausibel machen: bei Drehungen wie poli–Vektor bei Inversion: a → −a, r → −r

ungeändert.

Ergänzung: Uneigentliche Drehung = Drehspiegelung S(θ) = Drehung um Winkel

θ um z–Achse + Spiegelung an xy–Ebene.

Transformation polarer Vektoren

T
(
S(θ)

)
= T =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0
0 0 −1


 χ = −1 + 2 cos θ .
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Der Vektor d, der die Rotation des Gesamtmoleküls beschreibt, ändert sich bei

Inversion des Koordinatensystems nicht. Nun gilt

S(θ) = σhC(θ) = IC2C(θ) = IC(θ + π) .

z

y

x

1

2

3

z

y

x

θ1

2

3

Transformation axialer Vektoren (keine Änderung unter Inversion)

T
(
S(θ)

)
=


cos (θ + π) − sin (θ + π) 0

sin (θ + π) cos (θ + π) 0
0 0 1


 → χ = 1 − 2 cos θ .

Damit erhalten wir für die Vibrationsmoden

χvib = χ(3N) − χtrans − χrot

χvib

(
R(θ)

)
= (NR(θ) − 2)(2 cos θ + 1)

χvib

(
S(θ)

)
= NS(θ)(2 cos θ − 1)

Man kann sich jetzt vorstellen, die Translationen + Rotationen des Moleküls als

Ganzen ... zu haben, es bleiben dann die inneren Freiheitsgraden übrig. Die im-

mer noch reduzible Darstellungen in diesem Unterraum reduzieren wir jetzt aus.

Beispiel: H2O–Molekül

O
3

2φ

1 2
HH

b
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Symmetriegruppe C2v: E; C2 Rotation um b um π; σv Reflexion in Molekülebene;

σ′
v Reflexion an Ebene senkrecht zur Molekülebene durch b.

E(eigentliche Drehung um θ = 0, NE = 3) χvib(E) = (3 − 2)(2 cos 0 + 1) = 3

C2(eigentliche Drehung um θ = π, NC2 = 1) χvib(C2) = (1 − 2)(2 cosπ + 1) = 1

σv(uneigentliche Drehung um θ = 0, Nσv = 3) χvib(σv) = 3(2 cos 0 − 1) = 3

σ′
v(uneigentliche Drehung um θ = 0, Nσ′

v
= 1) χvib(σ′

v) = 1(2 cos 0 − 1) = 1

→ alle ωp verschieden!

Charaktertafel

C2v E C2 σv σ′
v

A1 1 1 1 1 m1 =
1
4
(3 + 1 + 3 + 1) = 2

A2 1 1 -1 -1 m2 =
1
4
(3 + 1 − 3 − 1) = 0

B1 1 -1 1 -1 m3 =
1
4
(3 − 1 + 3 − 1) = 1

B2 1 -1 -1 1 m4 =
1
4
(3 − 1 − 3 + 1) = 0

χvib 3 1 3 1 T̃ (vib) = 2A1 + 1B1

χrot 3 -1 -1 -1 T̃ (rot) = A2 +B1 +B2

χtrans 3 -1 1 1 T̃ (trans) = A1 +B1 +B2

χ(3N) 9 -1 3 1 T̃ (3N) = 3A1 +A2 + 3B1 + 2B2

Alle Darstellungen eindimensional → keine Entartung der Schwingungsfrequenzen.

In der reduziblen Darstellung T (9) sind die Darstellungen B1 einmal und A1 zwei-

mal enthalten.

Fazit: T̃ (3N) = (A1 +B1 +B2)︸ ︷︷ ︸
Translation

+ (A2 +B1 +B2)︸ ︷︷ ︸
Rotation

+(2A1 +B1) → keine Entartung

der Schwingungsfrequenzen.

Hauptachsentransformation: Berechnung der Transformationsmatrix:

a = (aik) ohne Kenntnis der Kraftmatrix Dij (soweit möglich!).

Qp =
∑
i

aipq̃i =
N∑
t=1

∑
α=x,y,z

at,α;pqt,α
√
Mt

Normierung: wegen Orthogonalität der Transformation
∑
i aikaip = δkp.

1. Translationen des Schwerpunkts: Qp=1,2,3

Qα =
N∑
t=1

√
mt q̃t,α , α = 1, 2, 3
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Q1 = N1

N∑
t=1

Mtqt,x = N1

N∑
t=1

√
Mt q̃t,x , at,α;1 = N1

√
Mt δα,x

N 2
1

(
N∑
t=1

Mt

)
= 1 → N1 =

1√
M

, M =
N∑
t=1

Mt , mt =
Mt

M

→ at,α;1 =

√
Mt

M
δα,x

Q2, Q3 analog:

Q2 =
N∑
t=1

√
Mt

M
q̃t,y ; Q3 =

N∑
t=1

√
Mt

M
q̃t,z .

2. Rotationen um den Schwerpunkt:

Qα+3 =
N∑
t=1

√
Mt

Iα

(
R0
t × q̃t

)
α
, α = 1, 2, 3

Lege Koordinatenursprung in den Schwerpunkt, dann sind die Ruhelagen R0
t .

M3

αa

(1−α)a

b=tan   .aϕ

ϕ

1

y

x
a

M 2M

2M1aα = (1 − α)aM3 → α =
M3

M
; R0

t,z = 0

−R0
1,x = R0

2,x = a tanϕ ; R0
1,y = R0

2,y = −M3

M
a

R0
3,x = 0 , R0

3,y =
2M1

M
a

Trägheitsmomente: Ix = 2M1M3a
2/M , Iy = 2M1a

2 tan2 ϕ , Iz = Ix + Iy

Allgemein:

Q4 = N4

N∑
t=1

Mt

(
R0
t,yqt,z −R0

t,zqt,y
)

=
1√
Ix

N∑
t=1

M
1/2
t

(
R0
t,y q̃t,z −R0

t,y q̃t,y
)
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Normierung:N 2
4

∑N
t=1Mt

(
R0
t,y

2 +R0
t,z

2
)

= N 2
4 Ix = 1, N4 = 1/

√
Ix, Ix Trägheits-

moment bezüglich der x–Achse.

Iα =
N∑
t=1

Mt

(
R0
t
2 −R0

t,α
2
)

Q5 =
1√
Iy

N∑
t=1

M
1/2
t

(
R0
t,z q̃t,x −R0

t,xq̃t,z
)

Q6 =
1√
Iz

N∑
t=1

M
1/2
t

(
R0
t,xq̃t,y −R0

t,y q̃t,x
)

Damit wird

Q4 = I−1/2
x

{
−M1/2

1

M3

M
aq̃1,z −M

1/2
1

M3

M
aq̃2,z +M

1/2
3

2M1

M
aq̃3,z

}
= I−1/2

x

a

M
(M1M3)1/2

{
−M1/2

3 q̃1,z −M
1/2
3 q̃2,z + 2M1/2

1 q̃3,z

}
=

√
Ma(M1M2)1/2√

2M1M3aM

{
−M1/2

3 q̃1,z −M
1/2
3 q̃2,z + 2M1/2

1 q̃3,z

}
=

1√
2M

{
−
√
M3(q̃1,z + q̃2,z) + 2

√
M1q̃3,z

}
Q5 = I−1/2

y

{
+a tanϕM1/2

1 (q̃1,z − q̃2,z)
}

=
1√
2
(q̃1,z − q̃2,z)

Q6 = I−1/2
z

{
M

1/2
1

(
−a tanϕq̃1,y +

M3

M
aq̃1,x

)
+M

1/2
1

(
a tanϕq̃2,y +

M3

M
aq̃2,x

)
+M

1/2
3

(
−2M1

M
aq̃3,x

)}

= I−1/2
z a

{
M

1/2
1 M3

M
q̃1,x −M

1/2
1 tanϕq̃2,y +

M
1/2
1 M3

M
q̃2,x +M

1/2
1 tanϕq̃2,y − 2

M1M
1/2
3

M
q̃3,x

}

= aI−1/2
z

√
M1M3

M

{√
M3(q̃1,x + q̃2,x) − 2

√
M1q̃3,x +

M√
M3

tanϕ(q̃2,y − q̃1,y)
}

=
1√
2

(
1 +

M

M3
tan2 ϕ

)−1/2
{√

M3

M
(q̃1,x + q̃2,x) − 2

√
M1

M
q̃3,x +

√
M

M3
tan2 ϕ(q̃2,y − q̃1,y)

}
,

Bei der letzten Reihe benutzten wir

aI−1/2
z

(M1M3)1/2

M
=

a(M1M3)1/2
√
M

M1/2(2M1M3a2 + 2M1
M
M3
a2 tan2 ϕ)1/2

=
1√

2(1 +M tan2 ϕ/M3)M1/2
.

Damit sind die 3 Rotationsfreiheitsgrade mit p = 4, 5, 6 bestimmt:

Q4 = −
√
m3

2
(q̃1,z + q̃2,z) +

√
2m1q̃3,z

Q5 =
1√
2
(q̃1,z − q̃2,z)

Q6 =
1√
2
(1 + tan2 ϕ/m3)−1/2

{√
m3(q̃1,x + q̃2,x) − 2

√
m1q̃3,x +

tanϕ√
m3

(q̃2,y − q̃1,y)
}

Zur Bestimmung der Schwingungsfreiheitsgrade ist es sinnvoll, die Projektionen

von q =
∑3N

i=1 q̃iẽi in den Unterraum Lα zu betrachten, der von den Einheitsvek-

toren ep ≡ eα,ti , t = 1 . . .mα, i = 1 . . . sα, aufgespannte wird.
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Zur Notation: In der alten Basis ẽi war i ein Indexpaar i = (t, α) t = 1 . . .N

(Zahl der Atome), α = x, y, z und damit i = 1 . . . 3N . In der neuen Basis ep ist p ein

Indextripel p = (α, t, i) α = 1 . . . n numeriert die irreduziblen Darstellungen, t =

1 . . .mα numeriert die gleichen irreduziblen Darstellungen wenn sie mehr als ein mal

auftreten, i = 1 . . . sα numeriert die Reihe/Spalte in einer irreduzible Darstellung.∑n
α=1

∑mα

t=1

∑sα

i=1 1 = 3N .

Die Anwendung des in 2.12 eingeführten Projektionsoperator

P̂ (α) =
sα
g

∑
a

χ(α)∗(Ga)T̂ (Ga)

auf q führt zu

P̂ (α)q = P̂ (α)
3N∑
i=1

q̃iẽi = P̂ (α)
3N∑
p=1

Qpep =
mα∑
t=1

sα∑
i=1

Qα,t,ie
α,t
i .

Enthält die rechte Seite nur einen Term (mα = sα = 1), dann ist durch Berechnung

der linken Seite Qp als Linearkombination der q̃i bestimmt. Enthält die rechte Seite

mehr Terme, kann man zusätzliche Information aus der Orthogonalität der Zeilen

und Spalten der Matrix (aip) entnehmen, sowie aus der Kenntnis der Q1 . . . Q6. Im

Fall des H2O Moleküls haben wir 4 eindimensionale Darstellungen mit den Häufig-

keiten m1 = 1 + 0 + 2, m2 = 0 + 1 + 0, m3 = 1 + 1 + 1, m4 = 1 + 1 + 0.

Zur Bestimmung der Projektionen von q benötigen wir die Operatoren T̂ (Ga) in

der totalen Darstellung T̃

T̃i;j = T̃t,α;t′,α′ = tα,α′ × Pt,t′

t(e) = E
3

=


1 0 0

0 1 0
0 0 1


 , t(C2) =


−1 0 0

0 +1 0
0 0 −1


 ≡ t

1
3 × 3 Matrizen

t(σν) =


1 0 0

0 1 0
0 0 −1


 ≡ t

2
, t(σ′

ν) =


−1 0 0

0 +1 0
0 0 +1


 ≡ t

3

T̃ (e) =


E3

0 0
0 E

3
0

0 0 E
3


 , T̃ (C2) =


 0 t

1
0

t
1

0 0
0 0 t

1


 9 × 9 Matrizen

T̃ (σν) =


t2 0 0

0 t
2

0
0 0 t

2


 , T̃ (σ′

ν) =


 0 t

3
0

t
3

0 0
0 0 t

3



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Wir kommen nun zur Bestimmung der Projektionsoperatoren: sα = 1, g = 4

4P (1) =
4∑

a=1

χ(1)∗(Ga)T̃ (Ga) =


E3

+ t
2

t
1
+ t

3
0

t
1
+ t

3
E

3
+ t

2
0

0 0 E
3
+ t

1
+ t

2
+ t

3




=




2 0 0 −2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
−2 0 0 2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0




→ P (1)q =




(1/2)(q̃1,x − q̃2,x)
(1/2)(q̃1,y + q̃2,y)

0
−(1/2)(q̃1,x − q̃2,x)
(1/2)(q̃1,y + q̃2,y)

0
0
q̃3,y
0




Hieraus lesen wir ab (2 Schwingungen und 1 Translation transformieren sich nach

A1)

1
2
(q̃1,x− q̃2,x)(ẽ1,x−ẽ2,x)+

1
2
(q̃1,y+ q̃2,y)(ẽ1,y+ẽ2,y)+ q̃3,yẽ3,y = Q2e2+Q7e7+Q8e8

Zur Darstellung A2 gehört der Projektionsoperator P̂ (2)

4P (2) = T̃ (e) + T̃ (C2) − T̃ (σν) − T̃ (σ′
ν) =


E3

− t
2

t
1
− t

3
0

t
1
− t

3
E

3
− t

2
0

0 0 E
3

+ t
1
− t

2
− t

3




=




0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 −2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 −2 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0




→ P (2)q =




0
0

(1/2)(q̃1,z − q̃2,z)
0
0

(1/2)(q̃2,z + q̃1,z)
0
0
0
0




→ 1
2
(q̃1,z − q̃2,z)(ẽ1,z − ẽ2,z) = Q5e5 ,

A2 tritt nur einmal auf, da sich nach A2 nur eine Rotation transformiert.

Zur Darstellung B1 gehört P̂ (3) (enthält 1 Translation, 1 Rotation, 1 Schwingung)

4P (3) = T̃ (e) − T̃ (C2) + T̃ (σν) − T̃ (σ′
ν) =


E

3
+ t

2
−t

1
− t

3
0

−t
1
− t

3
E

3
+ t

2
0

0 0 E
3

+ t
2
− t

1
− t

3




=




2 0 0 2 0 0 0 0 0
0 2 0 0 −2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 2 0 0 0 0 0
0 −2 0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0




→ P (3)q =




(1/2)(q̃1,x + q̃2,x)
(1/2)(q̃1,y − q̃2,y)

0
(1/2)(q̃1,x + q̃2,x)
(1/2)(q̃2,y − q̃1,y)

0
q̃3,x
0
0



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⇒ 1
2
(q̃1,x + q̃2,x)(ẽ1,x + ẽ2,x) +

1
2
(q̃1,y − q̃2,y)(ẽ1,y − ẽ2,y) + q̃3,xẽ3,x

= Q1e1 +Q6e6 +Q9e9

Zur Darstellung B2 gehört P̂ (3) (enthält eine Translation und 1 Rotation)

4P (4) = T̃ (e) − T̃ (C2) − T̃ (σν) + T̃ (σ′
ν) =


E3

− t
2

t
3
− t

1
0

t
3
− t

1
E

3
− t

2
0

0 0 E
3

+ t
3
− t

1
− t

2




=




0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 4




→ P (4)q =




0
0

(1/2)(q̃1,z + q̃2,z)
0
0

(1/2)(q̃1,z + q̃2,z)
0
0
q̃3,z




⇒ 1
2
(q̃1,z + q̃2,z)(ẽ1,z + ẽ2,z) + q̃3,zẽ3,z = Q3e3 +Q4e4

Die Bestimmung der rechten Seiten, d.h. die Zuordnung der Translatio-

nen und Rotationen zu den Koordinaten erfolgt so:

(i) der Vergleich von P̂ (2)q mit Q4 −Q6 selektiert Q5;

(ii) der Vergleich von P̂ (4)q mit Q1 −Q3, Q4, Q6 selektiert Q3, Q4;

(iii) der Vergleich von P̂ (3)q mit Q1, Q2, Q6 selektiert Q6 und Q1;

(iv) P̂ (1)q enthält Q2.

Die Zuordnung von Q7 −Q9 zu den Darstellungen A1 und B1 ist willkürlich.

3.3 Bestimmung der Vibrations–Normalkoordinaten

Aus P̂ (3)q folgt Q9 = a(q̃1,x + q̃2,x) + b(q̃1,y − q̃2,y) + cq̃3,x. a, b, c werden aus der

Normierung 2a2 + 2b2 + c2 = 1 sowie aus der Orthogonalität zu anderen NK be-

stimmt.

Orthogonalität zu Q1: 2a
√
m1 + c

√
m3 = 0

Orthogonalität zu Q6: N
[
2a

√
m3 − 2b tanϕ√

m3
− 2

√
m1c

]
= 0.

Lösung a = −N tanφ, b = −N , c = 2
√

m1
m3

tanφN

e9 = N
{
− tanφ(ẽ1,x + ẽ2,x) − (ẽ1,y − ẽ2,y) + 2

√
m1

m3
tanφẽ3,x

}

Q9 = N
{

tanφ
[
2
√
m1

m3
q̃3,x − (q̃1,x + q̃2,x)

]
− (q̃1,y − q̃2,y)

}
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Q7, Q8: Aus P̂ (1)(q) folgt der Ansatz

Q7 = a(q̃1,x − q̃2,x) + b(q̃1,y − q̃2,y) + cq̃3,y

Q8 = ā(q̃1,x − q̃2,x) + b̄(q̃1,y − q̃2,y) + c̄q̃3,y

Normierung:

2(a2 + b2) + c2 = 1 (3.2)

2(ā2 + b̄2) + c̄2 = 1 (3.3)

Orthogonalität: ist zu Q1, Q3, Q4, Q5, Q6, Q9 trivial erfüllt.

Zu Q2:

2b
√
m1 + c

√
m3 = 0 (3.4)

2b̄
√
m1 + c̄

√
m3 = 0 (3.5)

Zwischen Q7, Q8:

2(aā+ bb̄) + cc̄ = 0 (3.6)

Mehr Relationen stehen nicht zur Verfügung! 6 Konstanten, 5 Relationen → 1 Kon-

stante bleibt unbestimmt!

Ansatz:

a = a0 cosα , ā = a0 sinα

b = b0 sinα , b̄ = −b0 cosα

Aus (3.4) folgt c = −2b
√

m1
m3

, aus (3.5) folgt c̄ = −2b̄
√

m1
m3

. Wenn man dieses

Resultat und den Ansatz in (3.6) benutzt folgt a2
0 = b20(1 + 2m1

m3
).

1 = 2(a2
0 cos2 α+ b20 sin2 α) + 4b20 sin2 α

m1

m3

= 2b20

((
1 + 2

m1

m3

)
cos2 α+ sin2 α

(
1 + 2

m1

m3

))
= 2b20

(
1 + 2

m1

m3

)

b0 =
(

2
(

1 + 2
m1

m3

))−1/2

a2
0 =

(
2
(

1 + 2
m1

m3

))−1(
1 + 2

m1

m3

)
=

1
2

a0 =
1√
2
, b0 =

1√
2(1 + 2m1/m3)

= −
√
m3

2
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Damit ist die Matrix a = (aip) = (at,α;p) bis auf den Winkel α bestimmt:

a =




√
m1 0 0 0 0

√
m3N cosα/

√
2 sinα/

√
2 − tanϕN

0
√
m1 0 0 0 − tanϕN/

√
m3 sinα

/
(2/m3)1/2 − cosα

/
(2/m3)1/2 −N

0 0
√
m1 −√m3/2 1/

√
2 0 0 0 0

√
m1 0 0 0 0

√
m3N − cosα/

√
2 − sinα/

√
2 − tanϕN

0
√
m1 0 0 0 tanϕN/

√
m3 sinα

/
(2/m3)1/2 − cosα

/
(2/m3)1/2 N

0 0
√
m1 −√m3/2 −1/

√
2 0 0 0 0

√
m3 0 0 0 0 −2

√
m1N 0 0 2

√
m1/m3 tanϕN

0
√
m3 0 0 0 0 − sinα

√
2m1 cosα

√
2m1 0

0 0
√
m3

√
2m1 0 0 0 0 0




mt =
Mt

M
, M =

∑
Mt

N =
1√
2

(
1 +

tan2 ϕ

m3

)−1/2

e7 =
1√
2

cosα(ẽ1,x − ẽ2,x) + sinα
√
m3

2
(ẽ1,y + ẽ2,y) − sinα

√
2m1ẽ3,y

e8 =
1√
2

sinα(ẽ1,x − ẽ2,x) + (− cosα)
√
m3

2
(ẽ1,y + ẽ2,y) + cosα

√
2m1ẽ3,y

Damit Reduktion von 45 (3N(3N +1)/2) Kraftkonstanten auf 4. Nach Elimination

von Translation und Rotation bleiben allerdings nur 6, d.h. Symmetrie liefert nur

Reduktion um 2.

Die potentielle Energie ist V = v9Q
2
9 + v7Q

2
7 + v8Q

2
8 + v78Q7Q8.

E I N S C H U B

Beispiele:

Betrachte die Gruppen C3, D3, S2, R2 = SO(2).

Sei H = − ~
2

2m∇2 + V (r).

∇2 = ∇′2 unter Rotationen (siehe 2.14), da alle obigen Gruppenelemente Spezi-

alfälle von Rotationen sind, bleibt die kinetische Energie invariant. Wir betrachten

jetzt Fälle, wo die potentielle Energie ebenfalls invariant ist (unter einer der Sym-

metriegruppen).

1.) C3: C3 = e,R1, R2 = R2
1 ∼ Rotationen um die z–Achse um 120◦, C3 ist eine

zyklische, abelsche Gruppe → die Darstellungen sind 1–dimensional

τ (α)(R1) = e2π(α−1)i/3 , α = 1, 2, 3 , z.B τ (2)(R1)τ (2)(R1) = τ (2)(R2)

Charaktertafel:
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C3 e R1 R2

τ (1) 1 1 1

τ (2) 1 e2πi/3 e4πi/3

τ (3) 1 e4πi/3 e2πi/3

→ Die Eigenzustände sind nicht entartet, werden durch α numeriert und haben die

Eigenschaft

T̂ (R1)ψ(α) = e2π(α−1)i/3ψ(α)(φ) = ψ(α)
(
φ− 2π

3
)
,

φ Polarkoordinatenwinkel. Man kann deshalb auch

ψ(α)(φ) = uα(φ)e−i(α−1)φ

schreiben mit uα(φ − 2π
3 ) = uα(φ), d.h. man muß ψ(α)(φ) nur für 0 ≤ φ < 2π

3

kennen.

Auswahlregeln für dipole Übergänge Ŝ = −eEjxj
j = z: ez ist invariant unter der Symmetriegruppe und gehört zur identischen Dar-

stellung τ (1). Wigner–Eckart–Theorem: τ (1) × τ (α) = τ (α) → ∃ in diesem Fall nur

Übergänge (ψ(β), ezψ(α)) mit β = α .

D.h. eine in z–Richtung polarisierte Lichtwelle kann nur Übergänge zwischen Zuständen

mit dem gleichem Index α hervorrufen. Ist das Licht dagegen in der XY –Ebene po-

larisiert, gilt z = r cos θ,

x± iy = r sin θe±iφ in Kugelkoordinaten

x̂ =
1
2
r sin θ(eiϕ + e−iϕ)

ŷ =
1
2i
r sin θ(eiϕ − e−iϕ)

τ (1) läßt x, y unverändert, τ (2), τ (3) hingegen nicht.

x̂′ = cos
[
2π
3

(α− 1)
]
x̂+ sin

[
2π
3

(α− 1)
]
ŷ

ŷ′ = − sin
[
2π
3

(α− 1)
]
x̂+ cos

[
2π
3

(α − 1)
]
ŷ (3.7)

α = 2, 3. (3.7) reduzible Darstellung, läßt sich in τ (2) und τ (3) ausreduzieren.

Damit folgt: der Dipoloperator in der x–y–Ebene enthält Anteile, die sich nach τ (2)

bzw. τ (3) tarnsformieren → (1) ↔ (2), (1) ↔ (3) und (2) ↔ (3) möglich (siehe

Wigner–Eckert–Theorem).

2.) D3: 3 Klassen → es existieren 3 irreduzible Darstellungen.

→ Eigenzustände sind entweder 2–fach entartet (α = 3) oder nicht entartet (α =

1, 2).
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ψ(1) ist invariant unter allen Gruppentransformationen.

ψ(2) ist invariant unter R1, R2 aber ändert Vorzeichen unter R3, R4, R5.

ψ
(3)
1 , ψ

(3)
2 werden i.a. unter den Gruppentarnsformationen gemischt.

Auswahlregeln für elektrische Dipolübergänge Ô = er̂, Ô tarnsformiert sich nach

der treuen Darstellung.

(i) Man kann jede Rotation als Rotation um eine Achse (sagen wir z) darstellen.

Der Charakter ist dann χ0 = 2 cos θ + 1, denn

x′ = x cos θ + y sin θ

y′ = −x sin θ + y cos θ

z′ = z

Da die Spur unabhängig von der Basis ist, ist dies auch die Spur für jede andere

Achse (bei Rotation um Winkel θ).

(ii) Charaktertafel:

D3 τ1(e) τ2(R1, R2) τ3(R3, R4, R5) Ausreduktion

T (1) 1 1 1 mγ = 1
9

∑
p
cpχ

(α)
p χ

(γ)
p

∗

T (2) 1 1 -1

T̂ (3) 2 -1 0

Ô = T̂ (2) + T̂ (3) 3 (2 cos 2π
3 + 1) = 0 (2 cosπ + 1) = −1 m1 = 1

6 (3 − 3) = 0
(treue Darstellung) m2 = 1

6 (3 + 3) = 1
m3 = 1

6 (6) = 1

Ô × T̂ (1) = T̂ (2) + T̂ (3) 3 0 -1 m1 = 1
6 (3 − 3) = 0

m2 = 1
m3 = 1

Ô × T̂ (2) = T̂ (1) + T̂ (3) 3 0 1 m1 = 1
6 (3 + 3) = 1

m2 = 1
6 (3 − 3) = 0

m3 = 1
6 (6) = 1

Ô × T̂ (3) = 2T̂ (3) + T̂ (2) + T̂ (1) 6 0 0 m1 = 1
6 (6) = 1

m2 = 1
m3 = 2

Matrixelemente (ψα, Ôψβ)
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ψβ β = 1 β = 2 β = 3
ψα

α = 1 ÔT (1) = T (2) + T (3) ÔT (2) = T (1) + T (3) ÔT (3) = 2T (3) + T (2) + T (1)

Matrixel. verschwindet 6= 0 6= 0

α = 2 6= 0 6= 0 6= 0

α = 3 6= 0 6= 0 6= 0



Kapitel 4

Kontinuierliche Gruppen und
ihre Darstellungen

4.1 Allgemeine Bemerkungen

Bisher: Kaum Unterschiede zwischen endlichen und kontinuierlichen Gruppen (be-

reits Rotationen und deren Charaktere berechnet).

Aber: Schwierigkeit bei Summen über Gruppenelementen.

Gruppenelement einer kontinuierlichen Gruppe: G(a1, a2, . . . , ar). Die r stetigen,

reellen Parameter aq, q = 1 . . . r sind für die Charakterisierung der Gruppenele-

mente nötig. r ist die Dimension der Gruppe.

Gruppenpostulat:

G(a1, a2, . . . , ar)G(b1, b2, . . . , br) = G(c1, c2, . . . , cr)

⇒ cq = φq(a1, a2, . . . , ar; b1, b2, . . . , br)

E = G(0, 0, . . . , 0)

φq müssen Bedingungen erfüllen, damit Gruppenpostulate erfüllt, z.B. Differenzier-

barkeit (Lie–Gruppen).

g∑
a=1

f(Ga) ⇒
∫∫∫

. . . f(a1, a2, . . . , ar) ρ(a1, a2, . . . , ar) da1da2 . . . dar

im Falle der kompakten Gruppen

Aber: Konzept von Darstellung, Irreduzibilität, Charakter etc. unverändert. Ma-

trixelemente und Charaktere sind jetzt stetige Funktionen der a’s:

T
(α)
ij (a1, a2, . . . , ar), χ(α)(a1, a2, . . . , ar) .

Da die Zahl der Klassen einer kontinuierlichen Gruppe unendlich ist (z.B.

Rotation um den gleichen Winkel) sind auch die Klassen stetig, auch die

77
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Zahl der irreduziblen Darstellungen ist ebenfalls unendlich, obwohl deren

Dimension in der Regel endlich ist.

4.2 Infinitesimale Operatoren

Obwohl kontinuierliche Gruppen der Dimension r mit den Parametern a1, a2, . . . , ar

eine unendliche Zahl von Gruppenelementen haben, können deren Eigenschaften

(die meisten) aus r Operatoren: den infinitesimalen Operatoren abgeleitet wer-

den.

Betr. jetzt Darstellung T̂ (a), a = {a1, a2, . . . , ar} der Gruppe G in L.

T̂ (0, . . . , 0) = 1̂.

aq klein: T̂ (a) ≈ 1 +
r∑
q=1

aqX̂q.

X̂q lineare Operatoren, unabhängig von aq, “infinitesimale Operatoren” der Dar-

stellung T̂

X̂q = lim
aq→0

{
T (0, 0, . . . , aq, . . . , 0) − 1

}/
aq =

[
∂

∂aq
T̂ (a)

]
a=0

Betrachte Spezialfall: 1–parametrige Gruppe G mit G(c) = G(a)G(b) = G(a+b),

wie z.B. in R2.

n ganz:

T̂ (a) =
{
T̂ (a/n)

}n = lim
n→∞

{
T̂
(a
n

)}n ≈ lim
n→∞

{
1 +

a

n
X̂
}n

= eaX̂ =
∞∑
n=0

anX̂n

n!

i.e. der Operator T̂ (a) läßt sich aus dem infinitesimalen Operator X̂ aufbauen.

Analoges gilt für den allgemeinen Fall.

Satz 4

Ist eine Darstellung T̂ unitär, dann ist der Operator X̂q anti–hermitesch X̂†
q = −X̂q .

1̂ = T̂ (a)T̂ †(a) ≈
(

1 +
∑
q

aqX̂q

)(
1 +

∑
q

aqX
†
q

)

≈
(

1 +
∑
q

aq(X̂q + X̂†
q )

)

→ X̂q = −X̂†
q .

Schreibt man X̂q = iŶq (X̂q + X̂†
q ) = i(Yq − Y †

q ) → Yq = Y †
q .

Es folgen drei wichtige Theoreme (wir werden sie hier nicht beweisen!)
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Theorem 2

Wenn zwei Darstellungen der Gruppe G die gleichen infinitesimalen Operatoren

haben, dann sind sie gleich.

→ d.h. T̂ bestimmt durch die X̂q.

Theorem 3

Für jede Dartsellung T̂ von G genügt der Satz der infinitesimalen Operatoren X̂q

den Kommutatorrelationen

[X̂q , X̂p ] =
∑
t

ctqpX̂t (4.1)

ctqp sind Strukturkonstanten. Sie sind für alle Darstellungen T̂ von G die gleichen.

Theorem 4

Jeder Satz von Operatoren X̂q in L ist der Satz infinitesimaler Operatoren der

Darstellung T̂ von G, wenn er (4.1) befriedigt.

D.h. verschiedene Darstellungen mögen verschiedene X̂q haben, aber die ctqp sind

die gleichen.

Theorem 1: T̂ bestimmt durch X̂q.

Theorem 2: Multiplikationsgesetz für infinitesimale Operatoren

T̂ (a)T̂ (b) ≈
(

1 +
∑
q

aqX̂q

)(
1 +

∑
p

bpX̂p

)
≈ 1 +

∑
q

(aq + bq)X̂q ,

d.h. i.a. sind die infinitesimalen Operatoren für das Produkt von 2 Gruppenelemen-

ten gerade die Summe der infinitesimalen Operatoren für jeden Faktor.

Aber:

T̂ (a)T̂ (b)T̂−1(a)T̂−1(b) ≈
(

1 +
∑
q

aqX̂q

)(
1 +

∑
q

bqX̂q

)
×

×
(

1 −
∑
q

aqX̂q

)(
1 −

∑
q

bqX̂q

)
(4.2)

≈ 1 +
∑
q,p

aqbp[X̂q, X̂p] +O(a3, a2b, . . .) (4.3)

(4.2) hier verschwinden linearen Terme obwohl der Operator T̂ (a)T̂ (b)T̂−1(a)T̂−1(b) 6=
1̂ ist!

(4.3) die linearen Terme verschwinden.

Mit der Gruppeneigenschaft folgt

T̂ (a)T̂ (b)T̂−1(a)T̂−1(b) = T̂ (c) ≈ 1 +
∑
t

c̃tX̂t → ab = O(c̃)
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mit c̃t =
∑

q,p c
t
qpaqbp (ist in gewisser Weise Beweis von Theorem 3).

[X̂q, X̂p] =
∑

ctqpX̂t .

ctqp folgen eindeutig aus den Multiplikationsregeln für Gruppenelemente.

⇒ Studium der kontinuierlichen Gruppen läßt sich auf die Algebra der infinitesi-

malen Operatoren zurückführen.

Gruppenmultiplikationstafel → Strukturkonstanten

Untergruppe: Untermenge von Operatoren einer Gruppe ist unter der Kommutator–

relation abgeschlossen.

Ein Satz von Funktionen φ(α)
i transformiert sich nach einer irreduziblen Darstellung

T̂ (α), wenn die transformierten Funktionen sich als

T̂ φ
(α)
i =

∑
j

T
(α)
ji φ

(α)
j

darstellen lassen (T (α)
ji bekannte Matrix).

Bei kontinuierlichen Gruppen ist es ausreichend zu zeigen, daß die obige Relation

für die Matrizen der infinitesimalen Operatoren erfüllt ist:

T̂ ≈ 1̂ +
∑
q

aqX̂q

(1 +
∑
q

aqX̂q)φ
(α)
i =

∑
j

∑
q

(aqX̂q)
(α)
ji φ

(α)
j + φ

(α)
i

X̂qφ
(α)
i =

∑
j

(X̂q )
(α)
ji φ

(α)
j (4.4)

Ein Satz von Operatoren S
(α)
i transformiert sich nach der Darstellung T (α) wenn,

für jedes q, die infinitesimale Änderung des Operators durch die gleichen Matrizen

beschrieben wird:

Ŝ′ = T̂ ŜT̂−1 ≈
(

1 +
∑
q

aqX̂q

)
Ŝ

(
1 −

∑
q

aqX̂q

)
≈ Ŝ +

∑
q

aq[X̂q, Ŝ]

→
[X̂q, Ŝ

(α)
i ] =

∑
j

(X̂q)
(α)
ji Ŝ

(α)
j (4.5)

(4.5) ist Bedingung für Transformation nach irreduzibler Darstellung α (tritt an die

Stelle von
ˆ

S
(α)
i

′
=
∑
j

T
(α)
ji Ŝ

(α)
j ).

Beispiel: invarianter Operator befriedigt [X̂q, Ŝ] = 0 (statt [T̂ , Ŝ] = 0).
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Für das direkte Produkt zweier Darstellungen gilt

T
(α×β)
ij,kl (a) =

{
δik +

∑
q

aq(X(α)
q )ik

}{
δjl +

∑
p

ap(X(β)
p )jl

}

= δikδjl +
∑
q

aq

{
(X(α)

q )ikδjl + (X(β)
q )jlδik

}
= δikδjl +

∑
q

aq

{
X̂(α)
q 1̂(β) + X̂(β)

q 1̂(α)
}
ij,kl

= δikδjl +
∑
q

aq(X̂(α×β)
q )ij,kl

4.3 Die Gruppe R2 = SO(2) (Rotation in der Ebe-
ne)

Es existiert nur ein Parameter: Rotationswinkel a: 0 ≤ a < 2π, Gruppe R2 ist

abelsch.

R(c) = R(a)R(b) → c = a+ b mod 2π

Die irreduziblen Darstellungen sind eindimensional, suche daher Darstellung T̂ (a)

mit T̂ (a)T̂ (b) = T̂ (a+ b) und T̂ (0) = 1.

Differenziere ∂
∂b T̂ (a+ b) = T̂ (a)T̂ ′(b), b = 0 → T̂ ′(a) = T̂ (a)T̂ ′(0) → T̂ (a) = eaT̂

′(0)

Ausserdem T̂ (a) = T̂ (a+ 2π) → e2πT̂
′(0) = 1 → iT̂ ′(0) = m, m ganz.

T̂ (m)(a) = e−ima ≈ 1 − ima , m = 0,±1,±2, . . . (4.6)

a reeller Parameter, im ∧= X̂(m). Damit ist die Darstellung gefunden! ∃ unend-

lich viele irreduzible Darstellungen. ∃ unendlich viele Elemente und damit Klassen

(abelsch). (4.6) offensichtlich unitär.

Ein Vektor em, der sich nach einer irreduziblen Darstellung transformiert,genügt

T̂ (a)em = e−imaem .

Nimmt man m = ± 1
2 ,± 3

2 , . . . an, dann ist es möglich eine unitäre Darstellung zu

bilden, die stetig nur im Intervall 0 ≤ a < 4π ist. (Spin, später.)

Charakter: χ(m) = T (m)(a) = e−ima.

Orthogonalität:
∫ 2π

0
daχ(m)χ(m′)∗ =

∫ 2π

0
eia(m

′−m)da = 2πδmm′ (vergleiche 2.7),

d.h. wir ersetzen
∑

a → ∫ 2π

0 da.

Das in 4.1 eingeführte Gewicht ist hier =1.

Das “Gruppenvolumen” ist
∫ 2π

0 da = 2π und ersetzt g, die Ordnung von G.

Multiplikation von Darstellungen: T̂ (m1)T̂ (m2) = e−i(m1+m2)a

T̂ (m1) × T̂ (m2) = T̂ (m1+m2)
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(Dimension ist wieder 1.)

Basisvektoren

(i) ex, ey Basisvektoren in R2

Rz(a)ex = cos a ex + sin a ey

Rz(a)ey = − sina ex + cos a ey

Rz(a)(ex ± iey) = e∓ia(ex ± iey) ,

i.e. (ex ± iey) transformieren sich nach der irreduziblen Darstellung mit m =

±1.

(Keine Rotation (um die z–Achse) eines reellen Vektors läßt sich als Vielfa-

ches dieses Vektors schreiben → komplexe Basis).

(ii) Betrachte Funktion ψ(r, φ) (Polarkoordinaten) als potentielle Basis

T̂
(
Rz(a)

)
ψ(r, φ) = ψ(r, φ − a)

→ ψ(r, φ) = ψ(r)eimφ transformiert sich nach der Darstellung

T (m) : T̂
(
Rz(a)

)
eimφ = eim(φ−a) = e−imaeimφ

Betrachte beliebige Funktion

ψ(r, φ) =
∞∑

m=−∞
ψm(r)eimφ

mit

ψm(r) =
1
2π

2π∫
0

ψ(r, φ)e−imφdφ

Analyse der Funktion in Komponenten, die sich nach irreduziblen Darstellun-

gen T̂ (m) von R2 transformieren.

Infinitesimale Operatoren

In der reduziblen Basis ex, ey der Matrix Rz(a)

R
z
(a) =

(
cos a − sina
sin a cos a

) ∣∣∣∣∣
a klein

≈ 1 + a

(
0 −1
1 0

)

X =
(

0 −1
1 0

)
, X2 =

(−1 0
0 −1

)
= −1

eaX̂ = 1̂ + aX̂ +
1
2
a2X̂2 +

1
3!
a3X̂3 + · · · = 1̂

(
1 − 1

2
a2 +

1
4!
a4 − · · ·

)
+ X̂

(
a− 1

3!
a3 + · · ·

)

= 1̂ cos a+ X̂ sin a =
(

cos a − sina
sin a cos a

)
= R

z
(a)
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a

r

r

ra|  |

Kleine a: R̂z(a)r ≈ r + a(ez × r) →

R̂z(a) ≈ 1̂ + a(ez × . . .) = 1̂ + aX̂

T̂
(
Rz(a)

)
ψ(r, φ) = ψ(r, φ− a) = ψ(r, φ) − a

∂

∂φ
ψ(r, φ) +

1
2
a2 ∂

2

∂φ2
ψ(r, φ)

T̂
(
Rz(a)

) ≈ 1̂ − a
∂

∂φ

X̂ = − ∂
∂φ = −

(
x ∂
∂y − y ∂

∂x

)
= −i

~
(xp̂y − yp̂x) = −il̂z, l̂z Drehimpulsoperator.

T̂
(
Rz(a)

)
= e−a

∂
∂φ

Das Matrixelement von X̂ in einer irreduziblen Darstellung T̂ (m) ist

e−imφ
(
− ∂

∂φ

)
eimφ = −im .

Hat eine Funktion ψ die Eigenschaft X̂ψ = −imψ, dann transformiert sich ψ nach

einer irreduziblen Darstellung T̂ (m) von R2.

4.4 Die Gruppe R3 = SO3 = SO(3)

4.4.1 Einleitung: Rotation eines Vektors im R
3

Rk(a), 0 ≤ a < 2π. a Rotationswinkel, k Einheitsvektor entlang der Rotations-

achse ∧= 2 Parametrn → 3 parametrige Gruppe.

ax = akx

ay = aky k2 = 1 R(a)

az = akz

r′ = R̂k(a)r = r cos a+ (1 − cos a)(r · k)k + (sin a)k × r = R
k
(a) · r ,

infinitesimal: r′ = ak × r

[
Rk(a)

]
xx

= cos a+ (1 − cos a)k2
x[

Rk(a)
]
yx

= (1 − cos a)kxky + kz sin a
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R̂k(a) erhält die Länge und die Winkel zwischen 2 Ortsvektoren r1, r2

r′1 = R̂r1 , r′2 = R̂r2 → (r′2, r
′
1) = (R̂r2, R̂r1) = (r2, R̂

†R̂r1) = (r2, r1)

→ R̂†R̂ = 1, i.e. R̂ unitär.

Im R3 (in der Basis des R3 ) sind die Elemente von R reell, die Matrix orthogonal,

|R| = ±1.

SO(3)=O†
3 = R mit |R| = ±1.

O3 = R3 × S2, S2 Inversion, Transformationen mit ausschließlich Determinanten -1

bilden keine Gruppe!

4.4.2 Die Infinitesimalen Operatoren der SO(3)

Jede Darstellung T̂ liefert die Strukturkonstanten.

R̂k(a)r a�1= r + a(k × r) = r + a

z∑
q=x

kq(eq × r)

= r +
∑
q

aq(eq × r)

=

(
1̂ +

∑
q

aqeq×
)

r

X̂q = (eq × ). Benutzt man die Basis ex, ey, ez, dann erhält man als Darstellung

der X̂q: (Xq)pp′ = (ep, X̂ep′)

X
x

=


0 0 0

0 0 −1
0 1 0


 , X

y
=


 0 0 1

0 0 0
−1 0 0


 , X

z
=


0 −1 0

1 0 0
0 0 0




[X̂x, X̂y]r = ex × (ey × r) − ey × (ex × r) = xey − yex = (ez × r) = X̂zr

⇒ [X̂x, X̂y] = X̂z etc. ; [Ĵi, Ĵj ] = εijkĴk

Mit X̂qi = Ĵq folgt

[Ĵx, Ĵy] = iĴz , [Ĵz, Ĵx] = iĴy , [Ĵy, Ĵz] = iĴx

Ĵq hermitesch. Bilde:

Ĵ± = Ĵx ± iĴy

[Ĵz, Ĵ±] = iĴy ± Ĵx = ±(Ĵx ± iĴy) = ±Ĵ±
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4.4.3 Irreduzible Darstellungen der SO(3)

SO(2) (eigentliche Rotationen in der Ebene):

abelsch → 1–dimensionale irreduzible Darstellungen T̂ (a)em = e−imaem. Beispiel

für Basis war

em = eimφ

T̂ (a) = e−a
∂

∂φ = e−aX̂ = e−ial̂z

Suche jetzt endlichdimensionale irreduzible Darstellung von SO(3) (es existieren

unendlich viele). Benutze Basis e(α)
m , in der Ĵz diagonal ist: Ĵze

(α)
m = me(α)

m (α

numeriert die Darstellung und m numeriert in der Darstellung). Damit ist auch

Ĵ±em Eigenfunktion von Ĵz, denn

Ĵz(Ĵ±em) = [Ĵz, Ĵ±]em + Ĵ±Ĵzem = (±1 +m)Ĵ±em .

Für eine spezielle irreduzible Darstellung gibt es einen größten Wert, j, für m (end-

liche Dimension!).

Ĵzej = jej , ej Vektor des “größten Gewichts” (normiert). Dann muß Ĵ+ej = 0

sein! Andererseits

ej−1 = Aj−1Ĵ−ej ,

Aj−1 so gewählt, dass ej−1 normiert und orthogonal. Konstruktion der ej−1, ej−2, . . .,

vergleiche 2.4:

ej−2 = Aj−2Ĵ−ej−1 etc.

bis hin zu einem niedrigsten Wert m = j − t: Ĵ−ej−t = 0. Der so generierte Satz

von Basisfunktionen em, j− t ≤ m ≤ j ist invariant unter Ĵz, Ĵ− und Ĵ+. Invarianz

bezüglich Ĵz , Ĵ− schon gezeigt. Zeige nun Invarianz bezüglich Ĵ+.

Hilfskonstruktion:

Ĵ2 = Ĵ · Ĵ = Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z

[Ĵ2, Ĵα] = 0

Ĵ2 = Ĵ−Ĵ+ + Ĵ2
z + Ĵz = (Ĵx − iĴy)(Ĵx + iĴy) + Ĵ2

z + Ĵz

= Ĵ+Ĵ− + Ĵ2
z − Ĵz

Ĵ2ej = (Ĵ−Ĵ+ + Ĵ2
z + Ĵz)ej = 0 + j(j + 1)ej

Hier ist ej höchstens m.

Ĵ2em = Ĵ2Aj−1Aj−2 . . . AmĴ− . . . Ĵ−ej = j(j + 1)em (4.7)
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j −m Operatoren Ĵ−. Benutzt man die Kommutationsrelationen zwischen Ĵ2 und

Ĵ−, dann

Ĵ+em = Ĵ+AmĴ−em+1 = Am(Ĵ2 − Ĵ2
z + Ĵz)em+1

= Am

(
j(j + 1) − (m+ 1)2 +m+ 1

)
em+1

= Am(j +m+ 1)(j −m)em+1

i.e. auch Anwendung von Ĵ+ führt nicht aus Satz der em heraus (Vorsicht: bloße

Anwendung von Ĵ+em = e′m+1 hätte zu neuem Vektor mit Ĵze′m+1 = (m+ 1)e′m+1

führen können).

Ĵ2ej−t = (Ĵ+Ĵ− + Ĵ2
z − Ĵz)ej−t = 0 + (j − t)(j − t− 1)ej−t

4.7= j(j + 1)ej−t

→ (2j − t)(t+ 1) = 0 → 2j = t ganz, j halb oder ganzzahlig.

Dimension von Darstellung ist 2j + 1.

Irreduzible Darstellung D(j) j = 0, 1
2 , 1, . . .

Die unter obiger Konstruktion aufgebaute Basis ej , ej−1, . . . , e−j transformiert sich

nach den irreduziblen Darstellungen T̂ (m) der Untergruppe SO(2). Beschränkt man

sich daher auf die Untergruppe SO2, so führt die Ausreduktion zu

D(j) =
m=j∑
m=−j

T (m) .

Matrixelemente der Generatoren in obiger Basis e(j)
m

(em′ , Ĵzem) = mδmm′

(em′ , Ĵ−em) = (Ĵ+em′ , em) = (em, Ĵ+em′)∗

δm′,m−1A
−1
m′ = A∗

m′(j +m′ + 1)(j −m′)δm,m′+1

δm,m′+1 = δm′,m−1

|Am|−2 = (j +m+ 1)(j −m)

Der Satz der Darstellungen D̂(j) ist vollständig, ψ =
∑∞

j=0

∑j
m=−j ajme(j)

m . Wähle

Am positiv, reell (Condon–Shortley convention) →

Ĵ−em+1 =
[
(j +m+ 1)(j −m)

]1/2
em

Ĵ+em =
[
(j +m+ 1)(j −m)

]1/2
em+1
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Charaktere der Darstellung D(j)? Unabhängig von Basis → wähle z–Achse ∧= Dreh-

achse (Drehung um Winkel a):

χ(j)(a) =
j∑

m=−j
e−ima = e−ija

[
1 + eia + e2ia + · · · + e2ija

]
= e−ija

(
e(2j+1)ia − 1

)/ (
aia − 1

)
=

(
e(j+

1
2 )ia − e−(j+ 1

2 )ia
)/(

eia/2 − e−ia/2
)

χ(j)(a) =
sin (j + 1/2)a

sina/2

χ(j)(0) = 2j + 1 so, wie es sein soll!

Beispiele:

a) j = 0 1–Darstellung.

b) j = 1/2:

J
z

=
(

1/2 0
0 −1/2

)
, J

+
=
(

0 1
0 0

)
, J − =

(
0 0
1 0

)

χ(1/2)(a) =
sina

sin a/2
= 2 cos

a

2
=
(
2(1 + cosa)

)1/2
→

J
x

=
(

0 1/2
1/2 0

)
, J

y
=
(

0 −i/2
i/2 0

)
Pauli–Matrizen (bis auf Faktor 1/2).

c) j = 1 Vektordarstellung:

J
z

=


1 0 0

0 0 0
0 0 1


 , J

+
=


0

√
2 0

0 0
√

2
0 0 0


 , J − =


 0 0 0√

2 0 0
0

√
2 0




χ(1)(a) =
sin 3/2a
sin a/2

= · · · = 2 cos a+ 1

→

J
x

=


 0 1/

√
2 0

1/
√

2 0 1/
√

2
0 1/

√
2 0


 , J

y
=


 0 −i/√2 0
i/
√

2 0 −i/√2
0 i/

√
2 0




Anmerkung: Die auf S. ... betrachtete Darstellung und die hier angegebene (die

diagonal in J
z

ist) sind äquivalent. Es gilt die Ähnlichkeitstransformation

J
q

= iA−1X
q
A mit A =


 i 1 0

0 0 −√
2i

−i 1 0



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4.4.4 Das direkte Produkt zweier Darstellungen

Vergleiche 2.10.

Seien D(j1) und D(j2) zwei irreduzible Darstellungen der SO3. Das direkte Produkt

hiervon ist i.a. reduzibel:

D(j1) ×D(j2) = D(j1×j2) =
∑
j

cjD
(j) ,

D(j1×j2) reduzibel, D(j) ireduzibel.

Bestimmung von cj : es galt χ(j1×j2)(a) = χ(j1)(a)χ(j2)(a) =
∑
j cjχ

(j)(a). Früher

statt cj m(α).

Annahme: j1 ≥ j2

χ(j1)(a)χ(j2)(a) =
sin
[
(j1 + 1/2)a

]
sin
[
(j2 + 1/2)a

]
sin2 a/2

=

[− cos (j1 + j2 + 1)a+ cos (j1 − j2)a
]

2 sin2 a/2

=
sin
[
(j1 + j2 + 1/2)a

]
sin a/2

+
sin [j1, a] sin [j2, a]

sin2 a/2

= χ(j1+j2)(a) + χ(j1−1/2)(a)χ(j2−1/2)(a)

u.s.w.

= χ(j1+j2)(a) + χ(j1+j2−1)(a) + χ(j1−1)(a)χ(j2−1)(a)
...

= χ(j1+j2)(a) + χ(j1+j2−1)(a) + · · · + χ(j1−j2)(a)χ(0)(a)

χ(0)(a) = 1

=
j1+j2∑

j=|j1−j2|
χ(j)(a) → ∀cj = 1

D(j1) ×D(j2) =
j1+j2∑

j=|j1−j2|
D(j)

i.e. die Gruppe SO(3) ist “einfach reduzibel”.

Seien die Φ1(j1,m1), Φ2(j2,m2) Basisfunktionen für irreduzible DarstellungenD(j1), D(j2)

der SO(3), dann lassen sich die Basisfunktionen Φ für die Darstellung D(j) als Li-

naerkombination der Φ1,Φ2 darstellen:

Φ(j,m) =
∑
m1,m2

C(j1, j2, j;m1,m2,m)Φ1(j1,m1)Φ2(j2,m2) .

C(j1, j2, j;m1,m2,m) heißen Clebsch–Gordon–Koeffizienten. Sie lassen sich aus den

J
q
–Matrizen bestimmen (es tritt kein Index t auf).
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Es gelten die Normierungs– und Orthogonalitätsrelationen von ...

C(j1, j2, j;m1,m2,m) = (−1)j1−j2+m(2j + 1)1/2
(
j1 j2 j
m1 m2 −m

)

“Wigner 3j–Symbol”. Es existieren 3 Tabelle hierfür.

4.4.5 Basisfunktionen der SO3

A. Basis im R3 :

e1 = −(ex + iey)
/√

2

e0 = ez

e−1 = (ex − iey)
/√

2

X̂q = eq × q = x, y, z. Also:

X̂xe1 = ex × e1 = − i√
2
ez = − i√

2
e0 → (Xx)11 = e∗1

(
− i√

2

)
e0

X̂xe0 = ex × e0 = −ey = +
i√
2
(e1 + e−1)

X̂xe−1 = ex × (ex − iey)
/√

2 = − i√
2
e0

iX
x

=


 0 − i√

2
i 0

i√
2
i 0 i√

2
i

0 − i√
2
i 0


 etc.

B. Generation einer Basis aus x2, y2, z2, xy, yz, zx. 6–dimensionaler Funktionsraum,

Anwendung von Rotationen führt nicht heraus → Basis für Darstellung (l = 2).

x2 + y2 + z2 ist invariant, i.e. trasnformiert sich nach D(0)

Ĵ+ = Ĵx + iĴy = z

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
− (x+ iy)

∂

∂z

Ĵ− = Ĵx − iĴy = −z
(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
+ (x− iy)

∂

∂z

Ĵz = i

(
y
∂

∂x
− x

∂

∂y

)
= −i ∂

∂φ
→ zyklische Vertauschung : Ĵx, Ĵy

ψ2 = (x + iy)2 = (x2 − y2) + 2ixy = r2e2iφ hat das größte Gewicht mit m = 2

(r2 = x2 + y2):

Ĵ+ψ2 = 0 und Ĵzψ2 = 2ψ2 .
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Wende jetzt Leiteroperatoren an (Normierung wie in 4.4.3: Ĵ−ez = [4]1/2e1, etc.):

ψ2 = (x + iy)2 = (x2 − y2) + 2ixy = r2e2iφ

ψ1 =
1
2
Ĵ−ψ2 = −2z(x+ iy)

ψ0 =
1√
6
Ĵ−ψ1 = −

(
2
3

)1/2

(x2 + y2 − 2z2)

ψ−1 = 2z(x− iy)

ψ−2 = (x − iy)2

ψ2, ψ1, . . . , ψ−2 sind linear unabhängig, spannen mit x2 + y2 + z2 den Raum der

quadratischen Funktionen auf.

ψm sind proportional zu den Kugelflächenfunktionen Y (j)
m (θ, φ) für j = 2

ψm =
(

32π
15

)1/2

ρ2Y (2)
m (θ, ϕ)

ρ2 = (x2 + y2 + z2)

ψ
(2)
±2 = −

(
15
32π

)1/2

sin2 θe±2iϕ

ψ
(2)
±1 = ±

√
15
8π

cos θ sin θe±iϕ

ψ
(2)
0 =

√
5

16π
(1 − 3 cos2 θ)

Auf diese Weise lassen sich die Kugelfunktionen für andere j definieren.

Beginne wieder mit Vektor des größten Gewichts (x + iy)j . Auf diese Weise

erhält man

m > 0 Y (j)
m = (−1)m

{
(2j + 1)(j −m)!

4π(j +m)!

}1/2

eimφ sinm θ
(

d

d cos θ

)j+m (cos2 θ − 1)j

2jj!

m < 0 Y
(j)
−m = (−1)mY (j)

m

∗

m = 0 Y
(j)
0 =

(
2j + 1

4π

)1/2

Pj(cos θ)

Pj(cos θ) Legendre–Polynom.

Beispiel für die Entwicklung einer Funktion nach irreduziblen Komponenten:

f(r) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

flm(r)Y (l)
m (θ, φ) .

Aus allgemeiner Orthogonalität von Basisfunktionen irreduzibler Darstellungen folgt

Orthogonalität der Kugelfunktionen.
2π∫
0

dφ

π∫
0

dθ sin θ Y (l′)
m′

∗
(θ, φ)Y (l)

m (θ, φ) = δl′lδm′m
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4.4.6 Irreduzible Sätze von Operatoren {Ŝ(α)
i }

Schon gesehen: [iX̂q, Ŝ
(α)
i ] =

∑
j(iXq

)(α)
ji Ŝ

(α)
j .

α→ j, i→ m q = x, y, z

[Ĵz, Ŝ
(j)
m ] = mŜ

(j)
m (4.8)

[Ĵ±, Ŝ
(j)
m ] =

{
(j ±m+ 1)(j ∓ p)

}1/2
Ŝ

(j)
m±1 (4.9)

(4.8), da

(J
z
)(j)mm′ = mδmm′ .

(4.9), da

(J
+

)(j)m′m = (e(j)
m′ , Ĵ+e(j)

m ) = δm′,m+1

[
(j +m+ 1)(j −m)

]1/2
(J−)(j)m′m = (e(j)

m′ , Ĵ−e(j)
m ) = δm′,m−1

[
(j +m)(j −m+ 1)

]1/2
(4.8) und (4.9) sind die Definitionsgleichungen für die Ŝ(j)

m .

Beispiele:

(i) Da die Multiplikation mit einer Funktion als Operator im Funktionsraum

betrachtet werden kann:

→ Y
(j)
m bilden einen Satz irreduzibler Operatoren (straightforward).

(ii) Die infinitesimale Operatoren selbst bilden einen irreduziblen Satz mit j = 1

(“Vektoroperator”). Damit (4.8) und (4.9) erfüllt, Ŝ(1)
1 = −Ĵ+/

√
2, Ŝ(1)

0 =

Ĵz, Ŝ
(1)
−1 = Ĵ−/

√
2.

Matrixelemente von Operatoren Ŝ
(j)
m aus dem Satz irreduzibler Operatoren: Ver-

gleiche 2.14 Wigner–Eckart–Theorem

(Φ(j)
m , Ŝ(l)

q Φ(j′)
m′ ) = C∗(j′, l, j,m′, q,m)(−1)2l

〈
Φ(j)

∥∥Ŝ(l)
∥∥Φ(j′)〉

C∗(j′, l, j,m′, q,m) reell in gewöhnlicher Konvention.
〈
Φ(j)

∥∥Ŝ(l)
∥∥Φ(j′)

〉
= (Φ(j)

m ,Ψ(j)
m ),

ψ
(j)
m Basisfunktionen für die ausreduzierte Produktdarstellung.

4.4.7 Ein– und mehrdeutige Darstellungen

Darstellung der SO(2): R(a) → T̂ (a) = e−ima m = 0,±1,±2, . . .

→ T̂ (2π) = T̂ (0).

Jedem R(a) ist eindeutig ein T̂ (m)(a) zugeordnet.

Darstellung der SO(3) (enthält SO(2) als Untergruppe): nicht explizit angegeben,

sondern nur die der Generatoren

j = 0,
1
2
, 1,

3
2
, . . . j ≤ m ≤ −j
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j halbzahlig → auch m halbzahlig.

Beispiele:

(i) m = 1/2

T̂ (1/2)(0) = 1

T̂ (1/2)(2π) = −1

während R(0) = R(2π). Zweideutige Darstellung der SO(2).

(ii) m = 1/3

T̂ (1/3)(0) = 1

T̂ (1/3)(2π) = e−2πi/3

T̂ (1/3)(4π) = e−4πi/3

“Dreideutige” Darstellung (triple–valued).

Erweiterung des Begriffs der Darstellung einer Gruppe:

G(a)G(b) = G(c) → T̂ (a)T̂ (b)ψ = ω(a,b) T̂ (c)ψ .

ω(a,b) heißt Phasenfaktor.

Die Darstellungen der SO(2) können n–deutig sein, die der SO(3) nur 1– und 2–

deutig.

G(a) → T̂
(
G(a)

) ≡ T̂ (a)

SO(2): G(a), 0 ≤ a < 2π. Parameterraum: Kreisumfang r = 1.

T̂1(a) = e−ia/3 , T̂2(a) = e−i(a+2π)/3 , T̂3(a) = e−i(a+4π)/3 .

a x
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SO(3): Rotation um die Achse ~k um Winkel a: 0 ≤ a ≤ π. Parameterraum: Kugel

mit Radius π: gegenüberliegende Punkte sind identisch!!

Rk(π) = R−k(π)

→ Es existiert nur ein– und zwedeutige Darstellungen der SO(3).



94KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE GRUPPEN UND IHRE DARSTELLUNGEN

Wiederholung:

Diskrete Gruppen Kontinuierliche Gruppen
(klassische Lie–Gruppen)

Elemente Ga, Gb, Gc, . . . G(a1, a2, . . . , ar) = G(a)
endlich oder unendlich viele unendlich viele

Gruppenpostulat GaGb = Gc G(a1, . . . , ar)G(b1, . . . , br) = G(c1, . . . , cr)
cq = φq(a1, . . . , br)

Einselement E E = G(0, 0, . . . , 0)

Summe über Gruppenele-
mente

g∑
a=1

f(Ga)
∫ · · · ∫ da1 . . . dar f(a1 . . . ar)ρ(a1 . . . ar)

ρ Integrationsmaß

Generator oder infinitesi-
maler Operator

G1 = a,G2 = a2, . . . Gn = an = 1 T̂ (a) Darstellung von G in L

∂
∂aq

T̂ (a)
∣∣∣
a=0

= X̂q

T̂ (a) ≈ 1 +
r∑
q=1

aqX̂q

Gruppenmultiplikationstafel Operatoralgebra

[X̂q, X̂p] =
∑
t
ctqpX̂t

ctqp Strukturkonstanten

Transformation nach irre-
duzibler Darstellung

T̂ φ
(α)
i =

∑
j

T̃
(α)
ji φ

(α)
j X̂qφ

(α)
i =

∑
j

(X̂q)
(α)
ji φ

(α)
j

T̂ Ŝ
(α)
i T̂−1 =

∑
j

T
(α)
ji Ŝ

(α)
j [X̂q, Ŝ

(α)
i ] =

∑
j

(X̂q)
(α)
ji Ŝ

(α)
j

Beispiele: R2 = SO(2), G(a)G(b) = G(a+ b)
1 parametrige Gruppe, abelsch

X̂ = − ∂
∂φ = −il̂z

T (m)(a) = exp (ima)

4.4.8 Invariantes Integrationsmaß

∑
a

f(Ga) →
∫
da1 . . . dar f

(
G(a)

)
ρ(a)

ρ(a)?

SO(2) schon benutzt: ρ = 1, a = φ Bogenlänge eines Einheitskreises, G(a) Rotation

um Winkel a (andere Wahl möglich):
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a
Bogenlængeξ (a)

∫
dξ f

[
G(ξ)

]
=
∫
dφ ξ′(φ)f

[
G(φ)

] 6= ∫ dφ f
[
G(φ)

]
Welche Wahl sollen wir treffen?

Endliche diskrete Gruppen: “Rearrangement”–Theorem immer benutzt

∑
a

f(Ga) =
∑
a

f(S−1Ga)

S−1Ga beliebiges Gruppenelement →∫
dτGf(G) =

∫
dτGf(S−1G) =

∫
dτSGf(G) (4.10)

Gilt (4.10), dann ρG(ξ) “invariantes Maß”.

G = G(ξ) → dτG = ρG(ξG) dξG ; dτSG = ρSG(ξSG) dξSG

dτG = dτSG → ρG(ξG)
ρSG(ξSG)

=
dξSG
sξG

Wähle nun

ρG(ξG) =
dξE
dξG

=
dξE
dξSG

dξSG
dξG

= ρSG(ξSG)
dξSG
dξG

dξE/dξG aus Gruppenmultipl.–Tafel. Sei ξSG linear in ξG, z.B. wenn ξ = φ Dreh-

winkel

φEG = φE + φG , ρG =
dφE
dφG

=
dφE
dφEG

= 1 .

Ähnlich für SO(3).

4.5 Drehimpuls, Spin und die Gruppe SO(3)

4.5.1 Bahndrehimpuls

Erinnerung an Kapitel 3: Symmetrie in der QM
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Anwendung auf rotationssymmetrischen Hamiltonian: SO(3) Symmetriegruppe. Wenn

D̂ Darstellung einer Drehung, dann

[Ĥ, D̂] = 0 .

Für infinitesimale Drehungen gilt: [Ĥ, Ĵi] = 0 i = x, y, z.

Ĥψ(r) = Eψ(r)

D̂Ĥψ(r) = ĤD̂ψ(r) = ED̂ψ(r) ,

d.h. mit ψ(r) ist auch D̂ψ(r) = ψ(R̂−1r) = ψ′(r) (R̂ Vektordarstellung der Dreh-

gruppe) Eigenfunktion zum Eigenwert E.

Alle Eigenfunktionen zum gleichen Eigenwert bilden linearen Vektorraum LE (li-

neare Kombination gehört wieder dazu).

Wähle Basis in LE: ψ(E)
m → liefert Darstellung von D̂ : m = 1 . . . sE . sE ist die

Dimension der Darstellung

D̂ψ(E)
m =

∑
m′

D
(E)
m′,mψ

(E)
m′ .

Darstellung D(E)
m′,m kann reduzibel oder irreduzibel sein. Wenn reduzibel: zufällige

Entartung oder verborgene Symmetrie.

Betrachte jetzt die irreduziblen Darstellungen D
(j)
m′,m der SO(3). → Energieeigen-

wert mindestens sE = 2j + 1–fach entartet: −j ≤ m ≤ j. Eigenfunktionen ψ
(j)
m für

festes j unterscheiden sich durch Verhalten bezüglich Rotation um feste Achse: hier

z. →

E = E(γ, j)

ψ = ψ(j)
m (γ)

γ: Satz von Quantenzahlen, die nicht von j,m abhängen. Wie schon gezeigt (4.4.3):

Ĵzψ
(j)
m (γ) = mψ(j)

m (γ)

Ĵ2ψ(j)
m (γ) = j(j + 1)ψ(j)

m (γ)

Identifikation von Ĵq mit dem Drehimpuls:

Bahndrehimpuls eines Teilchens

l̂ = r̂ × p̂ = r̂ ×
(
~

i

)
∇

l̂z = −i~
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
= ~

1
i

∂

∂φ
= ~Ĵz

Setze künftig ~ = 1! Analog l̂x = Ĵx, l̂y = Ĵy.
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ψ
(j)
m (γ; r, φ, θ) m hier ganz, da

D̂
(
Rz(2π)

)
ψ(j)
m (γ; r, φ, θ) = e−im2πψ(j)

m (γ; r, φ, θ) = ψ(j)
m (γ; r, φ+ 2π, θ)

und ψ als Lösung der Schrödingergleichung eindeutig und stetig

Kugelsymmetrisches Potential V (r): Schrödingergleichung(
− ~2

2M
∇2 + V (r) − E

)
ψ = 0[

− ~2

2M

(
∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r
− Ĵ2

r2

)
+ V (r) − E

]
ψ(j)
m (γ; r, φ, θ) = 0 ,

und mit ψ(j)
m (γ; r, φ, θ) = uγj(r)Y

(j)
m (φ, θ):

[
− 1

2M

(
∂2

∂r2
+

2
r

∂

∂r

)
+
(
V (r) +

l(l+ 1)
2Mr2

)
− E

]
uγj(r) = 0

Notation im Weiteren:

Bahndreimpuls l̂, L̂ (1 bzw. mehrere Teilchen)
Spin ŝ, Ŝ

Gesamtdrehimpuls ĵ, Ĵ

n–Teilchen

Gesamtdrehimpuls

L̂ =
n∑
i=1

l̂(i) =
n∑
i=1

r̂(i) × p̂(i)

L̂z = −i
∑
i

∂

∂φi

φi polarer Winkel des Teilchens i.

ψ = ψ(r1, θ1, φ1; r2, θ2, φ2; . . . ; rn, θn, φn)

Rotation um z–Achse läßt ∀ri, θi fest, φi → φi − a gehen

D̂
(
Rz(a)

)
ψ(φ1, . . . , φn

)
= ψ(φ1 − a, . . . , φn − a)
a�1≈ ψ(φ1, . . . , φn) −

∑
i

a
∂

∂φi
ψ(φ1, . . . , φn) +O(a2)

→ D̂
(
Rz(a)

) ≈ 1 − a
∑
i

∂

∂φi

Ĵz = −i
∑
i

∂

∂φi
= L̂z

Ĵz Operator für infinitesimale Rotation = Gesamtdrehimpuls (~ = 1)
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[Ĥ, Ĵq] = 0 → Erhaltung des Gesamtdrehimpulses

d

dt
(ψ, Ôψ) =

(
∂ψ

∂t
, Ôψ

)
+
(
ψ, Ô

∂ψ

∂t

)
=

1
i~

{− (Ĥψ, Ôψ) + (ψ, ÔĤψ)
}

=
(
ψ, [Ô, Ĥ]ψ

)
/i~

→ Ô Erhaltungsgröße, wenn [Ô, Ĥ] = 0.

Nicht wechselwirkende Teilchen (oder sehr schwache Wechselwirkung, so dass

einzelne l̂(i) erhalten): Wellenfunktion faktorisiert

ψ(l1,l2)
m1,m2

(r1, r2) = ψ(l1)
m1

(r1)ψ(l2)
m2

(r2) (4.11)

ψ′ = D̂
(
R(a)

)
ψ = ψ(l1)

m1

′
(r1)ψ(l2)

m2

′
(r2) =

∑
m′

1,m
′
2

D
(l1)
m1m′

1
D

(l2)
m2m′

2
ψ

(l1)
m′

1
ψ

(l2)
m′

2

i.e. (2l1+1)(2l2+1) Produktfunktionen bilden Basis für Produktdarstellung D̂(l1)×
D̂(l2) der Gruppe SO(3), diese ist reduzibel.

Ausreduktion: siehe 4.4 (iv)

D̂(l1) × D̂(l2) =
l1+l2∑

L=|l1−l2|
D̂(L) ,

L = l1 + l2, l1 + l2 − 1, . . . , |l1 − l2| ,

d.h. es gilt die “Vektoradditionsregel”

Durch Übergang zu neuer Basis im (2l1 + 1)(2l2 + 1) dimensionalen Raum der

Produktfunktionen

ψ
(L)
M (r1, r2) =

∑
m1

m2=M−m1

C(l1, l2, L,m1,m2,M)ψ(l1)
m1

(r1)ψ(l2)
m2

(r2)

Betrachte Rotation um z–Achse: SO(2) T̂ (m1)×T̂ (m2) = T̂ (m1+m2) →M = m1+m2.

Klassisch: L = l1 + l2 |L| = |l1| + |l2|, . . . ,
∣∣|l1 − |l2|

∣∣.
L̂2ψ

(L)
M = L(L+ 1)ψ(L)

M

L̂zψ
(L)
M = Mψ

(L)
M − L ≤M ≤ L

3 Teilchen = (1+1)+1 etc.

Anwendung eines Magnetfelds hebt 2l+ 1–fache Entartung auf.

Ĥ → Ĥ + µBBl̂z , [Ĥ, l̂z] = 0

Unterstes Niveau l = 0, m = 0 → keine Aufspaltung des Niveaus im B–Feld zu

erwarten.

H–Atom: Niveau spaltet auf → Spin.
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4.5.2 Der Spin

Protonen, Neutronen, Elektronen haben Spin s = 1/2; ρ–Meson s = 1; Ω−–Teilchen

s = 3/2.

Diese Möglichkeit ∃ bei Darstellungen der SO(3): j = ganz oder halbzahlig. Bahn-

moment ganzzahlig:

Wellenfunktion → Lösung der Schrödingergl. ψ(φ) = ψ(φ+ 2π)
Basisfkt. für irred. Darstellungen ψ(φ = 0) = ±ψ(φ = 2π)

l = 1
2 : ψ(r, φ) = −ψ(r, φ + 2π − ε) ε→0→ Wellenfunktion unstetig, nicht brauchbar

als Lösung der Schrödingergleichung.

Spin folgt aus relativistischer (Dirac–) Gleichung, j = n/2 möglich. Spin s im B–

Feld Aufspaltung 2s+ 1–fach. Spin Zustand ist durch Basisfunktionen χ(s)
ms ms =

−s, . . . , s charakterisiert. Unter Rotation(
χ(s)
ms

)′
= D̂

(
R(a)

)
χ(s)
ms

=
∑
m′

s

D
(s)
m′

sms

(
R(a)

)
χ

(s)
m′

s
.

Für infinitesimale Rotationen sind die D̂ D̂ ≈ 1 + aĴi wieder durch die Matrizen

von 4.4.3 gegeben. Für einen einzelnen Spin nennen wir Ĵ = ŝ, für den Gesamtspin

Ĵ = Ŝ

ŝzχ
(s)
ms

= msχ
(s)
ms

(χ(s)
ms
, χ

(s)
m′

s
) = δmsm′

s

ŝ2χ(s)
ms

= s(s+ 1)χ(s)
ms

Gesamtspin Ŝq =
∑

i ŝq(i).

Gesamtwellenfunktion Ψ =
s∑

ms=−s
φms(r)χ

(s)
ms

χ(s)
s =




1
0
0
...
0


 , χ

(s)
s−1 =




0
1
0
...
0


 etc. → Ψ =




φs(r)
φs−1(r)

...
φ−s(r)




(Ψ̃,Ψ) =
∑
ms,m′

s

∫
ddrφ̃∗m′

s
(r)φms(r)(χ

(s)
m′

s
, χ(s)

ms
)

D̂(R)Ψ =
∑
ms

φms(R̂
−1r)(χ(s)

ms
)′

R beschreibe Rotation um z–Achse um kleinen Winkel a.

D̂(R)ψ ≈
∑
ms

(1 − ial̂z)φms(r)(1 − iaŝz)χ(s)
ms

≈
∑
ms

[
1 − ia(l̂z + ŝz)

]
φms(r)χ

(s)
ms

=
∑
ms

[
1 − ia(l̂z + ŝz)

]
Ψ
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→ infinitesimaler Operator für die vollständige Wellenfunktion Ψ ist ĵz = l̂z + ŝz,

ĵ = l̂ + ŝ “Gesamtdrehimpuls” des Teilchens (in ~ Einheiten).

Endliche Rotation R(a)

D̂(R)Ψ =
∑
ms

φms(R̂
−1r)(χ(s)

ms
)′

=
∑
ms

φms(R̂
−1r)

∑
m′

s

D
(s)
m′

sms
(a)χ(s)

m′
s

=
∑
m′

s

(∑
ms

D
(s)
m′

sms
(a)φms(R̂

−1r)

)
χ

(s)
m′

s
=


 φ̃s(r)
φ̃s−1(r)

...




φ̃m′
s
(r) =

∑
ms

D
(s)
m′

sms
(a)φms (R−1r) “Koordinaten”–Transformation. Rotation so-

wohl in den Funktionen φ(r) und den Spinzuständen.

Betrachte jetzt separate Rotation in beiden Anteilen der Wellenfunktion.

Spezieller Fall der Wellenfunktion Ψ: Teilchen in Zustand mit speziellem Spin– und

Bahndrehimpulszustand.

Ψ(l, s,ml,ms) = ψ
(l)
ml(r)χ

(s)
ms es existieren (2l+ 1)(2s+ 1) solche Produkte.

Unter der Rotation transformiert sich ψ(l, s,ms,ml) nach der Produktdarstellung

D̂(l) × D̂(s) der SO(3).

Diese Dartsellung reduziert sich zu D̂(l) × D̂(s) =
∑l+s

j=|l−s| D̂
(j) j = (l + s), (l +

s− 1), . . . , |l − s|, wobei die neue Basis

Ψ(l, s, j,m) =
∑
ml

C(l, s, j,ml,ms,m)ψ(l)
ml

(r)χ(s)
ms

(ms +ml = m) .

4.5.3 Das H–Atom

Nicht–relativistisch V (r) = − e2

r in H.

Lösung der Schrödingergleichung ψ(l)
ml(n, r) = unl(r)Y

(l)
ml (θ, φ).

Energieniveaus (siehe QM) Enl = − Me4

2~2n2

n = 1, 2, . . . , l = 0, 1, . . . , n− 1

n l K (n = 2K + 1, l = 2K, . . . , 0)
Grundzustand 1 0(s) 0

(2 fach entartet) 2 0(s), 1(p) 1/2
(3 fach entartet) 3 0(s), 1(p), 3d 1

...

Aus SO(3) Symmetrie ist diese Entartung der Energieniveaus nicht zu verstehen

(existiert nicht für 1/r1+ε Potential).
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Es existieren weitere “dynamische” (d.h. nicht auf Geometrie beruhende) Symme-

trien. L = l:

Ĥ =
p̂2

2M
+
e2

r

L̂ = r̂× p̂ [Ĥ, L̂q] = 0 q = x, y, z

Ĥ kommutiert mit weiterem Operator, “Runge–Lentz–Vektor”:

Â =
1

2M
[p̂× L̂− L̂ × p̂] − e2

r
r

[Ĥ, Âq] = 0 q = x, y, z ,

d.h. Â ist Erhaltungsgröße. Außerdem: L̂ · Â = Â · L̂ = 0.

Â2 =
2Ĥ
M

(L̂2 + 1) + e4 (W. Pauli 1926)

[L̂i, L̂j ] = iεijkL̂k (4.12)

[Âi, L̂j ] = iεijkÂk (4.13)

[Âi, Âj ] = − 2i
M

ĤεijkL̂k (4.14)

Âi kommutiert nicht mit L̂2, i.e. Erhaltungsgröße, die nicht gleichzeitig mit L̂ ge-

messen werden kann.

Die Komponenten von L̂ bilden abgeschlossene Algebra (die der SO(3)). Nicht so

die von L̂ und Â (Ĥ erscheint rechts).

Ĥ aber zeitunabhängig, kommutiert mit L̂ und Â. Beschränkung auf den Teil des

Hilbertraums, der zu festem Energieeigenwert E von Ĥ gehört. Ĥ → E.

Gebundene Zustände: E < 0 Â′ =
√
−M

2E Â

[L̂i, L̂j ] = iεijkL̂k

[Â′
i, L̂j ] = iεijkA

′
k

[Â′
i, Â

′
j ] = iεijkL̂k

Die 6 Operatoren Â′
i, L̂i sind die Generatoren der SO(4) (im wesentlichen).

L̂i Drehungen in yz, xz, xy–Ebene, Âi Drehungen in xu, yu, zu–Ebene.

SO(4): realisiert durch reelle orthogonale 4 × 4 Matrizen mit Determinate +1.

D(R) = 1 +M , wobei die Matrixelemente von M klein für kleine Drehungen sind.

Orthogonalität: D†D = 1 → M +M† = 0

→ M =




0 −az ay cx
az 0 −ax cy
−ay ax 0 cz
−cx −cy −cz 0


 =

3∑
q=1

aqXq
+ cqZq
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Wenn cq ≡ 0 → SO(3), Untergruppe von SO(4).

Also

X
x

=




0 0 0 0
0 0 −1 0
0 1 0 0
0 0 0 0




X
y

=




0 0 1 0
0 0 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 0


 etc.

...

Z
z

=




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 −1 0




Kann explizit zeigen, dass [X̂x, X̂y] = X̂z etc.; [X̂x, Ẑx] = 0 etc., i.e. die X̂i und Ẑi

haben die gleichen Vertauschungsregeln wie −iL̂i und −iÂ′
i.

r = (x1, x2, x3) , p̂ = (p̂1, p̂2, p̂3)

[ri, p̂j ] = iδij (4.15)

L̂ij = rip̂j − rj p̂i (4.16)

L̂ = (L̂23, L̂31, L̂12) .

Dehne jetzt i, j auf 1...4 aus, r4, p̂4 erfüllen (4.12)–(4.14)

Â′
x = L̂14 , Â′

y = L̂24 , Â′
z = L̂34 → Kommutatorrelationen

(Funktioniert nur bei gebundenen Zuständen mit E < 0, falls E > 0 → Lorentz-

gruppe.)

Energieniveaus des H–Atoms:

Î =
1
2
(L̂ + Â′) , K̂ =

1
2
(L̂ − Â′)

[Îi, Îj ] = iεijk Îk

[K̂i, K̂j] = iεijkK̂k

[Îi, K̂j] = 0 → Îk und K̂k entkoppeln

[Î, Ĥ] = [K̂, Ĥ] = 0
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Îi und K̂i bestimmen eine SO(3) (oder SU(2)) Algebra. → SO(4) ⇔ SO(3)×SO(3)

(gilt nur lokal).
Eigenwerte von Î2 : I(I + 1) I = 0, 1

2 , 1, . . .
K̂2: K(K + 1) K = 0, 1

2 , 1, . . .

Irreduzible Darstellungen der SO(3)×SO(3) → direktes Produkt der Darstellungen

der SO(3): D̂(I,K) = D̂(I) × D̂(K). Dimension der Darstellung (2I + 1)(2K + 1).

Î2 =
1
4
(L̂ + Â′)2

K̂2 =
1
4
(L̂ − Â′)2

Î2 + K̂2 =
1
2
(L̂2 + Â′2)

Î2 − K̂2 = L̂ · Â′

Da A′ · L = L · A′ = 0 folgt I = K.

Daher sind die Eigenwerte von Î2 + K̂2: 2K(K + 1).

Î2 + K̂2 =
1
2

(
L̂2 − M

2E
Â2

)
= −Me4

4E
− 1

2
= 2K(K + 1)

Es folgt

E = − Me4

2(2K + 1)2
, K = 0,

1
2
, 1, . . .

I und K können auch halbzahlig sein (siehe Add. von Drehimpulsen)

L̂ = Î + K̂ → Eigenwerte

L = I +K, I +K − 1, . . . , |I −K| = 0

= 2K, 2K − 1, . . . , 0

→ Bahndrehimpuls ist ganzzahlig.

Îz und K̂z können jeweils 2K+1 unabhängige Eigenwerte annehmen → (2K+1)2

Zustände.

Entartungsgrad (2K + 1)2 = n2 =
∑n−1

l=0 (2l+ 1)2.
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Energie Niveaus des H–Atoms im Magnetfeld:

normaler Zeemann-Effekt
im Magnetfeld -µBlB

anormaler Zeemann-Effekt

Feinstrukturspaltung
k=1

k=1/2

k=0

kein Spin Spin

Spin–Bahn–Kopplung

HSB ≈ α2 e
2

r0
l̂ · ŝ ∼ 10−4 eV

α =
e2

~c

1
137

Ohne Spin–Bahn–Kopplung: SO(3) × SO(3) oder besser SO(4) × SO(3).

Kopplung von Bahndrehimpulsen l1, l2:

Ĥ = Ĥ1(1) + Ĥ2(2) + Ĥww(1, 2)

L = l1 + l2 , [L2, l2i ] = 0 , [Lz, l2i ] = 0

Ĥ1, Ĥ2 SO(3)–symmetrisch.

Ohne Kopplung:

[Ĥi, l̂2i ] = 0 , [Ĥi, l̂i,z ] = 0
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l1,m1, l2,m2 Quantenzahlen, oder auch L,M, l1, l2.

Mit Kopplung:

a) [Ĥww(1, 2), l̂2i ] = 0, l1, l2 immer noch Quantenzahlen; [Ĥww, l̂iz ] 6= 0.

Ψ(L)
M (l1, l2; r1, r2) =

∑
m1,m2

m2=M−m1

C(l1, l2, L,m1,m2,M)ψ(l1)
m1

(r1)ψ(l2)
m2

(r2)

Ψ(L)
M Basisfunktionen für SO(3), Störungstheorie mit diesen Funktionen.

Hww = âl1 · l̂2 = a(L̂2 − l̂21 − l̂22)

b) [Hww(1, 2), l̂2i ] 6= 0, l1, l2 keine guten Quantenzahlen mehr.

4.5.4 Transformation von Vektorfeldern unter der Rotation

Rotation R: Vektordarstellung R̂r = r′ (neuer Vektor in alter Basis).

“Induzierte” Transformation für skalares Feld ψ

D̂(R)ψ(r) = ψ′(r) = ψ(R̂−1r)

oder

ψ′(r′) = ψ(r) = D̂(R)ψ(R̂r) .

Anschauliche Bedeutung: (aktive) Drehung der Funktion ψ(r):
y

xψ(r)

ψ(r´)

Betrachte jetzt Vektorfeld ψ =
(
ψ1(r), ψ2(r), ψ3(r)

)
, beispielsweise zur Beschrei-

bung des Photons (Vektorpotential A) oder des Vektormesons.

Aktive Drehung: ψ′(r′, t) = R̂ψ(r, t), d.h. die Beträge transformieren sich wie

gehabt
∣∣ψ′(r′)

∣∣ =
∣∣ψ(r)

∣∣, die Richtung transformiert sich wie der Ortsvektor:

D̂(R)ψ(r) ≡ ψ′(r) = R̂ψ(R̂−1r)



106KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE GRUPPEN UND IHRE DARSTELLUNGEN

Betrachte wieder kleine Rotation um Achse k um Winkel a:

R̂k(a) ≈ 1̂ + aek × . . .

aek = ak, ek = k/|k|, lasse im Weiteren k weg! (Achse bleibt fest gewählt.)

D̂(R)ψ(r) = ψ′(r) = (1 + a×)ψ(r − a × r) +O(a2)

= ψ(r) + a ×ψ(r) + (−a × r)i
∂

∂xi
ψ(r) +O(a2)

|a| � 1. Vereinfachung:

2. Term: (
a ×ψ(r)

)
i
= εijkajψk = −iaj(Ŝj)ikψk = −ia(Ŝ)ikψk

(Ŝj)ik = iεijk

Also (Ŝ = (Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3), ~ = 1)

(Ŝ1)ik = iεi1k = i


0 0 0

0 0 −1
0 1 0




(Ŝ2)ik = iεi2k = i


 0 0 1

0 0 0
−1 0 0




(Ŝ3)ik = iεi3k = i


0 −1 0

1 0 0
0 0 0




3. Term:

(a × r)i
∂

∂xi
= εijkajxk

∂

∂xi
= iεjkiajxk

1
i

∂

∂xi
= ia · l̂

l̂: Bahndrehimpuls.

D̂(R)ψ(r) ≈
[
1 − ia · (̂l + ŝ)

]
ψ(r) +O(a2)

l̂ + ŝ = ĵ, ŝ ist der innere Drehimpuls des Feldes oder “Spin”.

l̂: Differentialoperator.

ŝ: Matrixoperator, “mischt” die Komponenten des Vektors ψ.

→ [̂li, ŝk] = 0, [l̂i, l̂j ] = iεijk l̂k schon früher gezeigt. [ŝi, ŝj ] = iεijk ŝk.

Wegen [l̂i, ŝj ] = 0 → [ĵi, ĵj ] = iεijk ĵk, d.h. die Operatoren ŝi und ĵi erfüllen die

Kommutatorrelationen für Drehimpulse

ŝ2 = ŝ · ŝ = ŝ21 + ŝ22 + ŝ23 = i2




0 0 0

0 −1 0
0 0 −1


+


−1 0 0

0 0 0
0 0 −1


+


−1 0 0

0 −1 0
0 0 0






= 2


1 0 0

0 1 0
0 0 1


 = 1(1 + 1)1̂

Fazit: Vektorfelder tragen einen Spin von Betrag 1, sie beschreiben also Spin 1–

Teilchen (Photonen, Vektormesonen).
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4.5.5 Die Pauli–Gleichung, zweier–Spinoren

Oder, wie rotiert man Spin–Funktionen?

i~
∂Ψ
∂t

= ĤΨ =
{

(p̂ − e
cA)2

2m
+ V (r) − µBσ̂B

}
Ψ (W. Pauli 1927)

σ̂B = σ̂xBx + σ̂yBy + σ̂zBz, Ψ =
(
ψ1

ψ2

)
zweier Spinor.

Unter einer Drehung Ψ′(r) = D̂Ψ(r). D̂?

Aus Erhaltung der Norm unter der Rotation folgt

(Ψ,Ψ) =
∫
d3rΨ†(r)Ψ(r) = (Ψ′,Ψ′) = (Ψ, D̂†DΨ)

i.e. D̂†D̂ = 1.

Bei Spin–unabhängigen Prozessen: Ψ†Ψ muß sich wie ψ∗ψ (spin–unabhängige Wel-

lenfunktion) transformieren:

Ψ′†(r)Ψ′(r) = Ψ†(R̂−1r)Ψ(R̂−1r) =
2∑

m=1

ψ∗
m(R̂−1r)ψm(R̂−1r)

=
2∑

m=1

[
e−

i
~
ak l̂ψm(r)

]∗ [
e−

i
~
ak l̂ψm(r)

]

=
[
D̂l

(
Rk(a)

)
Ψ
]†[

D̂l

(
Rk(a)

)
Ψ
]

D̂l berücksichtigt Transformation des Koordinatenanteils der Spinoren. Das Transformation–

Verhalten wird durch den noch unbekannten koordinatenunabhängigen Operator

D̂s

(
Rk(a)

)
zu beschreiben sein, analog dem R̂ψ beim Vektorfeld.

D̂
(
Rk(a)

)
= D̂s(R) · D̂l(R) .

Da D̂l unitär, muß auch D̂s unitär sein.

Ansatz: D̂s

(
Rk(a)

)
= e−iak·b̂. b̂?

σ̂ verhalten sich bei Raumdrehungen wie ein Vektor

σ̂′
i = D̂†

sσ̂iD̂s = Rjiσ̂j oder RijD̂
†
s(ak)σ̂iD̂s(ak) = σ̂j

Rji Vektordarstellung. Bei infinitesimaler Drehung:

Rij = δij + εimj(ak)m

D̂s = 1̂ − i(ak)mbm

Damit folgt:

σ̂∗
j ≈

(
δij + εimj(δa)m

)(
1̂ + i(δa)lb̂l

)
σ̂i

(
1̂ − i(δa)nb̂n

)
≈

(
δij + εimj(δa)m

)(
σ̂i + i(δa)n[b̂n, σ̂i]

)
≈ σ̂j + εimj(δa)mσi + i(δa)n[b̂n, σ̂j ]
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Da (δa)m beliebig gewählt → [b̂n, σ̂j ] = iεknj σ̂k.

Stelle b̂n über Pauli–Matrizen:

b̂n = αnmσ̂m + βn1̂

βn1̂ trivial, kann weggelassen werden.

αnm[σ̂m, σ̂j ] = iεnjkσ̂k

[σ̂m, σ̂j ] = 2iεmjkσ̂k → 2αnm = δnm oder b̂ = σ̂n
1
2 = ŝn

D̂s

(
Rk(a)

)
= e−iakσ̂/2

D̂
(
Rk(a)

)
= e−iak (̂l+ 1

2 σ̂)

l̂ + 1
2 σ̂ = l + s = j

σ2 = 3 , s2 =
(

1
2
σ

)2

=
3
4

= s(s+ 1)

4.6 Die SU(2)–Gruppe

4.6.1 Gruppe der unitären 2 × 2–Matrizen mit der Determi-
nante Eins

Diese Gruppe ist lokal equivalent zur SO(3), global kompakt und einfach zusam-

menhängend (im Unterschied zur SO(3)).

→ Darstellungen der SU(2) sind eindeutig.

D =
(
a b
c d

)

DD† =
(
a b
c d

)(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
=
(
aa∗ + bb∗ ac∗ + bd∗

ca∗ + db∗ cc∗ + dd∗

)
⇒

|a|2 + |b|2 = 1 (4.17)

|c|2 + |d|2 = 1 (4.18)

ac∗ + bd∗ = 0 (4.19)

Dies sind insgesamt 4 Bedingungen an die 8 Parameter a, b, c, d.

Ansatz:

a = cos θ eiξa , b = − sin θ eiξb

c = sinφ eiξc , d = cosφ eiξd

0 ≤ θ, φ ≤ π

2
, 0 ≤ ξi < 2π .
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Damit sind (4.17) und (4.18) automatisch erfüllt.

→ |ac∗| = |bd∗|, ξa − ξc = ξb − ξd, ξa + ξb = ξc + ξd = 2λ,

cos (θ − φ) = 0 → θ = φ.

Es gilt dann (modulo 2π):

ξa = λ+ ξ ξd = λ− ξ

ξb = λ+ η ξc = λ− η

Eine beliebige unitäre 2× 2 Matrix läßt sich als (SU(2): λ = 0 wegen Determinante

=1)

D =
(

cos θ eiξ − sin θ eiη

sin θ e−iη cos θ e−iξ

)
schreiben, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ λ < π, 0 ≤ η, ξ < 2π.

Generatoren? θ klein:

D ≈
(

eiξ −θeiη
θe−iη e−iξ

)
= 1 + iξσ

z
− iθσ

y
− iθησ

x

mit den Pauli–Matrizen σ
x
, σ

y
, σ

z

σ
x

=
(

0 1
1 0

)
, σ

y
=
(

0 −i
i 0

)
, σ

z
=
(

1 0
0 −1

)
,

d.h. die SU(2) hat die gleichen Generatoren wie die SO(3).

Global ist das Verhalten verschieden. Schreibe D als:

D =
(
x0 − ix3 −x2 − ix1

x2 − ix1 x0 + ix3

)
.

(a): x2
0 + x2

3 + x3
2 + x2

1 = 1 D unitär.

(b): x2
2 + x2

1 + x2
0 + x2

3 = 1.

(c): (x0 − ix3)(x2 + ix1)+ (−1)(x2 + ix1)(x0 − ix3) = x0x2 +x1x3− ix2x3 + ix1x0−
x2x0 − x1x3 + ix2x3 − ix1x0 = 0.

SU(2): x2
0 + x2

3 + x2
1 + x2

2 = 1

Sind die xi die karthesischen Koordinaten in einem 4–dimensionalen Euklidischen

Raum, dann ist der Gruppenparameterraum die Oberfläche der Einheitskugel, d.h.

die Gruppenmannigfaltigkeit ist kompakt und einfach zusammenhängend.

Man kann mit θ = β/2, ξ = (−α− γ)/2 und η = (−α+ γ)/2 D in der Form

D =
(

cos (β/2)e−i(α+γ)/2 − sin (β/2)e−i(α−γ)/2

sin (β/2)e−i(α−γ)/2 cos (β/2)ei(α+γ)/2

)
schreiben. 0 ≤ β ≤ 2π, 0 ≤ α < 2π, 0 ≤ γ < 4π.

D entspricht völlig der Darstellung der SO(3) mit j = 1/2, mit Ausnahme vom

Wertebereich für γ (0 ≤ γ < 2π). Die Winkel α, β, γ sind die Euler–Winkel:

R(α, β, γ) = R3′(γ)RN (β)R3(α) .
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D.h., man kann mit dieser Darstellung der SO(3) die Darstellung der SU(2) bekom-

men, wenn man den Wertebereich von γ verdoppelt.

Für γ = 2π, α = β = 0 sind die Rotationen R(0, 0, 2π), R(0, 0, 0) die gleichen

Operationen, ihre Darstellungen durch SU(2) Matrizen: Ē =
(−1 0

0 −1

)
, E =(

1 0
0 1

)
jedoch nicht. D.h. die Darstellungen der SO(3) durch SU(2) Matrizen sind

zweideutig.

Die Faktorgruppe SU(2)/Z2 ist isomorph zu SO(3), mit Z2 = {Ē, E} als Normal-

teiler.

Euler–Winkel

Rotationsmatrix

Dnm′ =
[
e−iαĴze−iβĴye−iγĴz

]
nm′

= e−imα(e−βĴy)nm′e−iγm
′

j = 1/2:

D(1/2) =
(
e−i(α+γ)/2 cosβ/2 −e−i(α−γ)/2 sinβ/2
ei(α−γ)/2 sinβ/2 ei(α+γ)/2 cosβ/2

)

Einschub: Invariante Untergruppe:

H sei Untergruppe von G, dann auch GHG−1 Untergruppe von G (genauer: die

konjugierte Untergruppe)

(GHiG
−1)(GHjG

−1) = G(Hi, Hj)G−1 = GHkG
−1 ∈ GHG−1

(GHiG
−1)−1 = G(GHi)−1 = GH−1

i G−1

i.a. ist H verschieden von GHG−1.

Wenn jedoch H = GHG−1 für ∀G ∈ G, dann nennt man H eine invariante Unter-

gruppe von G (auch “normale Untergruppe” oder “Normalteiler” genannt).
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Vergleiche Klassendefinition: invariante Untergruppen müssen aus Klassen zusam-

mengesetzt sein!

Beispiel C3v:

Untergruppen H1 = {e,R1, R2 = R−1
1 } = C1 + C2

H2 = {e,R3}
H3 = {e,R4}
H4 = {e,R5}

H2 H3, H4 nicht invariant, da jeweils 2 Elemente für C3 fehlen.

Klassen C1 = e

C2 = {R1, R2}
C3 = {R3, R4, R5}

→ H1 ist eine invariante Untergruppe von C3v!

Zerlege jetzt die Gruppe G (Ordnung g) bezüglich der invarianten Untergruppe N
der Ordnung n (NGi rechte Nebenklasse von N )

G = NG1 + NG2 + · · ·NGe , G1 = e , l = g/n

Konstruktion: G2 nicht in N enthalten; G3 nicht in N und NG2 enthalten; etc.

Fazit: Alle Terme enthalten verschiedene Gruppenelemente.

Produkte von Elementen, die zu NGi und NGj gehören, können jetzt in der Form

(NpGi)(NqGj) = NpGiNqG
−1
i GiGj = NrGiGj ∈ NGiGj

(NGi)(NGj) = NGiGj

i.e. das Produkt von 2 Nebenklassen ist eine Nebenklasse ∼ Gruppeneigenschaft.

Die Elemente dieser “Gruppe” (Faktorgruppe) sind selbst Nebenklassen.

Die Faktorgruppe von G bezüglich der invarianten Untergruppe N wird mit G/N
bezeichnet, dren Ordnung ist l = g/n.

Beispiel: C3v hat die Faktorgruppe C3v/H1 D3

C3v = H1 + H1R3 = {e,R1, R2} + {R3, R4, R5}

mit folgender Multiplikationstabelle

H1 H1R3

H1 H1 H1R3

H1R3 H1R3 H1
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g = 6, n = 3, l = 2; C3v/H1 ist isomorph zur S2.

Z.B.

H1R3H1 = H1R3H1R
−1
3 R3 = H1H1R3 = H1R3

H1R3H1R3 = H1R3R3 = H1

Andere Sicht: homomorphe Abbildung f :

G → G/N
f(Gi) → NGi

f(Gi)f(Gj) = f(GiGj) ,

d.h. G ist homomorph zur Faktorgruppe: G ∼ G/N .

4.6.2 Der Isospin

Experiment:

Mpc
2 = 938.26 MeV

Mnc
2 = 939.55 MeV

∆M
∧≈ 0.13%

(Starke) Kräfte zwischen pp, nn un pn gleich (ca. 1% Genauigkeit). (Elektromagne-

tische Kräfte sind für diese Unterschiede verantwortlich.)

→ Symmetrie zwischen Proton (stabil) und Neutron (τL ≈ 103 sec).

W.Heisenberg 1932 (Z. Physik 77, 1): “Proton und Neutron sind zwei Zustände

desselben Teilchens.” → Nukleon.

(Analog den 2 Zuständen im H–Atom mit n = 1, l = 0, s = ±1/2.)

Betrachte deshalb die beiden Zustände des Nukleons:

∣∣p〉 ≡ (1
0

)
,

∣∣n〉 ≡ (0
1

)
.

Zwei Zustände im Isospinraum in einem abstrakten Vektorraum. Die allgemeinste

Transformation in diesem Raum ist durch unitäre 2×2 Matrizen gegeben (Erhaltung

der Norm!).

Die infinitesimalen Operatoren dieser Transformation sind hermitesch, jede hermi-

tesche 2 × 2 Matrix läßt sich durch die Pauli–Matrizen σi (1̂) ausdrücken. Schließt

man gemeinsame Phasenänderungen aus, dann muß die Spur der infinitesimalen

Operator verschwinden → SU(2).
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→ Rotation U im Isospinraum durch Darstellungen der SU(2) beschrieben.

D(T ) Darstellung t̂ Isospin eines Nukleons t̂i =
1
2
σi

T = 0,
1
2
, 1,

3
2
, . . . T̂ =

∑
i

t̂(i) Isospin vieler Nukleonen

2–dimensionale Darstellung t = 1/2

t̂z
∣∣p〉 =

1
2

∣∣p〉 mt = 1/2

t̂z
∣∣n〉 = −1

2

∣∣n〉 mt = −1/2

Bei starker Wechselwirkung [Ĥ, T̂] = 0. → Rotation im Isospinraum läßt Ĥsww

invariant.

Ladung: Q̂ = e

(
1
2

+ t̂z

)

Isospin: Anwendung in der Kernphysik

Betrachte jetzt mehr als ein Nukleon, z.B. im Atomkern.

A Nukleonen, Vektorraum hat 2A Dimensionen. Gesamtisospin:

T̂ =
A∑
i=1

t̂(i) → [T̂x, T̂y] = iT̂z etc.

Der Produktzustand
∣∣1〉∣∣2〉∣∣3〉 · · · ∣∣A〉 transformiert sich nach dem i.a. reduziblen

Produkt der Darstellungen, dieses läßt sich wieder ausreduzieren. Der Übergang

zur neuen Basis, in der die Darstellung irreduzibel ist, folgt wieder durch zukzessive

Addition von Isospins mit Hilfe der Clebsch–Gordon–Koeffizienten.

Beispiel 2 Teilchen: Vektorraum ausgespannt von

ψ1 =
∣∣p1

〉∣∣p2

〉
t1 = 1/2 t2 = 1/2

ψ2 =
∣∣p1

〉∣∣n2

〉
T = 1, 0

ψ3 =
∣∣n1

〉∣∣p2

〉
ψ4 =

∣∣n1

〉∣∣n2

〉

T̂zψ1 = 1ψ1 = MTψ1 MT = 1 → T = 1.

Konstruiere jetzt Zustand mit T = 1, MT = 0 durch Anwendung von T̂−:

t̂−(i) =
1
2
(τ̂x − iτ̂y) =

(
0 0
1 0

)
⇒ t̂−

∣∣p〉 = t̂−

(
1
0

)
=
(

0
1

)
=
∣∣n〉

t̂−
∣∣n〉 = t̂−

(
0
1

)
=
(

0
0

)
= 0
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2 Nukleonen,
∣∣p1

〉∣∣p2

〉
ist der Vektor des höchstens Gewichts:

T̂− = t̂−(1) + t̂−(2) ψ′
3 =

1√
2
(ψ2 − ψ3)

T̂−
∣∣p1

〉∣∣p2

〉
=
∣∣n1

〉∣∣p2

〉
+
∣∣p1

〉∣∣n2

〉
= ψ2 + ψ3 = 21/2ψ′

2

T̂−ψ′
2 =

1√
2

[
0 +

∣∣n1

〉∣∣n2

〉
+
∣∣n1

〉∣∣n2

〉
+ 0
]

= 21/2ψ4 .

Das sind die 3 Basisvektoren zu T = 1 und MT = 1, 0,−1

T̂zψ1 =
(

1
2

+
1
2

)
ψ1 ,

T̂zψ
′
2 =

1√
2

[(
1
2
− 1

2

) ∣∣n1

〉∣∣p2

〉
+
(

1
2
− 1

2

) ∣∣p1

〉∣∣n2

〉]
= 0 ,

T̂zψ3 =
(
−1

2
− 1

2

)
ψ3 = −ψ3 .

Diese 4 Zustände entsprechen 4 Zuständen des Deuterons

Hsww = 1̂f(r)

T = 0 Isosinglet Q = e Grundzustand ψ′
3 MT = 0 , Deuteron

Hsww = 1̂f(r) + 2g(r)

T = 1 Isotriplett ψ1 Q = 2e MT = 1 Di-Proton

ψ′
2 Q = e MT = 0

ψ4 Q = 0 MT = −1 Di–Neutron

Instabilität des Tripletts: f(r) attraktiv, f + 2g repulsiv.

Entartung? T = 0 Zustand antisymmetrisch unter Teilchen–Austausch, muß mit

geraden Zuständen in den Bahn– und Spinkoordinaten kombiniert werden.

Umgekehrt muß T = 1 Zustand mit ungeraden Zuständen in Bahn– und Spinkoor-

dinaten kombiniert werden.

ΦDeuteron = Pkl(r)
[
Ylml

(θ, ϕ) × χsms

][J,M ]∣∣T,MT

〉
r Relativkoordinaten, Ĥsww = 1̂f(r) + g(r)T̂2.

Da die Coulombwechselwirkung die Isospinsymmetrie bricht (aber im Vergleich zur

starken Wechselwirkung sehr schwach ist), kann man ihren Effekt störungstheore-

tisch studieren.

Vc =
′∑

i<j
(protonen)

e2

rij
=

∑
i<j

e2

rij

(
1
2

+ t̂z(i)
)(

1
2

+ t̂z(j)
)

=
∑
i<j

e2

rij

[
1
4

+
1
2
(
t̂z(i) + t̂z(j)

)
+ t̂z(i)t̂z(j)

]
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1
2

(
t̂z(i) + t̂z(j)

)
wirkt wie Zeeman–Aufspaltung.

Hadronen (Teilchen, die der Starken Wechselwirkung unterliegen)

Erhaltungsgrößen: B=Baryonenzahl, Y=Hyperladung

Y = 2(Q−MT ) , Q = MT +
1
2
Y

(Spin halbzahlig) B = 1 (=-1 für Antiteilchen)
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Mesonen (Spin ganzzahlig) B = 0
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4.6.3 Der Isospin in der Elementarteilchenphysik

Vergleiche Teilchenmassen und Verhalten bei Stößen → ∃ Isospinnukleonen mit

T 6= 1/2 (Tabelle auf Seite 116)

→ Alle Hadronen treten in Isospinmultiplets auf.

Teilchen hat nun Masse, Spin, Ladung, Isospin ... Es gilt nicht mehr der einfache

Zusammenhang Q̂ = e(1
2 + T̂z). Führe als neue Größe die Hyperladung Y =

2(Q−MT ) ein.

Betrachte z.B. den Zusammenstoß zwischen einem π–Meson (t = 1) und einem Nu-

kleon (t = 1/2) T̂ = t̂π + t̂N . Ist [Ĥ, T̂ ] = 0, dann lassen sich die Zustände des

Gesamtsystems nach dem Gesamtisospin T und seinen Projektionen MT klassifizie-

ren.

Sei
∣∣T,MT

〉
der allgemeine Zustandsvektor, dann ist

∣∣3
2
,
3
2
〉

=
∣∣π+

〉∣∣p〉
und durch Anwendung von T̂− = t̂π− + t̂N−

∣∣3
2
,
1
2
〉

=

√
1
3

∣∣π+
〉∣∣n〉+

√
2
3

∣∣π0
〉∣∣p〉

T =
3
2

∣∣3
2
,−1

2
〉

=

√
2
3

∣∣π0
〉∣∣n〉+

√
1
3

∣∣π−〉∣∣p〉
∣∣3
2
,−3

2
〉

=
∣∣π−〉∣∣n〉

∣∣1
2
,
1
2
〉

=

√
2
3

∣∣π+
〉∣∣n〉−√1

3

∣∣π0
〉∣∣p〉

T =
1
2

∣∣1
2
,−1

2
〉

=

√
1
3

∣∣π0
〉∣∣n〉−√2

3

∣∣π−〉∣∣p〉
Streuprozesse, die durch den gleichen Gesamtisospin charakterisiert werden, sollten

gleiche Querschnitte haben, z.B. π+ + p→ π+ + p oder π− +n→ π− + n. Dagegen

gilt dies für π− + p → π− + p und π+ + p → π+ + p nicht mehr, da
∣∣π−〉∣∣p〉 =

1√
3

∣∣3
2 ,− 1

2

〉− 2√
3

∣∣ 1
2 ,− 1

2

〉
2 Zustände mit verschiedenem Teilchen enthält.

4.7 Die SU(3)–Gruppe

Tabelle zeigt, dass sich Hadronen in Isospin–Multiplets zusammenfassen lassen. Al-

lerdings wird die einfache Zuordnung Q = e(1
2 +MT ) verletzt, sie wird durch

Q = e

(
MT +

1
2
Y

)
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(“Gell–Mann–Nishijama–Relation” (1953)) ersetzt, dieser Regel genügen alle Ha-

dronen.

Y ist die sogenannte Hyperladung, die bei allen Prozessen der Starken Wechselwir-

kung erhalten bleibt (nicht bei Schwachen Wechselwirkung). (Empirisch: erwartete

Prozesse mit Änderung von Y fanden nicht statt.)

Weitere erhaltene Größe: die Baryonenzahl B (immer erhalten), Strangeness S =

Y −B. (Baryon: Hadron mit halbzahligem Spin, Meson: Hadron mit ganzzahligem

Spin.) Daneben existieren Teilchen, die nicht an starker Wechselwirkung teilhaben:

die Leptonen (s = 1/2, B = 0: Elektron, Myon, Neutrino).

Zur Klassifizierung der Hadronen suchen wir nach einer Symmetriegruppe, bei der 2

Darstellungsmatrizen gleichzeitig auf Diagonalform gebracht werden können, da die

Zustände (Teilchen) durch 3 Quantenzahlen (T,MT , Y ) beschrieben werden: SU(3).

4.7.1 Die Gruppe SU(3) und ihre irreduziblen Darstellungen

∼ Gruppe der unitären 3 × 3 Matrizen mit der Determinante 1.

U =


a b c
d e f
g h i




a, b, . . . i komplex, i.a. 9 × 2 reelle Parameter.

U †U = 1 → aa∗ + bb∗ + cc∗ = 1

dd∗ + ee∗ + ff∗ = 1

gg∗ + hh∗ + ii∗ = 1

ad∗ + be∗ + cf∗ = 0 etc.

→ 9 Bedingungen für U aus DetU = 1 folgt noch eine Bedingung.

(Allgemein SU(N) hat N2−1 Parameter und damit Generatoren: 2N2 Parameter−(
N(N − 1) +N + 1

)
Nebenbedingungen.)

→ U durch 18−9−1 = 8 Parameter bestimmt (unsere aq!). Da die entsprechenden

infinitesimalen Operatoren X̂q (vergleiche 4.3)

aq � 1 Û(a) ≈ 1 +
∑
q

aqX̂ q

antihermitesch (Ŷq = −iX̂q hermitesch) sein müssen und die Spur 0 haben, kann

man zunächst von der Pauli–Matrizen ausgehen (iτ̂q), und dann die verbleibende
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Zeile bzw. Spalte ergänzen:

X1 = −1
2


0 i 0
i 0 0
0 0 0


 , X2 = −1

2


 0 1 0
−1 0 0
0 0 0


 , X3 = −1

2


i 0 0

0 −i 0
0 0 0




X4 = −1
2


0 0 i

0 0 0
i 0 0


 , X5 = −1

2


 0 0 1

0 0 0
−1 0 0


 ,

X6 = −1
2


0 0 0

0 0 i
0 i 0


 , X7 = −1

2


0 0 0

0 0 1
0 −1 0


 ,

X8 = −

i 0 0

0 i 0
0 0 −2i


 (4.20)

2iXl = λl “Gell–Mann Matrizen”

Die infinitesimalen Operatoren der SU(3).

Untergruppen SU(2) von SU(2) werden durch

{X1, X2, X3} , {X4, X5,
1
2
(X3 +

1
2
X8)} , {X6, X7,

1
2
(−X3 +

1
2
X8)}

gebildet. Da X̂8 mit X̂1, X̂2, X̂3 kommutiert, bilden diese eine Untergruppe SU(2)×U(1).

“T –Spin”:

T+ = i(X1 + iX2) =


0 1 0

0 0 0
0 0 0


 , T− = i(X1 − iX2) =


0 0 0

1 0 0
0 0 0




T̂z = iX̂3

Leiteroperatoren für Untergruppe.

“U–Spin”:

U+ = i(X6 + iX7) =


0 0 0

0 0 1
0 0 0


 , U− = i(X6 − iX7) =


0 0 0

0 0 0
0 1 0




Ûz = − i

2

(
−X̂3 +

1
2
X̂8

)
= −1

2
T̂z +

3
4
Ŷ .

“V –Spin”:

V+ = i(X4 − iX5) =


0 0 0

0 0 0
1 0 0


 , V− = i(X4 + iX5) =


0 0 1

0 0 0
0 0 0




Vz = − i

2

(
X̂3 +

1
2
X̂8

)
= −1

2
T̂z − 3

4
Ŷ .

[T̂z, Ûz] = [T̂z, V̂z ] = 0, es existieren zwei diagonale Operatoren:

Tz = iX3 =


1/2 0 0

0 −1/2 0
0 0 0


 , Y =

1
3
iX8 =


1/3 0 0

0 1/3 0
0 0 −2/3



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Operatoren–Algebra:

[T̂+, T̂−] = 2T̂z , [T̂z, T̂± = ±T̂±
[Û+, Û−] = 2Ûz , [Ûz, Û±] = ±Û± , [T̂±, Ŷ ] = 0

[V̂+, V̂−] = 2V̂z , [V̂z , V̂±] = ±V̂± , [T̂z, Ŷ ] = 0

Unabhängig von der Darstellung gilt:

[T̂z, Û±] = ∓1
2
U± , [Ŷ , Û±] = ±U±

[T̂z, V̂±] = ∓1
2
V± , [Ŷ , V̂±] = ∓V±

[T̂+, Û−] = [T̂−, Û+] = [T̂+, V̂−] = 0

[T̂−, V̂+] = [Û+, V̂−] = [Û−, V̂+] = 0

[V̂−, Û−] = T̂+ , [Û+, V̂+] = T̂− , [Û−, T̂−] = V̂+

[T̂+, Û+] = V̂− , [T̂−, V̂−] = Û+ , [V̂+, T̂+] = Û−

T̂z, Ûz, V̂z sind Standard–SU(2) Operatoren mit den Eigenwerten 0,±1/2,±1,±3/2, . . .

→ Ŷ = 2
3 (Ûz − V̂z) → Eigenwerte 0,±1/3,±2/3,±1,±4/3, . . .

(Uz = n
2 , Vz = m

2 , Y = 1
3 (n−m))

Seien Eigenwerte von T̂z : MT und von Ŷ : Y → füllen dieses Gitter

Betrachte jetzt Wirkung von

T̂± auf Zustand
∣∣MT , Y

〉
: → T̂±

∣∣MT , Y
〉

= c
∣∣MT ± 1, Y

〉
Û± auf Zustand

∣∣MT , Y
〉

: → Û±
∣∣MT , Y

〉
= c′

∣∣MT ∓ 1
2
, Y ± 1

〉
(4.21)

V̂± auf Zustand
∣∣MT , Y

〉
: → V̂±

∣∣MT , Y
〉

= c′′
∣∣MT ∓ 1

2
, Y ∓ 1

〉
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Innerhalb einer irreduziblen Darstellung lassen sich alle Basisvektoren aus einem

gewählten ableiten, indem man die infinitesimale Operatoren wirken läßt. Auf grund

der Konstruktion sind aber nur bestimmte Basisvektoren (4.21) zugelassen.

Lage des Nullpunktes?

(i) × bei (0,0).

(ii) × bei (0,2/3).

(iii) × bei (0,-2/3).

Nullpunkt bei (0,±1/3) ist ausgeschlossen, da dann Eigenwerte ±1/4 für Ûz.

Betrachte wieder Basisvektor
∣∣ψ〉 mit dem “größten Gewicht” in der irreduziblen

Darstellung D̂: Vektor mit größtem Y und für dieses Y mit dem größten MT . Mit
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(4.21)

→ T̂+

∣∣ψ〉 = Û+

∣∣ψ〉 = V̂−
∣∣ψ〉 = 0

→ T̂z
∣∣ψ〉 = MT

∣∣ψ〉
Ûz
∣∣ψ〉 = MU

∣∣ψ〉 MU =
3
4
Y − 1

2
MT

V̂z
∣∣ψ〉 = −MV

∣∣ψ〉 −MV =
3
4
Y +

1
2
MT .

Notation:

∣∣ψ〉 =
∣∣λ = 2MT , µ = 2MU

〉

oder

MT =
λ

2
, Y =

1
3
(λ+ 2µ)

Durch Anwendung der Û , V̂ , T̂–Leiteroperatoren läßt sich die Gesamtheit der Ba-

sisvektoren generieren, und damit die Darstellung D̂(λ,µ) der SU(3)–Gruppe finden.

Neues Problem: Einige Punkte im Hexagon können zu mehreren Basisvektoren

gehören (für SO(3) gezeigt, dass dem nicht so ist!). Es kann gezeigt werden, dass

für Punkte auf dem Rand des Hexagons nur ein Basisvektor existiert.

Zu jedem Punkt, der dem Rand benachbart ist, gehören 2 Basisvektoren. Diese

Punkte formen ein kleineres Sechseck, u.s.w. Die Zahl der Basisvektoren steigt um

1, wenn man weiter nach innen fortschreitet, bis aus dem 6–Eck ein 3–Eck wird.

Geht man weiter nach innen, bleibt die Zahl der Basisvektoren pro Punkt gleich.

→ Gesamtzahl der unabhängigen Basisvektoren = Dimension der Darstellung

d(λµ) =
1
2
(λ+ 1)(µ+ 1)(λ+ µ+ 2)
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Per Konstruktion existieren außerhalb des 6–Ecks keine Zustände, z.B. T̂+Û
n
−
∣∣ψ〉 =

Ûn−T̂+

∣∣ψ〉 = 0 entlang der Kante rechtsoben.

Der Rest des Hexagons folgt aus Symmetriegründen.

→ Alle Basisvektoren liegen auf oder im 6–Eck.

Beispiel: D(1,1)

T =
1
2
, Y = ±1

T = 1 , Y = 0

λ = 2MT = 1 → T = 1/2

µ = 1 → Y =
1
3
(1 + 2)
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4.7.2 Die Gell–Mann–Okubo Massenformel

Wäre die SU(3)–Symmetrie exakt, müßten alle Teilchen eines Multipletts die gleiche

Masse haben:

Experiment: mittlere Massenaufspaltung ∆m
m ∼ 10%.

→ Läßt sich nicht auf elektromagnetische Wechselwirkung zurückführen (vernachlässi-
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ge die im Weiteren)

i~
∂ψ

∂t
= HDψ , HD = cαp +mc2β

mc2 =
〈Ĥ〉 =

〈Ĥss + Ĥms

〉
,

〈Ĥss

〉
= cm̄2

Ĥss ist SU(3) invariant, Ĥms Isospin–invariant.

[Ĥss, X̂l] = 0 l = 1 . . . 8

[Ĥms, T̂z] = 0 → Ŷ m, T̂2n, keine T̂z–Abhängigkeit

Ansatz: Ĥms = bŶ + cT̂2 + dŶ 2.

Alternativ: Ĥms transformiert sich wie D(1,1) mit T, Y = 0. b, c, d Konstanten für

ein Multiplett.

Ĥms =
〈
T,MT , Y

∣∣bŶ + cT̂2 + dŶ 2
∣∣T,MT , Y

〉
= bY + cT (T + 1) + dY 2

Anpassung an das Experiment: d = −c/4

∆m = bY + c

[
T (T + 1) − 1

4
Y 2

]

∆mN = b + c

[
3
4
− 1

4

]
= b+

c

2
= mN −mΛ

∆mΞ = −b+
c

2
= mΞ −mΛ → b = mΛ −mΞ +

1
4
(mΣ −mΛ)

∆mΣ = 0 + c[2] = 2c = mΣ −mΛ

∆mΛ = 0

mN −mΛ = mΛ −mΞ +
λ

4
(mΣ −mΛ)

1
2
(mN +mΞ) =

3
4
mΛ +

1
4
mΣ

Test:

1
2
(939 + 1318) ?=

3
4
1116 +

1193
4

1128, 5 ≈ 1135

4.7.3 Casimir–Operatoren

Für jede Lie–Gruppe lassen sich ein oder mehrere Operatoren aus den Generatoren

konstruieren, die mit allen Operatoren der Gruppe kommutieren. Auf Grund der

Schurschen Lemmas sind diese Operatoren Vielfache des 1̂–Operators.

Beispiele:
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1. SO(3): Ĉ1 = Ĵ2 = Ĵx + Ĵy + Ĵz Eigenwerte J(J + 1).

2. SU(3):

Ĉ1 =
∑
i,j

Âji Â
i
j

Ĉ2 =
∑
ijk

Âkj Â
j
i Â

i
k i, j, k = 1, 2, 3

Â2
1 = T̂+ , Â

1
2 = T̂− , Â3

2 = Û+ , Â
2
3 = Û− , Â1

3 = V̂+ , Â
3
1 = V̂− , Â3

3 = −Ŷ
Â1

1 − Â2
2 = 2T̂z ,

∑
i

Aii = 0

Ĉ1

∣∣ψ〉 =
{

2
3
(λ2 + µ2 + λµ) + 2(λ+ µ)

} ∣∣ψ〉(
Ĉ2 +

3
2
Ĉ1

) ∣∣ψ〉 =
1
9
(λ− µ)(2λ+ µ+ 3)(2µ+ λ+ 3)

∣∣ψ〉
i.e.: Zahl der Casimir–Operatoren = Rang der Gruppe

= Zahl der Parameter, die irreduzible
Darstellungen bezeichnen.

= Zahl der gleichzeitig diagonalisierbaren
Erzeugenden.

4.7.4 Die Quarks und die SU(3) Gruppe

Bisher physikalisch: D(1,1) und D(3,0), betrachte weitere Darstellungen:

a) D(0,0) Singlett, triviale Darstellung

Y = MT = 0 → Q = 0 Λ∗ Teilchen

Q̂ = M̂T +
1
2
Ŷ m = 1405 MeV .

b) D(1,0) und D(0,1) Tripletts, kleinste nichttrivialle Darstellung der SU(3). Ver-

glaichbar mit D(1/2) der SO(3) → alle höheren Darstellungen lassen sich hieraus

aufbauen (mit D(0) nicht möglich) 1
2 × 1

2 = 1 + 0. Übergang zu neuer Basis mit

Clebsch–Gordon Koeffizienten.

D(1,0) und D(0,1) enthalten T̂–, Û– und V̂ –Spindubletts.

Basisvektoren für D(1,0) = [3] sind ψ1, ψ2, ψ3.

Basisvektoren für D(0,1) = [3] sind ψ̄1, ψ̄2, ψ̄3. “Antivektor–Antiteilchen”.

ψi =
∣∣MT , Y, α

〉
Q̂ψi = Qiψi

Q̂ψ̄i = −Qiψ̄i
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“up” ψ1 =
∣∣1
2
,
1
3
, α
〉

= u Q1 = +
2
3

“down” ψ2 =
∣∣− 1

2
,
1
3
, α
〉

= d Q2 = −1
3

“strange” ψ3 =
∣∣0,−2

3
, α
〉

= s Q3 = −1
3

Teilchen haben drittelzahlige Ladungen. Bisher nicht als freie Teilchen gefunden.

Zweig 1964, Gell–Mann: quarks (from James Joys: Finnegan’s Wake).

α : B, Sz, Colour , sz = ±1
2

Die Transformationseigenschaften der Quarkzustände sind uns schon bekannt:

T̂− =
∣∣d〉

Û− =
∣∣s〉 etc. ,

d.h. die Generatoren in dieser “fundamentalen” Darstellung werden durch 3 × 3

Matrizen repräsentiert, die wir schon früher angegeben hatten. Allgemein kann man

aus den Ŷl = iX̂l die unitäre Operatoren

Û(a) = e−
P

l ial(X̂li)

konstruieren, sie stellen die Gruppenoperatoren der SU(3) dar.

Komplex konjugierte Darstellung:

ψ′
i = Û(a)ψi

∑
j

Ûji(a)ψj

ψ′
i
∗ = Û∗(a)ψ∗

i Û∗(a) = eia(X̂i)∗ ≡ e−ia( ˆ̄Xi)

X̂∗ sind die Generatoren der Darstellung [3̄]. In dieser Darstellung haben die Ope-

ratoren T̂3 und Ŷ die negativen Eigenwerte der Darstellung [3].

Die Darstellungen [3] und [3̄] (Triplett und Antitriplett) sind verschiedene Dar-

stellungen, die durch keine Transformation ineinander überführt werden können.

Annahme des Gegenteils: ŜX̂lŜ
−1 = ˆ̄Xl = X̂∗

l

ŜX̂lψi = Ŝpψj = ŜX̂lŜ
−1Ŝψi

p ist Eigenwert, Ŝψi = ψ′
i, dann

pψ′
i = ŜX̂lŜ

−1ψ′
i

und

X̂∗
l ψ

′
i = pψ′

i .
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Die Operatoren X̂l müssen die gleichen Eigenwerte haben wie die Operatoren X̂∗
l .

Eigenwerte von

X̂3 : {− i

2
,
i

2
, 0} , X̂8 : {−i,−i, 2i}

X̂∗
3 : { i

2
,− i

2
, 0} , X̂∗

8 : {i, i,−2i}

→ Annahme falsch.

Konstruktion von SU(3) Multipletts aus den elementaren Darstellungen

[3] und [3̄]:

SO(3): Vielfache Kopplung von Spin 1/2 zu verschiedenen Gesamtspin J .

Grundregel für das Produkt von Darstellungen D(j1)×D(j2) =
j1+j2∑

j=|j1−j2|
D(j). Grup-

pe SO(3) war einfach reduzibel, es galt die Vektoradditionsregel.
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SU(3): D(λ1,µ1) ×D(λ2,µ2) =
•∑
λµ

c(λµ)D(λ,µ), komplizierter als SO(3), nicht einfach

reduzibel.

1.) Ausreduktion des Produkts [3] ⊗ [3] = [6] ⊕ [3̄]:

2.) Ausreduktion des Produkts [3] ⊗ [3̄] = [8] ⊕ [1]:

3.) Ausreduktion des Produkts [3] ⊗ [6] = [10] ⊕ [8]:
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Dekuplett:

∆++ Teilchen: sz = 3/2
∣∣∆++, sz = 3/2

〉
= u↑(1)u↑(2)u↑(3). T = 3/2, Y = 1.

Alle andere Zustände folgen aus Anwendung der T̂−, Û−–Operatoren. Der Spin

wird mit den Leiteroperatoren der SU(2) S− vermindert.

∆− und Ω− Teilchen:

∣∣∆−, sz = 3/2
〉

= d↑(1)d↑(2)d↑(3)∣∣Ω−, sz = 3/2
〉

= s↑(1)s↑(2)s↑(3)

Die Gesamtwellenfunktion des Ω−–Teilchen ist dann

ΨΩ− = s↑(1)s↑(2)s↑(3)φ(x1,x2,x3)

φ(. . .) ist der Ortsanteil, s↑(i) sind die Spin–, Hyperladung– und Isospin–Anteil. Bei

vernünftige Wechselwirkung–Potentiale im Grundzustand Bahndrehimpuls L = 0,

Ortswellenfunktion symmetrisch. Das widerspricht dem Pauli–Prinzip!

Auswege? Para– statt Dirac–Statistik (Greenberg)

Colour Gell–Mann 1972, Fritzsch 1973

u → u1 , u2 , u3

u → d1 , d2 , d3

u → s1 , s2 , s3
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→ total antisymmetrische Wellenfunktion.

→ ΨΩ− = s↑α(1)s↑β(2)s↑γ(3) εαβγ φ(x1,x2,x3) .

Der neue Zustand ist invariant unter der Drehung im Farbraum:

Ûqα =
∑

Uβαqβ , qα = uα, dα ; sα , α, β = 1 . . . 3 .

Uβα unitäre 3 × 3 Matrizen mit Determinante 1.

Symmetriegruppe: (Farb) SU(3) (exakt!)


