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... There is a more general moral here. A symmetry principle should not
be an end in itself. Sometimes the physics of a problem is so complicated
that symmetry arguments are the only practical means of extracting
information about the system. Then, by all means use them. But, do
not stop looking for an explicit dynamical scheme that makes more
detailed calculation possible. Symmetry is a tool that should be used
to determine the underlying dynamics, which must in turn explain the
success (or failure) of the symmetry arguments. Group theory is a useful
technique, but it is no substitute for physics.
Howard Georgi
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Kapitel 1

Grundlagen der
Gruppentheorie

1.1 Begriff der Gruppe

Betrachte Menge G von endlich oder unendlich vielen Elementen G,, Gy, ... (oder
auch a,b,...), in der eine Zusammensetzungsregel (ZSR) definiert ist, so dass
jedem geordneten Paar a,b € G eindeutig ein Element ¢ = a - b von G zugeordnet

ist. La. gilt a- b # b - a, oft wird der Punkt weggelassen.

BEISPIEL 1
G=Menge aller natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ..., mit der Multiplikation als Zusammen-

setzungsregel (ZSR) ZSR: Multiplikation

BEISPIEL 2
G=Menge aller reellen Zahlen grosser als 0 mit der Multiplikation als ZSR. (G ist
iiberabzéhlbar.)

BEISPIEL 3
G=Menge der ganzen Zahlen ... —2,—1,0,1,2,... mit der Subtraktion als ZSR.
(G abzéhlbar unendlich.)

BEISPIEL 4

G=Menge aller Drehungen der Ebene, die ein regulires Sechseck in sich iiberfiihrt.
ZSR ist das Hintereinanderausfiihren zweier Drehungen. (G ist endlich.) In-
klusive der Drehung um O,, (Identitét) besteht G aus 6 Elementen: a, a?, a®, a*, a’,a% =

€.

BEISPIEL 5
G=Menge aller eigentlichen Drehungen des Raumes, die eine Kugel invariant lassen

(alle Drehungen um beliebigen Achsen durch Kugelmittelpunkt, keine Spiegelun-
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4 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER GRUPPENTHEORIE

gen). ZSR ist das Hintereinanderaustiihren der Drehungen. G ist kontinuierlich, i.a.

a-b#b-a. Siehe Bild: b-a(N) = N1, a-b(N) = Na.

A X3

Wir kommen jetzt zur Definition einer Gruppe:

DEFINITION 1
Eine Menge G von Elementen mit einer ZSR (Produkt), die jedem geordneten Paar
a - b von Elementen dieser Menge eindeutig ein Element ¢ = a - b von G zuordnet

und folgende Eigenschaften I, II, III hat, heifit Gruppe:

I. Es existiert ein Neutralelement ¢ € G, auch Identitit oder Einselement

genannt, mit s-e=e-s=3s, Vs€Qg.
II. Zu jedem s € G existiert ein Inverses s~ € Gmits-s™ 1 =s l.s=¢, Vseg.

III. Die ZSR ist assoziativ, d.h. (ab)c = a(bc), Va,b,c € G mit der Ubereinkunft
abe := (ab)c = a(be)

(Abarbeitung von recht nach links)

Die Gesamtzahl g der Elementen von G (wenn endlich) heifit Ordnung der Gruppe.
(ab)~t =b"ta"! da (ab)~*(ab) = e, bra"tab = e.

Beispiel 1: e = 1, assoziativ aber es existiert kein inverses Element 1/a ¢ G —
keine Gruppe.

Beispiel 2: e = 1, s~ = 1/s, assoziativ — Gruppe.

Beispiel 3: 3 keine e: 0 — s # s — 0; kein e, s7!, (a —b) — ¢ # a — (b — ¢) — keine

Gruppe.

k 1 _ 6-Fk

Beispiel 4: e=Drehung um 0°, s = a” — s~ = a®~ ", assoziativ — Gruppe.

Beispiel 5: e, s~ !, betr. fiir Assoziativgesetz Transformation auf Kugeloberfliche.
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6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER GRUPPENTHEORIE

Q. ¢ c: P—
i Q' P o Q»%
(ab) a RS
(ab): Q—~S
RO
\F’—»- S (ab)c P--S

Auf der Kugeloberfliche

Definition der Untergruppe H:

DEFINITION 2
Eine Teilmenge einer Gruppe heifit Untergruppe H, falls ihre Elemente unter der
ZSR von G wieder eine Gruppe bilden.

Beispiel: In der additiven Gruppe der ganzen Zahlen ..., -2, —1,0,1,2,... bil-
den die geraden Zahlen eine Untergruppe, nicht die ungeraden

Gg: e=0 04+s=s+0, sl=-s s-sl=s—s=—-s+s5=0

G : e=0 G=G;+ Gy (gerade Zahlen)

Gy : Jkein e (ungerade Zahlen)

Transformationsgruppen

DEFINITION 3
Eine Transformation ist eine eineindeutige Abbildung f(z) einer Menge W

auf sich.

(eineindeutig: aus x # y folgt f(x) # f(y).
Abbildung f heifit auf, falls gilt ¥b € W Ja, so dass f(a) =0.)

W: Wirkungsmenge

Die Menge aller Transformationen mit der Vorschrift

frg@)=f(9(x)) VoeWw

bildet eine Gruppe, die sogenannte volle Transformations —Gruppe von W,

denn
I. Existiert e: identische Abbildung x =z ,d.h. f =1.

II. Existiert inverses Element: f~1.

III. assoziativ (f -g)-h(z) = f(g(h(a:)))



1.2. KONKRETISIERUNG VON GRUPPEN 7

Untergruppe der vollen Transformationsgruppe von W heiflen Transformati-

onsgruppen.

Physik: Gesamtheit aller Symmetrietransformationen eines Kérpers — Symmetrie-
gruppe = Koordinatentransformationen, die den Hamiltonian des Systems invariant
lésst, enthilt auch die Vertauschungsgruppe bei identische Teilchen.

Beispiel 4 und 5 sind Transformationgruppen, W: alle Punkte der Ebene oder des
Raumes.

Eine Gruppe G heifit abelsch oder kommutativ, wenn ab = ba Va,b € G gilt.
Beispiele 2 und 4 sind abelsch, 5 nicht.

k eines Ele-

Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn sie ausschliesslich aus Potenzen a
ments a besteht. a heifit erzeugendes Element, &k Periode der Gruppe.
Beispiel 4 ist eine zyklische Gruppe.

Erzeugendensystem: Satz von Elementen einer Gruppe G, bei dem sich jedes
Element von G als Produkt von endlich vielen Elementen dieses Satzes oder dessen
Inversen geschrieben werden kann (ist i.a. nicht eindeutig bestimmt).

Beispiel 5 Drehung um 2 Koordinatenachsen bildet Erzeugendensystem.

Ordnung g einer Gruppe: Anzahl ihrer Elemente.
Beispiel 4 g = 6.

1.2 Konkretisierung von Gruppen

Transformation einer endlichen Wirkungsmenge W: Permutation. W besteht aus N

Objekten, bezeichnet mit 1,2,..., N (auch a,b,¢,d,...,s,...)
. 1 2 3 4 5
Permutation l 3 9 4 5 1

Die Gruppe G aller Permutationen von N Objekten heifit symmetrische Gruppe
Sn, deren Ordnung ¢ ist N!

Untergruppen von Sy heiflen Permutationsgruppen.

BEISPIEL 6
Symmetrische Gruppe Ss von 3 Objekten W =1,2,3, ¢ = 6. (S5 ist isomorph zu

D3, wie wir noch sehen werden.)

=135 o=l g
=551 I=1s 1

Erlduterung: Anordnung der Elemente ist unwichtig, a: (1 — 2; 2 —3; 3 — 1)

N NN

3
17
3
3



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN DER GRUPPENTHEORIE

Es gilt
1 2 3
b—a?. o 37
al3 1 2

— b — ll
ca=bc=d: a 2 3 1
cl3 2 1 bl?) 2 1

—
w
[\)

1
cb = ac: bl3 1

2 13 2
cl2 13 a|2 1 3
1 2 3

Y oly 3 g

T a3 12
all 2 3

ca # ac: G nicht abelsch.
e, a, b bilden zyklische Untergruppe (Zeige das!).
Vertauschung von zwei Objekte: Transposition.

Beispiel: ¢, d, f

Gruppentafel: Tabelle aller Produkte aus je 2 Elementen, beschreibt abstrakte
Struktur der Gruppe

Kopfzeile e a b -+ s
ue G ue wua ub -+ us
Beispiel 6: S5
ya e a b ¢ d f
e e a b ¢ d f
a a b e f ¢ d
b b e a d f c
c c d f e b
d d f ¢ b e a
f f ¢ d a b e
invers | e b a ¢ d f

SAaTz 1
Multipliziert man alle Elemente s einer Gruppe G mit einem festen Element u € G
von links, so ist s — us eine dem Element zugeordnete Permutation P(u) der

Gruppenelemente.
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Beweis: Alle Elemente us sind paarweise verschieden, denn wére us = ut fiir s # t,

1

dann v lus = s = u"'ut = t, s =t im Widerspruch zur Annahme.

Folglich ist jedem u € G eine Permutation P(u) der Gruppenelemente zugeordnet.

Beispiel: P(C)Zli Z j)f 2 Z ch

SATZ 2
P(b)P(a) = P(ba).

Beweis:

S

P(a) = l as’ P(b) = l bss - l b(CZtss)

POP@) = | =1 gy, = P(b0)

Allgemeiner (beliebige Wirkungsmenge): wird jedem Element a einer beliebigen
Gruppe eine Transformation T'(a) irgendeiner Wirkungsmenge W so zugeordnet,
dass gilt T(b)T'(a) = T'(ba) Va,b € G so nennt man das eine Konkretisierung
von G.

Dies wiederum ist Spezialfall von folgender Situation: Sei jedem Element von a
einer Gruppe G ein Element o’ einer Gruppe G’ so zugeordnet, dass gilt (ba)’ =
(t'a’) Va,b € G. Eine solche Abbildung heift Homomorphismus. Ist die Ab-
bildung eineindeutig, heifit sie Isomorphismus. Beide Gruppen haben dieselbe

abstrakte Struktur.

1.3 Das direkte Produkt von Gruppen, Klassen

Seien ‘H und K Untergruppen von G, deren Elemente kommutieren
H,K, = KyH,

fur alle H, € ‘H, K, € K. Ferner lasse sich jedes Element von G eindeutig als
Produkt K, H} schreiben. Dann nennt man G das direkte Produkt von H und I,
man schreibt G = I x H.

Vorteil: kann man G als direktes Produkt schreiben, kann man ihre Eigenschaften
aus denen von H und K schlieflen.

Die Multiplikationstafel folgt aus denen von H und /C, da
(H,Kp)(H.Kg) = (H H.)(KpKg) -

Ist g grof3, werden die Gruppentafeln unhandlich — Vereinfachung des Studiums der
Gruppenstruktur durch Betrachtung von “Klassen” von Elementen mit #hnlichen

Eigenschaften.
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Man sagt, ein Element « ist konjugiert zu b, wenn es mindestens ein s gibt, so

dass a = sbs~!, wobei s € G, ebenso a,b (s bestimmt die Klasse).

(i) Sind b und ¢ konjugiert zu a, dann sind b und ¢ konjugiert zueinander

a = sbs? a=scs "

b=stas=s5""'s'cs’ s=(s"'s)e(s's) !
Elemente einer Gruppe, die zueinander konjugiert sind, bilden eine
Klasse.
= Suche Klassen von Objekten, die konjugiert zueinander sind!

(ii) Kein Element kann zu mehr als einer Klasse gehoren, denn sei a in zwei

Klassen, jeweils von b; und ¢; gebildet:

— / 1—1
a = sbjs ! a=s¢s

_ _ -1 _ —1 e
bi =5 tas =s's'c;s’ s = s 1sei(s7ls) L
d.h. b; und ¢; in einer Klasse.

(iii) e bildet eine Klasse ses™! = e.

(iv) Abelsche Gruppe: sbs™! = ss~'b = b, d.h. jedes Element bildet eine

Klasse.

(v) Bei endlichen Gruppen muss a™ = e fiir ein endliches n gelten (Va™ € G).
Dann haben alle Elemente einer Klasse die gleiche Ordnung n: sei a”™ = e,

1

dann b = sas~ !, b" = (sas™H)" = sa”s~! = e und Ordnung n.

(vi) Sei H Untergruppe von G und Gy € G, G ¢ H, dann bilden auch GbHaGg1
VH, € 'H eine Untergruppe von G. H und GbHaGb_1 sind konjugierte Un-
tergruppen, jedes Element von G, H, aGb_1 ist konjugiert zu einem Element

von H.

Veréndere jetzt Element G} — fallen dann alle konjugierte Untergruppen mit

‘H zusammen, so heifit H ein Normalteiler von G.

Fazit: Jede Gruppe kann in separate Klassen C, aufgebrochen werden.

Beispiele fiir Klassen:

1. Rotationsgruppe R3.
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Betrachte Rotation um Winkel ¢ um Achse k: Ry (a). Welche Elemente sind
in der gleichen Klasse?
RRy(a)R™' = R (a) mit k' = Rk
fiir beliebiges R (beliebige Rotation).
Beweis:
[RRx(a)R™ ']k = RRx(a)k = Rk = K’
i.e. RRx(a)R™! dndert k' nicht, d.h. ist Rotation um k.
Noch zu zeigen, dass Winkel a der gleiche:

Seien e, e; zwei orthogonale Einheitsvektoren in der Ebene senkrecht zu k

1 ©

Rk(d) e

a €

fo
|

Ry (a)e; = egcosa + ezsina.

Rotation R iiberfiihrt Einheitsvektoren e; und es in €} und e} sowie k in k'.

e} und €} sind senkrecht zu k’. (R ist eine orthogonale Transformation.)
e} = Re,;, e,=Re,
Ry (a)e] = €} cosa+ e, sina
anderseits gilt
[RRy (a)R™']e| = RRy(a)e, = R(e, cosa + e,sina) = €] cosa + e} sina.

Es ist daher immer moglich eine Rotation zu finden, die k in k' iiberfiihrt.
Folglich gehoren zwei Rotationen um denselben Winkel in die selbe Klasse
(Rotationsachse geht durch den Ursprung), Rotation um verschiedenen Win-

kel gehoren in verschiedenen Klassen.

2. Symmetrische Gruppe Ss.
e

C1
Co
Cs

N W N
— W
~
I
=)
N
W =

1
2
1
2

g) = b} (hier werden alle 3 Elemente verdndert)
)=4(i 3 3

w w
N—
I
s
N
W =
O R )
— W

=d, <1 2 3) = c} ( 1 Element wird nicht veréndert)
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Beweis:

d.h. e ist immer zu sich selbst konjugiert.
(b)

bab™ ' =ba’ =0 =a b lab=a

cac ' =cac=cd=10 clac=cld=cd=0
dad ' =dad=dc=b dlad=df =b
faf~'=faf =fe=b  flaf=b,

Damit aber b zu a konjugiert, d.h. a, b in einer Klasse.

sas ' =b, a=s"1bs.

aca t=acb=af =d
beb™t = bea = bd = f
ded ' =ded =da = f
fef~t = fef = fo=d,

d.h. f,c,d in einer Klasse

BEISPIEL 7

G: 1,—1,4,—i, ZSR: Multiplikation.

Gruppentafel:

Zyklisch: i, i2 = —1, 3 = —i, i* =1, i® = 1.

Abelsch: jedes Element bildet eine Klasse.
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BEISPIEL 8

‘H = C5, e=Drehung um 0°, R=Drehung um £7 um z—Achse

e R
e e R
R| R e

K = Sa, e, I=Inversion jedes Vektor, I* = 1

e I
ele I
I|1 e

C5 und S5 sind isomorph.

Betrachte weitere Gruppe der Transformationen, die ein Dreieck in sich iiberfiithren.

BEISPIEL 9
D3 = {6, R,U, “ee ,R5}.

Diese Gruppe ist isomorph zu Ss.

Rs
R;: Drehung um 27/3 um z—Achse; Ro: Drehung um 47/3 um z—Achse.

D3 isomorph zu S3: Ry <= b, Ro <= a, R3 < f, Ry < ¢, R5 < d.

Ry

R4R;

A_

2 N\ /1 2

Ve
1 2 3 2
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e R Ry Rs Ry Rs
e e R Ry Rs Ry Rs
Ry Ry Ry e Ry Rs Rs
Ry Ry e R Rs; Rs Ry
R3 Ry Rs Ry e Ry Ry
Ry Ry Rs Rs Ry e Ry
Rs Rs Ry Rs Re Ry e
inverses Element | e Ry Ri Rz R4 Rs

Klassen:

Ci=1
C2 = {RlaRQ} R, = R3R1R§1
Cs3 = {R3aR47R5} Ry = R1R4Ri = RstREI

Die Klassenstruktur der Produktgruppe
Wir suchen jetzt die Klassen fiir die direkte Produktgruppe G = H x K. Eine Klasse
von H x K enthélt alle Produkte H, K}, wobei H, die Elemente einer Klasse von H
und K, die Elemente einer Klasse von K sind.
Beweis: Seien K,H, und K.H, in der gleichen Klasse (der Produktgruppe). Dann
gibt es ein Element K.Hy, so dass (wir benutzen die Tatsache, dass die Elemente

von H mit denen von K kommutieren)
(Ker)(KaHb)(Ker)_l = Kc.Hg

ie.

(KeKaKe_l)(HbeHl:l) = KcHd

i.e. K, und K. sind in derselben Klasse von K und Hj und Hy in derselben Klasse

von H.



Kapitel 2

Darstellungen von Gruppen

2.1 Lineare Vektorraume und Operatoren

Ein Physikalischer Zustand eines Systems ldsst sich als Vektor (Ortsvektor, Wel-
lenvektor etc.) in einem Raum darstellen. Im Weiteren betrachten wir die Wirkung

einer Symmetrieoperation auf diesen Vektor.

2.1.1 Lineare Vektorraume

1. uj,ug,...,uy,... bilden lineare Vektorraum, wenn mit u; € L, uy € L auch

u; +uy € L, cu € L (c komplex oder reell).

2. uy,...,u, linear unabhéngig, wenn Zi:l crur = 0 nur fir alle ¢ = 0

erfiillt.
3. Dimension: Maximalzahl der linear unabhéngigen Vektoren.
4. Basis {eq,...,e;} des Vektorraums: jeder Vektor u lisst sich in der Form
S
u = Z U;€;
i=1
schreiben.

5. Definition eines Skalarprodukts zwischen uj,us: jedem geordneten Paar

up, up ist eine komplexe Zahl (uy, uz) zugeordnet mit

uy + ug,uz) = (ur,uz) + (uz, usz)

w,u) >0 (=0nur firu=0), (uu)*/?=*“Norm”

Wenn (u,uz) = 0, dann sind u; und uy orthogonal. Eine Basis mit (e;, e;) =

0i; heifit orthonormale Basis.

15
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Beispiele:

(i) u € R™ Position von N Teilchen (n =3N), u=7r

(ii) u = ¢ (7) Wellenfunktion (u € Funktionsraum)

b

(by,155) = / O (P (P

a
2.1.2 Lineare Operatoren
1. Abbildung eines Vektors u € L : Tu=ueL. T “Operator”.

2. T linear, wenn

T(u1 + 112) = Tul + Tug Yu; € L

Teu = c¢Tu YeeC
3. invarianter Unterraum L,
wel, — u,=Tu €L, Yu €L

— Ly “invariant beziiglich” T.
4. adjungierte, unitire, hermitesche Operatoren
adjungierte Operator zu T T definiert durch (u, T‘Lv) = (Tu, v), Yu,veL.
hermitesch oder selbstadjungiert: TH=T.
unitédrer Operator: Tt = E oder Tt =T,
(W', V') = (Tu,Tv) = (u,T1Tv) = (u,v)

= formen die {e;} eine orthonormale Basis, dass auch die {e} = Te;}.
S

e, =Te, = ZTjiej

j=1
S
r = Zmei
i=1

S S S S S

v =Tr= Zrif’ei = Zri Zsz‘ej = Z <Z Tjiri> ej = Zr;ej

1 \i=1 j=1

i=1 i=1  j=1 j=
mit
S
=T
T = il -
i=1
Es ist zu beachten, dass in den Relationen fiir e bzw. r; auf der rechten Seite einmal

iiber den ersten und einmal iiber den zweiten Index summiert wird.
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2.2 Die Definition der Darstellung einer Gruppe

(Alle Definitionen sind sicher fiir endliche Gruppen, bei unendliche Gruppen in der
Regel -, — [da.)
Es existiert ein Satz {7’} von linearen Operatoren T(G,) in einem Vektorraum L,

der den Elementen G, € G entspricht, so dass

T(G)T(Gy) = T(GaGy), Tle) =1

gilt, dann wird dieser Satz von Operatoren eine Darstellung der Gruppe G im
Vektorraum L genannt.

D.h. die Darstellung einer Gruppe G ist eine Abbildung der Elemente G, auf die
Operatoren T(G,) in L. Wenn s die Dimension von L ist, dann heit die Dar-
stellung s—dimensional. L ist der Darstellungsraum von 7'. Eine Darstellung heifit
treu (faithful), wenn es eine eineindeutige Beziehung zwischen den Operatoren
T(G,) und den Gruppenelemente G, gibt (Isomorphismus). L.a. werden verschiede-
ne Gruppenelemente durch den selben Operator dargestellt, extremes Beispiel ist
die 1-Darstellung, in der alle Gruppenelemente durch den 1-Operator dargestellt
werden (1-1 =1 trivial).

Hiufig definiert man einen Operator durch die Wirkung (s)einer Matrix auf eine

gewiahlte Basis eq,es,...,esin L

e = T(Ga)ei =>_T,i(Ga)e

d.h. neuer Basisvektor wird nach altes Basis entwickelt. Fiir das m—te Element von
e; gilt e;("” = kael(.k) =T,

Der Satz von Matrizen T(G,) mit den Matrixelementen T};(G,) bildet eine Ma-

trixdarstellung der Gruppe mit der Eigenschaft

T(Ga) L(Gy) = T(GaGh) -

T(Ga) T(Gb)ei = Z T(Ga) Tji(Gb)ej = Z Z Tji(Gb) Tkj (Ga)ek
J j ok
T(GaGrle; = ZTki(GaGb)ek
k

Thi(GaGy) = 3_ Tkj(Ga) Tji(G)

Um Matrixelemente zu finden Tj;(Go) = (e;,7(Ga)e;), da

(ek, T(Ga)ei) = (ek, Tjiej) = leﬁkj = Tki .
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0
) Ty,
T - Tis O T,
Te1 = : 1 = TSi
TSl Tss .
: TsL
0
1 0 0
0 1 0
= T |0+ [0+ +Tw (2.1)
: : 0
0 0 1

Andererseits
SR CEDIMESED 0 o R o 0L 1) IS o
- u; = ZTJLUL

2.3 Beispiele von Darstellungen
Betrachte zunéichst Beispiele im R® (3 dimensionaler euklidischer Raum).

2.3.1 Die Gruppe D3 (Beispiel 9)

1. Treue Darstellung: e, in z—Richtung, e, in y-Richtung, e, senkrecht zu Blatt—
Ebene.

=~ 1 3 1/2
T(R))e, = e’z:ewcosa—l-eysina:_gew_i_ (4) e,
i 3\'? 1
T(Ry)e, = e; =e,cosa—e,sina = — (Z) e, — 3¢y

T(R))e, = €. =e

z
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—1/2 —/3/2 0 ™
T(R)=(v3/2 -1/2 0] =
- )

Darstellungen der anderen Gruppenelemente

—1/2 V3/2 0 -1 0 0
T(Ry)=(—-v3/2 -1/2 0], T(Ry)=|0 1 0
0 0 1 0 0 -1
/2 —V3/2 0 1/2 V3/2 0
T(Ry)=|—Vv3/2 -1/2 0], I(Rs)=|[V3/2 —-1/2 0
0 0 —1 0 0 -1
1 00 -1/2 —/3/2 0
I(E)y=10 1 0], L(Ri)=(v3/2 -1/2 0
0 0 1 0 0 1

Man kann leicht zeigen, dass die Matrizen die gleichen Multiplikationstabellen haben

wie die Gruppenelemente, z.B. gilt
T(R1)L(Rs) =L(R5).

Die treue Darstellung ist nicht die einzige Darstellung dieser Gruppe. Man kann z.B.
nur den 1 — d-Vektorraum des Vektors e, benutzen — erzeuge 1 — d Darstellung

T®) der Gruppe Ds.

TO(R) =1, THRy) =1, TO(R3)=-1, THRy) =-1, TO(Rs)=-1

T®(e) =1

Es ist wichtig zu betonen, dass die Darstellung T'?) verschieden ist von der (trivia-

len) 1-Darstellung 7™ von D3: TM(R;) = TW(e) = 1, Vi.

2.3.2 Die Gruppe R»

Alle Rotationen um z—Achse, Gruppenelement durch £a € [0, 27].
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Gleicher Vektorraum wie in 2.3.1.

cosa —sina 0
T(a) = |sina cosa 0|, Z(a)L(b)=1L(a+D)
0 0 1

2.3.3 Darstellungen im Funktionsraum

Streng genommen muss man jetzt bei der Bezeichnung der Operatoren zwischen den
Operatoren im R und im Funktionsraum unterscheiden, z.B. T und wa Bisher L
3d-Raum (RRs), es existieren aber auch Darstellungen von z.B. D3 und Ry mit mehr
als 3 Dimensionen. Betrachte Raum von Funktionen #(r), der invariant unter einer
Gruppe von Koordinatentransformationen G, in dem Sinne ist, dass wenn ¥ (r) zu
L gehort, dann auch (G5 'r) VG, € G.

Definiere Darstellung Tin L

T(G,)¥(r) = (Gy'r)

(Hier sind 2 Vektorrdume involviert: der Raum des Koordinatenvektors rq,...,7s
und der Raum der ¢(r). )

Genauer

Ty(G)(r) = ¢ (T(Gohr) = (Gor) |,

d.h. wir schreiben der Kiirze halber T, (G;') = G;'. Ist das so definierte T(G,)
eine Darstellung? Definiere ¢’ (r) = ¢(G, 'r). Dann gilt:

T(G)T (G )i (x) T(Go)Y (G, 'r) = T(G)Y' (r) = ¢/(G, 'r)
= w(égléglr) = w((éaéb)ilr) = T(GaGb)w(r) ’

d.h. das so definierte T'(G,) ist tatsichlich eine Darstellung. Vorsicht, i.a. gilt
T(Ga )Gy 'r) # (G, Gy ).
Matrixdarstellung im Funktionsraum

e; =: 1;(r) (Basis im Funktionsraum)

T (G, ) (x) =1, (G ') = ¢j(r) = Z T;,(Go);(r)
J
“Induzierte Transformation”: Transformation von 1 durch Transformation der

Koordinaten

Betrachte Korper K.
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y

Gq: z.B. Rotation von K. ¢(r) Temperatur am Ort r. Spéter niitzlich:

¢'(r) = T(Gq)(r) = Temp. an r nach der Transformation
= (G, 'r) = Temp. an G~ 'r vor Transformation

GG = r

a~a

Beispiel: Konstruktion einer Darstellung der D3 im Raum der Funktionen

2,2 .2
To,Y", 25, Yz, 22, 1Y

Die 1); sind linear unabhéingig, und invariant unter der Gruppe Ds:

V3
2

denn da die Drehung eine orthogonale Transformation ist, gilt

1
T(Ry)yr = Zwl - =6 + sz

(e;a r) = (Ge;,r) = (e, G_lr)

und damit:

>

TRy = Wi(Ry'r) = (e, Ry 'r)” = (Rye,,1)?
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Die resultierende Transformationsmatrix fiir R ist

2 2 2

T Y z Yz 2T Ty
1/4  V3/4 0 0 0 V3/2
3/4  1/4 0 0 0 —V3/2
0 0 1 0 0 0
L(R) = 0 0 0 -1/2 V3/2 0
0 0 0 —V3/2 —1/2 0
—V/3/2 V3/2 0 0 0 —-1/2

Erginzung: multipliziert man eine Darstellung ¢(r) mit einer skalaren Funktion
f(r?), dann ist auch ¥(r) - f(r?) eine Darstellung, falls Gy ein unitérer Operator
ist, denn:

T(Go)(r) - f(r*) = ¥(G, 'r) f((G'r)?) = (G ) f(°).

Fallt f(r) hinreichend schnell ab, dann kann die Integration im Skalarprodukt iiber
den ganzen Raum erstreckt werden. ¢ f konnte dann z.B. eine Wellenfunktion sein.
Die Transformationsmatrix nimmt Blockdiagonalgestalt an, wenn man die Basis-

funktion in der Reihenfolge x2, 42, xy, 22, yz, zx schreibt:

x2 y2 Ty 22 Yz ZT
2 | 1/4 V3/4 V3/2 |0
y?> | 3/4 1/4  —V3/2| 0 0
vy | —V3/2 V3/2  -1/2 | 0
22 0 0 0 1 0
yz 0| -1/2 V3/2
zx 0 0| —v3/2 -1/2

2.4 Invariante Unterriume

Wenn mit u; € Ly auch Tul € Ly, Yu; dann heifit L; ein invarianter Unterraum
beziiglich 7. Hier: T = T(G,), Gq € G.
Beispiel: D3

(i) Ds in treuer Darstellung im Rs

Li: ez, ey
Ly: ey
(ii) Ds im Raum aufgespannt durch 1,..., 1, selbst Unterraum des Raumes

aller stetigen Funktionen.
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Konstruiere invarianten Unterraum durch Anwendung von T(Ga) auf beliebig gewihl-
ten Vektor in L
u, = T(Gy)u VG, €G.

Die Vektoren u, spannen invarianten Unterraum auf, denn fiir jedes b gilt
T(Gy)ua = T(Gy)T(Go)u =T (GG )u = T(G.)u = u..

Sind alle Vektoren u, linear unabhéngig, so bilden sie eine g—dimensionale Darstel-
lung der Gruppe. In diesem Fall gilt fiir die Matrixelemente

1 wenn G,G; = G,
Tji(Gb) _{ 0 sonst.

La. sind nicht alle u, linear unabhéngig — finde s(< g) linear unabhéingige (ortho-
normale) Basisvektoren.

Beispiel: Aufbau einer Basis fiir die Darstellung von D3 aus 9; = x2.

2.5 Irreduzibilitat

In Prinzip lassen sich bei hinreichend grofliem Funktionsraum immer groflere Ma-

trixdarstellungen von G erzeugen.

Allerdings: Bei einer endlichen Gruppe lassen sich alle Darstel-
lungen aus einer endlichen Anzahl verschiedener irreduzibler Dar-
stellungen aufbauen!

Beispiel: D3 hat zwei eindimensionale und eine zweidimensionale Darstellungen:

ez, €y } 2—dim
e, .
1-Darstellung } 1= dim

Man sagt, die 3—dim. Darstellung ist reduziert in eine 2— und eine 1-dim. Darstel-

lung.

Beide lassen sich nicht mehr reduzieren, d.h. es existiert kein e}, = ae, + e, €, =
pe, — ae,, so dafl

T,,(R,) = (el,T(R,)e,) und T,.(R,) = (e}, T(R,)e.)

x? Y
verschwinden fiir VR, € Ds.

Beispiel: Ry

Tai’y(Rl) = (aex + Bey) : (T( l)ezﬁ - aT(Rl)ey)

I
5}
)
g
_|_
@
[¢)
=
IV
|
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Spitere Anwendungen in der QM: Wellenfunktionen ztationérer Zustiande (ei-
nes symmetrischen Systems) mit gleicher Energie liefern die Basisfunktionen fiir die

irreduzible Darstellung der Gruppe der Symmetrieoperationen.

Allgemeine Definition der Irreduzibilitat

DEFINITION 4

Sei L ein Vektorraum, der unter den Transformationen T(Ga)7 VG, € G, invariant
ist. Sei ferner Ly ein invarianter Unterraum, Lo dessen orthogonale Ergénzung (jeder
Vektor in L lisst sich dann aus den Basisfunktionen von Ly und Lo aufbauen). Sind
dann Ly und L jeweils invariant beziiglich T(Ga), VG, € G, dann nennt man die
Darstellung T' reduzibel. Lisst sich keine solche Darstellung finden, nennt man die

Darstellung irreduzibel.

Sind die Operatoren T(G,) unitér, dann impliziert die Invarianz von L; die Inva-
rianz von Lo.
Beweis: Seien e; und €; die Basisvektoren von Ly bzw. Lo, so dass (e;,€;) = 0

Vi, j. Aus der Invarianz von Ly folgt:
(T(G,)ei, ;) =0, Va,i,j.
Aus der Unitaritit von T folgt
(e;, 771 (Ga)&;) =0,
i.e. T(G;1)é; ist orthogonal zu e; und liegt deshalb in Lo.
T-YaG,) = T(G;1), mit G, sind auch alle G, in L.
I.a. wird sich L in invariante Unterrdume aufspalten lassen

L=Li+Las+Ls+---,

wobei jeder L, irreduzibel und invariant beziigl. der Transformationen T(Ga) ist.

Analog schreibt man fiir die Darstellung

T(Go) =TW(G) BT (Go) TP (Go) & -+ = S ma T (2.2)

Hierbei ist 79 (G,) die irreduzible Darstellung von G in L,.

Ordnet man in der Darstellung durch Matrizen die Basisvektoren {e; } = {egl), egz)’

dann nimmt die T-Matrix Diagonalgestalt an:

r™ o0 0 ... 0
o I®» o ... 0
@y=|0 0 U ... 0

o,

e €y

)



2.6. AQUIVALENTE DARSTELLUNGEN, SCHURSCHE LEMMATA 25

Hierbei ist jede Matrix E(Q)(GQ) eine irreduzible Darstellung von G.

Beginnt man mit einer beliebigen Matrixdarstellung von G, dann mufl man eine
neue Basis suchen, in der die Darstellungsmatrix die obige Blockgestalt hat.
Analog zur Zerlegung (2.2) des Operators T schreibt man die Zerlegung der Matrix
als

T(Go) =T (Go) ® TP (Go) @ TP (Go) @ - - .

Wir hatten gesehen, dass man aus einem beliebigen Vektor u einen invarianten
Raum L iiber T(G,)u = u, konstruieren kann. Wenn dieser Raum L jetzt in irre-
duziblen Unterriume reduziert wird, so folgt, dass man u =) ¢ Ua schreiben kann,
wobei u, in L, liegt. u ist in irreduzible Komponenten u, zerlegt. Diese

Zerlegung ist i.a. nicht eindeutig.

2.6 Aquivalente Darstellungen, Schursche Lemma-
ta

Im Weiteren Beschrinkung auf die Eigenschaften reduzibler Darstellungen.

I.a. gibt es aber immer noch unendlich viele irreduzible Darstellungen, z.B. durch
Wahl anderer Basisvektoren.

Wesentliche Eigenschaften der Darstellungen werden dadurch jedoch nicht beriihrt,
was man durch Einfithrung des Begriffs der dquivalenten Darstellung widerspie-

gelt.

SATZ 3
Sei T(G,) eine Darstellung von G in L, A eine Abbildung von L auf L' (mit der

gleichen Dimension). Dann bilden die Operatoren
T'(Gy) = AT(G,)A™? (2.3)
eine Darstellung von G in L'.

Beweis:

T(G)T'(Gy) = AT(Go)A TAT(Gy)A™!

Il
Y
/'_ﬂ\>
Q
N
/'ﬂ\>
S
=

AT(G,Gp) A7 =T'(G.Gy)  qed.

Man nennt 7' und 7" dquivalent (gleiches A fiir alle G,!). Sind 7 und 7" sowie
T” und T" paarweise #quivalent, dann sind 7” und T #quivalent (3 Klassen von

wechselseitig dquivalenten Darstellungen).
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Bei Darstellungen durch Matrizen fithrt der Ubergang zu einer neuen Basis zu
einer dquivalenten Matrixdarstellung:

Sei Te; = ), Tj;e;, neue Basis e; = Ae; =, Aj;e;, dann

§iCio
Te; = TAei = Z(TA)WQJ = Z(zé)ji(é_l)k]‘e;@ = Z(é_lzé)mek .
J ik k

(4~

12 A)yi ist eine neue Darstellungsmatrix.
Es liegen zwei indiquivalente irreduzible Darstellungen T, T’ vor, wenn kein

Operator A existiert, so dass T’(Ga) = AT(GQ)A_l erfiillt ist.

THEOREM 1 ( MASCHKES THEOREM)
Bei endlichen Gruppen enthilt jede Klasse von dquivalenten Darstellungen unitére

Darstellungen (trift auch auf die unendlichen Gruppen in der Physik zu).

Beweis: Zu zeigen, daf} jede Darstellung einer unitdren Darstellung dquivalent ist.
D.h. zu einer Darstellung T(Ga) miissen wir einen Operator S finden, so dass die
diquivalente Darstellung 77(G,) = ST(G,)S ™" unitiir ist. Benutze S = {Zb Tt (Gb)T(Gb)}l/2
Nun zu zeigen, dass (T’(Ga))T = (T’(Ga))_l. Wir beginnen mit

THG)S*T(G,) = ZTT YIT(Gy)T(Gy)T ZTT (GyGo)T(GHGy)

= ZTT O)T(G,) = 52
c

Multiplikation mit 7~ (G,)S~" auf beiden Seiten von rechts und mit S~ von links.
Folgt

Die linke Seite ist dqivalent zu (wir benutzen die Hermitezitiit von S):
An A . A Nt ay GT=G A1 ap A A an
(BT(G)S™ V) = (§- 11 ($T) = 511718t 555 g1t g s (g7g-1)-1

A (S hermitesch) (S?)f = ZT’L(Gb)T(Gb) =62 =5t

Damit ist Maschkes Theorem gezeigt.
Wir betrachten im Weiteren nur indquivalente irreduzible Darstellungen. Die-
se haben die folgenden wichtigen (Orthogonalitéits—) Eigenschaften:

LEMMA 1 (VON SCHUR)
Sei T(G,) eine irreduzible Darstellung von G in L und A ein fester Operator in L.
Gilt dann T(G,)A = AT(G,), VG4 € G, dann ist A = M. (1=Einsoperator.)
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LEMMA 2 (VON SCHUR)

Seien TM(G,) und T (G,) zwei indquivalente irreduzible Darstellungen von G in
zwel Rdumen L, bzw. Lo mit den Dimensionen s; bzw. sq. Sel A ein Operator, der
Vektoren von Ly in Ly transformiert. Gilt ferner T (G,)A = AT (G,), VG, € G,
dann ist A der Nulloperator A=0.

Aus den Schurschen Lemmata folgt die Orthogonalitdt der Darstellungsmatrizen

irreduzibler unitéirer Darstellungen

g
STTENG T (G = 96050130,/ 50 (2.4)

a=1

Insbesondere folgt aus (2.4) fiir die Diagonalelemente

g

STTENG)| = 9/54.

a=1

(2.4) kann als Test fiir die Reduzibilitét einer Darstellung benutzt werden.

Beweis der Orthogonalititsbeziehung fiir Darstellungsmatrizen

T(O‘)(Ga) wirkt in L,
TWN(G,) wirkt in Lg

Definiere

} 2 indquivalente irreduzible Darstellungen

A=Y "1 G XT(G, ) (2.5)
b

X transformiert Vektoren in Lg in Vektoren in L, dann gilt die im 2. Schurschen

Lemma geforderte Eigenschaft, denn
T(G)A = Y TONG)TNG)XT(G, )
b
— ZT(a)(GaGb)XT(B)((GaGb)_l)T(ﬁ)(Ga)
b
- Y FOGIXNGTO(G,) = AFO(G,)
= Schurs Lemma: C
(i) T =70 - A= ).

(ii) Tr(e) indquivalent zu T 5 A =0

Zusammengefasst:
A= N5l
Im Matrixform folgt aus (2.5)
g S8  Sa 5
A” - Z T’L(ka)(Ga)kaTr(n])(G(Zl) = )\504[35”
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da Xp,, beliebig, wihle Xpy, = 0kpOmg (nur 1 Element # 0).
LkS. von (2.4) —

9
2 Ty (Ga)Ty,) (Go') = Masdyy

Zur Bestimmung von A setzen wir (s, ist die Dimension der Darstellung, g die
Ordnung der Gruppe)

Sa

g
a=p0,1i=14j, Z ZZT(O‘) T(a (G77) = Asq = ZT(") dgp

i=1 a=1

Folgt

Damit ist die Orthogonalitiitsrelation gezeigt! Fiir unitire Operatoren 148t sich die

Relation noch weiter vereinfachen:

TEGYTO(G) =TP () =1 — TV = (T(ﬁ)(GG))f
Falls 7' unitir ist, dann gilt

T,0(G ) =T, (G — ZT‘“> Go) TS (Go) = 9050158,/ 5a -
Dies ist die gewiinschte Beziehung.

Wir betrachten 2 Anwendungen der Schurschen Lemmata:

1. Die irreduziblen Darstellungen einer Abelschen Gruppe sind 1-dimensional.

Beweis: Sei T' (@)(G,) eine irreduziblen Darstellung der Abelschen Gruppe G.
Dann gilt

TG (Gy) = TO(G)T ™ (Ga) ¥GyeG.
Identifiziere dann A aus dem Lemma 1 mit T((’)(Gb) —
A=T(G) = AYi,

d.h. die Darstellung ist diagonal VG, € G und daher reduzibel (Widerspruch

zur Annahme), es sei denn sie ist eindimensional, g.e.d.
2. Zeige Orthogonalititseigenschaften fiir 7() von Ds. — Ubungen.

Die (treue) Darstellung von Dj:

72 1 —dim

73) 9 _ dim } irreduzibel
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Zusétzlich hat jede Gruppe die 1-Darstellung:

Element G, FE Ry R R3 Ry R
Darstellung
7 1 1 1 1 1 1
7@ 1 1 1 -1 -1 -1
1 V3 V3 1 V3 1 V3
® (1 0) 2 2 2 2 (_1 0) 2 2 2 2
0 1 V3 ) V- 0 1 /3 ) V-
22 22 22 2 2

Starte mit (2.4),

a=p0F=1 1lhs.6, rhs.6/1=6

a=03=2 1lhs.6, rhs.6/1=6

Zeige Orthogonalitdt s1 =1, so =1, s3 =2; g = 6.
a=03=3und (24) —

. 0 T(S)G 2_ 1 1 1 1 1_
ip=1 — > |TP(G)] =1+t it =3

0 2 3 3 3 3
i=Lp=2 — Y |TPG)| =0+ +T+0+5+5=3

— 4 4 44
ete.
(2.4) —
6
S rP(G)TP(G) =0, Vi,p
a=1
6
: 11 11
ip=1 — Y T(G,)TG J=l-g—5+l-g5-5=0.
a=1
etce.
(2.4) —
6
> TM(G)TP(Ga) =0
a=1
6
S TW(G)TP(Ga) =1+1+1-1-1-1=0.
a=1
24 —

6 2

> 1) ? —6

a=1
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6
Z[T(Q) } —14+1+1+1+1+1=6.
a=1
Beweis des 1. Schurschen Lemmas:
Sei u Eigenvektor von A im L: Au = Au. Sei ferner u, = 7(Gy)u —

Au, = AT(Go)u = T(G,)Au = \T(Go)u = Au,, .

D.h. u, ist auch Eigenvektor von A mit dem selben Eigenwert \. Lasse jetzt T(Ga)
durch alle Elemente der Gruppe laufen. Der Satz u, (G, € G) bildet einen invari-

anten Unterraum, da
T(Gy)u, = T(Gy)T(Go)u = T(GyGo)u = T(G)u = u, .

Da aber L nach Definition irreduzibel ist, mufl der Raum der u, der gesamte Raum

sein. D.h. fir jeden Vektor R = )" c,u, in L gilt
AR = Aanua = an)\ua =R,
a a
da R beliebig ist, folgt A = A1.

Beweis des 2. Schurschen Lemmas: Betrachte zundchst sy < s1, dann generiert
A aus Lo einen Unterraum L4 von Lq mit der Dimension s4 < s9 < s1. Ly wird
von den Vektoren Au aufgespannt, wobei u ein beliebiger Vektor in Lo ist. L4 ist
invariant unter G, da

TW(G,)Au = AT?(G,)u = Au, .

Au, liegt in L 4, da u, in Lo liegt. T ist aber nach Voraussetzung irreduzibel, so
dal L; keinen invarianten Unterraum haben kann. — Widerspruch, es sei

Ly =0 (sa=0)oder Ly = Ly (sa = s1), i.e. entweder Au = 0, Yu € Lo, d.h.
A = 0 oder sS4 = 81 = S2 (wegen s < sy < s1). Die zweite Alternative ist wegen der
Annahme ausgeschlossen, dass 7MW und 73 indquivalente Darstellungen sind: wenn

Ly und Ly die gleiche Dimension hétten, dann 3 T (G,) = AT(G,)A™' — A=0.

La

Lo —

Ly

Ahnlich fiir s; < so. Dann notwendig S4 < so, so dass Vektoren u € Lo nach 0
abgebildet werden durch A, d.h. Au = 0. Sei der Unterraum solcher Vektoren L B,

er hat die Dimension (s3 — s4).
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2.7 Der Charakter von Darstellungen

Durch Wechsel der Basis einer Darstellung sind unendlich viele (irreduzible) &qui-
valente Darstellungen konstruierbar. Wir suchen jetzt Eigenschaften von Darstel-
lungen, die durch Basiswechsel nicht beriihrt werden. (Was bleibt invariant dabei?
)

Fiir die meisten Zwecke hier ist die Y der Eigenwerte = Spur der Matrix ausrei-

chend.

Za: T,(.a)(Ga) = X(a)(Ga), {x'*)N(G,), VG, € G} = Charakter von Darstellung

(23

Einige Eigenschaften von Charakteren:

1. x(G,) ist invariant unter der (Ahnlichkeits-) Transformation 7"(G,) = AT(G,) A"

Beweis:

X, (Ga) = Z A’L] ]k(G Alzz ZAkzlAUT]k(G ) = ZTjj(Ga) = X(Ga) .

Jiksi J

2. Alle Elemente einer Klasse C, haben den gleichen Charakter .

Beweis:
x(G,) = ZTii(Ga) :ZT (GGG, Z Gb)Tkz(Gm)
i i ijk
= Y Tjk(Gy)Tj(e ZTH (Gy) = x(Gy)
Ik
3.
g *
(@) (5) ﬁ)
aXZ:IX (Ga)x ( ) E Cp g(;aﬁ (26)

~ Orthogonalitédtsrelation fiir die “Vektoren” ,/cpx,(,a), ¢p Anzahl der Ele-
mente in Cp, n Anzahl der Klassen in G. Speziell gilt fir o =

> @] = e e =

p=1

Beweis: (2.4) aus 2.6 mit p =4, ¢ =7, >,

ZZT CHCITGC) = g0ap D 0530, /50 = 900p  qed.

1,j a=1 1,

Dimension des Raums der Vektoren {cp X(a)} ist n, die Zahl der Klassen von G — n

ist die Maximalzahl der nichtédquivalenten irreduziblen Darstellungen.
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Beispiel: Charaktere der Darstellung der Gruppe D3

Klasse C1 (E) CQ (Rl, Rg) C3 (R3, R4, R5)
Darstellung

T 1 1 1

T® 1 1 -1

TG 2 -1 0

3 weitere Orthogonalitéitsrelation fiir Charaktere

i

a* « g
ZXIS ) Xé ) :61%10_
a=1 P

n Zahl der irreduziblen Darstellungen «, .

n Zahl der Klassen, Klasse p enthéllt ¢, Elemente, ZZZI cp=9.

(@)

Beweis: Fithre Matrixelemente B,y = /2 7 Xp ein, Annahme 1 = n, diese bilden

n X n Matrix

* &) _
ZBﬁpBap - Z Cpxé )* Xp - 5a,3’
p=1 P

d.h.
B-B" =1
B-B'=1
da B quadratisch [B| = 1, éil = éf — éfé =1 ie Y. BB, =9, oder

ooy gx,(f‘) lo) — =0, q.e.d.

2.8 Die Reduktion von Darstellungen

Fiir reduzible Darstellungen gilt offenbar

Zmaxp
T = Zma

p indiziert die Klasse, m,: Haufigkeit der irreduziblen Darstellung « in der betrach-

Xp

teten reduziblen Darstellung. Sind die irreduziblen Charaktere bekannt, dann folgt
aus (2.6) und obiger Zerlegung (wir identifizieren x(®) in (2.6) mit y,)

- Zcpxpﬁ)* Zm ZCPXP (B)* (a = éZmagéaﬁ =mg

(6)) d.h. die Koeffizienten m, kénnen

(xp ist i.a. reduzibel, im Unterschied zu x

leicht bestimmt werden, kennt man die irreduziblen Charaktere.
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Beispiel: Die treue Darstellung der D3 im R3
Wir hatten schon gezeigt, dass die 3—dimensionale Darstellung von D3 die Charak-

tere (—3,0, —1) hat. Aus der Zerlegung
T= mlT(l) + mgT(Q) + mgT(B)

folgt fiir die Zerlegung der treuen Darstellung

mqg = - Z Cpo

1

mi o= (1134210431 (-1)=0
1

my = £(1-1:3+ 0 +3-(-1)(-1)=1
1

my = (1-1:3+ 0 + 0 )=1

i.e.

T=T3 4716,

T®) ist irreduzibel, da o plxpl?=1-442-1+0=6=g.
Aus den Charakteren einer Darstellung kann man unmittelbar ableiten,
ob eine Darstellung irreduzibel oder reduzibel ist, da fiir irreduzible Dar-

stellungen

S ahwl?=g (2.7)
P

gilt. Umgekehrt, gilt (2.7), dann ist die Darstellung irreduzibel.

Beweis: Fiir eine moglicherweise reduzible Darstellung gilt (s.o.)

z:cp|xp|2 = ZZC m mﬁx(a) (8)" = Zgéaﬁmamﬁ = mei.
P o, o

P op

Ist nun (2.7) erfiillt, gilt > _, m? = 1, da m, ganze Zahlen sind, miissen alle
me = 0 mit Ausnahme eines m, = 1 sein, d.h. die Darstellung ist irreduzibel, q.e.d.
Beispiel Ds.

Wie viele indquivalente irreduzible Darstellungen gibt es? n.

Betrachte eine spezielle Darstellung: die reguliire Darstellung 7' mit der Di-
mension g.
Die Darstellungsmatrizen T (G,,) sind iiber die Gleichung

GG, = > TY(G,)G

c

c
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definiert. Die Matrizen sind tatséchlich eine Darstellung von G, denn

GGGy = Z G,)G4G, _ZT(R) )Te(cR)(Gd)Ge

c,e

Z ZTéP(Gd)Téf)(Ga) G,
ZT(R)

Da G,Gy selbst Gruppenelement ist, kann nur ein Matrixelement pro Zei-

le von Null verschieden sein (=1). Fir G,G, = Gy, Tc(f)(Ga) = ds. Dieses

Matrixelement steht nur dann in der Diagonalen, wenn G, das Einselement ist:

eGyp = Gy = > T(R)( )G. = Gy, ie. TC(bR) = dp. Folglich ist der Charakter der

ccb

reguldren Darstellungen Null, mit Ausnahme des 1-Elementes.

YB(G) = 0 G.#e

TE(G.) = Y maT™(Gy)

1 1
Mo = EZX(Q)(G(L)*X(R)(G(L) - EX(Q) (€)g = sa,

d.h. die irreduzible Darstellung 7(® ist s, mal in der reguliren Darstellung enthal-

ten. Folglich muf die regulére Darstellung alle irreduziblen Darstellungen enthalten.

g=>"MuSa =82 (2.8)

g = dim T Diese Relation ist unabhingig von der hier gewiihlten Ableitung.
Beweis, dass die Anzahl i der méglichen indquivalenten irreduziblen Dar-
stellungen einer Gruppe gleich der Zahl n der Klassen ist:

Abschnitt 2.6 “grofies Orthogonalitéitstheorem”:
ZTW Go) T\ (Ga)* = 980p8ii0pq /50 -

Ti(pa)(Ga) ~ “Vektoren” in einem g-dimensionalen Raum. Gesamtzahl dieser Vek-

it
toren (i,p=1...54): Z 52 =g. @ Zahl der irreduziblen Darstellungen.

— Die Anzahl Z s2 der orthogonalen Vektoren {T(a (G1); T, (Gg); . ;T.(.a)(G )}

a=1

ist gleich der Dimension g des Raumes, d.h. die {Ti(ja)( 1); T(a)(G J T(a)(G )}

I 1) ) 1]

71]

spannen den Raum auf.
Jeder beliebige Vektor v in diesem Raum ldsst sich als

E = Z C(Oé,l,] ZU Z Z C(Oé,i,j) Ti(ja)(Ga)ea

;1,3 a o,iyg
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schreiben. Betrachte jetzt

g 1 g
G =G, G, G, ' 1
o=y ve TUET 230N eloni )T (G GLGy)
~ g b=1" 9 b=1 a,1,j
1 «@ — @ [e%
= =33 Y el ) TG ) TG (Ga) T (Go)
9 b o,t,j k,l
1 (e
-~ C(aa Zal) Tlgl )(Ga) 6ij5kl g/sa
9 a,i,g k,l
1
= _C(avivi) X(a)(Ga)
Sa

2

Diese Vektoren v, bilden einen Unterraum der Dimension n (Zahl der Klassen), die

~

Charaktere, die einen Satz orthonormaler Vektoren in diesem Unterraum bilden,

spannen diesen Unterraum auf. Es gibt genau 7 Charaktere, daher 1 = n.

Konstruktion einer Charaktertafel
Vorhandene Information:

(1) Zahl der indiquivalenten irreduziblen Darstellungen = Anzahl der Klassen.
(2) Dimension « der irreduziblen Darstellungen av: > s% =g
(3) 3 immer die 1-Darstellung, s1 =1, T(G,) =1, x(G,) = 1.

(4) Reihen sind orthogonal > cpxz(,a)xéﬁ)* =90,
(= Einsdarstellung;: Zp cpxgy) = 0, a # Einsdarstellung.

(5) Spalten sind orthogonal

* g
Z Xz()a)Xz(za) = C_(Spq
p

«

Co=e: sz(,a)sa
@

Klasse Ci(E) Cy C3 - Cp
Darstellung

T 1 11 1
T(2) So

T(3) S5

7" Sn

Dimension des Raums der Vektoren {c,l/ ? Xéa)} ist n, die Zahl der Klassen von § —

n ist die Maximalzahl der nichtédquivalente irreduziblen Darstellungen.
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2.9 Die Orthogonalitit von Basisfunktionen fiir ir-
reduzible Darstellungen

Sei ega), i =1...54 ein Satz von Basisfunktionen fiir eine irreduzible Darstellung.
Die Basisfunktionen fiir zwei verschiedene, nichtiquivalente irreduzible unitére Dar-

stellungen sind orthogonal zueinander.
el () _ ZT(Q)(G )el(a)
7(8) Z T ﬁ) G,)

(e<a) (5)) (T(G ) (a) ([3) ZT(G) T(ﬂ)(G )(el(a),esg))

(2 ) j

T(Q)(G

Mittele jetzt iiber Gruppenelemente + Ea, (2.4)

(e, o) Zgé‘ iy sa(el®, @) = L3, 5, Z @ o[ (29
— (ega), eg-ﬁ )) ist unabhéingig von i ~ alle Basisfunktionen haben gleiche Normie-

rung.
— Orthogonalitét fir a # .

— Orthogonalitét fir 7 # j, wenn a = 3.
i=j =0 2 (el ef™) = 2306 el”) (e o) = ca
«
1

Fiir die Einsdarstellung gilt T1(11 )(Ga) = 1, betrachte insbesondere Darstellung im
Funktionsraum e(*) = const.
Mit (2.9) folgt

(el ey = /dmgﬂ’(r) =0.

2.10 Das direkte Produkt zweier Darstellungen

Direktes Produkt von Gruppen: 1.3.
Direktes Produkt von Matrizen:

A nxn; B mxm

(A X B)ijr = A Bji
Auf diese Weise lassen sich auch Produkte von Darstellungen konstruieren.

T 5 7@ = plex®  lerdG,) = 756, (G,)

a
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T(@x8) ist tatsichlich Darstellung, da

ZT(axﬁ) (axﬁ)(Gb)

ij,mn mn kl

DG )T (Gy)]

ij,kl
- ZT“" VT3 (Ga) T (Gy) T3 (Gy)
= T3(G,G,) T(G,G,) = TS (G,Gy)
Charakter:

XA, =3 TG ZT PG (G =X (GG

ij
d.h. der Charakter des direkten Produkts der Darstellung = Produkt der Charak-
tere der beiden Faktoren T(®) T3 Sind «, 3 irreduzibel, dann ist i.a. das direkte
Produkt nicht irreduzibel

e Z my T
mit
1 * (o
my == 2o X
P
Beispiel: D3: betrachte 2-dimensionale Darstellung 7'()

TO) o TG (Bx3) — (3, 6) _ Zmax (4,1,0)

1 * (o 2
= § g
p

1
mi=cld+2- 1140 =1

mgzé[4+2-1-1+0]:1 TG x 76 =70 . 7@ 1. 76)

1
my =542 1+ 1 (-1)1-2+40] =1

Direkte Produkt—Darstellungen treten dort auf, wo man Produkte von Funktionen
betrachtet.

Transformiert sich ein Satz von Funktionen ¢,(€a) (r) (k=1...s,) nach der Darstel-
lung 7(*) und ein weiterer Satz ¢(6)( ) (I =1...s3) nach T» dann transformieren

sich die sqs3 Funktionen d)gf) (r) l(ﬁ) (r) nach der Darstellung T(@*9):

7(G,) {ol7u"} = ZT“* TG {6l )
_ ZTz(gaszﬁ) {¢a)¢(ﬁ}
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Lisst sich nun 7(@*#) reduzieren 7<) = > m-, T dann muss es durch Wechsel

der Basis moglich sein, neue Basisfunktionen

0t _ > cla, B, 54,5, k) {¢§a)¢§ﬁ)}

.3

zu finden, die sich irreduzibel nach den Darstellungen 7(*) transformieren.
c(ay By, 54, j, k) heifen “Clebsch—Gordon—Koeffizienten”.

v=1...m,; falls m, = 0,1 nennt man die Gruppe “einfach reduzibel”.
Erginzung zum direkten Produkt zweier Darstellungen:

T =3 m, 7Oy =3 (o, B, 85,5, k) {ol Vvl
.

i!j
Voraussetzung ¢Z(.a) #+ wga), ansonsten sind die s2 Produkte ¢§a)1p§a) = ¢§a)¢§,a)
nicht linear abhingig: ¢Ea)w§a) - w§a>¢§a> = 0. — Basisfunktionen w,(:)t konnen
verschwinden.

Normierung der Clebsch—Gordon—Koeffizienten

Z |c(a, 8,7, t;1, 7, k)|2 =1 — sichert Normierung der w,(J)t.
iyJ

Sind die Koordinaten von ¢ und v verschieden

1/,1(])’5 = Zc(a, By, 54, 7, k)d)z(‘a) (rl)w](ﬂ)(rQ) .

dann

(o w7") = D23 @ Bty k)e(a!, By s R0 0 ) (D ul)

0,J g
=D c(a By tii g k) e, 6,954, 5, K)
i,J
Ortogonalitit der Baisfunktionen irreduzibler Darstellungen —
= 6’77’6tt’6kk’

Umkehrung

(bga) (I'l)w;ﬁ) (rQ) = Z C* (Oé, ﬁ7 s t7 i7.j? k)wz(:)t (rla I'2) (210)

vtk
mit
Z c* (av ﬂv ) t; iv j, k)C(Oé, 6, ’7/7 t,; ivj? k) = 57“//6tt’5kk/

.7
> (e Byt g k)e(a, 8,7, 54 5 k) = 61080
vtk
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2.11 Die Reduktion einer irreduziblen Darstellung
bei Beschrinkung auf eine Untergruppe

Sei ‘H eine Untergruppe von G und sei T%(G,,) eine irreduzible Darstellung von G.
— T (H,) ist eine Darstellung von H, aber nicht notwendig irreduzible Darstel-

lung von H:

7)) _ Z naﬁU(ﬁ) )
B

U#): irreduzible Darstellung von H.

Benutze Resultat von 2.8:
1 ~ (= *
Nag = Ech(xz(fa)) x5 (2.11)
p

(Summe iiber alle Klassen von H.)
Beispiel: D3, enthilt als Untergruppe C3 = (e, Ry, R2). Cs ist abelsch, i.e. alle
irreduzible Darstellungen sind 1-dimensional, 3 3 irreduzible indquivalente Darstel-

lungen.

03 e Rl R2 = R%

v 1 1 1
U(2) 1 eQTr'L'/3 e47r'i/3
U(B) 1 e47ri/3 627”'/3

(U(Ry))” = UR)U(Rz) = 1

g9

D X N(Ga)X P (Ga)* = goap

a=1

TW =0 UD 40U 403U ete.

Mit (2.11)
1 1
n11:§(1+1+1) =1l=nxn n31:§(2—1—1):0
nip = _(1 + eQm/S + e4m/3): 0 = ngo N3y = _(2 _ eQm/S _ e47rz/3) -1

1 . , 1 ) .
ni3 = 5(1 + 6471'1/3 + 6271'1/3): O = nog N33 = 5(2 _ 6471'1/3 _ 6271'1/3) — 1

Folgt

TG — @ g y®
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2.12 Projektionsoperatoren

Projektion auf Unterraum des R .

Suche jetzt Verallgemeinerung fiir Funktionsraume.

Betrachte Vektorraum L der invariant beziiglich der Transformationen T(Ga) ist,
G, € G. La. ist dieser Vektorraum reduzibel. Basisvektoren in den irreduziblen
Unterrdumen seien e( )t ; sind (a) und t fest, dann i = 1,...,5, (Dimension der
Darstellung «). t > 1, wenn es mehr als einen Unterraum von L gibt, der sich nach

der gleichen irreduziblen Darstellung 7(®) transformiert.

(oz)t Z (a)t

Sa
Die ega)t mit festem « und 4 (!) spannen den Unterraum L; auf, Ly, = > Lo;. Wir

i=1
zeigen jetzt, dass der Operator

P = 2N T @) Ta,) (2.12)

eine Projektion von L auf L,; liefert.

Betrachte:

t_ S t S t 9
(a) (6) ca ZT(a) T(ﬁ)(Ga)eff) _ _“5(16 Z 51‘1@51‘;'326) g
= o0 “” g.ed.

(]

Sei r ein beliebiger Vektor in L: r = > ¢(0,t ]) (B g folgt
Bit,j

pi(a)r = Z cla,t,i)e (a)t,

t
ie. ]51-(&) projeziert den Vektor r in den Unterraum L,;. Praktisch ist J:ji(a) oft
schwierig zu ermitteln, da alle Ti(ia)(Ga) bekannt sein miissen.
Leichter moglich: Projektion in den Unterraum Lo =), Las-
PO =3 ple) = J T ( O =253\ @)1a,),
DR D ) =2 A 616
i.e. nur x(*(G,) muB bekannt sein.

Es gilt

S Pl =1

Beweis: (3, X,(,a)sa =0,Cp#e)

e - —Z X @T () + Y sax ™ (Ga)T(GL)

« aFe
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« B) «
PP =5 56, P

Beispiel: Betrachte 11 (r) = 22, fiir Gruppe D3 aus dieser Funktion invarianten

Unterraum generiert: 22, 2, vy bzw. ~ 22, ~ (8y? — 32%), zy

P2 % (14 TR + T(Ro) + -+ T(R5)| 22
= %[x2+2x2+3y2+0]=%<x2+y2>
P2 — % (14 D80 + T(Bo) ~ T(Ry) ~ T(Ra) ~ T(B5)] 22
B
P®g? = % {2 —T(Ry) — T(Rg)} = % [2x2 - %xQ - ng] = —(2? —¢?)
—a? = @)+ )

1(2? + y?) transformiert sich nach T, (2% — ¢?) transformiert sich nach 7).

In diesem Fall kann man auch die einzelnen Pi @) bekommen

2 1. 1. . 1. 1.
P2 o |28 = 3T(R)a? = ST(Ra)a® — T(Ry)a® + 5T (Ra)a® + 5T (Rs)ar®
@) 11 11
= {1,-=,—-=,-1,5, =
T11 { ) 2; 27 I 2; 2
: 37, 1. 1. 1. 1.
P¥a? = 5 |7 — 3T (R)a? — 5T (Ra)a? + T(Rs)2® — 5T (Ra)2* = ST (Rs)a®
ol
= 5@2 - y2)

2.13 Darstellungen des direkten Produkts zweier
Gruppen

In 1.3 wurde das direkte Produkt G = K x H zweier Gruppen betrachtet. (IC, H
Untergruppen von G, H, K, = K,H, YH, € H, K; € K.) Eine Klasse von I x H
enthélt alle Produkte K,Hy, wobei K, bzw. H; die Elemente einer Klasse von IC
bzw. ‘H sind.

Beweis: Seien K,H, und K.H; in der gleichen Klasse der Produktgruppe. Dann

existiert ein Element K.H, so dass

K.Hy K Hy- (K.Hy) "
K K,K;'H;H,H;"
—_———

K. H,

d.h. K, und K. sind in der selben Klasse von K

von H.

KcHd

KcHd;

und Hp, Hy in der selben Klasse
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Seien g((’) (Kq) und U ) (H,) jeweils irreduzible Matrixdarstellungen von K bzw.
‘H. Dann bildet das direkte Produkt der Matrizen eine irreduzible Darstellung der
Produktgruppe G = K x H.

g(axﬁ)(KaHb) — z(a)(Ka) ~ g(ﬁ)(Hb)

Beweis, dass V. eine Darstellung ist: siehe 2.10.

Beweis, dass V irreduzibel:

X(aXﬁ) (K Hy) = X(a)(Ka)X(ﬁ)(Hb)
2 2
Z‘X(axﬁ)(KaHb)‘ :Z‘X(a)(Ka)‘ Z‘X(ﬁ)(Hb)
a b

a,b

2
‘ —k-h.

k ist die Ordnung von K, h die Ordnung von H, k - h ist aber gleich der Ordnung
der Produktgruppe, d.h. k- h = g. Nach (2.7) ist daher V(*5) irreduzibel.

Tatséchlich schopft z(axﬁ ) alle irreduziblen Darstellungen der Produktgruppe G =
K x H aus. Aus (2.8) folgt

Z(SQSQ)Q = ZsiZs% =kh=g.
o« B

a,p

Beispiel: Charaktertabelle fiir die Gruppe D3, = D3 X S}

S1={e,on} o =e

€ Oh
v 11 1
v (1 1

Rsop, = o3: Reflexion an der Ebene, die durch die Achsen R3 und z aufgespannt

wird (33 x 2 = 6 Klassen).

AZ

Py
IS
Py
ol
Hﬁ
I—
x
I
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D3y, Ci(e) Co(Ri,Rs) C3(Rs,Ra,Rs) Ci(on) Ch(Ryion,Reop) Ci(os,04,05)
(x1) 1 1 1 1 1 1
y(2x1) 1 1 -1 1 -1

Y (3x1) 2 -1 0 -1 0
y(1x2) 1 1 1 -1 -1 -1

Vv (2x2) 1 1 -1 -1 -1

y(3x2) 2 -1 0 -2 1 0

2.14 Das Wigner—Eckart Theorem

Betrachte Transformation T(Ga) im Raum L, G, € G. Betrachte ferner Operator
S in L — transformierter Operator S’ = T'(G4)ST(Gq) ™
Transformierter Operator:

Betrachte Operatoren 7', S in L

CI)>
=1

I
=}

T:

Ta=1u

[=$}
I

Welcher Operator transformiert dann v’ in @'? Antwort: S’

Sa' = Ta=TSu=T8T
S = TS8T!
T u
u
. S
S
u - U
T

Definiere jetzt irreduziblen Satz von Operatoren 5'®

§ = 7(G,)S T (G ZT“* S8

Der Satz Si(a) transformiert sich nach der irreduziblen Darstellung 7(%). Es existie-
ren S, solche Operatoren.

S = §: S transformiert sich nach der 1-Darstellung.

Betrachte jetzt die Wirkung eines Operators gfa) auf eine Funktion (;Sgp ), beide

transformieren sich nach den irreduziblen Darstellungen der gleichen Gruppe G



44 KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPEN

(wichtig bei Berechnung von Matrixelementen in QM). Dann transformiert sich der

Satz der sosg Funktionen
. 5
Yy = i(a)qb; )

nach dem direkten Produkt 7(**% der Darstellungen:

T(G, )y, = T(G,) 8% T(G,) " T(G,) ¢!

= Y 16, TG, 5 ¢

k,m

= Z T]E?ni(z[;) (Ga) 1Z)km .

k,m

T(@xP) 15sst sich wieder in irreduziblen Darstellungen zerlegen. Und analog kann

man die 9;; in irreduzible Komponenten zerlegen (analog zur Zerlegung (2.10))
SO == 3 a8, i Ry "
vtk
Betrachte jetzt Matrixelement (Quantenmechanik!)

(61,810 = (6 i) = D e Byt g K6 v )
'y/,t,k/

S et By trin g k) (6 0 (2.13)
t

— d.h. das Matrixelement des Operators Si(a) verschwindet, es sei denn die irredu-

zible Darstellung T(") erscheint in der Reduktion des Produkts 7 x 7).

1 *
— m,\/ = EZC[)X[()’Y) X](ja)XI()ﬁ) # O?
p

— die Matrixelemente (o, 3,7,1, j fest gewiihlt) lassen sich aus einer viel kleineren

(v) (v)t)
E ¥k

Zahl von Konstanten bestimmen: ( ist unabhiingig von k (und 4,7),

d.h. in (2.13) enthélt jeder Summand nur einen unbekannten Koeffizient (¢, !), die

Clebsch—Gordan—Koeffizienten sind aus Gruppentheorie bekannt.

(ng)l)v I(c’Y)t) _ <¢(’Y)||S((¥)H¢(5)>

nennt man die “reduzierten Matrixelemente”. Wigner-Eckart—Theorem

(60, 8Py = S e*(a, B, 7, 54, 4, k) (6|5 [ 6P
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Beispiel:
Betrachte Operatoren a%,w i =1,...,N im Vektorraum der stetigen Funktionen

d(x1,...,xn) = ¢(r). Sei G die Rotationsgruppe R,, r = (z1,...,znN)
¢'(x) = T(R)p(r) = ¢(R~'r) = ¢(F), T=(Z1,...,%n).

Der transformierte Operator ist T(R)-2=T(R)~" = 88/; ,‘?:T(R) = T(R>8%,J denn

Oz, Z;’ 0%
0 o
TR = o)
TR o) = 7o) = 9lr) = -0(0)

% => y g;f %, i.e. die n Operatoren bilden einen invarianten Satz beziiglich der
i i J

Rotation.
Rei = Z Rjiej
J

T, =er—=e; - Rr =¢; E {f]‘Rej: E Zj E eileel: E {f]‘Rij
j J l J

J

0 0
T(R)—T *R)=)» Rji—,
(BT () = oz
d.h. die Operatoren % transformieren sich wie die Basisvektoren. Der Satz der

Operatoren a%,‘ ist irreduzibel fiir die Gruppe R,,.

Ds: 2 transformiert sich nach 72, -2 -2 transformieren sich nach 7).
Dz Ox Oy

Zusammenfassung: Endlichen Gruppen und ihre Darstellungen

1.) Gruppe G, G, € G, G,Gp, = G., (G.Gy)G. = Go(GpG..), I e,G, 1. Gruppen-
zerlegung in Klassen: e,Cq1,Co,...,Cp

2.) Darstellung von G durch Operatoren in linearem Vektorraum (R?, Funktions-
raum).

Go —T(Ga),  T(G)T(Gy) =T(G.Gy)
e; = T(Ga)ei = ZTjiej
J
e; Basis im linearen Vektorraum.

T = (T;;) hingt von Basis ab, durch Ubergang zu neuer Basis hiufig Reduktion auf

Blockdiagonalform moglich.

N
. 1
N S SRR ret
p
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{e;} —{elV.e!?, ..}

o cp|Xp )|2 = g Irreduzibilitédtskriterium.

j ﬁ(sw Z

Basisfunktionen, die sich nach irreduziblen Darstellungen transformieren, sind or-
(e)
(2

(e} (a)

thogonal. e;”’ konnen sich sehr unterscheiden, abhg. von d.

— irreduzibler Satz von Operatoren

~
S =1(G,)8T(G,) T = TS
J

3.) Direktes Produkt von Darstellungen

@) B — flaxp) — Zm 7

o wird

aus den irreduziblen Basisfunktionen d)z(a), i
D=3 c(a, By, k)AL B
2.15 Punktgruppen

Symmetrietransformationen: Rotationen um Achsen um Winkel ; Spiegelung an
Ebenen: o; Translationen.

1.) 0= 27”: 3 Symmetrie n—ter Ordnung, Rotation C,, CJ) = FE

2.) 3 Drehspiegelachse

Sp = Chop = 0,0y .
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n ungerade: S, kein neues Symmetrieelement S, = oy,
3.) Speziallfall von 2.): n =2 “Inversion” I = Sy = Ca0y,.

4.) Das Produkt zweier Rotationen um Achsen, die sich in einem Punkt schneiden,

ist eine Rotation um eine dritte Achse, die auch durch diesen Punkt geht.

Punktgruppen: Symmetriegruppe eines Korpers mit endlicher Dimension, ein
Punkt bleibt bei allen Tranformationen fest!

— Alle Symmetrieachsen und —ebenen haben einen gemeinsamen Schnittpunkt.

3 einfache Regel zum Auffinden der Klassen bei Punktgruppen: siehe Landau, Lif-
schitz: Band III.

Die Punktgruppe:
I C, =n: C; = E keine Symmetrie vorhanden.

(IT) Sap,: ist 2n = 4p + 1, dann Sypyo = Copy1 x C;.
SQ = (E,I) = Cz

(III) Cpp: n—zihlige Symmetrieachse + dazu senkrechte Symmetrieebene. C,,j =

(Ck k=1...n;Ckoy, k=1...n), abelsch.

(IV) Cpp = nmm: n—zihlige Symmetrieachse + n Symmetrieebenen, die durch die

Symmetrieachsen gehen. Die Gruppe enthélt 2n Elemente.

(V) D,,: Symmetricachse n—ter Ordnung + dazu senkrechte Achse zweiter Ord-
nung — weitere n—1 horizontale Achsen 2—ter Ordnung. Enthilt 2n Elemente:

n Drehungen um Achse n—ter Ordnung und n Drehungen um Winkel 7 um

oK %"
-
F
g,

Cir Coe &

die horizontale Achsen.
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C, E I
C, E a
A;z 1 11
A, A;z Ay xsy 1 1 . { 1 & &
Ay 25952 B;z;y A"z 1 -1 Biadtiy 1 & &
Cap E Cy, oy I
Gﬂp E C’ {Fﬂ 'J;
D, E i ¢ 3
4, 4,;= A 1 1 1 1
B, By y By x 1 -1 -1 1
Au;z 2 Bz 1 1 —1 -1
By; x5y By; x By y 1 -1 1 -1
Cay E 2C; 3g, C, E ¢ C 0}
A,z A, 1 1 1| 4;z2 A 1 1 1 1
A, Ay z 1 1 —-1| B B;z 1 -1 1 -1
E;x;y E;xz,y |2 -1 0| E;etiy | E;o+ iy 1 & =1 —
1 —i =1 i
C, E C, Cy C, C3: as
ad;z 1 1 1 1 1 1
B 1 —1 1 -1 1 -1
E { 1 w! —w 1 w? —w
1 1 —o w? 1 —m w?
. 1 w w? —1 —w  —w?
By + ty { 1l —w —a —1 w? w
C{.p E C’g 20‘ 20'; ZU;
D, B C, 2C, 20U, 2U,
Dy, E C, 28, 20, 204
Az A, A, 1 1 1 1 1
By B, B,; z 1 1 —1 -1 1
E;xy E;z,y Eyxy 2 -2 0 0 0

Abbildung 2.1: Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen der Punktgruppen
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o1

D, E Cy 20, 2C, U, 30U,
Eh E E. Mj E,EI" B‘ﬂ'u 3:::.
gy, E o 20, 23, 3, 3Ba,
Ay Az A, 1 1 1 | 1 1
Ay 2 Ay Az 1 1 1 1 1 1
B, By A7 1 -1 1 1 1 L
B, B, Az;:z 1 -1 1 -1 —1 1
K, Ey Eixy 2 2 —1 -1 0 ]
Exy Eixy K- 2 -2 -1 | 1] ]
L4 E 8C, B30, 60, 8C
s £ 30, Al A0, ﬂ T, E 8C, 3C, 60, 88,
A 1 1 1 1 A, Ay 1 1 1 1 1
B { 1 1L & @A Ay Ay 1 1 1 -1 —1
1 1 & E E 2 -1 2 0 i
Fizwz 3 -1 0 i Fy Fyxnys 3 o —1 1 —1
Py z 4 3 0 —1 -1 |

Abbildung 2.2: Fortsetzung



52

KAPITEL 2. DARSTELLUNGEN VON GRUPPEN



Kapitel 3

Symmetrie in der
Quantenmechanik

3.1 Definition der Symmetrie in der Quantenme-
chanik

Betrachte zeitunabhiingigen Hamiltonoperator ﬁ(r), r=(7,...,7n). ¥(r) sei eine

beliebige Wellenfunktion.

Sei G eine Gruppe von Koordinatentransformationen Tr(Ga)r =1 = G,r.

— induziert Transformation von

THY = THT Ty = H'y'
Gilt nun H = T(G,)HT(G,)™' VG, € G (G, Symmetrieelement), dann nennt
man G die Symmetriegruppe des Hamiltonians

HT(G,) — T(G)H = [H,T(G,)] =0.
Konsequenz
Hy = Ey
THY = Ey =HY,
d.h. die Wellenfunktionen ¢ und T(Ga)w = ¢’ sind Eigenfunktionen von

H zum gleichen Eigenwert E.

Beispiele fiir Symmetriegruppen:

53



54 KAPITEL 3. SYMMETRIE IN DER QUANTENMECHANIK

Rotationgruppe (bei kugelsymmetrischem Potential)
Punktgruppe (bei Molekiilen)
Translationsgruppe (in Kristallen)

Symmetrische Gruppe (identische Teilchen)

Zwei wichtige Folgerungen aus der Existenz einer Symmetriegruppe G des Hamil-

tonians H:

(i) Die Eigenfunktionen ¢ und die Eigenwerte F lassen sich nach den

irreduziblen Darstellungen 7@ der Gruppe G indizieren.

(ii) Das Energieniveau E(® ist mindestens s,—fach entartet, wobei s,

die Dimension von 7@ ist.

Quantenmechanik:

Hip; = By, i=1,...,d
(i) = / N e (r); (r) = 6,

T')‘A(wz = ’F[Tl/)z = ETwi, d.h. T?ﬂz Eigenfunktion zum selben Eigenwert F. —
A d A
T => Tinhs,  Tji = (15, Tey)
j=1

denn dann immer noch HTy; = Z?zl TjiHyj; = ET;.
— die Matrixelemente 7Tj; bilden eine unitére Darstellung der Gruppe G
in der Basis 11, . ..,14. Diese Darstellung ist i.a. irreduzibel. Wire sie reduzibel,

dann zerfiele die Basis mindestens in zwei Sétze von Funktionen wgl), 1/)1(2), so dass

dy
Ty =3P ete.

j=1
Die Funktionen zum gleichen Satz haben den gleichen Eigenwert, i.a. wiirden wir
dann aber zwei verschiedene Energieeigenwerte F1, F5 erwarten, es sei denn es liegt
eine zufillige (d.h. nicht auf Symmetrien zuriickgehende) Entartung vor. Gilt da-
gegen Fy = Fy = E, dann ist die Darstellung irreduzibel.
Fazit: Die Eigenfunktionen zum gleichen (entarteten) Energiceigenwert bilden die
Basis fiir eine irreduzible Darstellung 7(®) der Symmetriegruppe. Die Entartung s,
ist gleich der Dimension der Darstellung.
Beispiel: Teilchen im kugelsymmetrischen Potential

2
y_ P
H= 2m—i—V(r).
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Losung Ynim (r) = Poi(r)Yim (0, ¢). Py hingt von V' ab, Y;,, normierte Kugelfunk-

tionen.
~ 2| 10 [ ,0p\ 12
Hy(x) 2m l r2 Or (T 37“) - r2w + V()Y v
iQYEm = Z(l + 1)Y2m
. !
Symmetriegruppe: Rotationsgruppe T'(R)Y;,, = > Ylm,Df,lL),m(R). Entartung
!

m/=—

20+ 1.

Beispiel: Teilchen im unendlich tiefen quadratischen Potentialtopf

AV

~
<

e e e

M
./

/ - X
s /a
- T
a a
IR
Vi(z,y) = u a
—5<y<g
2 2
Vz,y) =0 sonst

Hi(z,y) = Eihi(z,y)
K K2 < 9?2 9?2

W + a—y2> -I-V(a:,y)

Ansatz: (z,y) = ¢1()da(y), ¢i(z) = Asin (kz + ).

Losung: (i =n,m)

2
’L/)n,m(.ﬁ,y) = aSin %(Jﬁ—l— g) sin W;?l(y+ %)7
h2m?
En,m oMa2 (n2+m2), n,m= 1,2,3,...

2-fache Entartung n = p+k, m =pFk, n®> + m? = (p* + k)2
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Symmetrie Cg4y, Yy

'\ C4, Oy,0y/

Ov, :f: iii - X

Yy

T A
O \/, Oy
2 O-Vl 1

Darstellung der Gruppe Cl, in der Basis e;, ey:
. (1L 0y . (0 -1\ 5 (0 1\ o (-1 0
““lo1) 4T\ o) 4T \1 0/ “T o 1
o (0 =1y . (0 1y . (=1 0y . (1 0
le - _1 0 9 Uv2 — 1 0 5 0-1)1 - O 1 3 0'1)2 = O _1

Irreduzible Y x*(G4) = g = 4+ 4 = 8: Darstellung ist irreduzibel!

Es gibt nur eine 2—dimensionale nichtdquivalente Darstellung der Cl,.

Nebenrechnung: Darstellung der Gruppe Cy,, im R?

! _ _ /
e;=Te, = E T;e; T = (ej,ei)
J

J

3
—_——

’
Uj

Tu=u = TZuiei = ZuiTjiej = Z <Z uiTji> e; = Zu;ej )
7 i J

Rotation um £a:

! _ .
e, =e,cosa+e, sina

T, (R(e) = (COSCY —Sina>

_ sina  cosa

P
e, e,sina + e, cosa

Spiegelung an y—z—FEbene:

!
€= 7% -1 0 1 0
, taion) = (1) Tele = (5 )
€, =e,
Spiegelung an Ebene z, Winkelhalb. x, y:
e, =e, 0 1 0 —1\ € =-¢
! . ! _
e/ = e:c TR(UUQ) a (1 O) ’ TR(UUl) - (_1 0 ) el = —e
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r = 2xe; +yey

z=(es1), y=/(eyT)

z' = (e,, G5 'r)

¥ =Tpr 4+ Ty, Y =Tyex+Tyyy
Vo = Ya(2',Y') = Toatha + Thathr

1Z)l/) = 1Z)b(x,a y/) = Tabwa + Tbbwb

Beispiel: G, = Cy; 04_1 =Cha' =y, y=—x

T¢(04)wa = = wa(Cglr) = Yo', y") = 2sinm(y + %) sin 27 (

1 1
= —2sin7(y + 5) sin 27 (z + 5~ 1) = —y

1
—r+ )

2

o7

Die quantenmechanischen Wellenfunktionen zum gleichen Energieeigenwert sollten

Basisfunktionen fiir eine irreduzible Darstellung der Symmetriegruppe sein.

Test:

1 1
Yo = Y1(@y) = 2sinmla + 3) sin2n(y + )

1 1
Yy = Y21 (z,y) = 2sin2m(x + 5) sin(y + 5)

Suche Darstellung in der neuen Basis; T'(G,)y(r) = ¢(G;'r). T(é) =

Zeige: — 14,y tatschlich Basis fiir irreduzible Darstellung.

. r =Y
C(4 . y/ = g
Yo =
Yy =
2 7'
Ci=0Cy: Y
Yo =
vy =

T(Cy) = (_01 é)

Z/Ja(éfr) = 2sin7r(+y+ %) sin27r<—x+ %)

1 1
—2sin7r(y + 5) sin27r(x + 5) = -1

wb(éfr) = +281n27‘r(y—|— %) sinﬂ-(_x+ 1) = 41,

2

T

—oorea= (3 Y)

A~ ]_ 1
ﬁ’a(cfr) = 2sin7r<x+ 3~ 1) sin27r<y+ 5~ 1)

_wa

Y, (C2r) = 2sin27r<x+ % - 1) sinw(y—f— % — 1) = =1

(

1 0
0 1

)

Taa =10

Tba = -1
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: = 0 -1
Cf : y = xya T(CE) = (1 0 >:

wzlz = wa(ézlr) = ZSinw( —y+ %) sin27r(x—|— %) =+,
v, = 1, (Cyr) = 2Sin??T( —y+ %) Sinw(x+ %) =1,

R = —x 1 0
Guy , , T(oy)= (O _1):

1 1
P = wa(&vlr):—2sin7r(x+§—1) sin27r(y+ 5):1/%1

wzl) =
. = —y 0 -1
we o= (5 )
/ / . 1 . 1
v, = wa(avlr):2sm7r(y+§—1) sm27r(x+§—1):—z/}b
1 1
vy = wb(&glr):2sin27r(y+§—1) sinw(m+§—1):—wa

. = 0 1
s =t )= (1 )

1 1
Yy = P,(6,,r) = 2sin7r(y—|— 5) sin27r(a: + 5) =1y

1 1
vy, = U, (6,,r) = 281n27r(y—|— 5) sin7r(a:—|— 5) =1,

Die 2-dimensionalen irreduziblen Darstellungen der Gruppe Cy,: Tr(G) und Ty (G)

sollten dquivalent sein, d.h. es muss eine Matrix existieren, so dass

T (Ga) =A™'Ty(Ga)A  VGa€G.
Behauptung: A = <(1) (1)> — éfl

i.e. Spalten vertauschen

Z) = (Z Z) i.e. Zeilen vertauschen
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e 4y )=(c V)4
Ca é((l) _01> - <(1) —01) - <—01 é)é_ <(1) —01>
¢: 4 <_01 —01> B (—01 _01> - <_01 —01>4: (—01 _01)
@ o)) ()
oAl )= (o) B)as(Bo)
o alo 5)=0 )20 Da-0 V)
Ao a(h )= )G )a= (T L)
Al o)=(0 )20 0)a=( 1)
Betrachte jetzt nicht-entartetes Energieniveau (n,n), E, , = ;\i;;rj n?
. 1y . 1
e = Yz, y) = 2sm7rn(x + 5) Slnwn(y + 5)
Cy: g,ljl_:_y P = -2 sinﬂn(y + l) sinwn(x + . 1) = p(—=1)"
Yy =z 2 2
Cc3: z:z:;j 1b':+2sin7m(x+%—1) sinwn(y—f—%—l):w
o
T
Ty - ;l:_xy Y = (=1
o, ;fj:i W=
A G

Fazit: Fiir n ungerade transformieren sich 1. nach der 1-Darstellung A;.

Fiir n gerade transformieren sich . nach der Darstellung Bs.

Zufallige Entartung: Die Kombinationen
c=n?+m? =16+ 63% = 33% + 567 = 257 + 60? = 397 + 522 = 65

fiihren zum gleichen Energieeigenwert.

99
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Zahlentheorie: Ist ¢ eine Primzahl der Resklasse 1 mod 4, dann besitzt ¢ genau eine
Darstellung ¢? = n? + m? etc.

c I+ 1

4 4
3.2 Molekiilschwingungen

Betrachte Molekiil aus N Atomen (punktformig). Auslenkungen aus Gleichgewichts-

lage {Q1,QQ,---,Q3N}-

“harmonische N#herung”:

Vig,... 3N ~Vo+ = Tyowo 3N‘ “qiq; + .
(@119 ;18 gV @ n)| g

Reskalierung:

q=

3N
lem , 1 I _ 0?
- §ZP?+§ZDijqiqj mit Dij = (MzM]) 1/2WV(Q1,---,(]3N) :Dji
i= i,j 404 0
Hauptachsentransformation:

Z(Dj widiaz =0.
J
q1k

ist Eigenvektor zum Eigenwert wﬁ, die Eigenvektoren sind orthogonal.

a3Nk

D ainan =0 —  G=Y aunQx (3.1)
i k
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Zﬁ? = Z Zaiink’Qka’ = Z Qi = ZwiQi

i kK k k

> Dijdid; =YY Dijainaj QuQr = Y widijamap QuQ
—

4.3 kK L
3N
1 . . .
— Ho= 3 g [P;? + wiQi} ~ harmonische Oszilatoren mit Frequenz wy .
k=1

Wir wollen jetzt zeigen, dass die Normalmoden @ nach irreduziblen Darstellungen
indiziert werden kénnen Betrachte 3/N—dimensionalen Vektorraum. Verschiebung =

Verzerrung des M. = Vektor im R3Y
a=A{G,....@sn} = > Giéi, (€;,€;) = dij -

Operator D (im Vektrorraum) fiir die potentielle Energie: Dé&; = > Dije;.
1 - .
V(a) = 5(a, Da) = Z GiG;(&i, D&;) = Z Dij i

0,

Gehe zu neuer Basis e, = Z a;;,€; iiber

ekvek/ E Qi Qg ez;ej E Wik Aik! = 5k,k' .
i

In dieser neuen Basis
3N
q= Z Gi€; = Z a’L]Qja'lk)ek} = Z Qrer -
i=1 2,7,k
Qy, ist die “Normalkoordinate”. Umkehrtransformation €; = ), a;rey, folgt

- f— . Ne . = . ..N .= . .. 2~ .= 2
De, = E aippDé; = E aipDji€; = E aiplijw,€; = wyep
( 2

9

Betrachte nun eine Symmetrieoperation G, die die kinetische und potentielle Ener-

gie invariant ldsst:

a — d=T(G.)a
& — &=> Ti(Gag,
J
Zqu ~ (a,q) = (d.q) = (q,7Tq)

i.e T unitér. Das gleiche gilt fiir g.

R 1
(d',Dq') = §(q7T_1DTq)

ie.|D=T"'DT| dh. D kommutiert mit H.

N =

Vig) = %(q, Dq) =
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(i) Ist e, eine Normal-Auslenkung zur Frequenz wy, dann ist auch e}, = T(Ga)e,

eine Normal-Auslenkung zur selben Frequenz, denn

(ii) Der Satz der Normal-Auslenkungen zur gleichen Frequenz bildet eine Dar-

stellung der Symmetrie-Gruppe.

(iii) Schliefit man eine zufillige Entartung aus, dann sind diese Darstellungen ir-

reduzibel und haben die Dimension s, .

Unterschied zum Schréodingerproblem: Gesamtzahl der Moden ist 3N, Gesamtzahl

der Eigenfunktionen ist oco.

(i) Sind alle w, verschieden, dann ist T}, (G,) diagonal YG,, i.e. Darstellung

T, ist in eindimensionale irreduzible Darstellungen zerlegbar.

(ii) Sind einige w, gleich: %2)1 = %2)2 =...= %2)57 dann T}, (G,) fiir p1 < p, p' <

ps 1.a. von Null verschieden:

(a) 3 kein Symmetriegrad fiir Entartung (zufillige Entartung) der Schwin-
gungsfrequenzen — durch Wahl geeigneter e, weitere Diagonalisierung

moglich.

(b) Entartung nicht zufillig, dann keine weitere Diagonalisierung fiir alle
Typ (Go) moglich. — Durch Ausreduktion von T sind die Anzahl der

verschiedenen Eigenfrequenzen zu ermitteln.

Klassifikation der Normalmoden: Der 3N-dimensionale Raum aller méglichen
Verschiebungen liefert eine i.a. reduzible Darstellung TGN) der Symmetriegruppe.
Zerlege jetzt diesen Raum in Unterrdume, die durch e, zur gleichen Frequenz auf-

gespannt werden.

TN = 3 i, @)

Ist my > 1, dann 3 m, verschiedene Frequenzen, fiir jede 3 ein Satz von

so Vektoren e(a)

=1 Ecpxp i

(@)

Xp ~ schon bekannt, wenn G bekannt. X( N) 9
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t=1...N nummeriert Atome

Schreibe €; = € 1= . .
‘ b o =x,y,z nummeriert Achsen

T(Go)e;, = Té o= Z T3, a8t
3N (3N
X;()SN) = X( )(Ga) = Z Tt(,a,t?a(Ga)
t,a

Zur Diagonale in T tragen nur solche Atome # bei, die durch die Symmetrieoperator
G, nicht bewegt werden. Deren Beitrag zu Xp ) ist Yoa Tt ZJ\; o(Ga). Das an Atom
t angehaltene Dreibein € ,, €7, € . wird sich i.a. aber unter G, drehen.
Basis & :  Tij = (&;,T¢;)
o T” Darstellung ist i.a. reduzibel
Tim
HA-Transformation e, = 3 a;p€;:
i

” L

.. Wy = W1 0
Ti' w3

J —
.. - w4 = w3 D =T

w3N . D
Ausreduktion (keine Kenntnis der D;;):

[]

- ] = imaza
@

[]

Weitere Ausreduktion im Prinzip denkbar, aber alle neuen e), wiren Eigenfunktio-

nen zum gleichen Eigenwert w,, zufélliger, d.h. nicht symmetriebedingte Entartung.

Totale Darstellung:

Tzij = Tt,(y;t’,a’ - ta,oz’ X Pt,t’

P, i Permutationsdarstellung

Beispiel: HyO: G, = Cs

) -1 0 0 0 1 0 0 Gy 0
T(Co) =t(Co)xP(Co)=| 0 41 0 |x(1 0 0|=/[LCy) 0 0
0 0 -1 0 0 1 0 0 tCy)
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Symmetriegruppe: Rotation um feste Achse um 6 = 27 /n + Spiegelungen.

Eigentliche Drehung um z—Achse um Winkel #: “Vektordarstellung”

T(R)e, = e, cos + e, sinf
T(R)e, = —e, sinf + e, cos
T(R)e. = e.

Da die Spur unabhéingig von der Basis ist, gilt x = 2cosf + 1 fiir alle eigentli-
che Drehung. Sind unter der eigentlichen Drehungen R(0) Ny Atome unbewegt,
dann ist der Charakter x*N)(R(6)) = Ngg)(2cos6 + 1). Bei einer uneigentli-
chen Drehung geht zusétzlich z — —z iiber: o, R(0) = S(6) (Drehspiegelung). —

x = 2cosf — 1. Damit sind die m, bestimmbar.

Eliminiere zun&chst alle Moden mit Frequenz Null: das sind Verschiebungen, die

der Translation + Rotation des Gesamtmolekiils entsprechen.

Xtrans (R(Q)) = 2cosf+1

Xtrans (S(G)) = 2cosf—1

Die Rotationsmoden transformieren sich wie ein Vektor unter einer Rotation, aber
sie verhalten sich gerade unter der Inversion, d.h. sie bilden einen Pseudovektor
(axialer Vektor). S(0) = opR(0) = ICoR(0) = TR(6 + )

Unter Inversion dndern r und a das Vorzeichen — a’ x r’ = a x r.

d=d(r)=axr —— d =RaxR'r)=Raxr
R(6)

R d(r)=I(axIr)=axr
i
Unter Rotation verhilt sich d wie ein Vektor, unter eigentlichen Drehungen

— Xt (R(6)) = (2cosf + 1)

= Xrot(S(0)) = —(2cos 0 — 1)

— d ist ein Pseudovektor.
Plausibel machen: bei Drehungen wie poli—Vektor bei Inversion: a — —a, r — —r

ungedndert.

Erginzung: Uneigentliche Drehung = Drehspiegelung S(0) = Drehung um Winkel
0 um z—Achse + Spiegelung an xy—Ebene.
Transformation polarer Vektoren

cos§ —sinfd 0
(5(0)) =T = | sinf cosé 0 X =-14+2cosf.
0 0 -1

I~
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Der Vektor d, der die Rotation des Gesamtmolekiils beschreibt, &ndert sich bei

Inversion des Koordinatensystems nicht. Nun gilt

S(0) = 0,C(0) = ICLC(0) = IC(0 + 7).

Y

<—-"N__’,

& -~ "\

3e 3

Transformation axialer Vektoren (keine Anderung unter Inversion)

cos(@+m) —sin(@+m) 0
T(S@)) = |sin(@+mr) cos(@+m) 0 — x=1-—2cosf.
0 0 1

Damit erhalten wir fiir die Vibrationsmoden

Xvib = X(3N) — Xtrans — Xrot
xvib(R(0)) = (Ng@) —2)(2cosf + 1)
xvin(S(0)) = Ng(g)(2cosf — 1)

Man kann sich jetzt vorstellen, die Translationen + Rotationen des Molekiils als

Ganzen ... zu haben, es bleiben dann die inneren Freiheitsgraden iibrig. Die im-

mer noch reduzible Darstellungen in diesem Unterraum reduzieren wir jetzt aus.

Beispiel: HoO-Molekiil
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Symmetriegruppe Cs,: E; Co Rotation um b um 7; o, Reflexion in Molekiilebene;

o, Reflexion an Ebene senkrecht zur Molekiilebene durch b.

E(eigentliche Drehung um 6§ = 0, Ny = 3
C(eigentliche Drehung um 6 = 7, N¢, =1
o, (uneigentliche Drehung um 6 = 0, N, =

o, (uneigentliche Drehung um § = 0, Ny =1

— alle w,, verschieden!

Xvib(E) = (3 —2)(2cos0+ 1)

) (
) (
3)  Xvib(0w) =3(2c0s0 — 1) =3
) (

Xvib(0h) =1(2cos0—1) =1

Charaktertafel
Cay E Cy o, o,
1
A L1 1 1 m=gB414341)=
1
Ao 1 1 -1 -1 m221(3+1_3_1)20
1
B Lol 1 | mg=1(B-1+3-1)=1
1
By Lol 1 1 ma=1(3-1-3+1)=0
Xvib 3 1 3 1 TOb) — 94, + 1B,
Xrot 3 -1 -1 -1 T(rot) = Ay + B + By
Xtrans | 3 -1 1 1 | T = A, 4 B + By
XCV o 13 1 || TON =34) + Ay + 3B + 2By

Alle Darstellungen eindimensional — keine Entartung der Schwingungsfrequenzen.

In der reduziblen Darstellung 79 sind die Darstellungen B; einmal und A; zwei-

mal enthalten.

Fazit: TGN) = (A1 + By + Ba) + (A2 + By + Ba) +(2A;1 + B1) — keine Entartung

Translation Rotation
der Schwingungsfrequenzen.

Hauptachsentransformation: Berechnung der Transformationsmatrix:

a = (a;;) ohne Kenntnis der Kraftmatrix D;; (soweit mdglich!).

N
Qp = Z aip(ji = Z Z At a;pqt,aV M;
[

t=1 a=z,y,z

Normierung: wegen Orthogonalitéit der Transformation ), a;xaip = Opp.

1. Translationen des Schwerpunkts: Q,—1,23

N
Qo= VMiGra, a=1,2,3
t=1

=3

Xvib(Co) = (1 —2)(2cosm+ 1) =

1
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N N
QIZNIZMtqt,x:NIZ \/Mtqt,m; at,a;1 :Nl\/Mt(sa,m
t=1 t=1

L (& 1 al M,
Nl ZMt =1 — ./\/1:—7 ]\4:2:]\4'157 mt:ﬁ
t=1 t=1

=

M,
TR

- Ol =

Q2, Q3 analog:

N N
M M
Q2= \/5rity: Qs =Y A/~ ir--
t=1 M t=1 M

2. Rotationen um den Schwerpunkt:

N
Qa+3:z I_t(R?XfIt)a, a=1,2,3
t=1 o

Lege Koordinatenursprung in den Schwerpunkt, dann sind die Ruhelagen RY.

y
M3
a } (1-a)a
¢ %
U aa
M 1 @ M 2
b=tand .a
M.
2Miaa = (1 — @)aMs — «a= VS; Rg,z =0
M3
—R(ix = R(Q)T =atangp; R(l),y = ng =7
2M
0 _ 0 _ 1
R3;,=0, R3,= Ve
Triigheitsmomente: I, = 2M 1 Msa®/M , I, =2Ma*tan® o, L. =1, +1,
Allgemein:

N N
1
Q4 = N4 Z Mt (R?’yqt,z - R?’th,y) - \/I_ Z Mt1/2 (Rg,y(jt,z - ng@e,y)
t=1 Tt=1
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Normierung: N7 Ei\;l M, (R?,y2 + R?,ZQ) =N, =1, N;=1/T,, I, Trigheits-
moment beziiglich der x—Achse.

N

L= M (R - R,

t=1

Qs =

Z M} (R G — R 1.2

\/7/ =
1 - ~
Qs = VI, ;Mtl/z (RY oty — Rydee)

Damit wird

_ Ms 2M,
Qs = I 1/2{ 1/2ﬁ3aq1z M11/2ﬁa 22+M1/2 Ml q3,z}

_ I;l/Q%(MlM:g)I/Q {_M1/2 MJ/ q22+2M1/2q32}

vV Ma (M My)'/?
= 2?]\(4]\14;;\4 { M1/2§1z_M /2q2z+2M /2q32}
1V3

1
= o (Vs o) + 20/ M}
1

= I_1/2{+atan M1/2~Z—~Z}:—~Z—~Z
Qs Y oM " (q1,2 — Ga,2) ﬁ(ql, 2,2)
2M;

_ 1/2 N Mz 1/2 - Ms 1/2 _
Qe = I 1/2{M1/ <—atan<ﬁqu+ﬁa(I1,z +M1/ ataﬂ@Qz,y-Fﬁa(Jz,z +M3/ ~ 7 3.

M;?Ms MMy . M MY
= Izl/za{Tg M1/ tan pga , + 173(12@+M11/2tan<pqg,y—217M3q3ﬁx

_ M1 Ms 5 5 B M B B
= ) A St} M- = z) — 2/ M1Gs. 4 t -
al; Y VM3(G1e + G2,2) — 2/ MiGs o + NATA an ¢(Ge,y — G1,y)

1 1+ Art —1/2 ]\43(~ +~ ) 9 M- ~ i Mt 2 (~ ~ )
7 YA an? ¢ \/ i Qi + 42,2 \/ ng’x \/Mg an-o\qQ2,y —diy) s

Bei der letzten Reihe benutzten wir

1o (M M3)'/2 a(M M3)'/*v/M 1

I = .
¢ M - MY2(2My Mza? + 2M; AL “a?tan® p)1/2  V/2(1 + M tan® o/ Ms) M1/

Damit sind die 3 Rotationsfreiheitsgrade mit p = 4,5, 6 bestimmt:

[ms . ~ -
Q4 - - 7((]1,2 + q2,z) + v 2m1q3,z

1 -
Q5 = ﬁ(ql,z - q2,z)
1 _ B 5 N tan B N
Qs = ﬁ(l + tan? ¢ /mgz) /2 {\/m:s(m,x + G2,2) — 2¢/M1G3,2 + ﬁi((h,y - ql,y)}

Zur Bestimmung der Schwingungsfreiheitsgrade ist es sinnvoll, die Projektionen
von q = Zfivl ¢;€; in den Unterraum L, zu betrachten, der von den Einheitsvek-

it . .
toren e, = e?’ ,t=1...mq, i=1...5,, aufgespannte wird.
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Zur Notation: In der alten Basis &; war i ein Indexpaar i = (t,a) ¢t =1...N
(Zahl der Atome), o = z,y, z und damit ¢ = 1...3N. In der neuen Basis e, ist p ein
Indextripel p = («a,t,i) « = 1...n numeriert die irreduziblen Darstellungen, ¢t =
1...mq numeriert die gleichen irreduziblen Darstellungen wenn sie mehr als ein mal

auftreten, i = 1...s, numeriert die Reihe/Spalte in einer irreduzible Darstellung.
Dot i1 22 1= 3N.

Die Anwendung des in 2.12 eingefiihrten Projektionsoperator

R S o) * ~
ple) = ? ZX( ) (Ga)T(Ga)

auf q fithrt zu

3N 3N Mo Sa
POq=PY " Ge =P Y Qpey =D Y Qarief
i=1 p=1 t=1 i=1

Enthiilt die rechte Seite nur einen Term (mg, = s, = 1), dann ist durch Berechnung
der linken Seite @, als Linearkombination der ¢; bestimmt. Enth&lt die rechte Seite
mehr Terme, kann man zusétzliche Information aus der Orthogonalitéit der Zeilen
und Spalten der Matrix (a;p) entnehmen, sowie aus der Kenntnis der Q1 ... Qg. Im
Fall des HoO Molekiils haben wir 4 eindimensionale Darstellungen mit den Héufig-

keiten mi =14+0+2, mo=0+1+0, mg=1+1+1, mgy=1+1+0.

Zur Bestimmung der Projektionen von q benétigen wir die Operatoren T(Ga) in

der totalen Darstellung i

& e}
1 0 0 -1 0 0
tle) = E,=(0 1 0], tC)=|(0 41 0 |=¢ 3x3Matrizen
0 0 1 0 0 -1
1 0 O -1 0 0
tlo) = (01 0]=t, to)=[0 +1 0 |=t
0 0 -1 0 0 +1
E, 0 0 0 ¢t 0
i(e) = 0o E, 0], 2(02): t, 0 0 9 x 9 Matrizen
0o 0 E 0 0 ¢
=3 21
t, 00 0 t, 0
T(o,) = (0 t, 0], Z(o,)=[t, 0 0
0 0 ¢t 0 0 ¢t

=2 =3
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Wir kommen nun zur Bestimmung der Projektionsoperatoren: s, =1, g =4

4 - £3+£2 21—'—23 0
4PV = 3 XWNGO)L(C) = |t +t, Byt 0
a=1 0 0 L, +1 +L,+L,
2 00 200000 (1/2)(d1,s — o)
0 20 0 2 00 0O (1/2)(G1,y + G2,9)
0 00 0O 00O O0O0OTO 0
200 2 00000 —(1/2)(10 — Go.r)
= o 20 0 2000 0]=PY=| (1/2)(G1y+dy)
0O 00 0 OO O0OO0OTO 0
0 00 0 0O O0O0OTO 0
0 00 0 00O O0 40 43,y
0 00 0 OO O0OO0OTO 0
Hieraus lesen wir ab (2 Schwingungen und 1 Translation transformieren sich nach
Aq)
1, . _ _ - 1, _ - - -
E(qu —G2,0) (€12 _eQ,x)+5(ql,y+q2,y)(e1,y+e2,y)+q3,ye3,y = Q2e2+Qrer+Qses
Zur Darstellung Ay gehort der Projektionsoperator pP®
£3_£2 21_£3 0
4P® = T(e)+I(Cs)—TL(oy)—L(o))= | L, —t, E,—1, 0
0 0 £3+£1_£2_£3
0
00 0 00O O O0O0O 0
00 0 00O O O0O0O - -
0 0 2 00 =2 0 0 0 (1/2)((11(,;—(12,,2)
00 0 00 O O0O0OO 0
= (oo 0o 0o 0 00 0|—-P%q= - B
00 -200 2 000 (1/2)(‘126”%)
00 0 00O O O0O0O 0
00 0 00O O O0O0O 0
00 0 00O O O0O0O 0

1, . - - -
- §(Q1,z - q2,z)(e1,z - eQ,z) = Q5e5 5
Ao tritt nur einmal auf, da sich nach A, nur eine Rotation transformiert.

Zur Darstellung By gehort P® (enthilt 1 Translation, 1 Rotation, 1 Schwingung)

E3+£2 21_23 0
4£(3) = z(e)_Z(CQ)"‘i(UV)_i(U;): L — 4 £3+£2 0
0 0 £3+£2_£1_£3

2 0 02 0 0000 (1/2)(q1,2 + @2.2)

0 2 00 -2 00 00 (1/2)(G1,y — G2,y)
0 0 00 0 0000 0

2 0 02 0 0000 (1/2)(G1,2 + @2,2)

= 0 -2 0 0 2 00 00 —>£(3)q= (1/2)(G2.y — G1.4)
00 00 0 0O0O0O o 0
00 00 0 0400 03,0
0 0 00 0 0000 0
0 0 00 0 0000 0
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1 . B N 5 1 . - - - .
= Gt @Re)@e + 82a) + 50y — G2y)(ry —82y) + (32830

= Qie; + Qses + Qoeyg

Zur Darstellung By gehort P®) (enthélt eine Translation und 1 Rotation)

()= T(Co) - T(o) +To) = [ £, -1, E, 1, 0

0 0 B+ttt

42(4)

1M

(1/2)(q1,> + Go,2)
0
(1/2)(q1,= + Go.2)
0
0

d3,z

Il
SO O OO OO oo
OO O OO OO oo
O OO NO O NOO
OO OO oo oo
OO O OO OO oo
SO OO NOONOO
OO O OO OO oo
SO O OO OO OO
o O oo oo oo

1 . N - R
= §(Q1,z +G2z)(€1,2 +€2.2) + §3,.€3. = Q3e3 + Quey
Die Bestimmung der rechten Seiten, d.h. die Zuordnung der Translatio-

nen und Rotationen zu den Koordinaten erfolgt so:
(i) der Vergleich von P@q mit Q4 — Qg selektiert Qs:
(ii) der Vergleich von PWqmit Q1 — Qs, Qu, Qg selektiert Qs, Qu;
(iii) der Vergleich von PO qmit Q1, Qa, Qg selektiert Q¢ und Q1;
(iv) P q enthilt Q.

Die Zuordnung von Q7 — Qg zu den Darstellungen A; und Bj ist willkiirlich.

3.3 Bestimmung der Vibrations—Normalkoordinaten

Aus PO®q folgt Qg = a(Grz + Go,z) + b(G1,y — Go,y) + €G3,5- @, b, c werden aus der
Normierung 2a? + 2b% + ¢? = 1 sowie aus der Orthogonalitit zu anderen NK be-
stimmt.

Orthogonalitit zu Q1: 2a/m1 + ¢y/m3 =0

Orthogonalitéit zu Qg: N [2a\/n73 - Zb% - 2\/’17716} =0.

Losung a = —Ntan¢, b= —N, c =2, /2L tan o/

ms3

€9

~ ~ ~ ~ m ~
N{— tan ¢(e17x + 82@) — (eLy — e27y) + 21 / m—; tan ¢e37x}

Qg = N{tanqb |:2 md&x - (61,x + qQ:F):| - (dl,y - 627’!!)}
\/ ms3
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Q7. Qs: Aus P (q) folgt der Ansatz

Qr = alGre —G22) +0(G1y — Goy) + 3y
Qs = a(qre— o) +b(Gry — Goy) + sy
Normierung:
2@* +b?)+ 2 =1 (3.2)
2@ +v*)+e&2 =1 (3.3)

Orthogonalitéit: ist zu Q1, Q3, Q4, @5, Qg, Qg trivial erfiillt.

Zu QQZ
2by/my + cy/mz =0 (3.4)
20\/my + &/m3 =0 (3.5)
Zwischen QQ7, Qs:
2(aa + bb) + ce =0 (3.6)

Mehr Relationen stehen nicht zur Verfiigung! 6 Konstanten, 5 Relationen — 1 Kon-

stante bleibt unbestimmt!

Ansatz:

a = ag Cos o, a = ap sin o

b= bysina, b= —bycosa

Aus (3.4) folgt ¢ = —2b, /71, aus (3.5) folgt ¢ = —2b, /™1 Wenn man dieses

m ms

Resultat und den Ansatz in (3.6) benutzt folgt aZ = b3 (1 + 222L).
ms

m
1 = 2(a2 cos® a + b sin® @) + 4b2 sin® or—
ms

= o2 <(1 + 2@) cos? o+ sin® a (1 + 2@» = 22 <1 + 2@>
ms3 ms3 ms3
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Damit ist die Matrix @ = (a;p) = (at,a;p) bis auf den Winkel o bestimmt:

0 VmsN cos o/ /2 sina/v/2

0 —tanpN//m3 sina/(2/m3)"/?  —cosa/(2/ms)!/?
1/v/2 0 0 0

0 VmsN —cosa/V/2 —sina/V/2

0 tanN//ms  sina/(2/ms)/?  —cosa/(2/ms)'/?
—1/V2 0 0 0

0 —2/mN 0 0

0 0 — sin ay/2my cos o/2my

0 0 0 0

i = S

mt*ﬁ; M:ZMt
1 tan? 1/2
/\/——<1+ <p>
V2 ms
_ cosa(@1,e — 82 + sinay | 22 (&1,, + 8,) — sinay/ e
e; = ——cosa(e] , — €2 sinay/ — (e e —sinav/2mi e
7 \/ﬁ 1, 2, 9 1Ly 2,y 1€3,y
1

. ~ [ms ~ _
eg = 7 sina (e, — €24) + (—cosa) 73('31,@/ +€2,y) + cosav/2miés,,

Damit Reduktion von 45 (3N (3N + 1)/2) Kraftkonstanten auf 4. Nach Elimination
von Translation und Rotation bleiben allerdings nur 6, d.h. Symmetrie liefert nur
Reduktion um 2.

Die potentielle Energie ist V = v9Q3 + v7Q2 + vsQ3 + v78Q7Qs.

EINSCHUB

Beispiele:

Betrachte die Gruppen C5, D3, Sz, R = SO(2).

Sei H = — 22w 4 V(r).

V2 = V’* unter Rotationen (siche 2.14), da alle obigen Gruppenelemente Spezi-
alfille von Rotationen sind, bleibt die kinetische Energie invariant. Wir betrachten
jetzt Fiille, wo die potentielle Energie ebenfalls invariant ist (unter einer der Sym-
metriegruppen).

1.) Cs3: C3 = ¢, R, Ry = R% ~ Rotationen um die z—Achse um 120°, C5 ist eine

zyklische, abelsche Gruppe — die Darstellungen sind 1-dimensional

T@(Ry) = 2™ D3 0 =1,2.3, 2B (R)T®(R) =7 (Ry)

Charaktertafel:

2\/Mtan oN
0

0
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Cg (& R1 RQ

11 1 1

2) 1 e27ri/3 6471"£/3
1

7
+(3) eAmi/3  o2mi/3

— Die Eigenzustinde sind nicht entartet, werden durch o numeriert und haben die
Eigenschaft

T(Rl)w(&) _ eQTr(oz—l)i/3w(a)(¢) _ w((y) (¢ . 2?7‘-) :

¢ Polarkoordinatenwinkel. Man kann deshalb auch

¥ () = ua(@)e 7D

schreiben mit uq (¢ — 27”) = U (p), d.h. man muB () (¢) nur fir 0 < ¢ < 2?”
kennen.

Auswahlregeln fiir dipole Ubergiéinge S = —eljx;

J = z: ez ist invariant unter der Symmetriegruppe und gehort zur identischen Dar-
stellung 7(1. Wigner-Eckart-Theorem: 7(1) x 7(®) = 7(®) — 3 in diesem Fall nur
Ubergiinge (%), ez1p(®)) mit B =« .

D.h. eine in z-Richtung polarisierte Lichtwelle kann nur Uberginge zwischen Zustéinden
mit dem gleichem Index « hervorrufen. Ist das Licht dagegen in der X Y—-Ebene po-

larisiert, gilt z = r cos#,

x +iy = rsinfe™™®  in Kugelkoordinaten
1 . )
= 3" sinf(e'? 4+ e~*%)

1 . .
)= Z?“ sinf(e'? — e ')

(M 148t 2,y unverindert, 72, 7(3) hingegen nicht.
2 2
2’ = cos —ﬂ(a— 1)| % + sin —W(oz—l) 7
3 3
2 2
§ = —sin {?ﬂ(a - 1)} & + cos {%(a — 1)] 7 (3.7)
a = 2,3. (3.7) reduzible Darstellung, 18t sich in 7 und 7(3) ausreduzieren.
Damit folgt: der Dipoloperator in der z—y-Ebene enthiilt Anteile, die sich nach 7(2)

bzw. 73) tarnsformieren — (1) < (2), (1) « (3) und (2) < (3) moglich (siehe
Wigner—Eckert-Theorem).

2.) D3: 3 Klassen — es existieren 3 irreduzible Darstellungen.
— Eigenzustéinde sind entweder 2-fach entartet (o« = 3) oder nicht entartet (o =

1,2).
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1) ist invariant unter allen Gruppentransformationen.
) ist invariant unter Ry, Ry aber éndert Vorzeichen unter Rs, Ry, Rs.

3 3
2

1, werden i.a. unter den Gruppentarnsformationen gemischt.

Auswahlregeln fiir elektrische Dipoliibergéinge O = ef, O tarnsformiert sich nach

der treuen Darstellung.

(i) Man kann jede Rotation als Rotation um eine Achse (sagen wir z) darstellen.

Der Charakter ist dann xg = 2cosf + 1, denn

2’ = xcosf + ysinfh

!

y = —xsinf + ycosb

zZ =z

Da die Spur unabhéngig von der Basis ist, ist dies auch die Spur fiir jede andere

Achse (bei Rotation um Winkel 6).

(ii) Charaktertafel:

D5 T1(e) T2(R1, R2) 73(R3, Ry, Rs) Ausreduktion
T(l) 1 1 1 7n,Y = é Z CpX;SJO()Xz()’Y)*
P
T® 1 1 -1
7®) 2 -1 0
O=T® 476 3 | 2cosZT +1)=0| (2cosm+1)=—1|m=2(3-3)=0
(treue Darstellung) mo=3(3+3)=1
ms3 = %(6) =1
OxTW =7 70 3 0 -1 mi=1(3-3)=0
mo = 1
ms = 1
OxT® =70 470G 3 0 1 my=1(3+3)=1
mo=3£(3-3)=0
ms3 = %(6) =1
OxT® =27G) £ 7@ L 7M) | 6 0 0 my = (6) =1
mo = 1
ms = 2

Matrixelemente (1), OyP )
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¥° =1 f=2 f=3
wa
a=1 OTM =72 L 7@ OT@ =7 L 76) | O7®) = 97®) L 72 L 70
Matrixel. verschwindet #0 #0
a=2 £0 #0 £0
a=3 £0 40 £0




Kapitel 4

Kontinuierliche Gruppen und
ihre Darstellungen

4.1 Allgemeine Bemerkungen

Bisher: Kaum Unterschiede zwischen endlichen und kontinuierlichen Gruppen (be-
reits Rotationen und deren Charaktere berechnet).

Aber: Schwierigkeit bei Summen iiber Gruppenelementen.

Gruppenelement einer kontinuierlichen Gruppe: G(aq,as,...,a,). Die r stetigen,
reellen Parameter a,,q = 1...7 sind fiir die Charakterisierung der Gruppenele-
mente notig. r ist die Dimension der Gruppe.

Gruppenpostulat:
G(ar,az,...,a,)G(b1,ba,...,b.) =G(c1,co,...,¢p)
= Cq:¢q(a1;a2a'"7ar;b17b27"'7br)
E = G(0,0,...,0)

¢q miissen Bedingungen erfiillen, damit Gruppenpostulate erfiillt, z.B. Differenzier-

barkeit (Lie-Gruppen).

g
Zf(Ga) = ///...f(al,ag,...,ar)p(al,ag,...,ar) daidas .. .da,

a=1

im Falle der kompakten Gruppen
Aber: Konzept von Darstellung, Irreduzibilitdt, Charakter etc. unverdndert. Ma-

trixelemente und Charaktere sind jetzt stetige Funktionen der a’s:
Tig'a)(ala a2, ... 7a7“)7 X(a)(ala ag, ... 7a7“) .

Da die Zahl der Klassen einer kontinuierlichen Gruppe unendlich ist (z.B.

Rotation um den gleichen Winkel) sind auch die Klassen stetig, auch die

7
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Zahl der irreduziblen Darstellungen ist ebenfalls unendlich, obwohl deren

Dimension in der Regel endlich ist.

4.2 Infinitesimale Operatoren

Obwohl kontinuierliche Gruppen der Dimension r» mit den Parametern aq, as, . . ., a,
eine unendliche Zahl von Gruppenelementen haben, kéonnen deren FEigenschaften
(die meisten) aus r Operatoren: den infinitesimalen Operatoren abgeleitet wer-
den.
Betr. jetzt Darstellung T(a), a={ai,as,...,a,} der Gruppe G in L.
7(0,...,0) = 1.
ag Klein: T'(a) ~ 1+ i ag Xy

=1
X'q lineare Operator(;]n, unabhéngig von a4, “infinitesimale Operatoren” der Dar-

stellung T

X _ 9 .
Xy = alqlgo {T(0,0, ceylgy ..., 0) — 1}/aq = [a—aqT(a)}

a=0

Betrachte Spezialfall: 1-parametrige Gruppe G mit G(c) = G(a)G(b) = G(a+b),

wie z.B. in Rs.

n ganz:
- = n . A A" . a s \" oX X gnXn
Ty = {Tle/m}" = lm {7}~ Jim {1478} = =30 =
n=0 :

i.e. der Operator T'(a) li8t sich aus dem infinitesimalen Operator X aufbauen.

Analoges gilt fiir den allgemeinen Fall.

SATZ 4
Ist eine Darstellung T unitér, dann ist der Operator Xq anti-hermitesch X ;f =-X e
=TT (a) ~ (1 + X) (1 + %XJ)
q q
~ <1 +Y a, (X, + Xp)
q
- X, = —X;.

Schreibt man X, =Y, (X, +X])=i(Y, -Y)) »Y, =Y].

Es folgen drei wichtige Theoreme (wir werden sie hier nicht beweisen!)
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THEOREM 2
Wenn zwei Darstellungen der Gruppe G die gleichen infinitesimalen Operatoren

haben, dann sind sie gleich.

— d.h. T bestimmt durch die X,

THEOREM 3
Fiir jede Dartsellung T' von G geniigt der Satz der infinitesimalen Operatoren Xq

den Kommutatorrelationen

[anXp] = Z:CZPXt (4.1)

cfzp sind Strukturkonstanten. Sie sind fiir alle Darstellungen 7" von G die gleichen.

THEOREM 4
Jeder Satz von Operatoren Xq in L ist der Satz infinitesimaler Operatoren der

Darstellung T' von G, wenn er (4.1) befriedigt.

D.h. verschiedene Darstellungen mégen verschiedene Xq haben, aber die cflp sind
die gleichen.
Theorem 1: T’ bestimmt durch X,.

Theorem 2: Multiplikationsgesetz fiir infinitesimale Operatoren

T(a)T'(b) ~ <1 + Z aqu> (1 + Z prp) ~ 1+ Z(aq +bg) Xy,

d.h. i.a. sind die infinitesimalen Operatoren fiir das Produkt von 2 Gruppenelemen-
ten gerade die Summe der infinitesimalen Operatoren fiir jeden Faktor.

Aber:

T(@)T(b)T Ya)T (b) =~ <1+Zaqf(q> <1+qu)2q> X
X <1 -3 aqf(q> (1 -3 bqf(q> (4.2)

~ 14 aghy[Xy, Xyl 4+ 0(a®,a%,..)  (4.3)

q,p

(4.2) hier verschwinden linearen Terme obwohl der Operator T'(a)T'(b)T " (a)T~*(b) #
1 ist!
(4.3) die linearen Terme verschwinden.

Mit der Gruppeneigenschaft folgt
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. ~t . t . . . . .
mit ¢ =3 cg,aqb, (ist in gewisser Weise Beweis von Theorem 3).

[ch Xp] = Z CZpXt .

cflp folgen eindeutig aus den Multiplikationsregeln fiir Gruppenelemente.
= Studium der kontinuierlichen Gruppen lit sich auf die Algebra der infinitesi-

malen Operatoren zuriickfiithren.

Gruppenmultiplikationstafel — Strukturkonstanten

Untergruppe: Untermenge von Operatoren einer Gruppe ist unter der Kommutator—
relation abgeschlossen.
Ein Satz von Funktionen d)Ea) transformiert sich nach einer irreduziblen Darstellung

T(O‘), wenn die transformierten Funktionen sich als
ol = ST

J

darstellen lassen (Tj(ia ) bekannte Matrix).

Bei kontinuierlichen Gruppen ist es ausreichend zu zeigen, dafl die obige Relation

fiir die Matrizen der infinitesimalen Operatoren erfiillt ist:
T ~ 1+ Z aqu
q
(1+ Z aqu)d’ga) = Z Z(%Xq)ﬁ)#a) + ¢Ea)
Jj q

X0 = X0 (4.4)

J
Ein Satz von Operatoren Si(a) transformiert sich nach der Darstellung 7(®) wenn,
fiir jedes ¢, die infinitesimale Anderung des Operators durch die gleichen Matrizen

beschrieben wird:

S =T8T 1~ (1 + Zaﬁ%) S <1 — Zaqf(q> ~ S+ Z%[Xq, S]
q q q

(Ko, 5 = D2 (X055 (4.5)
j
(4.5) ist Bedingung fiir Transformation nach irreduzibler Darstellung « (tritt an die
Stelle von Si(a), =X T;f)gj(a)).
Beispiel: invariantizr Operator befriedigt [X,, S] = 0 (statt [T, S] = 0).
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Fiir das direkte Produkt zweier Darstellungen gilt

VI {&HZ%(X;@)M}{5jl+2ap(xgﬁ>)jl}
= zk5gl+zaq{ b Nawdji + (X, ﬁ))jléik}
= X (@) (8)7(a)
1k6ﬂ+z { 1+ x M1 }ij,kl
= Okl +Zaq (XS5 ke
q

4.3 Die Gruppe R, = SO(2) (Rotation in der Ebe-
ne)

Es existiert nur ein Parameter: Rotationswinkel a: 0 < a < 2w, Gruppe Rq ist
abelsch.
R(¢c) =R(a)R(b) — c=a+b mod?2r

Die irreduziblen Darstellungen sind eindimensional, suche daher Darstellung T(a)
mit T'(a)T'(b) = T'(a + b) und T(0) = 1.

Differenziere 27(a+b) = T(a)T"(b), b = 0 — T'(a) = T(a)T"(0) — T(a) = e*T"©®
Ausserdem T'(a) = T'(a + 27) — 20 =1 iT"(0) = m, m ganz.

T(m>(a) =e M ] — ima, m=0,+1,42,... (4.6)

a reeller Parameter, im £ X(m) Damit ist die Darstellung gefunden! 3 unend-
lich viele irreduzible Darstellungen. 3 unendlich viele Elemente und damit Klassen
(abelsch). (4.6) offensichtlich unitér.

Ein Vektor e,,, der sich nach einer irreduziblen Darstellung transformiert,geniigt

T(a)e,, = e ™e,,

Nimmt man m = i%, i%, ... an, dann ist es moglich eine unitdre Darstellung zu
bilden, die stetig nur im Intervall 0 < a < 47 ist. (Spin, spiiter.)

Charakter: (™) = T(™)(g) = e~me,

Orthogonalitiit: fo% dax ™))" = fOQW elam’ =m)dg = 276, (vergleiche 2.7),
d.h. wir ersetzen ) — OQW da.

Das in 4.1 eingefiihrte Gewicht ist hier =1.

Das “Gruppenvolumen” ist fOQW da = 27 und ersetzt g, die Ordnung von G.

Multiplikation von Darstellungen: T(m) (me) — g=i(mitmz)a

(ma) o plmz) _ p(matms)
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(Dimension ist wieder 1.)

Basisvektoren
(i) es,e, Basisvektoren in R?
R.(a)e, = cosae, +sinae,
R.(a)ey, = —sinae, +cosae,
R.(a)(e, tie,) = eT"(e, Lie,),
i.e. (e; = tey) transformieren sich nach der irreduziblen Darstellung mit m =
+1.

(Keine Rotation (um die z—Achse) eines reellen Vektors 148t sich als Vielfa-

ches dieses Vektors schreiben — komplexe Basis).

(ii) Betrachte Funktion ¢(r, ¢) (Polarkoordinaten) als potentielle Basis

T(R:(a)$(r,6) = v(r,6 —a)
— (r, ) = 1(r)e"™? transformiert sich nach der Darstellung
T(m) . T(Rz(a))eimd) _ eim(¢fa) — e—imagime

Betrachte beliebige Funktion

b(rg) = Y m(r)e™?

m=—0o0

mit )
vnlr) = 5= [ wlro)e s
0

Analyse der Funktion in Komponenten, die sich nach irreduziblen Darstellun-

gen 70m) von Ro transformieren.

Infinitesimale Operatoren

In der reduziblen Basis e, e, der Matrix R.(a)

cosa —sina 0 -1
e T )
a klein

sina cosa
(0 —1 2 (-1 0\ _
-(19) 2-(7 4)--

[[><

3!

¢ = P P 1 54 - 1 1 B
e“X—1+aX—|—5a2X2+—a3X‘3+~~—1(1——a2+5a4—~~>+X<a——a + -

A 5o cosa —sina
=1lcosa+ Xsina=|{ .
sina  cosa
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Kleine a: R.(a)r ~r +ale, x r) —

R.(a) ~ 1+a(e.x..)=1+aX
2

T(R(@)0(r0) = 00— 0) = ¥l d) — azL0(r0) + a5 500

=
=
w
&
2
.
|
|

Das Matrixelement von X in einer irreduziblen Darstellung T(m) st

_ o\ .
—im¢ [ _ imeo —
(& ( —a¢> e m .

Hat eine Funktion 1 die Eigenschaft X 1 = —ima), dann transformiert sich ¢ nach

einer irreduziblen Darstellung T von Ry.

4.4 Die Gruppe R3 = SO3 = SO(3)
4.4.1 Einleitung: Rotation eines Vektors im R?

Ry (a), 0 < a < 27. a Rotationswinkel, k Einheitsvektor entlang der Rotations-
achse £ 2 Parametrn — 3 parametrige Gruppe.

ay = aky

ay = ak, k=1 R(a)

a, = ak,

/ A

r' = Rx(a)r =rcosa+ (1 —cosa)(r-k)k + (sina)k xr =R, (a)r,

~

infinitesimal: v’ = ak X r

[R(a)] —=cosa+ (1—cosa)k?

xrx

(@],

(1 —cosa)kyk, + k. sina
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Ry (a) erhilt die Lénge und die Winkel zwischen 2 Ortsvektoren ry, s
v =Rri, rh=Rry — (ry,r)) = (Rray, Rri) = (r2, R Bry) = (ra,11)

— RTR= 1, ie. R unitér.

Im R? (in der Basis des R?) sind die Elemente von R reell, die Matrix orthogonal,
|R| = +1.

SO(3)=0} = R mit |R| = +1.

O3 = R3 X Sa, Sy Inversion, Transformationen mit ausschliellich Determinanten -1

bilden keine Gruppe!

4.4.2 Die Infinitesimalen Operatoren der SO(3)

Jede Darstellung T liefert die Strukturkonstanten.

Rk(a)ra§1r+a(er) = r—|—aqu(eq><r)

q=x

= r—l—Zaq(eq X T)
q

= (i—l—Zaqeqx) r
q

X, = (eq X ). Benutzt man die Basis e, ey, e, dann erhdlt man als Darstellung

der Xg: (Xg)pp = (ep, Xey)

00 0 0 0 1 0 -1 0

X, =00 -1)], X ={0 00, X =(1 0 0
0 1 O -1 0 0 0 0 O

(X, X,Jr =€, x (e, x1) —e, X (€, X 1) =ze, —ye, = (e, X1) = X.r

= [X,,X,] =X, etc; [Ji, ;] = €ijiJi
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4.4.3 Irreduzible Darstellungen der SO(3)

SO(2) (eigentliche Rotationen in der Ebene):

abelsch — 1-dimensionale irreduzible Darstellungen T(a)em = e~ 'mae, . Beispiel

fiir Basis war

T(a) _ efaa%b _ efa)A( _ efialAz

Suche jetzt endlichdimensionale irreduzible Darstellung von SO(3) (es existieren
unendlich viele). Benutze Basis egﬁ‘), in der jz diagonal ist: jzegf ) — meg@l ) («
numeriert die Darstellung und m numeriert in der Darstellung). Damit ist auch

jiem Eigenfunktion von jz, denn
jz(jiem,) = [jz, ji]em + jijzem, = (il + m)jiem.

Fiir eine spezielle irreduzible Darstellung gibt es einen grofiten Wert, 7, fiir m (end-
liche Dimension!).
J.e; = je;, e; Vektor des “groBten Gewichts” (normiert). Dann muff J,e; = 0
sein! Andererseits

€1 = AjflJ,e]‘ 5

Aj_1 so gewihlt, dass ej_; normiert und orthogonal. Konstruktion der e;_1,e;_2, .. .,
vergleiche 2.4:

€;_2 = Aj_g.]_ej_l etc.

bis hin zu einem niedrigsten Wert m = j — t: j_ej_t = 0. Der so generierte Satz
von Basisfunktionen e,,, j —t < m < j ist invariant unter J. 2, J_ und j+. Invarianz

beziiglich jz, J_ schon gezeigt. Zeige nun Invarianz beziiglich j+.

Hilfskonstruktion:
P=3.3=J2+J+J?
[J2,J.] =0
oo gt 2= (e i)t idy) S 4
== j_i,_j_ + jZQ — jz
Fej = (J_Jy+J2+1.)e;=0+j(j+1)e;

Hier ist e; hochstens m.

jzem = jQAj_lAj_Q . Am,j_ . j_ej = j(] + 1)em (47)
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7 — m Operatoren J_. Benutzt man die Kommutationsrelationen zwischen J2 und

j_, dann

J+em = JAJFAmj,eerl = Am(j2 - jZQ + jz)eerl
- A, (j(j F1) = (m+1)2+m+ 1>em+1

= An(+m+1)(j—memi

i.e. auch Anwendung von j+ fithrt nicht aus Satz der e,, heraus (Vorsicht: blofie
Anwendung von J, e,, = €}, hiitte zu neuem Vektor mit jzelm+1 =(m+1)e), 4

fithren kénnen).
j2ej7t = (jJrjf + JE — jz)ejft =0+ (j — t)(j —t— 1)ej,t 427](] + 1)ej,t

— (2§ —t)(t+1)=0 — 2j =t ganz, j halb oder ganzzahlig.

Dimension von Darstellung ist 25 + 1.

Irreduzible Darstellung DY) j =0, %, 1,...

Die unter obiger Konstruktion aufgebaute Basis e;,e;_1,...,e_; transformiert sich
nach den irreduziblen Darstellungen 7™ der Untergruppe SO(2). Beschriinkt man
sich daher auf die Untergruppe SO, so fiihrt die Ausreduktion zu

m=j
DU — Z T(m)

m=—j

Matrixelemente der Generatoren in obiger Basis e%)

(em’v jzem) = m(smm/
(em’7 j—em) - (j+em,’7 em) - (em7 j—i-em/)*

St m—1 AL = Al (5 +m' + 1) —m)ommr 11
6m,m’+1 = 6m/,m71
|Am| 2= (G +m+1)(j —m)

Der Satz der Darstellungen D) ist vollstéindig, ¢ = diso S — ajme%). Wihle

Ay, positiv, reell (Condon—Shortley convention) —

Joemir = [(G+m+1)( —m)]en
Jeem =[G +m+1)G —m)] emir
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Charaktere der Darstellung D)? Unabhiingig von Basis — wiihle z—Achse £ Dreh-

achse (Drehung um Winkel a):
. ‘] . .. . . ..
X(]) (a) _ Z e~ima  _  —ija [1 + et eQ'La NI 621]0,]

—  —ida (e(2j+1)ia B 1) / (aia _ 1)

_ (e(j-i-%)ia _ e—(j-i—%)ia) / (eia/Q _ e—ia/Q)

m=—j

Gy sin(j 4+ 1/2)a
x7a) sina/2

X9 (0) = 2j 4 1 so, wie es sein soll!
Beispiele:

a) j =0 1-Darstellung.

b) j=1/2:
d, = (1(/)2 —?/2) , L= (8 (1)) , L= ((1) 8)
X (a) = Slsrllr;c/g =2cos 7 = (2(1 + cosa)) /2
() ()

Pauli-Matrizen (bis auf Faktor 1/2).

¢) j =1 Vektordarstellung:

1 00 0 V2 0 0 0 0
J =(000), J =(0o 0o V2|, L =(v2 0 0
=z =4+ =_
0 0 1 0 0 0 0 V2 0
(1) (g - SiN3/2a _
X (a) sina/2 2cosa+1
-
0 1//2 0 0 —i/v2 0
J =(1/v2 o 12|, L =1li/V2 0  —i/V2
Lo <, .
0 1/vV2 0 0 i/V2 0

Anmerkung: Die auf S. ... betrachtete Darstellung und die hier angegebene (die

diagonal in J ; ist) sind dquivalent. Es gilt die Ahnlichkeitstransformation

7 1 0
J =iAT'X A mit A=(0 0 —V2i
T T — \=i1 o
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4.4.4 Das direkte Produkt zweier Darstellungen

Vergleiche 2.10.
Seien DUV und DU2) zwei irreduzible Darstellungen der SOs. Das direkte Produkt

hiervon ist i.a. reduzibel:

DU « pli2) — plUixjz) — ZCjD(j) ,
J

DUr%32) yeduzibel, DY) ireduzibel.

Bestimmung von ¢;: es galt xU1X72) (a) = xU1)(a)x2)(a) = > ¢;jx)(a). Frither
statt c; m(®).

Annahme: j; > jo

sin [(j1 + 1/2)a] sin [(j2 + 1/2)a]

) (a)vF2) (q) =
ONEI s
[— cos (j1 + jo2 + 1)a + cos (j1 — jg)a}
2 sin? a/2
_sin[(j1 +j2+1/2)a]  sin[ji,a]sin[j2, d
sina/2 sin? a/2
= xU1H72) (q) 4 01712 () U2=1/2) (g)
.S W
_ X(j1+j2)(a) 4 X(j1+j2—1)(a) 4 X(jl—l)(a)x(j2—1)(a)
_ X(j1+j2)(a) + X(j1+j2—1)(a) N X(jl—j2)(a)x(0) (a)
XP(a) =1
Ji+j2 '
— Z X(J) (a) — VCj =1
J=lj1—72|
Ji1+j2
DU pl2) — Z D
Jj=lj1—7z2|

i.e. die Gruppe SO(3) ist “einfach reduzibel”.
Seien die @1 (j1,m1), Po(j2, m2) Basisfunktionen fiir irreduzible Darstellungen DU1), D(72)
der SO(3), dann lassen sich die Basisfunktionen @ fiir die Darstellung DY) als Li-
naerkombination der ®1, ®5 darstellen:
(j,m) = Z C(j1, Ja2, J;yma, ma, m) @1 (j1, m1) Pa(j2, ma) .
my,ma
C(j1, j2, j; m1, ma, m) heiflen Clebsch—Gordon—Koeffizienten. Sie lassen sich aus den

J quatrizen bestimmen (es tritt kein Index t auf).
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Es gelten die Normierungs— und Orthogonalitéitsrelationen von ...

g 4. — (1)1~ d2tm (o, 1/2 J1 J2 J
C(j1,j2,jimi, mg,m) = (—1) (27 +1) <m1 e —m

“Wigner 3j-Symbol”. Es existieren 3 Tabelle hierfiir.

4.4.5 Basisfunktionen der SO;

A. Basis im R3:

X, =e4 X% q==x,y,z. Also:

. i i . i
Xze1 = ey xe = _Eez = —ﬁeo — (Xo)n = €] <—E) €g

9 (3
Xze0 = e, xXey= —€y = +E(e1+e,1)
S )
Xpe_1 = e, X (e, —ie,)/V2=———e
x 1 T ( x y)/ \/i 0
0~ 0
Zéz = ﬁl 0 \/Lil etc
0 —ﬁi 0

B. Generation einer Basis aus z2, 92, 22, 2y, yz, zx. 6-dimensionaler Funktionsraum,

Anwendung von Rotationen fithrt nicht heraus — Basis fiir Darstellung (I = 2).

z2 + y? + 22 ist invariant, i.e. trasnformiert sich nach D

A . 0

Jy = Jx+sz—z(ax+za—)—(x+zy)&

R . A 0 0

J_ = JI—ZJy——Z (%—Za—>+(x—zy)$

& . 0 0 .0 . PN
J. = 1 (ya — xa—y) = —za—(b —  zyklische Vertauschung : J,, Jy

Jithy =0 und  Joahy = 20
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Wende jetzt Leiteroperatoren an (Normierung wie in 4.4.3: J_e, = [4]'/2ey, etc.):
vy = (w+iy)” = (2" - y?) + 2wy = 17
1 .
P = §J—¢2 = —2z(z +1iy)
L s 2\"? 2, ,2 2
o = %J—wlz—(§> (2% +y~ —227)
vo1 = 2z(z—iy)
Vo2 = (x—iy)
o,11, . ..,%_5 sind linear unabhéngig, spannen mit z? 4+ 2 + 22 den Raum der

quadratischen Funktionen auf.

1y, sind proportional zu den Kugelflichenfunktionen Y}gg )(9, @) fir j =2

327\ /2
Vm = (ﬁ) pQYﬂ(f)(@,go)

p? = (2% +y? + 2?)

15\ 1/2 ‘
& = —<£) sin® fe 21

1 ,

w(z) = 4+ —5COSQSin96i“‘D

+1 ]

T

5
(()2) = K(1—300529)

s

Auf diese Weise lassen sich die Kugelfunktionen fiir andere j definieren.

Beginne wieder mit Vektor des grofiten Gewichts (z + iy)?. Auf diese Weise

erhélt man

: 2i + 1) —m)N Y ., d " (cos?6 — 1)

Y(]) — (—1)™ ( ima¢ m i
m >0 m (1) {—47r(j+m)! e"?sin"™ 6 Teosd 5771
m<0 Y9 = (—nmy”
. 1/2

i 27+1

m =0 YO(J) = <T> Pj(cost)

P;j(cos ) Legendre-Polynom.
Beispiel fiir die Entwicklung einer Funktion nach irreduziblen Komponenten:
00 l
FE) =33 fnY,L6,9).
1=0 m=—1
Aus allgemeiner Orthogonalitét von Basisfunktionen irreduzibler Darstellungen folgt

Orthogonalitit der Kugelfunktionen.

27 T
/ dé / do s Y " (0, 0)Y.D(0,6) = 616mm
0 0
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4.4.6 Irreduzible Sitze von Operatoren {S'Z(a)}

Schon gesehen: [iX,, S'i(a)] = Zj(iéq)ﬁ)%@).

Oé—>j7 i—=m q=2,Y,%

7., 8] = m8Y) (4.8)
e, 891 = {G £m+ )G Fp)} 755, (4.9)
(4.8), da
(L) = M -
(4.9), da
L) = (€0, Jre) = by it [(G+m +1)(G —m)]"?
L)W, = (@D, Je) =G mr[(G+m)G —m+ 1)

(4.8) und (4.9) sind die Definitionsgleichungen fiir die 59

Beispiele:

(i) Da die Multiplikation mit einer Funktion als Operator im Funktionsraum
betrachtet werden kann:

— Y, bilden einen Satz irreduzibler Operatoren (straightforward).

(ii) Die infinitesimale Operatoren selbst bilden einen irreduziblen Satz mit j = 1
(“Vektoroperator”). Damit (4.8) und (4.9) erfiillt, 5‘51) = —J V2, S’él) =

J., 8% = J_/v2.
Matrixelemente von Operatoren S’,(g) aus dem Satz irreduzibler Operatoren: Ver-

gleiche 2.14 Wigner—Eckart—Theorem

((I)%)a Sél)q)gﬂ)) =C (j,a lajv mlv q, m)(_1)21<@@) S’(l) Hq)(j/)>

50867 = @, v,

C*(4',1,4,m’, g, m) reell in gewohnlicher Konvention. <<I>(j)

1/)% ) Basisfunktionen fiir die ausreduzierte Produktdarstellung.

4.4.7 Ein— und mehrdeutige Darstellungen
Darstellung der SO(2): R(a) — T(a) = e % m=0,+1,+2,...
— T(2r) = T(0).

Jedem R(a) ist eindeutig ein 7™ (a) zugeordnet.

Darstellung der SO(3) (enthilt SO(2) als Untergruppe): nicht explizit angegeben,

sondern nur die der Generatoren
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j halbzahlig — auch m halbzahlig.

Beispiele:
(i) m=1/2

j"(l/?)(o) - 1

T2 (2r) = -1

wéhrend R(0) = R(27). Zweideutige Darstellung der SO(2).

(i) m=1/3
TOA0) = 1
T(l/S)(Q,n_) _ 6727ri/3
T(l/?)) (471') _ 6747ri/3

“Dreideutige” Darstellung (triple-valued).
Erweiterung des Begriffs der Darstellung einer Gruppe:
G(a)G(b) =G(c) — T(@)T(b)y =w(a,b)T(c)i.

w(a, b) heifit Phasenfaktor.

Die Darstellungen der SO(2) kénnen n—deutig sein, die der SO(3) nur 1- und 2-
deutig.

Ga) — T(G(a)) T(a)

SO(2): G(a), 0 < a < 27. Parameterraum: Kreisumfang r = 1.

Ti(a) = e79/3 | Ty(a) = e~@+2M/3  Jy(q) = e—ilatim)/3.
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T ————

SO(3): Rotation um die Achse k um Winkel a: 0 < a < m. Parameterraum: Kugel

mit Radius 7: gegeniiberliegende Punkte sind identisch!!

— Es existiert nur ein— und zwedeutige Darstellungen der SO(3).
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Wiederholung:
Diskrete Gruppen Kontinuierliche Gruppen
(klassische Lie-Gruppen)
Elemente Gy, Gy, G, G(ai,az,...,a,) = G(a)
endlich oder unendlich viele unendlich viele
Gruppenpostulat G.Gy = G, G(ai,...,ar)G(b1,...,by) = Gler, ... cr)
cq = dqlar,...,by)
Einselement E E = G(0,0,...,0)
g
Summe iiber Gruppenele- > f(GL) - [day .. .da, f(ar...a;)p(as...ay)
mente a=1
p Integrationsmafl
Generator oder infinitesi- | G1 =a,G2 =a G,=a"=1 T(a) Darstellung von G in L
maler Operator
%T(a) aco Xy
T(a)~1+ Y a,X,
q=1
Gruppenmultiplikationstafel Operatoralgebra
[Xqv Xp] = ; Cf]pXt
ct, Strukturkonstanten
Transformation nach irre- T(ﬁ(a) ZT(O‘%(Q) )A(q¢§a) =>(X )(a)qb(a)
duzibler Darstellung J
TSOT = TS X087 = X5,
Beispiele: Ra =80(2), G(a)G(b) = G(a +b)

4.4.8 Invariantes Integrationsmafl

p(a)?

1 parametrlge Gruppe abelsch
X = _d_¢ ZZ
T (a) = exp (ima)

> f(Ga) — /da1 ... da, f(G(a))p(a)

a

SO(2) schon benutzt: p = 1, a = ¢ Bogenlinge eines Einheitskreises, G(a) Rotation
um Winkel a (andere Wahl moglich):
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Bogenleenge, (@)

/ de F[G(e)] = / d6€'(6)F[C(8)] # / a6 1 [G(9)]

Welche Wahl sollen wir treffen?

Endliche diskrete Gruppen: “Rearrangement”—Theorem immer benutzt

D f(Ga) =D f(S7'Ga)
S~1G, beliebiges Gruppenelement —

/ 176 (G) = [ draf(571G) = / drsc f(G) (4.10)

Gilt (4.10), dann pg(§) “invariantes Maf”.

G=GE) — dra = pa(éa) déa; drsa = psa(ésa) désa
pc(éa) _ d&sc
psa(ésa)  séa

drqg = drsg —

Wihle nun
_dp _ dfp dSsc désa
dé¢  d&sc déc déc

dég/déc aus Gruppenmultipl.-Tafel. Sei {g¢ linear in &g, z.B. wenn £ = ¢ Dreh-

rc(éc)

= psa(ésa)

winkel
doc  dopc

$Ec = O + 9q, PG

Ahnlich fiir SO(3).

4.5 Drehimpuls, Spin und die Gruppe SO(3)
4.5.1 Bahndrehimpuls

Erinnerung an Kapitel 3: Symmetrie in der QM
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Anwendung auf rotationssymmetrischen Hamiltonian: SO(3) Symmetriegruppe. Wenn

D Darstellung einer Drehung, dann
[H,D] =0.
Fiir infinitesimale Drehungen gilt: [H,.J;] =0 i=z,y, 2.

Hy(xr) = Ey(r)
DHy(r) HDy(r) = EDy(r),

d.h. mit (r) ist auch Dy(r) = (R'r) = /(r) (R Vektordarstellung der Dreh-
gruppe) Eigenfunktion zum Eigenwert F.
Alle Eigenfunktionen zum gleichen Eigenwert bilden linearen Vektorraum Lg (li-
neare Kombination gehort wieder dazu).
Wihle Basis in Lg: wﬁf) — liefert Darstellung von D: m=1. ..Sg. Sg ist die

Dimension der Darstellung
A E E
Dy =3 D) W)

Darstellung Dfﬁ?m kann reduzibel oder irreduzibel sein. Wenn reduzibel: zufillige
Entartung oder verborgene Symmetrie.

Betrachte jetzt die irreduziblen Darstellungen Dg?m der SO(3). — Energieeigen-
wert mindestens sg = 2j + 1-fach entartet: —j < m < j. Eigenfunktionen 1/),(,{) fiir
festes j unterscheiden sich durch Verhalten beziiglich Rotation um feste Achse: hier

zZ. —

E = E(v,j)
¥ =9 (y)

~: Satz von Quantenzahlen, die nicht von j, m abhéngen. Wie schon gezeigt (4.4.3):
TP () = me) (7)
TR () = 5G + D ()

Identifikation von jq mit dem Drehimpuls:

Bahndrehimpuls eines Teilchens

0]
@D
I
N
@
=~
o
=
=+
=-
0
=t
I
=
>
=
=
Q
S}
8
I
AR
&~
I
@kh
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wﬁ,{) (v;7,¢,0) m hier ganz, da
D(R.(2m)) ) (v;7,6,0) = e ™) (i1, 6,6) = ) (3;7, ¢ + 2, 6)

und 1 als Losung der Schrodingergleichung eindeutig und stetig

Kugelsymmetrisches Potential V (r): Schrodingergleichung

h2v2 1% E)y=0
<_W +Vi(r) - )w—

(82 20 J?
l—m <W+FEU~_2> V- B
und mit Y (57, ¢, 0) = us; ()Yl (6, 0):

e (£28) (o +122) ] =

Notation im Weiteren:

P9 (v;7,6,0) =0,

Bahndreimpuls I, L (1 bzw. mehrere Teilchen)
Spin 5, S
Gesamtdrehimpuls j’, J
n—Teilchen
Gesamtdrehimpuls
L= 306 =Y #) x pli)
i=1 i=1
~ ) o
R S

¢; polarer Winkel des Teilchens 1.

W =1p(r1, 01,1572, 02, P25 .10, Oy D)

Rotation um z—Achse i3t Vr;, 0; fest, ¢; — ¢; — a gehen

D(Rz(a))w(¢1,...,¢n) = Y(br—a,...,0n—a)

Nt
|
|
<.
Sl
Il
~
w

J. Operator fiir infinitesimale Rotation = Gesamtdrehimpuls (k= 1)

97

0
~ ¢(¢17~'~7¢n)—za87j. (61,5 ¢n) + O(a?)
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[H,J,] = 0 — Erhaltung des Gesamtdrehimpulses
d R AL 87& _ 1 - A n

— O Erhaltungsgrofe, wenn [0, H] = 0.

Nicht wechselwirkende Teilchen (oder sehr schwache Wechselwirkung, so dass
einzelne 1(i) erhalten): Wellenfunktion faktorisiert
U (e w2) = W) (e ) (r2) (411)
¢ = D(R(@) e =) (r1)ul2) (1) = >° DS DI gl
my,mj
i.e. (211 41)(2l5+1) Produktfunktionen bilden Basis fiir Produktdarstellung D) x
D) der Gruppe SO(3), diese ist reduzibel.

Ausreduktion: siehe 4.4 (iv)

li+l2
D) « Hl2) — Z D& ,
L=l —ls|
L:ll—l—lg,ll—l-lg—l,...,lll —12|,

d.h. es gilt die “Vektoradditionsregel”
Durch Ubergang zu neuer Basis im (21; + 1)(2l2 + 1) dimensionalen Raum der

Produktfunktionen

i) = > O, Lima,ma, M) (r)9{l2) (1)

my
mo=M—m1

Betrachte Rotation um z—Achse: SO(2) T"1) x T(m2) = T(mitma) _ N — 1y 4my.
Klassisch: L = 11 + 12 |L| = |11| + |12|7 ceey ||11 — |12||
L2y = L(L+1)yf)
L\ =Myl —L<M<L
3 Teilchen = (141)+1 etc.
Anwendung eines Magnetfelds hebt 2] + 1-fache Entartung auf.
H— H+pupBl., [H,I]=

Unterstes Niveau [ = 0, m = 0 — keine Aufspaltung des Niveaus im B-Feld zu
erwarten.

H-Atom: Niveau spaltet auf — Spin.
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4.5.2 Der Spin

Protonen, Neutronen, Elektronen haben Spin s = 1/2; p-Meson s = 1; Q~—Teilchen
s=3/2.
Diese Moglichkeit 3 bei Darstellungen der SO(3): j = ganz oder halbzahlig. Bahn-

moment ganzzahlig:

Losung der Schrodingergl. Y(p) = (¢ + 2m)

Wellenfunktion — Basistkt. fiir irred. Darstellungen (¢ = 0) = £¢(¢ = 27)

l=1: ¢(re¢) =—¢(r¢+2m—¢) =% Wellenfunktion unstetig, nicht brauchbar
als Losung der Schrodingergleichung.

Spin folgt aus relativistischer (Dirac—) Gleichung, j = n/2 mdoglich. Spin s im B-
Feld Aufspaltung 2s 4+ 1-fach. Spin Zustand ist durch Basisfunktionen XS) mg =

—8,...,s charakterisiert. Unter Rotation
! ~ s s
() = Dlm@)2 = 0L, (R

Fiir infinitesimale Rotationen sind die D D ~ 1+ aji wieder durch die Matrizen

von 4.4.3 gegeben. Fiir einen einzelnen Spin nennen wir J = §, fiir den Gesamtspin

J=2S
SzxgrSL)g

§2x(9)

mngrSLZ (XS) ) Xi;z) = 5msm;
s(s+1)x)

Gesamtspin S, = 3, 5,().
Gesamtwellenfunktion ¥ = Z Gm, (T )me

Mms=—=8
1
. . s ( ))
bs—
Y& =|[0f, Xgi)l = |0 ete. ~ W= .1(
; 0 ¢—s(r)

o) = Y / Ay (1)6m, (1) () X))

mes,m/,

DRV = Z b, (R™T) (X))
R beschreibe Rotation um z—Achse um kleinen Winkel a.

D(RW ~ Z(l - iaiz)¢ms (I‘)(]. - Zagz)xg);

meg

Z [1 - Z.a(lAz + §zﬂ (bme( )Xm; Z [1 - ia(l; + §z>]\ll

me ms

Q



100KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE GRUPPEN UND IHRE DARSTELLUNGEN

— infinitesimaler Operator fiir die vollstindige Wellenfunktion U ist 7. = l. + 5.,

j =1+ 8 “Gesamtdrehimpuls” des Teilchens (in & Einheiten).

Endliche Rotation R(a)
D(R)ll/ = Z¢m; Xmé)

= Zsﬁms )Y DL, @)
ms m/,

Os(r)
= 5 (S 08 @on ) i = [0
q}mg (r) = EDS?m (a)pm, (R™1r) “Koordinaten”-Transformation. Rotation so-

wohl in den Funktionen ¢(r) und den Spinzustéinden.

Betrachte jetzt separate Rotation in beiden Anteilen der Wellenfunktion.
Spezieller Fall der Wellenfunktion W: Teilchen in Zustand mit speziellem Spin— und
Bahndrehimpulszustand.

U(l,s,my,mg) = (l)( )X5n> es existieren (21 + 1)(2s 4 1) solche Produkte.

Unter der Rotation transformiert sich ¢(l, s, ms, m;) nach der Produktdarstellung
DW % D®) der SO(3).

Diese Dartsellung reduziert sich zu D x D) = Z?:ufs‘ DY j = (l+s),(+

s—1),...,]l — s|, wobei die neue Basis

U(l,s,5,m) =Y C(l,s,j,my,me,m)pd) (o)X (my +my=m).

my

4.5.3 Das H-Atom

Nicht-relativistisch V(r) = —e—: in H.

Losung der Schrodingergleichung w,(ql@)l (n,r) = Unl(r)Yn(fL) (0, ).

4

Energieniveaus (siehe QM) E,,; = —#—eng
n=12..., 1=0,1,....n—1
no 1 K (n=2K+1,1=2K,...,0)
Grundzustand | 1 0(s) 0
(2 fach entartet) | 2 0(s), 1(p) 1/2
(3 fach entartet) | 3 0(s), 1(p), 3d 1

Aus SO(3) Symmetrie ist diese Entartung der Energieniveaus nicht zu verstehen

(existiert nicht fiir 1/r'*¢ Potential).
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Es existieren weitere “dynamische” (d.h. nicht auf Geometrie beruhende) Symme-

trien. L = [:
) 2
y - P e
"= 2M+ r
L = rxp [H,iq]:o q=1,9,2

H kommutiert mit weiterem Operator, “Runge-Lentz—Vektor”:

" 2
A? = MH(LQ +1)+e* (W. Pauli 1926)
(Li, Lj] = ieijn Ly (4.12)
[Ai, L] = igiji A (4.13)
P 2%~ .
[As, Aj] = —of ik ln (4.14)

A; kommutiert nicht mit fJQ, i.e. Erhaltungsgrofle, die nicht gleichzeitig mit L ge-
messen werden kann.

Die Komponenten von L bilden abgeschlossene Algebra (die der SO(3)). Nicht so
die von L und A (H erscheint rechts).

H aber zeitunabhingig, kommutiert mit L und A. Beschriankung auf den Teil des
Hilbertraums, der zu festem Energieeigenwert £ von H gehort. H — E.

Gebundene Zustinde: E <0 A’ = —%A

Die 6 Operatoren A}, L; sind die Generatoren der SO(4) (im wesentlichen).

L; Drehungen in yz, xz, ry—Ebene, A; Drehungen in zu, yu, zu—Ebene.

SO(4): realisiert durch reelle orthogonale 4 x 4 Matrizen mit Determinate +1.
D(R) = 1+ M, wobei die Matrixelemente von M klein fiir kleine Drehungen sind.
Orthogonalitit: QTQ =1 - M+ %T =0

0 —a; ay Cg X
a 0 —Q; C
- M = i * Yl = § aql +CqZ
— —Qy Oy 0 C, < =q
q:

—c; —¢y —c; 0
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Wenn ¢, = 0 — SO(3), Untergruppe von SO(4).

Also
00 0 0
~loo -1 0
2 T lo1 0 0
00 0 0
0 010
0 000
X, = 12100 0]
0 000
00 0 0
00 0 0
Z. = loo o 1
00 -1 0

Kann explizit zeigen, dass [Xx,Xy] = X, etc.; [Xx, Zx] = 0 etc., i.e. die X; und Z;

haben die gleichen Vertauschungsregeln wie —iL; und —zfl;

r = (x1,29,23), D= (p1,D2,P3)

[ris ;] = 0y (4.15)
Lij = ripj — rjpi (4.16)
L = (L3, L1, L12) -

Dehne jetzt ¢, auf 1...4 aus, rq, py erfiillen (4.12)—(4.14)

Al =Ly, fl; =Loy, A =1Ly — |Kommutatorrelationen

(Funktioniert nur bei gebundenen Zustéinden mit E < 0, falls F > 0 — Lorentz-

gruppe.)

Energieniveaus des H-Atoms:

i:
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I; und K; bestimmen eine SO(3) (oder SU(2)) Algebra. — SO(4) < SO(3) x SO(3)

(gilt nur lokal).
Eigenwerte von 12 : I(I+1) I:O,%,l,...
K* K(K+1) K=041,...
Irreduzible Darstellungen der SO(3) x SO(3) — direktes Produkt der Darstellungen

der SO(3): DUK) = DU x DU Dimension der Darstellung (2 + 1)(2K + 1).

P = (E+ A

KQ_i(L Ay
I? + K? %(£Q+A'2)
IP-K>=L-A’

Da A’ L=L-A’"=0folgt [ = K.
Daher sind die Eigenwerte von 12 + K2: 2K (K + 1).

. . 1/ M . Me* 1
2 2 _ = 2 _ 2) — _ - =
I+K 2<L 2EA> iE 5 2K (K +1)
Es folgt
Me?t 1
= —— B = —]_'.'
2(2K +1)2” 0’2’ ’

I und K konnen auch halbzahlig sein (siehe Add. von Drehimpulsen)

L=I+K — Eigenwerte
L=I+KI+K-1,....|I-K|=0

=2K,2K—1,...,0

— Bahndrehimpuls ist ganzzahlig.
I, und K, kénnen jeweils 2K + 1 unabhiingige Eigenwerte annehmen — (2K + 1)?
Zusténde.

Entartungsgrad (2K + 1)2 = n? = 327" (21 + 1)
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Energie Niveaus des H-Atoms im Magnetfeld:

normaler Zeemann-Effekt anormaler Zeemann-Effekt
im Magnetfeld -pglB

k=1 35 3p 34
Feinstrukturspaltung

! b
k Yout = %

2o 2y,

k=1/2 EEEE

.. e,
= e
Tll _!. ¥ I g
(4R ||II

|
|
|
|
|
|
|
! I
Hill (1]
I |Irl i
I TR
kein Spin Spin ||: Il::
l i
T 1
| L]
':' il
1 I
I il :.Il
| -
11
| i i
i
| R
5 F4 1] I5 Il o
k=0 ! ¢ — G T 2o
nf I T L ™y i
|
{al (4R e |
|
|
Spin—-Bahn-Kopplung
e?.
Hsp =~ a’?=1-§~107%eV
To
B e? 1
C T he1st

Ohne Spin-Bahn-Kopplung: SO(3) x SO(3) oder besser SO(4) x SO(3).
Kopplung von Bahndrehimpulsen 14, 15:

H="H1(1) + Ha(2) + Hyww(1,2)

L=lL+l, [L2E]=0, [L,1]=0
Hy, Ha SO(3)-symmetrisch.

Ohne Kopplung:
[7:(1713] :07 [I}:lhl’i,z] :0
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l1,mq,la, my Quantenzahlen, oder auch L, M, 1y, 1s.

Mit Kopplung:
a) [Hyw(1,2),12] =0, 11,1, immer noch Quantenzahlen; [Hyy, ;-] # 0.

‘I’g\/LI)(th;I‘hm): Z C(ly, 12, L,my, mo, M) ()02 (r2)

mi,mg
mo=M—m1
\IIS\? Basisfunktionen fiir SO(3), Stérungstheorie mit diesen Funktionen.
HWW = ail ' 12 = a‘(f‘z - i% - i%)
b) [Hww(1,2), if] #0, l1,ls keine guten Quantenzahlen mehr.

4.5.4 Transformation von Vektorfeldern unter der Rotation

Rotation R: Vektordarstellung Rr = r' (neuer Vektor in alter Basis).

“Induzierte” Transformation fiir skalares Feld

oder
V(') = 4(r) |= D(R)y(Rr).
Anschauliche Bedeutung: (aktive) Drehung der Funktion t(r):

Ay

W(r)
() x

Betrachte jetzt Vektorfeld ¢ = (v1(r),v2(r),3(r)), beispielsweise zur Beschrei-
bung des Photons (Vektorpotential A) oder des Vektormesons.

Aktive Drehung: v'(r',t) = R'z/z(r,t), d.h. die Betrige transformieren sich wie
gehabt |4’ (r')] = "«/)(r)‘, die Richtung transformiert sich wie der Ortsvektor:
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Betrachte wieder kleine Rotation um Achse k um Winkel a:
Ri(a) =~ 1+ aep x ...

aey = ay, e, = k/|k|, lasse im Weiteren k weg! (Achse bleibt fest gewéhlt.)

(1+ax)p(r—axr)+ O(a?)

() +ax (r) + (—ax r»a%zb(n +0(a?)

D(R)p(r) = 4'(r)

|a] < 1. Vereinfachung:
2. Term:

(ax(r), = eypajir = —iaj(S;) it = —ia(S) ik
(S))ik = i€ijn

Also (S = (51,55, 53), h=1)

. 0 0 O

(Sl)ik = i&ﬂk =710 0 -1

0 1 0

. 0 0 1

(Sg)ik = isigk =1 0 0 0

-1 0 0

A -1 0

(Sg)zk = iEigk =71 0 0

0 0

3. Term:

0 _ 10 o
(a X I‘)za—xz = Eijkajxka_xi = zajkiajxkg axi =da-l

1: Bahndrehimpuls.

D(R)y(r) ~ |1 —ia- (1+8)|9(r) + O(a®)
1+8= j, § ist der innere Drehimpuls des Feldes oder “Spin”.
1: Differentialoperator.
§: Matrixoperator, “mischt” die Komponenten des Vektors ).
— [L, Sk] =0, [[i,[j] = isijkfk schon frither gezeigt. [3;, §;] = €4k 5.
Wegen [lAi,éj] =0— [jz,j]] = ieijkjk, d.h. die Operatoren §; und J; erfiillen die

Kommutatorrelationen fiir Drehimpulse

0 0 0 1.0 0 -1 0 0
?=s5-8=8+5+5 = o -1 o|+[0 0 ofJ+[O0 -1 0
0 0 -1 0 0 -1 0 0 0
100
= 2(0 1 o) =11+1
00 1

Fazit: Vektorfelder tragen einen Spin von Betrag 1, sie beschreiben also Spin 1-

Teilchen (Photonen, Vektormesonen).
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4.5.5 Die Pauli—Gleichung, zweier—Spinoren

Oder, wie rotiert man Spin—Funktionen?

. p— £A)?
L 0T H\P_{(p cA)

5 +V(r)— [LB&B} v (W. Pauli 1927)
m

U1
(>
Unter einer Drehung ¥'(r) = D¥(r). D?

6B=06,B,+6,B,+0.B., V= ( ) zweier Spinor.

Aus Erhaltung der Norm unter der Rotation folgt
(U, 0) = /d3r\IlT(r)\I/(r) = (U, 9) = (U, DI DW)

ie. DD =1.
Bei Spin-unabhingigen Prozessen: U1W muf sich wie ¢* (spin-unabhingige Wel-

lenfunktion) transformieren:

2
Vi) = UHRI)U(R ) = 3 gk (R ) (R ')

= [Du(Fu(@)¥] [Du( () ¥]

D, berticksichtigt Transformation des Koordinatenanteils der Spinoren. Das Transformation—
Verhalten wird durch den noch unbekannten koordinatenunabhingigen Operator

D, (Rx(a)) zu beschreiben sein, analog dem Rty beim Vektorfeld.

D(Rx(a)) = Dy(R) - Dy(R).

Da ﬁl unitir, mufl auch ﬁs unitir sein.
Ansatz: D, (Rk(a)) = emianh b7

& verhalten sich bei Raumdrehungen wie ein Vektor
5',2 = lA)Z&zDg = Rji&j oder RijDZ(ak)&iﬁs(ak) = 5']'
Rj; Vektordarstellung. Bei infinitesimaler Drehung:

Rij = 0ij+€imj(ar)m

D, = 1—i(ap)mbm

Damit folgt:

>

Slx

Q

(5” n simj(aa)m) (i + i(éa)lgl)&i (i - i(aa)ni)n)
(517- + eimj(aa)m) (a +0(6a) b, &i])

6]- + Eimj (5a)mai + Z(éa)n[i)n, &j]

Q

Q



108 KAPITEL 4. KONTINUIERLICHE GRUPPEN UND IHRE DARSTELLUNGEN

Da (da),, beliebig gewéhlt — [l;n, 6] = i€kn;0%.

Stelle En iiber Pauli-Matrizen:

by, = apmGm + Bni
Bl trivial, kann weggelassen werden.

anm[a—mv 6—]] = Z.Enjka—k

[Om, 5] = 2i€mjk0k — 20nm = Opm oder b = &n% =35,

D.(Fac(a)) = e~/

D(Ry(a)) = e~iar(+50)
1+36=1+s=j
2
1
o? =3, 32—<§a> :%:s(s—i—l)

4.6 Die SU(2)-Gruppe

4.6.1 Gruppe der unitidren 2 x 2—Matrizen mit der Determi-
nante Eins

Diese Gruppe ist lokal equivalent zur SO(3), global kompakt und einfach zusam-
menhingend (im Unterschied zur SO(3)).
— Darstellungen der SU(2) sind eindeutig.

a b
2 - (;2)
+ _ fa b\ [(a" "\ _ [aa®+bb" ac” + bd*
LD = <c d> <b* d*><ca*+db* cc* + dd*
=
la> + > = 1 (4.17)
>+ d* = 1 (4.18)
ac* +bd* = 0 (4.19)

Dies sind insgesamt 4 Bedingungen an die 8 Parameter a, b, ¢, d.

Ansatz:
a = cosf e’ b= —sinfe
c=singe’, d = cos ¢ '

0<0, ¢§g, 0<& < 2.
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Damit sind (4.17) und (4.18) automatisch erfiillt.

= lac*[=1bd"|, &a—& =& —&as &at+& =& +E& =2,
cos(0—¢)=0 — 0=¢.

Es gilt dann (modulo 27):

Sa=A+E§  La=A-¢
S=A+n EL=A-n

Eine beliebige unitéire 2 x 2 Matrix ld8t sich als (SU(2): A = 0 wegen Determinante

sinfe=" cosfhe %

D= (cos@eig —sin@e”’)

schreiben, 0 <60 <7, 0<A<m, 0<7n, £&<2m.

Generatoren? 6 klein:

IS

et —fein ) ) )
~ <9€_m it ) =1+ifg - z@gy —ifng

/01 (0 —i /10
Z.7\1 0/ &=\ o) Z"\o -1)°
d.h. die SU(2) hat die gleichen Generatoren wie die SO(3).
Global ist das Verhalten verschieden. Schreibe D als:

D= Tro — il‘g —T2 — i]?l
= \zy —iz To + 173 '
(a): 2§ 4+ 23 + 23 + 23 =1 D unitér.

(b): 23 + 22 + 23+ 23 =1.

mit den Pauli-Matrizen o 2L Z

[

(¢): (wo —ixs) (w2 +iz1) + (—1)(x2 +ix1) (T — ix3) = T2 + X123 — iT2x3 + 1T120 —

ToTo — 123 + 1Tox3 — tx1x9 = 0.

SU(2):‘m3+x§+x%+x§=1‘

Sind die z; die karthesischen Koordinaten in einem 4-dimensionalen Euklidischen
Raum, dann ist der Gruppenparameterraum die Oberfliche der Einheitskugel, d.h.
die Gruppenmannigfaltigkeit ist kompakt und einfach zusammenhéngend.
Man kann mit 6 = 3/2, £ = (—a—~)/2 und = (—a++)/2 D in der Form
D— (C_Os (B/2)e*+0/2 —sin (ﬂ/Q)efi(“—V)/Q)
= sin (3/2)e~H@=1/2 cos (B/2)eiet)/2
schreiben. 0 < 8 <27, 0 < a < 2w, 0 <y < A4m.
D entspricht vollig der Darstellung der SO(3) mit j = 1/2, mit Ausnahme vom
Wertebereich fiir v (0 < v < 2m). Die Winkel «, 3, v sind die Euler—Winkel:

R(a, 8,7) = Ry (7)Rn(B)Rs(a) .
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D.h., man kann mit dieser Darstellung der SO(3) die Darstellung der SU(2) bekom-
men, wenn man den Wertebereich von v verdoppelt.
Fir v = 27, @ = = 0 sind die Rotationen R(0,0,27), R(0,0,0) die gleichen

Operationen, ihre Darstellungen durch SU(2) Matrizen: £ = (_01 _01) , B =

<(1) ?) jedoch nicht. D.h. die Darstellungen der SO(3) durch SU(2) Matrizen sind
zweideutig.

Die Faktorgruppe SU(2)/Zs ist isomorph zu SO(3), mit Z = {E, E} als Normal-

teiler.

Euler—Winkel

P PP .2 . S . ’
Dy = {e*m‘“eﬂﬁ"ye*”"ﬂ = e Mm(e By, eTTm

nm/’

j=1/2:
pa/2) _ e~ UetN/2 o5 3/2  —e~H@=N/25in 3/2
= T\ e/ Zsing/2 et/ 2 cos 32

Einschub: Invariante Untergruppe:
H sei Untergruppe von G, dann auch GHG~! Untergruppe von G (genauer: die
konjugierte Untergruppe)

(GH;G"Y)GH;G™') = G(H;, H;))G™' = GH,.G™' € GHG™!
(GH,G™Y) ' =GGH,) ' =GH; 'G™*
i.a. ist H verschieden von GHG!.

Wenn jedoch H = GHG™! fiir VG € G, dann nennt man H eine invariante Unter-

gruppe von G (auch “normale Untergruppe” oder “Normalteiler” genannt).
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Vergleiche Klassendefinition: invariante Untergruppen miissen aus Klassen zusam-

mengesetzt sein!
Beispiel Cs,:

Untergruppen Hi={e,Ri,Ry = Rl_l} =C1+Co

Hy = {6, R3}
Hs = {e, R4}
H4 = {67 R5}

Ho Hs, H4 nicht invariant, da jeweils 2 Elemente fiir C3 fehlen.
Klassen Ci=e
Co = {R1, Ra}
C3 = {R3, R4, R5}
— 'H; ist eine invariante Untergruppe von Cl,!

Zerlege jetzt die Gruppe G (Ordnung g) beziiglich der invarianten Untergruppe A
der Ordnung n (N'G; rechte Nebenklasse von N)

G=NG +NGy+---NG., Gi=e, l=g/n

Konstruktion: G5 nicht in A/ enthalten; G3 nicht in A" und NG5 enthalten; etc.
Fazit: Alle Terme enthalten verschiedene Gruppenelemente.

Produkte von Elementen, die zu NG; und NG, gehoren, konnen jetzt in der Form
(N,G:)(N,G;) = N,G;N,G;'G;G; = N,.G;G; € NG;,G;
NG)(NG,) = NG;G,

i.e. das Produkt von 2 Nebenklassen ist eine Nebenklasse ~ Gruppeneigenschaft.

Die Elemente dieser “Gruppe” (Faktorgruppe) sind selbst Nebenklassen.
Die Faktorgruppe von G beziiglich der invarianten Untergruppe N wird mit G/N

bezeichnet, dren Ordnung ist I = g/n.
Beispiel: C5, hat die Faktorgruppe Cs,/H1 Ds

C3y = Hi1 +Hi1Rs = {e, Ry, R2} + {R3, R4, R5}

mit folgender Multiplikationstabelle

Hy H1R3

H1 Hl HlRS

H1R3 H1R3 Hl
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g=06, n=3, 1 =2; Cs,/H; ist isomorph zur Ss.
7.B.

HiR3H, = HiRsH1R;'R3 = HiH1R3 = HiR3
HiRsH1Rs = HiRsR3 ="M,

Andere Sicht: homomorphe Abbildung f:

g — G/N
f(Gi) — NG;
f(G)f(G)) = [f(GiGy),

d.h. G ist homomorph zur Faktorgruppe: G ~ G/N.

4.6.2 Der Isospin

Experiment:

M,c? = 938.26 MeV
M, ¢* = 939.55 MeV
AM 2 0.13%

(Starke) Krifte zwischen pp, nn un pn gleich (ca. 1% Genauigkeit). (Elektromagne-
tische Krifte sind fiir diese Unterschiede verantwortlich.)
— Symmetrie zwischen Proton (stabil) und Neutron (77, &~ 103 sec).

W.Heisenberg 1932 (Z. Physik 77, 1): “Proton und Neutron sind zwei Zusténde

desselben Teilchens.” — Nukleon.
(Analog den 2 Zustdnden im H-Atom mit n =1, [ =0, s = £1/2.)
Betrachte deshalb die beiden Zustinde des Nukleons:

Zwei Zustéinde im Isospinraum in einem abstrakten Vektorraum. Die allgemeinste
Transformation in diesem Raum ist durch unitéire 2x 2 Matrizen gegeben (Erhaltung
der Norm!).

Die infinitesimalen Operatoren dieser Transformation sind hermitesch, jede hermi-
tesche 2 x 2 Matrix liBt sich durch die Pauli-Matrizen o; (1) ausdriicken. Schliefit
man gemeinsame Phasenédnderungen aus, dann mufl die Spur der infinitesimalen

Operator verschwinden — SU(2).
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— Rotation U im Isospinraum durch Darstellungen der SU(2) beschrieben.

N N 1
D™ Darstellung t Isospin eines Nukleons t; = 50
1.3 - L o
T=0, 2 1, g0 T= Z t(4) Isospin vieler Nukleonen
2-dimensionale Darstellung ¢ = 1/2
. 1
t:py = 3lp) e =1/2
- 1
Zn>:—§|n> my=—1/2
Bei starker Wechselwirkung [H,T] = 0. — Rotation im Isospinraum LBt Hyew

invariant.

Isospin: Anwendung in der Kernphysik
Betrachte jetzt mehr als ein Nukleon, z.B. im Atomkern.

A Nukleonen, Vektorraum hat 24 Dimensionen. Gesamtisospin:

oS H0) (g =i et
i=1
Der Produktzustand ‘1>|2>|3> e ‘A> transformiert sich nach dem i.a. reduziblen
Produkt der Darstellungen, dieses lifit sich wieder ausreduzieren. Der Ubergang
zur neuen Basis, in der die Darstellung irreduzibel ist, folgt wieder durch zukzessive
Addition von Isospins mit Hilfe der Clebsch—Gordon—Koeffizienten.

Beispiel 2 Teilchen: Vektorraum ausgespannt von

vi=|pi)lp2)  t=1/2 t2=1/2
bo = |p1)|n2) T =1,0

Vs = [n1)|pz)

Wa = [n1)|n2)

TzwlzlwleWh Mr=1—T=1.

Konstruiere jetzt Zustand mit 7' = 1, My = 0 durch Anwendung von 7_:
y 1 . . 0 0 - -~ (1 0
f=00) =5 —ify) = (1 0> = i-|p) =1 <0> - <1> = n)
- (0 0
0=t ()= ()=

t_
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2 Nukleonen, }p1>‘p2> ist der Vektor des hochstens Gewichts:

>

P)+i2) o= %wg )

=i (1)
p1)|p2) = [n1)|p2) + [p1)|n2) = vo + b5 = 2124
1

b= 5[0+ falna) o [ma)lna) +0] = 277,

~»

Das sind die 3 Basisvektoren zu T'=1 und My = 1,0, -1

CZqzwl = (% + %) 1/)1 )

7y = | (5- ) )+ (5 3) Il =o0.

Twa

Il
/T\
N =

|
N =
~~_

<-

w

|

|

<

w

Diese 4 Zustédnde entsprechen 4 Zustidnden des Deuterons

stw = j—f(r)

T = 0 Isosinglet @ =e Grundzustand ¢»3; Mr =0, Deuteron

Howw = j—f(r) + 2g(r)

T = 1 Isotriplett U Q= 2e Mr=1 Di-Proton
¥y Q=e Mr =0
(o Q=0 My = -1 Di-Neutron

Instabilitiat des Tripletts: f(r) attraktiv, f 4+ 2g repulsiv.

Entartung? T = 0 Zustand antisymmetrisch unter Teilchen—Austausch, mufl mit
geraden Zustdnden in den Bahn— und Spinkoordinaten kombiniert werden.
Umgekehrt mufl 7' = 1 Zustand mit ungeraden Zustéinden in Bahn— und Spinkoor-
dinaten kombiniert werden.

[J,.M
]

@Deuteron - Pkl(r) [}flml (97 90) X Xsmyg ] ‘Tv MT>

r Relativkoordinaten, Hawyw = 1f(r) + g(r)T2.
Da die Coulombwechselwirkung die Isospinsymmetrie bricht (aber im Vergleich zur
starken Wechselwirkung sehr schwach ist), kann man ihren Effekt storungstheore-
tisch studieren.
! 2 2
e e
- Y £ - e

o
i<j K
(protonen)
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1(t. (i) + £-(j)) wirkt wie Zeeman-Aufspaltung.
Hadronen (Teilchen, die der Starken Wechselwirkung unterliegen)

Erhaltungsgréfien: B=Baryonenzahl, Y=Hyperladung
1
Y =2(Q - Mr), Q:MT+§Y

(Spin halbzahlig) B =1 (=-1 fiir Antiteilchen)
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Table 11.1 Properties of the lighter hadrons

{a) BARYONS

. Mass o 3 {sospin Hyper- Mean life t o s .
Particle (MeV) Spin Charge T My A o7 =) Principal decay modes
p 938.28 1t 1 1 i 1 o Stable
. +
n 939.57 g+ 0 0 -1 1 1.0(10)* pre” +7
A 1115.6 1 0 0 0 0 25010071 pam (65%), n+ 1 (357%)
D 1189.4 i+ 1 | 1 0 0.8(10) ' p+r"(33% L n+7t (47
z? 1192.5 1+ 0 | 0 0 <(10) ' Aty
- 1197.4 1+ = 1 ~1 0 L7(10) ' nigo
= 1315 3 0 : ; -1 290107 A4an®
= 1321 b —1 ] -1 -1 L7100 A+n
At Y 2 3 3 g
Al 12324 3 ] 3 ; } ziiu n+n’
2 F] 13 -
ﬁ‘i 3 0 3 -1 l 310 ptn . n+a°
g ) %: -1 1 -3 1 n+mn”
. 3 1 1 L 0
ED*‘ 1385 %: 0 1 0 0 g~ A+ (88 2 +nri12%)
- -1 1 —1 0
z
0 1532 3 0 i ! -1 .
= 1535 . bo-r } R
Q° 1672 3t -1 0 0 —2 Loy ' Z+m A+KT
Mesonen (Spin ganzzahlig) B =0
Table 11.1  (continued)
(b) MEsoONs
. Mass . Isospin Hyper- Mean life t e _
Particle (MeV) Spin Charge T My ch j;: oy ‘[wc{ Principal decay modes
n= 139.6 0" t1 1 tl 0 26(107° 445
a° 135.0 0~ 0 1 Q0 0 09(10)~ " p 4y o . .
Ki 4937 0- +1 3 +1 +1 L2107 u+v(64%), 2m(217%), 3n(7%,)
K 497.7 0- 0 i R 1 { 09(10)7'  n* +x (687%), 2%+ =°(327)
K ° 4977 0° 0 H 1 — 1 5.3(10)"* 3::(38;-’-;. ), mev(35 %), muv(27 %)
p 549 0 0 0 0 0 3(10)7'® 27(424%), 3n(517%), 2my(6%)
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4.6.3 Der Isospin in der Elementarteilchenphysik

Vergleiche Teilchenmassen und Verhalten bei Stéflen — 3 Isospinnukleonen mit
T # 1/2 (Tabelle auf Seite 116)

— Alle Hadronen treten in Isospinmultiplets auf.

Teilchen hat nun Masse, Spin, Ladung, Isospin ... Es gilt nicht mehr der einfache
Zusammenhang Q = e+ T.). Fiihre als neue GroBe die Hyperladung Y =
2(Q — Mry) ein.

Betrachte z.B. den Zusammenstofl zwischen einem 7—Meson (¢ = 1) und einem Nu-
kleon (t = 1/2) T = t™ + V. Ist [H,T] = 0, dann lassen sich die Zustéinde des
Gesamtsystems nach dem Gesamtisospin 7' und seinen Projektionen My klassifizie-
ren.

Sei |T7 MT> der allgemeine Zustandsvektor, dann ist
33
2.3y~ eyln)

und durch Anwendung von 7 = 7 + i

2 Ly = 2y 2

r=3 2oh - o+ S
3 3 _
2 3 i)
22 =2l — R0l
L L N O RRTE

Streuprozesse, die durch den gleichen Gesamtisospin charakterisiert werden, sollten
gleiche Querschnitte haben, z.B. 7+ +p — 77 4+ p oder 7~ +n — 7~ +n. Dagegen

gilt dies fir 7~ +p — 7~ +p und 7t + p — 7" + p nicht mehr, da ‘77_>‘p> =

13 1y 2 |1
\/§|2’ 2> \/5‘2’

%) 2 Zustiande mit verschiedenem Teilchen enthélt.

4.7 Die SU(3)—Gruppe

Tabelle zeigt, dass sich Hadronen in Isospin—Multiplets zusammenfassen lassen. Al-

lerdings wird die einfache Zuordnung Q = e(% + M) verletzt, sie wird durch

Q_6<MT+%Y>
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(“Gell-Mann—Nishijama-Relation” (1953)) ersetzt, dieser Regel geniigen alle Ha-
dronen.

Y ist die sogenannte Hyperladung, die bei allen Prozessen der Starken Wechselwir-
kung erhalten bleibt (nicht bei Schwachen Wechselwirkung). (Empirisch: erwartete
Prozesse mit Anderung von Y fanden nicht statt.)

Weitere erhaltene Grofie: die Baryonenzahl B (immer erhalten), Strangeness S =
Y — B. (Baryon: Hadron mit halbzahligem Spin, Meson: Hadron mit ganzzahligem
Spin.) Daneben existieren Teilchen, die nicht an starker Wechselwirkung teilhaben:
die Leptonen (s = 1/2, B = 0: Elektron, Myon, Neutrino).

Zur Klassifizierung der Hadronen suchen wir nach einer Symmetriegruppe, bei der 2
Darstellungsmatrizen gleichzeitig auf Diagonalform gebracht werden konnen, da die

Zusténde (Teilchen) durch 3 Quantenzahlen (7, M7,Y") beschrieben werden: SU(3).

4.7.1 Die Gruppe SU(3) und ihre irreduziblen Darstellungen

~ Gruppe der unitdren 3 x 3 Matrizen mit der Determinante 1.

a b ¢
U=|d e f
g h i

a,b,...i komplex, i.a. 9 x 2 reelle Parameter.

UlU=1 — aa*+bb*+cc* =1
dd* +ee” + ffr=1
gg* +hh* +ii* =1

ad* +be* +cf* =0 etc.

— 9 Bedingungen fiir U aus Det U = 1 folgt noch eine Bedingung.

(Allgemein SU(N) hat N2 — 1 Parameter und damit Generatoren: 2N?2 Parameter —
(N(N —1) 4+ N + 1) Nebenbedingungen.)

— U durch 18 — 9 — 1 = 8 Parameter bestimmt (unsere a,!). Da die entsprechenden

infinitesimalen Operatoren Xq (vergleiche 4.3)

[

a, < 1 Q(a)%;—l-z:aq
q

q

antihermitesch (Y, = —iX, hermitesch) sein miissen und die Spur 0 haben, kann

man zunéchst von der Pauli-Matrizen ausgehen (i7,), und dann die verbleibende
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Zeile bzw. Spalte ergénzen:
1 0 ¢ O 1 0 1 0 1 1 0
X1=—§ i 0 0}, )(2:_5 -1 0 0], X3=_5 0 —2 0
0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 ¢ 1 0 0 1
X, = ~5 00 0, Xs= ~5 0o 0 0],
i 00 -1 0 0
1 0 0 O 1 0 0 O
Xe=-310 0 i, Xr=—5{0 0 1},
0 i 0 0 -1 0
i 0 0
Xs=—-(0 i 0 (4.20)
0 0 —2
‘ 2iX; = A “Gell-Mann Matrizen”
Die infinitesimalen Operatoren der SU(3).
Untergruppen SU(2) von SU(2) werden durch
1 1 1 1
{X1, X2, X5}, {X47X5,§(X3+ §X8)}7 {XG;X77§(_X3+ §X8)}

gebildet. Da Xg mit X1, X5, X3 kommutiert, bilden diese eine Untergruppe SU(2)xU(1).

“T-Spin”:
0 1 0 0
T, =i(Xi+iXo)= [0 0 0], 7T_=i(x1—iXo) = |1
0 0 O 0
T, =iXs
Leiteroperatoren fiir Untergruppe.
“U—-Spin”:
0 0 O 0
Us =i(Xe+iX7)=[0 0 1|, U_=i(Xe—iXs)= [0
0 0 O 0
N 7 N 1. 1. 34
— Xyt X ) =T+ 2y
Uz 2 ( 3 + 9 8) 2 z + 4
“V—Spin”:
0 0 O 0
Vi =i(Xs—iXs)= [0 0 0|, Vo=i(Xs+iXs)=[0
1 0 O 0
i [ 4 1 1. 3.
L =— X3+ =Xg | =—=T,—-Y
V=3 < 515 8) 2 4
[Tz, Uz] = [Tz, VZ] = 0, es existieren zwei diagonale Operatoren:
1/2 0 0 1 1/3 0
T, =1X3 = 0 —1/2 01, Y:§iX8: 0 1/3
0 0 0 0 0

o

o

o

0
0

o

o

~2/3
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Operatoren—Algebra:

[T-‘raT—]:Q z [TZ;Ti:j:Ti
[U+ﬂU*] = 202; [AZvU:t] = :l:U:I:v [T:I:a?] =0
Vi, Vo] =2V, V., Vi] = £V, [T.,Y]=0

Unabhéngig von der Darstellung gilt:
PN 1
[Tza U:I:] = :FiU:t 5 [Yv U:t] = :l:U:I:

PN 1 NN
[Tzv V:I:] = :Fivzl: ) [Yv V:I:] = :Fvﬂ:

[V—aU—]:T-i-v U, +]:T—7 [U—vrﬁ—]:v-i-

>
>

[Jrv +]:V7a [va 7]:U+a [VJraTJr]:U*

T.,U.,V. sind Standard—-SU(2) Operatoren mit den Eigenwerten 0, £1/2, £1,+3/2, ...
—Y = 2(U, - V.) — Eigenwerte 0,£1/3,£2/3, £1,£4/3,...
(UZ = %7‘/2 = %,Y = %(n—m))

Seien Eigenwerte von T,: My und von Y : Y — fiillen dieses Gitter

Y

$
. v . . 5,{5 . . . .
. . * . ",‘3 . . - .
. . . . | - . . .
. . . . 2/3 . . . .
. . . L . . * .

2 % 1 % e 1 % 2 T

- - - A . . . .
. . . . ‘2"3 . . N .
* . - s - - . . .
. . . . _4/3 . . . .
. . . . =% . . . .

Betrachte jetzt Wirkung von

Ty auf Zustand [ M7,Y) : — Ty|Mp,Y)=c|Mr£1,Y)
U auf Zustand |Mp,Y) — Ui|MT,Y> =d|MrF %,Y +1)  (4.21)
Vy auf Zustand [M7,Y') : - Vi|M7p,Y) :c”\MTxl,qu}

2
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4
b
. - - - . - - .
- - - - . - - -
L - - U* " . . .
- - L] - - - L] -
L] - 3 - - - . -
_ 7

= + - M'r
. - . . - . . »
- - L] - V_'_ A . - . -
- . - J - . L]
- - - - - - - -
. - . . - - . -

Innerhalb einer irreduziblen Darstellung lassen sich alle Basisvektoren aus einem
gewiithlten ableiten, indem man die infinitesimale Operatoren wirken lif3t. Auf grund

der Konstruktion sind aber nur bestimmte Basisvektoren (4.21) zugelassen.

Lage des Nullpunktes?
(i) x bei (0,0).
(ii) x bei (0,2/3).
(iii) x bei (0,-2/3).

Nullpunkt bei (0, £1/3) ist ausgeschlossen, da dann Eigenwerte +1/4 fiir U..

Betrachte wieder Basisvektor |1/)> mit dem “grofiten Gewicht” in der irreduziblen

Darstellung D: Vektor mit groBtem Y und fiir dieses Y mit dem grofiten Mp. Mit
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(4.21)
= Ty[) =Usly) =V_|y) =0
- T.y) = Mr|y)
0.|w) = Mylw) My =3 — My
Vo) = =My |¢) —My = %Y + %MT.
Notation:
|¥) = [A = 2My, p = 2My)
oder

M

| >

1

Durch Anwendung der U,V ,T-Leiteroperatoren laBt sich die Gesamtheit der Ba-
sisvektoren generieren, und damit die Darstellung DX der SU(3)-Gruppe finden.

Neues Problem: Einige Punkte im Hexagon kénnen zu mehreren Basisvektoren
gehoren (fiir SO(3) gezeigt, dass dem nicht so ist!). Es kann gezeigt werden, dass

fiir Punkte auf dem Rand des Hexagons nur ein Basisvektor existiert.

Zu jedem Punkt, der dem Rand benachbart ist, gehoren 2 Basisvektoren. Diese
Punkte formen ein kleineres Sechseck, u.s.w. Die Zahl der Basisvektoren steigt um
1, wenn man weiter nach innen fortschreitet, bis aus dem 6-Fck ein 3—Fck wird.

Geht man weiter nach innen, bleibt die Zahl der Basisvektoren pro Punkt gleich.

— Gesamtzahl der unabhéngigen Basisvektoren = Dimension der Darstellung

A0w) = SO+ D+ DA +p+2)
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F = 1t ;.ﬁ-i'{-.i.-'-':.LhrE.-..I:

f-[ﬁ;npl.!-',q h-pil
W,

Per Konstruktion existieren auflerhalb des 6-Ecks keine Zustéande, z.B. T+ un |1/)> =
03T+|1/)> = 0 entlang der Kante rechtsoben.

Der Rest des Hexagons folgt aus Symmetriegriinden.

— Alle Basisvektoren liegen auf oder im 6-FEck.

Beispiel: D1

Y = +1
, Y =0
A=2Mr=1 — T=1/2

p=1 — Y =—(1+2)
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Singulett
DI0Q)=[1] i

DUO)=(3] 7,

DION=[3]" 2

DI2N=[15]

-1

DI2,0)=16]

0(1,21=(15]

D(O,2)=[‘5]

= . . 1 -
25

Die niedrigsten SU{3)-Multipletts.

4.7.2 Die Gell-Mann—Okubo Massenformel

Wire die SU(3)-Symmetrie exakt, mii8ten alle Teilchen eines Multipletts die gleiche
Masse haben:
Experiment: mittlere Massenaufspaltung ATm ~ 10%.

— LBt sich nicht auf elektromagnetische Wechselwirkung zuriickfithren (vernachléssi-
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ge die im Weiteren)

Zh%—zf =Hpy,  Hp=cap+mdf
me? = <7:{> = <7:{88 + 7:tms> ) <7:l55> = cm?

Hss ist SU(3) invariant, H,,s Isospin-invariant.

Hes, X)) =0 1=1...8

[ﬂms,Tz] =0 — Ym,'i‘Q", keine TzfAbhéingigkeit

Ansatz: H,,, = bY + T2 + dY?2.
Alternativ: Hy,,s transformiert sich wie DY mit 7,Y = 0. b, ¢, d Konstanten fiir

ein Multiplett.

Hums = (T, Mp,Y|bY + cT? +dY?|T, My, Y)

= bY +cT(TH+1)+dY?

Anpassung an das Experiment: d = —c/4

Am =bY +¢ [T(T—i— 1) — EYQ]

3 1 c
A —= - — — — - = —
my b—l—c{4 4] b—|—2 my — ma
1
Amgz—b—l—g:mg—mA — bzmA—mE—i—Z(mg—mA)

Amy, =0+ c[2] = 2¢c =myx —ma

AmAZO

A
mN—mA:mA—mE—f—Z(mg—mA)

—(mny +mz) = —-mp+-m
2 N = I A | =

Test:

11
2 %1116—1— 1193

L 939+ 1318)
2 4

1128,5 ~ 1135

4.7.3 Casimir—Operatoren

Fiir jede Lie-Gruppe lassen sich ein oder mehrere Operatoren aus den Generatoren
konstruieren, die mit allen Operatoren der Gruppe kommutieren. Auf Grund der
Schurschen Lemmas sind diese Operatoren Vielfache des 1-Operators.

Beispiele:
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1. SO(3): C1 =J? = J, + J, + J, Eigenwerte J(J + 1).

2. SU(3)
Ci = Y AA
ijk

A%:T+7Al T—5A2 U+5A2 U— A3 V+’A_V A3
i dz—of, Y ai—0

01\w>={ (AN + 12 +Au)+2A+u}\w>
(Cg+ C1> |v) = /\ 1) (2A + g+ 3) (20 + A+ 3)|v)

i.e.: Zahl der Casimir-Operatoren = Rang der Gruppe

= Zahl der Parameter, die irreduzible
Darstellungen bezeichnen.

= Zahl der gleichzeitig diagonalisierbaren
Erzeugenden.

4.7.4 Die Quarks und die SU(3) Gruppe

Bisher physikalisch: DY und D®:9) | betrachte weitere Darstellungen:
a) D9 Singlett, triviale Darstellung

Y
Q

My - Q=0 A* Teilchen
My +

Y m = 1405 MeV .

wlr—\ o

b) D®% und DY Tripletts, kleinste nichttrivialle Darstellung der SU(3). Ver-

glaichbar mit D(/2) der SO(3) — alle hoheren Darstellungen lassen sich hieraus

aufbauen (mit D©) nicht moglich) % x 2 =14 0. Ubergang zu neuer Basis mit

2

Clebsch-Gordon Koeffizienten.

DO ynd DOY enthalten T, U~ und V-Spindubletts.

Basisvektoren fiir D10 = [3] sind 41, 92, ¥3.

Basisvektoren fiir D(®1) = [3] sind 11,49, 43. “Antivektor—Antiteilchen” .

= |Mr,Y,0) Qi = Qitl
Qv = —Qith;
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11 2

Lnupw wl:‘i’g’a>:u Q1:+§
11 1

LLd ” — _ = — d —_
own o ‘ 2,3,Oc> Q2 3
2 1

“strange” Pz = |0, 3 o) =s Qs = 3

Teilchen haben drittelzahlige Ladungen. Bisher nicht als freie Teilchen gefunden.

Zweig 1964, Gell-Mann: (from James Joys: Finnegan’s Wake).

1
a: B, S,, Colour, Sy = :l:§

Die Transformationseigenschaften der Quarkzustédnde sind uns schon bekannt:

d.h. die Generatoren in dieser “fundamentalen” Darstellung werden durch 3 x 3
Matrizen reprisentiert, die wir schon frither angegeben hatten. Allgemein kann man

aus den Yl = in die unitidre Operatoren

U(a) — e~ > dar(Xi4)
konstruieren, sie stellen die Gruppenoperatoren der SU(3) dar.

Komplex konjugierte Darstellung:

Wit = U*(a)y; U*(a) = piaXi)® — ,—ia(Xi)

X* sind die Generatoren der Darstellung [3]. In dieser Darstellung haben die Ope-
ratoren 75 und Y die negativen Eigenwerte der Darstellung [3].

Die Darstellungen [3] und [3] (Triplett und Antitriplett) sind verschiedene Dar-
stellungen, die durch keine Transformation ineinander iiberfithrt werden kénnen.

Annahme des Gegenteils: 5X;5! = X, = X;
SXppi = Spv; = SX,871 5y
p ist Eigenwert, St); = ¥}, dann
p; = SXiS™ 1

und

Xz*wg = pwz{ :
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Die Operatoren X; miissen die gleichen Eigenwerte haben wie die Operatoren X;'.
Eigenwerte von
5 i . o
X;: {- ,0}, Xs: {—i,—i,2i}
2 2
X5 { 0}, Xy {ii,-2i}

— Annahme falsch.
Konstruktion von SU(3) Multipletts aus den elementaren Darstellungen

[3] und [3]:
1"IE
J=1 / \J-ﬂ
\aly -
J= :'!";l- ".I'r s
1"} Lo 1'.?'3 1"-1 [ ——

TN
N 5= s

"._:
helhalgely

e S ey _p—p.- — -

h‘

SO(3): Vielfache Kopplung von Spin 1/2 zu verschiedenen Gesamtspin J.
Grundregel fiir das Produkt von Darstellungen DY) x DU2) = 5~ DU), Grup-

Jj=lj1—Jz2|

pe SO(3) war einfach reduzibel, es galt die Vektoradditionsregel.
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SU(3): DAL 5 DO2:k2) = S~ ¢(Ap) DM | komplizierter als SO(3), nicht einfach
Ap
reduzibel.

1.) Ausreduktion des Produkts [3] ® [3]

[
=
@
<

' /9 t.' .r"- T:f1 ‘:'-. .
oo T
N — -
3] ® [ 3] - (81 @[]

3.) Ausreduktion des Produkts [3] ® [6] = [10] & [8]:
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Lot 2 YT N
| \ oY,

k!

w
i

(3] & [6] = [10] @ [&]

Dekuplett:
AT Teilchen: s, = 3/2 ‘A‘H', s:=3/2) =ul(Lu!(2u'(3). T=3/2, Y =1.
Alle andere Zusténde folgen aus Anwendung der 7, U_-Operatoren. Der Spin

wird mit den Leiteroperatoren der SU(2) S_ vermindert.

A~ und @~ Teilchen:

|A7,s.=3/2) = dl(1)d"(2)d!(3)

07,5, =3/2) = sl(1)s"(2)s"(3)

Die Gesamtwellenfunktion des 2~ —Teilchen ist dann
o- =s'(1)s"(2)s"(3) p(x1, %2, x3)

#(...) ist der Ortsanteil, s’ (i) sind die Spin—, Hyperladung— und Isospin-Anteil. Bei
verniinftige Wechselwirkung—Potentiale im Grundzustand Bahndrehimpuls L = 0,
Ortswellenfunktion symmetrisch. Das widerspricht dem Pauli—Prinzip!

Auswege? Para— statt Dirac—Statistik (Greenberg)

Gell-Mann 1972, Fritzsch 1973

u—u;, uz, us
u_>d1)d27d3

u — 81, 52,853
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— total antisymmetrische Wellenfunktion.

= Ug- =s](1)s}(2)s](3) capy d(x1,%2,%3)
Der neue Zustand ist invariant unter der Drehung im Farbraum:

Uq":ZUﬁo‘qﬁ’ do = U, da;som a,ﬁzl...

Upq unitdre 3 x 3 Matrizen mit Determinante 1.

Symmetriegruppe: (Farb) SU(3) (exakt!)

133



