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1 Zusammenfassung

In [1] wurde ein schwacher Quanten Quench im eindimensionalen Bose-Hubbard Modell unter-
sucht, bei dem die Wechselwirkungstirke U von unendlich auf einen grofsen endlichen Wert ge-
setzt wird. Im Ausgangszustand ist dabei jeder Gitterplatz einzeln besetzt. Nach dem Quench
bilden sich Quasiteilchen in Form von doppelt und nicht besetzten Gitterplitzen, die durch
Stoke das System in ein Gleichgewicht bringen. Es konnte numerisch gezeigt werden, dass das
angeregte Vielteilchen-Quantensystem bei FEnergieerhaltung, jedoch ohne Impulserhaltung,
langsam wie t~1/2 mit Korrekturtermen proportional zu ¢t=3/4 thermalisiert. Energie muss
diffusiv transportiert werden, um die neuen Fluktuationen im thermischen Gleichgewicht auf-
zubauen. Dies fithrt zu hydrodynamischen long-time tails, die besonders ausgeprigt waren in
der Energie-Energie-Korrelation (€;€;4,) zwischen Teilchen i und Teilchen i+n.

Wir betrachten hier die gleiche Ausgangssituation, jedoch ohne Energieerhaltung. Das nu-
merische Protokoll wird erweitert, indem mit einer mittleren Rate 77! der Impuls und mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0.5 auch die Teilchenart eines Quasiteilchens gedindert wird. Die
mittlere Energie der hinzugefiigten Quasiteilchen ist dabei wie die mittlere Energie im Ge-
samtsystem Null. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass durch Verletzung der Energieerhaltung
algebraische long-time tails in der Observablen (e;€;4,,) zerstort werden kénnen und das Sy-
stem exponentiell relaxieren kann. Weiter wird die Auswirkungen der Energiefluktuation auf
die zeitliche Entwicklung des Systems in Abhéngigkeit der Fluktuationsrate untersucht. Es
erfolgt dazu ein Vergleich der numerischen Daten mit einer analytischen Lésung. Dariiber
hinaus wird auf die Frage eingegangen, inwieweit Teilchen- und Energietransport in diesem
Modell koppeln.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Zunéchst werden die Grundlagen der zweiten Quantisierung
dargelegt, mit denen dann die Herleitung des Bose-Hubbard Modells erfolgt. Im néchsten
Abschnitt werden die Energien der Anregungen und der Ausgangszustand nach dem Quench
berechnet. Darauf erfolgt eine teilweise Reproduktion der Ergebnisse aus 1] und eine Beschrei-
bung des verwendeten Programms. Im Anschluss werden die Ergebnisse ohne Energieerhaltung
diskutiert. Den Abschluss bildet ein Ausblick auf mogliche weitere Problemstellungen, die an
diese Arbeit ankniipfen konnten.
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2 Motivation

Aufgrund neuer Verfahren ist es moglich experimentell zu untersuchen, wie und unter welchen
Umsténden ein Quantensystem equilibriert. Ein Weg, um einen angeregten Zustand in einem
Quantensystem zu erreichen, besteht darin, das System zunéchst in seinem Grundzustand zu
priaparieren und dann durch plstzliche Anderung duRerer Parameter aus dem Gleichgewicht
zu bringen. Dies wird als Quanten Quench bezeichnet und kann experimentell durch ultrakalte
Atome in optischen Gittern realisiert werden [2].

Ein optisches Gitter ist ein durch Interferenz von Laserstrahlen erzeugtes periodisches Poten-
tial, in welchem neutrale Atome in Abhéngigkeit der Laserfrequenz w gegeniiber der atomaren
Anregungsfrequenz wy zu den Intensitétsmaxima (w < wp) beziehungsweise zu den Intensitats-
minima (w > wg) hingezogen werden. Die Frequenz wird dabei so gewéhlt, dass Anregungs-
und Emissionseffekte vernachldssigbar sind (w < wp bzw. w > wp) [3]. Im eindimensionalen
Fall kann ein optisches Gitter durch zwei gegenldufige Laserstrahlen gleicher Frequenz und
Amplitude erzeugt werden, die sich zu einer stehenden Welle iiberlagern. Die Gitterkonstante
ist dann in dieser Anordnung durch A/2 gegeben, wobei A die Wellenléinge des Laserlichts
bezeichnet. Das Potential ist Resultat der Wechselwirkung des durch das Laserlicht in den
Atomen induzierten oszillierenden elektrischen Dipolmoments mit der elektromagnetischen
Strahlung, welche zu einer als AC-Stark bezeichneten Energieaufspaltung fiihrt. Diese ist bei
einer periodisch ortsabhingigen Intensitdtsverteilung ebenfalls periodisch im Ort und bildet
das optische Gitterpotential [2].

Die Tiefe des Potentials ist dabei abhéngig von der Intensitit des Laserlichtes. Werden die
Atome auf Nano-Kelvin Temperaturen abgekiihlt, konnen sie in den Potentialtélern gefangen
werden [4]. Neben der Potentialtiefe sind die Gitterkonstanten durch die Geometrie der La-
serstrahlen und die Wechselwirkungsstérke durch ein &ufseres Magnetfeld variabel einstellbar.
Der grofse Nutzen von optischen Gittern liegt in der Méglichkeit, physikalische Modelle unter
idealisierten Bedingungen, wie sie im realen Festkorper nicht zu erreichen sind, experimentell
zu untersuchen, sowie in der Regulierbarkeit von Gitterstruktur, Bindungsstérke und Wech-
selwirkungsverhalten [3]|. Die Energieskalen im optischen Gitter entsprechen allerdings nicht
denen in realen Festkorpern. Auch sind die typischen Gitterkonstanten in realen Festkérpern
3 bis 4 Grofenordnungen kleiner. Ein bei optischen Gittern zunéchst unerwiinschter Effekt ist
der Verlust von Teilchen, die zum Beispiel nach Absorption eines Photons des Lasers oder nach
Streuung an Gasatomen aus dem Gitterpotential entflichen kdnnen. In dieser Arbeit wird un-
tersucht, welche Auswirkungen die Verletzung der Energieerhaltung auf die Relaxation eines
Vielteilchensystems hat.
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3 Theoretische Grundlagen

3.1 Zweite Quantisierung
3.1.1 Fockraum

Der Hilbertraum H; eines Systems von n ununterscheidbaren Bosonen ist gegeben als sym-
metrischer Teilraum des Tensorprodukts der n Ein-Teilchen-Hilbertraume H; [5].

Hyn=H1® .. H
Hi={Iw) € Ha | Plo) =) VPeS,)

Dabei bezeichnet P ein Permutationselement der symmetrischen Gruppe S,,. Eine Wellenfunk-
tion [¢) € H; hat die allgemeine Form

1

V(1) = Ny Z ©x, 0 (@) 0 ) (Tn),

it U'ESn

mit ¢, den Einteilchenwellenfunktionen im Zustand A;, ny, der Besetzungszahl des Zustands
A; und n der Gesamtteilchenzahl. Bei einem quantenmechanischen Vielteilchensystem ist es
sinnvoller von der Beschreibung aller méglichen Permutationen zu einer Basis iiberzugehen,
die nur die Besetzungszahlen der einzelnen Zustédnde z&hlt: |[ny,,...,ny,,...) € Fn = Hj. Der
zugehorige Raum fiir variable Teilchenzahl ist der sogenannte Fockraum

F=FodF1DF2D ...

mit dem eindimensionalen Raum Fy des Vakuumzustandes |0, ...,0, ...). Ein Zustand in F,, ist
von der Form

|¢> = Z Cnqna,... |11, 102, > .
{ni}

;=N

3.1.2 Bosonische Auf- und Absteigeoperatoren

In Analogie zum Harmonischen Oszillator lassen sich auch fiir ein Vielteilchensystem Auf- und
Absteigeoperatoren definieren.

é} |1y ey My o) == Vi + 1ng, on + 1, 000) (3.1)
fli |n1, ceey T, > = \/TTZ'|TL1, ey Ny — 1, >

Diese Operatoren erfiillen die folgenden bosonischen Kommutatorrelationen:
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lai,al| =5y, [ana5] =0, [alal] =0 (3.3)
Weiter lasst sich der Besetzungszahloperator 1n; := fi;-[fil' enfiihren, der folgende Eigenschaft

besitzt:

fli N1y .eeey Ny > =N, |7”L17 2 >

3.1.3 Basiswechsel

Es bezeichnet {|\) } eine Basis von Einteilchenzusténden und ég, &, die zugehorigen Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren. Ist {|v)} eine weitere Basis von Einteilchenzusténden, so kann
ein Basiswechsel erfolgen durch

)= A =D ).

A

Die Transformation der Auf- und Absteigeoperatoren soll gewihrleisten, dass
lv) = al,|0) gilt.

vy =ah[0) = IA) Ay = (Alv) &L |0)
A

A

Daraus folgt die Beziehung

al = (wma,  a=@h=> whan. (3.4)
A A

3.1.4 Operatoren

Ist 6 ein Einteilchenoperator und {|\)} eine Basis in der 6 orthogonal ist, sowie A; die zu den
Eigenzustédnden |)\;) zugehorigen Eigenwerte, dann l4sst sich 6 wie folgt schreiben:

6= Z)\ I (]

Wendet man den Operator O = 32 y 651) auf einen Vielteilchenzustand |ny,,...) an, muss bei
den Eigenzusténden |\;) nur noch die Besetzungszahl ny, beriicksichtigt werden.

()1 |n)\1, > = Z/\in)\i |Tl)\1, > = Z)‘Zé;r\lé& |n)\1, > = Z <)\z‘6(1)‘)\2> ﬁ;ié)\i ]m\l, >
i i

i

Dabei ist 6; ein Einteilchenoperator, der auf das j-te Teilchen wirkt.
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Eine Transformation zu einer beliebigen Basis {|v)} liefert die folgende Darstellung:
Z Z (vn|Ai) |>\ ) (Ailvm) é:r/névm = Z <Vn|6(1)|ym> éliné’/m (3.5)
i myn m,n

Fiir einen Zweiteilchenoperator Oy = > i 65]2-) erhilt man in zweiter Quantisierung [5] :

) a/\air\,auau (3.6)

0= > (AX[e®

AN,

3.2 Bose-Hubbard Modell

Das Bose-Hubbard Modell beschreibt miteinander wechselwirkende Bosonen in einem peri-
odischen Potential, wobei die Bosonen auf benachbarte Gitterplitze springen kénnen. Zur
Herleitung des Modells in einer Dimension betrachten wir ein Gitter der Linge L mit N
Gitterpunkten und mit Gitterkonstante a. Der Hamiltonoperator von n Teilchen in einem
periodischen Potential V (z) und mit Wechselwirkungspotential U (z;, z;) ist gegeben durch

n

I:I:Z(QpZ ZU Ti, Tj)
i—1 m_/_/ H,gj e
h(M h;;

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die Energie der Teilchen klein ist gegeniiber der
Bandliicke zum ersten angeregten Zustand und sich das Modell somit auf das Ein-Band-
Hubbard Modell reduziert.

3.2.1 Bloch- und Wannier-Zustinde

Wegen der Periodizitit von V(x) sind Eigenzustinde des Einteilchen-Hamiltonoperators h()
durch Bloch-Funktionen ¢,, ;(z) mit Impuls £ € (=2, Z) und Bandindex n gegeben [2].

a’a

1 .
‘Pnk(l’) = ﬁelkxun,k(l’)

Ist R ein Gittervektor, so erfiillt die Funktion u, () die Bedingung u, (z + R) = up i(x).

Die zugehorigen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir einen Bloch-Zustand sind mit
éL i und €, bezeichnet. Die Bloch-Funktionen bilden eine Orthonormalbasis [6].

> halo)enalel) = b =)
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Durch Fouriertransformation erhalt man aus den Bloch-Wellen die im Ortsraum lokalisierten
Wannier-Zustinde. Fiir das niedrigste Band (n=1) definieren wir

oo =) = 2= 3 iy (a),
k

wobei der Bandindex fiir n=1 im Folgenden nicht mehr angegeben wird. Die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren fiir ein Teilchen am Gitterplatz R; ergeben sich nach diskreter
Fouriertransformation zu

~

aT 1 —ikR; At A 1 ikR;
a = —— e C;, a;, = —F— e CL.
P N P

3.2.2 Hamiltonoperator

Im Formalismus der zweiten Quantisierung lassen sich Ein- und Zweiteilchenoperator in der
Wannier-Basis darstellen. Dabei gehen wir von der Annahme aus, dass alle Energien klein sind
gegeniiber der ersten Bandliicke, sodass nur das niedrigste Band mit n=1 betrachtet werden
kann.

Dabei sind die Matrixelemente gegeben durch

Jij = (Ri|]hW|R;) = /dxgb*(x — R)hWe(z — Ry)

Ui = s Rl P, P = / e / da'¢* (v — Ri)¢" (' — Rj)hPé(z' — Ryp)g(x — Ry).

Unter der Annahme, dass der Uberlapp zweier Wellenfunktionen ¢; und ¢; klein ist, ldsst
sich das Modell vereinfachen, indem die Wechselwirkung auf einzelne Gitterplatze und der
Bewegungsfreiheitsgrad auf néchste Nachbarn beschrinkt wird. Weiter gilt flir ein homoge-
nes System, dass sowohl der Wechselwirkungsterm Ujji; als auch das Hiipfmatrixelement J;;
unabhingig vom Gitterplatz sind. Insgesamt erhalten wir unter diesen Annahmen fiir die
Matrixelemente:

U i=j=k=1

Jig = 7 0 Uijht = {O sonst
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Der Hamiltonoperator des Bose-Hubbard Modells ergibt sich in der gewédhlten Basis zu
N N N U TN
H= —JZ (a;-ralurl + aia;rﬂ) + 3 Z a};azaiai
i i
fa A A U s
= —JZ (azaiﬂ + aialTH) + 5 Zni(ni — 1)
i i

Dabei wurde im letzten Schritt die bosonische Kommutatorrelation (3.3) ausgenutzt.
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4 Quanten Quench im eindimensionalen Bose-Hubbard Modell

Unter einem Quanten Quench versteht man die Zeitentwicklung eines Zustandes nach

einer plétzlichen Anderung des Hamiltonoperators H — H’. Befindet sich das System vor
dem Quench im Grundzustand |¢), ist seine zeitliche Entwicklung nach dem Quench gegeben
durch die formale Lésung der Schrodingergleichung beziiglich des neuen Hamiltonoperators
[ih(t)) = e~ 71 4, wobei |¢)g) im Allgemeinen kein Eigenzustand von H' ist [7]. Hier wird ein
Quanten Quench im eindimensionalen Bose-Hubbard Modell betrachtet, bei dem der Wech-
selwirkungsterm U von U = oo mit n; = 1 auf einen endlichen Wert mit U > J gesetzt
wird.

~ i A U R
H= —JZaZTaiH + al-a}Jrl + 3 Zni(ni -1)-U (4.7)
i i

H, Ho

Der zusidtzliche Term -U bewirkt nur eine Verschiebung des Energiespektrums, andert je-
doch nicht die Physik des Systems. Aufgrund des endlichen Wechselwirkungsterms besteht
die Moglichkeit, dass Atome auf benachbarte Gitterplitze hiipfen und somit leere und doppelt
besetzte Plitze entstehen. Diese als Quasiteilchen bezeichneten Anregungen werden im Fall
einer doppelten Besetzung Doublonen und im Fall keiner Besetzung Holonen genannt. Anre-
gungen mit mehr als zwei Atomen an einem Gitterplatz sind wegen U >> J vernachlissigbar.
Zur Berechnung der Anregungsenergien betrachten wir ein eindimensionales Gitter der Lange
L im Limes L — oo mit Gitterkonstante a=1.

4.1 Ausgangskonfiguration

Es bezeichnet |0) den Zustand, bei dem jeder Gitterplatz einzeln besetzt ist und |R,r) den
Zustand einer Doublon-Holon-Anregung mit

rd+Th
2 9

den Schwerpunkts- und Relativkoordinaten des Doublon-Holon-Paares. Die Zusténde {|0) , {|R,7)}}

bilden eine Orthonormalbasis des Teilraums der Einzelanregungen und des Ausgangszustan-

des. Durch diskrete Fouriertransformation erhdlt man aus den Zusténden |R,r) die Zusténde

| K, ¢) mit Gesamtimpuls K und Relativimpuls gq.

R = r=Trq—Th

qd — 4h
2

K=q4+qn q=

1 KR
Kog) = 7 2306 sinlar) IR

Dabei ist die Gesamtanzahl der Zustinde L(L — 1) ~ L?. Bei der Transformation wurde die
Randbedingung beriicksichtigt, dass es keine Doublon-Holon-Anregung mit Relativkoordinate
r=0 geben kann.
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Um Aussagen liber den Zustand nach dem Quench treffen zu kénnen, betrachten wir zunéchst
das Matrixelement (K,r | H | 0). Es gilt fiir |r| > 1

ﬂ|K,r)~ﬂ<ZeiKR|R,r>>
R
:—JZeiKR 2 R+1r+1 +2 R—lr—l
= 2’ 2’

1 1
— ot —r—1
+‘R 57t >+ ‘R—|—2,r >>

i K

~—J [(26‘% + e%) K7+ 1) + (26% + e_7> K, 7 — 1>]

Hier wurde bei der Verschiebung der Schwerpunktskoordinate die Translationsinvarianz des
Systems ausgenutzt. Die Vorfaktoren ergeben sich durch die Anwendung der bosonischen Auf-
und Absteigeoperatoren (3.2) und (3.3). Fiir || > 1 gilt aufgrund der Orthogonalitit der Basis
(K,r | H|0)=0.

H|0) = -U0)—v2J > " (|R, 1) +|R,~1))
R
|r|=1
=-U|0) — V2LJ(|K =0,1) + |K =0,-1))

Tnsgesamt erhdlt man (K, 7 | H | 0) o 0o djr,1, dass heibt, Doublon-Holon-Paare entste-
hen nach dem Quench ausgehend vom Zustand |0) nur auf benachbarten Gitterplétzen mit
Gesamtimpuls K=0.
4.2 Energie der Doublon-Holon-Anregung

Die Energie der Doublon-Holon-Anregung lasst sich wegen U>>J mittels Storungstheorie be-
rechnen. Dazu betrachten wir die Basis { [0),{ |[K =0,q) }}.

Ho|K =0,q) =0 H, [0) = —U |0)
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H) |K =0,q) < Z Zsm qlr]) |R, 7y + — ! Zsin(q)(|R,1>—|—|R,—1>)>

|1"|>1 Ir|=1
J 1
=-7 ZZsqu R+fr+1 +2 R_i’T_l
|7\>1

= —2\@Jsin( )|0) — —cos Zzemosm qlr)) IR, r)

= —2v/2Jsin(q) |0) — 6.J cos(q) |K = 0,q)

Hier ist das Additionstheorem sin(a) + sin(8) = 2sin (32 ots ) cos (252 B ) verwendet worden. In
erster Ordung Storungstheorie ergibt sich fiir die Energlen und Eigenzustande

EM = (0[H,]0) =0

EM = (K =0,q/H|K =0,q) = —6J cos(q)

(K =0,q [A,]0) 22
‘ > Z‘K_O E() ON Z )IE =09

0 q
O LK = 0,0) _ 2V37
B0 g0 U

sin(q) |0) .

E§°> - E;f))

qiq

Die zweite Ordnung ist fiir die kinetische Energie der Doublonen und Holonen wegen U > J
vernachlissigbar.
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(2) _ (K = 0 L H O 8% 42
By = <0‘H1‘0(1)> Z Eéo) =—7 ;sm%q) = —FL
B = (K = O,q’fh‘K =0,¢M) = 8UJ2 sin?(q)

Die kinetische Energie eines Doublon-Holon-Paares mit Relativimpuls ¢ ist €, = —6.J cos(q).
Dabei entspricht der Impuls ¢ wegen K =0 betragsmifig dem Holon- beziehungsweise Doublon-
impuls. Eine analoge Rechnung wie oben mit der Basis {|0) , {|rq, 1)} } zeigt, dass die Disper-
sionsrelation von Doublon und Holon durch eg ~ —4J cos(q) beziehungsweise 63 ~ —2J cos(q)
gegeben ist. Die zugehorigen Geschwindigkeiten ergeben sich mit J =1 und h=1 zu

= 8qeg = 4sin(q) und v" = 8(162 = 25sin(q). Bezeichnet man die neuen Eigenzustinde durch

|(~)> und ]K/:\H, q), so erhélt man fiir den Ausgangszustand ¥;,; = |0) ~ ‘(~)> - ‘0(1)> und somit

) = 10) 227 S sinf) K= 0.0) 49

q
Die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsverteilung ist verbunden mit dem Betragsqua-
drat des Uberlapps p(q) = [{(¢ini| K =0 q>\ Insbesondere ist damit die Wahrscheinlichkeit,
dass ein Doublon-Holon-Paar mit Impuls ¢ entsteht, p, = 8(J/U)?sin?(q).
Fiir den Fall p, < 1 (J < U) ist der Abstand r = p~! = 1/4(U/J)? zwischen zwei Doublon-
Holon-Paaren viel grofer als die thermische Wellenldnge der Quasiteilchen. Unter diesen Um-
stdnden konnen die Anregungen quasiklassisch behandelt werden [8].

8.J2 17 J\?
Zﬁfsmz@ W/f cquslrﬁ(cz):4 <U>

Die Tunnelwahrscheinlichkeit ist von der Ordnung (J/U)? [1] und wird hier vernachlissigt.
Zum Zeitpunkt t=0 wird mit der Impulsverteilung p(q) ein Ensemble von Quasiteilchen er-
zeugt, deren Bewegung numerisch im Kontinuum simuliert wird. Neue Impulse nach Stofsereig-
nissen zwischen Quasiteilchen werden mittles Energie- und Gitterimpulserhaltung berechnet.

0000 00000



16 5 Zeitentwicklung mit Energieerhaltung

5 Zeitentwicklung mit Energieerhaltung

Dieser Abschnitt ist angelehnt an [1| und behandelt die Zeitentwicklung des Zustandes |1, (1))
in einem abgeschlossenen System, in dem die Gesamtenergie, jedoch nicht der Impuls erhalten
ist. Das System thermalisiert unter diesen Umstdnden durch Doublon-Holon-Stéfse in einen
Zustand mit T = oo. Die Observable, die betrachtet wird, ist die Energie-Energie-Korrelation
(€i€i4n) zwischen Teilchen i und Teilchen i+n.

5.1 Thermisches Gleichgewicht

Systeme im thermischen Gleichgewicht kénnen durch nur wenige makroskopische zeitunabhén-
gige Groken wie Volumen V, Temperatur T und chemischen Potential y beschrieben werden.
In einem lokalen thermischen Gleichgewicht kénnen die thermodynamischen Gréfen zeitlich
und réumlich variieren, jedoch sind in jedem Raumelement und zu jedem Zeitpunkt die ther-
modynamischen Relationen zwischen ihnen erfiillt [9].

Im statistischen Sinne ist ein Zustand im thermischen Gleichgewicht der Makrozustand, der
mittels der meisten Mikrozustéinde realisiert werden kann und damit die wahrscheinlichste
Konfiguration. Equilibrierung ist aus diesem Grund verbunden mit einem Anstieg der Entropie
und somit ein irreversibler Prozess mit ausgezeichneter Richtung. Ein offenes System, im ther-
mischen Gleichgewicht mit seiner Umgebung, weist bei endlicher Temperatur charakteristische
Schwankungen in Grofen wie Energie und Teilchenzahl auf [9]. Es bezeichnet im Folgenden r
die diskreten Zustédnde eines Systems im thermischen Gleichgewicht. Die Schwankungen der
Energie und Teilchenzahl sind gegeben durch die zweiten Ableitungen des Logarithmus der
grofskanonischen Zustandssumme 7.

2 2
aaanZ _ % . (Ze_g(Er,_,Ler
p p -

2
e [; $ N2ZeAE ) _ <; 3 Nreﬂ(ErﬂNr)> }

T

= B2((N?) — (N)?)

2 2

_ [; S (EBy — piN,)2eAEnN) (; S (B, - MNT)Q—B(ET—;LNnﬂ
= ((E = pN)?) — (E — uN)? = (E?) — (
5
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Fiir die Schwankungen der Energie und Teilchenzahl erhélt man [9):

- - PmZ(T,V,u) 0

(B = (B)? = =5 5= = =5 5 (BT V.p)
0 aJ(T,V,
= 85( (T,V, ) — kBTzﬁ(a’T’“)) (5.9)
-8
= %@ wwwﬂW”ZW“:@ﬂ@
(N?) — (NY? = (hpr2 2TV ReTN? (5.10)

o2 -V

mit der Wirmekapazitit Cy, dem groﬂkanomsehen Potential J, der Entropie S, der isother-
men Kompressibilitit kp = —(1/ V)(w) und g =1/ (k:BT) Weil die mittlere kinetische
Energie in dem hier betrachteten System Null ist, relaxiert das System in einen Gleichgewichts-
zustand mit T' = co. Abbildung 5.1 zeigt fiir diesen Fall die Impulsverteilung fiir verschiedene
Zeitpunkte nach dem Quench im Verlauf der Thermalisierung. Zu Beginn entspricht die Ver-
teilung der sin?(q)-Anfangssverteilung, die im Laufe der Zeit abflacht, bis im thermischen
Gleichgewicht jeder Impuls gleich wahrscheinlich ist. Wir konnen diesen Zustand thermisch
nennen, da er sich durch die Boltzmann-Verteilung beschreiben l&sst [10].

Generell erfolgt die Thermalisierung eines Vielteilchensystem nach einem Quanten Quench in
drei Stufen, wobei sich die Wellenfunktion zunéchst an den neuen Hamiltonoperator anpasst.
Danach werden Quasiteilchen gebildet, die zu diesem Zeitpunkt jedoch noch nicht in Wechsel-
wirkung miteinander stehen. In der zweiten Stufe wird durch mehrere Wechselwirkungsprozes-
se ein lokales Gleichgewicht erreicht, bis das System in der dritten und langwierigsten Phase in
ein globales Gleichgewicht iibergeht. Dieser Prozess ist hauptséchlich getrieben durch den dif-
fusiven Transport von Erhaltungsgrofen |1]. Man wiirde daher erwarten, dass ein integrables
System mit mindestens so vielen Erhaltungsgrofsen wie Freiheitsgraden nicht thermalisiert, da
zu viele Bedingungen an das System gestellt werden, die einen solchen Transport verhindern.
Das hier betrachtete System ist aber aufgrund der unterschiedlichen Dispersionsrelation von
Doublonen und Holonen nichtintegrabel.
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Abbildung 5.1: Impulsverteilung zu den Zeittpunkten t=0, 1tsc¢, 2tsct, 3tsets Dtset, 10tse, 15t ser, mit Esey
der mittleren Zeit zwischen zwei Stofen pro Teilchen
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5.2 Diffusion

Der Energieerwartungswert dndert sich nach dem Quench nicht, dies gilt jedoch nicht fiir die
Schwankungen der Energie. Um die neuen Fluktuationen nach dem Quench und anschliefsen-
der Thermalisierung aufzubauen, wird Energie diffusiv mit Diffusionskonstante D(w) transpor-
tiert. Da in den hydrodynamischen Gleichungen nur grofte Zeiten betrachtet werden, kénnen
wir D(w) ~ D(w = 0) = D im Folgenden als konstant annehmen.

Abbildung 5.2: Energie muss transportiert werden, um die Fluktuationen nach dem Quench aufzubau-
en.

Es bezeichnet im Folgenden e(r,t) die Energiedichte und j(r;t) die Energiestromdichte. Die
zeitliche Anderung der Energie in einem d dimensionalen Volumen V ist gegeben durch den
Fluss der Energie durch die begrenzende Fliche V.

0 7{6(1', t)dV = — fj(r,t) dA (5.11)

ot
Vv ov

In differentieller Form kann die Kontinuitédtsgleichung geschrieben werden als

— e(r,t) + Vj(r,t) = 0. (5.12)
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In linearer Hydrodynamik ist die Energiestromdichte proportional zum Gradienten der Ener-
giedichte e(r,t), unterliegt aber dariiber hinaus thermischen Schwankungen f(r,t).

j(r,t) = —=DVe(r,t) — f(r,t) + ... (5.13)

Theoretisch sind hier weitere Korrekturterme moglich, so kénnte zum Beispiel der Gradient
der Teilchendichte an die Energiestromdichte koppeln. Dies tritt hier jedoch wegen des Spe-
zialfalls T' = oo nicht auf [1]|. Setzt man (5.13) in die Kontinuitétsgleichung ein, fiihrt dies zur
inhomogenen stochastischen Diffusionsgleichung.

0

En e(r,t) — DV2e(r,t) = Vi(r,t) (5.14)

Gleichung (5.14) wird fiir t > 0 mit der Anfangsbedingung e(r,t = 0) = eg(r) geldst durch

B(I',t) :/ddT‘l GD(I‘—I‘l,t) 60(r1)+/dd’l“1/ dtl GD(I'—I'l,t—tl)Vf(I'l,tl). (515)
0

Dabei ist Gp(r—ri,t—t1) die Greensche Funktion der Diffusionsgleichung mit der Eigenschaft
9 2
E_DV GD(I'—I‘l,If—Ifl) :5(I'—P1)(5(t—t1). (5.16)

Mit der Greenschen Funktion definiert wie in (5.16), ist (5.15) Losung von (5.14) fiir ¢ > 0.

(ei _ Dv2) c(r.t) = [ d'rade )50 colr)

+ /ddT'1 / dt10(r —r1)o(t — t/)Vf(I‘htl)
0

20 Ve(r, t)

Zweimalige Fouriertransformation liefert die formale Losung von Gleichung (5.16) fiir
tl = 0, ry = 0.

1

ol =iep —i

(5.17)

A%k dw ei(krfwt)

Gpl(r,1) :/(%)d/%r T (5.18)
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Der Integrationsweg des w-Integrals ldsst sich fiir ¢ > 0 in der unteren und fiir ¢ < 0 in der
oberen komplexen Ebene schlieRen. Da der Integrand nur bei w = —iDk? einen Pol besitzt,
ist Gp(r,t) =0 fiir t < 0.

Gp(k,t) = e ¥ Pig(t) (5.19)

Die Greensche Funktion ist damit gegeben durch:

d 5 ) r2
Gp(r,t) = / (;Zwljdek Dt“kré(t) = Wlt)d/zexp ( - 4Dt> 0(t) (5.20)

1 (r—1)?

_ ¢ = TAD(F — )
= GD(r r,t—t ) (471’D<t _ t/))d/2 eXPp ( 4D(t - t/)

) ot —t') (5.21)

Im physikalischen Sinne beschreibt die Greensche Funktion Gp(r,t) die Propagation einer
Grofe, wie in diesem Fall der Energie, ausgehend von einer Punktquelle nach einem Einheits-
kraftstofs zum Zeitpunkt t=0.
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5.3 Energiefluktuationen

Mit (5.15) kann die Zeitentwicklung der Energiefluktuationen (e(r,t) e(r’,t)) — (e(r) e(r'))eq
berechnet werden. Nach Gleichung (5.9) gilt im Gleichgewichtszustand

(e(r) e(r)))eq = cvkpT?5(r — 1), (5.22)

wobei beriicksichtigt worden ist, dass die mittlere Energie im Gesamtsystem Null ist. Dies
folgt aus der Kombination der sin?(q)-Impulsverteilung und der Energie-Impuls-Beziehung
€(q) ~ cos(q). Die Korrelation ist zwar nicht exakt lokal, lasst sich aufgrund der Tatsache,
dass grofle Zeit- und Lingenskalen betrachtet werden, durch eine Deltafunktion ndhern. Da
das thermische Rauschen f(rt) einen stochastischen Prozess darstellt, kann dessen Autokor-
relation ebenfalls durch Deltafunktionen beschrieben werden.

(fi(I', t) fj(I‘l, t/)> = (52'3' QkBTQCV D(S(I‘ — P/)5(t — t/) (5.23)
=:B

Der Vorfaktor ergibt sich dabei aus der Bedingung, dass im Gleichgewicht die thermodyna-
mische Relation (5.22) giiltig ist.

ar _kk/<f(k7 w)f(k,a (/J/)> eikreik’r’e—iwte—iw’t
(2m)24+2 (Dk? — jw) (DK™ — iw)

d 2 o
o BD/ d k’ /d(JJ 2 k 5 . ezk(r—r)
27 (Dk” + iw)(Dk” — iw)

B ddk ik(r—r’) B n ! 2 /
-5/ Gmat T r) = heTevdlr —r)

(e(r,t) e(t,t))eq = /

Dabei wurde die verkiirzte Schreibweise dI' = dkd?k'dwdw’, sowie die Fouriertransformierte
von (5.23) verwendet.

(i) $0) = [atr [t [a [ar (re.0) g e re v et
= B/ddr/ddr'/dt/dt' 5(1‘—1")5(75—t')e_ikre_ik,T,emeiwltl

=B / dr / dt e~ KD ilwte)t — (omy I B (K + K)o(w + W)
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Fiir die Energie-Energie-Korrelation erhalt man mit (5.15)

(e(r,t) e(r' 1)) = /ddrl /ddTg Gp(r —r1,t)Gp(r' — o, t)(eo(r1)eo(rs))

+/ dtl/ dtz/ddﬁ/dd’rQ GD(I‘—I‘l,t—tl)GD(I‘/—I'Q,t—tg) (5.24)
0 0
<Vr1f(r1,tl)Ver(rg,t2)>.

Nach zweimaliger partieller Integration und mit (5.23) und (5.16), 1dsst sich der zweite Term
in (5.24) umschreiben.

B/ dtl/ddT‘1 VrlGD(I‘—I‘l,t—tl)vrlGD(I',—1'1,75—751)
0

B o
=—2/ dt1/ddr1 {Gp(r—rht—tl)(VElGD(r’—rl,t—tl))
0
+(V%lGD(I'—I‘l,t—tl))GD(I'/—I'ht—tl):|

516) B [ 0
o 2D/0 dtl/ddrl [%(GD(P—Fl,t—tl)GD(r/—rl’t_h))

+ 5(1’ — rl)d(t — tl)GD(I'/ -1, — tl)

+ (S(I‘, — rl)é(t — tl)GD(I' -1, — tl) :|
= /CBTQCv(S(I‘ - I‘/) - kBTQCv/dd’Fl /ddTQ GD(I‘ - rl,t)GD(r' - rg,t)é(rl - 1‘2)

= (e(r)e(r'))eq — /ddrl/ddrg Gp(r —r1,t)Gp(r' —ro,t)(e(r1)e(ra))eq

Die zeitliche Entwicklung der Energiefluktuationen ist dann gegeben durch

(e(r,t)e(r’,)) — (e(r)e(r’))eq =
(5.25)

/ddm /d% G (r — 11, 1)Gp(r — ra, 1) ({co(r)eo(r2)) — (e(r1)e(rs))eq)-

Fiir t=0 entspricht der Ausdruck (ep(r)eo(r’)) — (e(r)e(r’))eq und fir ¢ — oo geht die Energie-
Energie-Korrelation in den Gleichgewichtswert iiber und somit die Differenz gegen Null. Unter
der Annahme von kurzreichweitigen Korrelationen der Energiedichte zum Zeitpunkt t=0
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{eg(r)ep(r’)) = Co(r — 1) (5.26)

und mit der Beziehung fddrlGD(r —11,t)Gp(r' —r1,t) = Gap(r — 1/, t) erhélt man fir die
zeitliche Entwicklung der Energiefluktuationen

r—r')2
(e(r, e, 1)) — (e(r)e(r'))eg = (C — chVT2)(8w1t)d/2 exp<_())

1 (r —r')?

Bei konstanter Gesamtenergie wird ein globales thermisches Gleichgewicht nur algebraisch
erreicht. Im betrachteten eindimensionalen Fall ist die Zeitentwicklung fiir |r —r'|* < Dt
proportional zu 1/+/t. Fits der Form ¢ 2~% liefern jedoch einen Exponenten d ~ 2/3. Dies
zeigt, dass weitere Terme mit grofsen Vorfaktor in (5.13) auftreten, die nicht mehr vernach-
lassigt werden diirfen. In 1] wurde argumentiert, dass Korrekturterme proportional zu t3/4
beriicksichtigt werden miissen und die Daten somit durch Fits der Form at—'/2 + bt=3/4 =
t=1/2(a+4bt=/*) beschrieben werden konnen. In Abbildung 5.3 ist die Relaxation der Energie-
Energie-Korrelation (e;€;41) dargestellt, wobei die Zeit auf die mittlere Zeit zwischen zwei
Streuungen pro Teilchen normiert ist.

0.08F | -
i — 0.2 (t/tee)™7 I

M 0.028 (t/tse)"Y2+0.21 (t/tse) ¥4 i
0.06+ || 4
|
oy
\

\

\

\

0.02; \\\w 7

0.00+-

0 100 200 300 400 500
t/ tset

Abbildung 5.3: Energiekorrelation néchster Nachbarn bei konstanter Gesamtenergie [1]
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Abbildung 5.4: doppelt logarithmische Darstellung der Energiekorrelation néchster Nachbarn bei kon-
stanter Gesamtenergie [1]

5.4 Skalentransformation

Um zu iiberpriifen, welche Korrekturterme in (5.13) zu berticksichtigen sind, kdnnen wir deren
Relevanz durch eine Skalenanalyse abschitzen. Gesucht ist eine Transformation, unter der
(5.14) invariant ist. Die linke Seite von (5.14) impliziert den Ansatz r = AF,t = A2t (A >> 1).
Fiir das thermische Rauschen f(r,t) ergibt sich dann

(05, 1)) ~ B~ NSO~ 7)) = 52500 — )3~ )

Eingesetzt in die Diffusionsgleichung, liefert dies eine Bedingung an die Transformation der
Energiedichte.

19 1, B
ﬁa@(l‘,t) — Dpvfe(r,t) = A

d
2

“2V(F, 1)

= e(r,t) = \"2e(i, 1).
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Gleichung (5.14) ist invariant unter der Transformation
r=M\, t=M4 er,t)=A\Ze(,i), frt)=\""%fF 1) (5.28)

ﬁ (;e(f, t) — DV2e(¥,1) — VH(T, E)) =0

Mégliche nichtlineare Korrekturterme sind zum Beispiel gegeben durch aV (e(r,¢)Ve(r,t))
oder BV (n(r,t)Ve(r,t)) mit der Teilchendichte n(r,t).

Ve (e(r, t)Vee(r,t)) = ﬁvf«(e(f,f)vf«e(f,f)) 1 (V;(e(f‘,f)V;e(f‘,f)))

Vr(n(r,t)vre(r,t)):ﬁvf(n(f‘,f)vfe(f',f)): ! <)\1;Vf(e(f',f)vfn(f,t~))>

= a= idOQ /8 = idﬁ

Az A2
Beide Terme werden mit A\~%2 unterdriickt und sind daher in allen Dimensionen irrelevant.
Treten sie jedoch mit einem grofen Vorfaktor auf, sind sie fiir kurze Zeiten nicht vernachlés-
sighar. Setzt man in einer Dimension A = 1/+/%, stellen beide Terme theoretische Kandidaten
fiir die Abweichung vom 1/+/t Verlauf dar. Der « Term tritt jedoch im betrachteten System

bei T' = oo nicht auf, da er im Gegensatz zur linken Seite von (5.14) invariant ist unter der
Transformation e — —e [1].
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6 Numerik

Im Folgenden wird auf die Eigenschaften und den Aufbau des verwendeten Programms ein-
gegangen, das grundlegend drei Hauptaufgaben besitzt: Initialisierung der Anfangskonfigu-
ration gemik der sin?(g)-Impulsverteilung, Berechnung der Stofereignisse bei Energie- und
Gitterimpulserhaltung und Anderung der Energie und gegebenenfalls der Teilchenart eines
Quasiteilchens mit einer festgelegten Rate 77!. Zu Beginn werden die t/7 Zeitpunkte, an
denen ein Quasiteilchen ausgetauscht wird, zuféillig bestimmt und sortiert, wobei t die ein-
gestellte Gesamtzeit beschreibt. Der im Programm verwendete Zufallszahlengenerator ist der
mit der Systemzeit initialisierte Mersenne Twister MT19937 mit einer Periode von 219937 — 1.
Die Verwaltung der Daten erfolgt mittels zwei sortierter Listen, von denen die eine alle re-
levanten Informationen der Quasiteilchen enthilt und in der anderen die Daten iiber alle
bevorstehenden Stofereignisse gespeichert sind. Die Teilchenliste ist sortiert nach der Position
der Quasiteilchen und enthilt die Informationen iiber die Teilchenart, den Ort und Zeitpunkt
des letzten Stofbes, die Zeitpunkte fiir den ndchsten Stof mit dem linken und rechten Nachbarn,
sowie Impuls und Geschwindigkeit des Quasiteilchens. Mit diesen Daten kann die aktuelle Po-
sition des Quasiteilchens zu jedem Zeitpunkt bestimmt werden. Die Sortierung dieser Liste
andert sich nicht, da die Moglichkeit des Tunnelns vernachlissigt wird und feste Randbe-
dingungen verwendet werden. Die zweite Liste ist als Bindrbaum realisiert und enthilt die
Information iiber den Zeitpunkt des néichsten Stofses, nach denen die Liste sortiert ist, sowie
iiber die beteiligten Teilchen.

Um die Anfangskonfiguration zu initialisieren, wird die Anzahl der Gitterpunkte L durchlaufen
und mit einer Wahrscheinlichkeit von

ein Doublon-Holon-Paar erzeugt, wobei J/U als globaler Parameter festgelegt ist. Die Wahr-
scheinlichkeit, dass das Holon links beziehungsweise rechts vom Doublon ensteht, ist gleich
gewihlt.

Der Impuls des erzeugten Paares ist dabei verteilt gemif p, ~ sin?(q). Um aus gleichver-
teilten Zufallszahlen im Bereich [0,1], Zufallszahlen ¢ im Intervall [0, 7] zu generieren, die
der Verteilung p(q) = sin?(q) unterliegen, wird numerisch der Wert der Umkehrfunktion
f71:[0,1] = [0, 7] von

F0.7] = [0,1]
2 (F
k) = = [ dasin®(o

fiir eine Menge von 10.000 Werten im Intervall [0,1] berechnet. Die nach p(q) verteilten Im-
pulse werden dann im Programmverlauf durch lineare Interpolation aus den gleichverteilten
Zufallszahlen zwischen Null und Eins iiber diese Zuordnung bestimmt. Das Vorzeichen des
Impulses wird mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 positiv beziehungsweise negativ gewéahlt.
Der Haupanteil der Laufzeit des Programms entfillt auf die Berechnung der Stéfke, die mit
der Teilchenanzahl N von der Ordnung (’)(log(N )) ist. Das aktuelle Stofsereignis ist gegeben
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durch das erste Element in der StoRliste, die nach Stofizeitpunkten sortiert ist. Uber dieses
besteht auch der Zugriff auf die am Stof beteiligten Teilchen.

Bei den Stoéfsen sind zwei Fille zu unterscheiden: Einerseits Stofse zwischen Holonen und
Holonen beziehungsweise Doublonen und Doublonen, bei denen nur die Impulse gegenseitig
ausgetaucht werden und andererseits Doublon-Holon-Stéften, bei denen sich die Impulse im
Allgemeinen dndern und iiber Impuls- und Energieerhaltung berechnet werden miissen.

qh + qa = qp + g + 270
2 cos(gn) + 4 cos(qa) = 2cos(gqp,) + 4 cos(q))

Die neuen Impulse sind dann gegeben durch

—sin (%) + 2sin(%2 + ¢q)
cos(%h) + 2008(% + qd)

q;, = 2 arctan

dq = qn + a4 — @, + 27n.

Nach Berechnung der neuen Impulse muss das erste Element der Stofliste, sowie die
maximal zwei weiteren Eintrage der Stofliste, die die Stoflereignisse der beiden Stofpartner
mit ihren jeweiligen anderen Nachbarn beschreibt, geléscht werden. Inwieweit diese beiden
weiteren Elemente, die sich an beliebiger Position in der Stokliste befinden konnen, tiberhaupt
existieren, kann iiberpriift werden, da fiir jedes Quasiteilchen in der Teilchenliste der Zeitpunkt
des néchsten Stofes mit seinem linken (#;cf;) und rechten Nachbarn (t,;4n:) gespeichert ist.
Existiert kein solches Stofkereignis, ist dieser Parameter negativ gesetzt. Durch die Wahl der
Streuliste als Bindrbaum ist grundsétzlich gewdhrleistet in O(log(N )) nach Eintrdgen zu su-
chen, jedoch besteht das Problem, dass die Liste nach Gleitkommazahlen sortiert ist, die bei
grofen Quasiteilchenzahlen beliebig nahe beieinander liegen kénnen. Da Gleitkommazahlen
nur mit einer gewissen Ungenauigkeit berechnet und somit auch verglichen werden konnen,
besteht die Gefahr existierende Listenelemente nicht zu finden, beziehungsweise auf falsche
Elemente zuzugreifen. Um diesem Problem vorzubeugen wird nicht nach dem Stofereignis
mit Stofizeitpunkt t, sondern nach Stofereignissen in einer §-Umgebung (¢t — d,¢ 4+ 0) um t
gesucht. Da in jedem Listenelement der Streuliste auch die Information iiber die am Stofs be-
teiligten Quasiteilchen gespeichert ist, kann das gesuchte Stofereignis exakt aus dieser Menge
bestimmt werden. Abschliefsend werden die neuen Stofsereignisse der am Stoft beteiligten Qua-
siteilchen mit ihren jeweiligen anderen Nachbarn berechnet und in die Stofliste einsortiert.
An den zu Beginn bestimmten Zeitpunkten wird der Impuls eines zufillig gew&hlten Teil-
chens durch einen neuen Impuls ¢ ersetzt, der erneut der sin?(q)-Verteilung unterliegt, sowie
die Teilchenart mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.5 geindert. Anschliefend werden die al-
ten Stolkereignisse dieses Teilchens geléscht, sowie die beiden neuen Stoflereignisse mit seinen
Nachbarn berechnet und in die Stofliste einsortiert. Das Programm ist bei der Berechnung
der Stohe und bei den Fluktuationen von der Ordnung (’)(log(N )), dass heifst, insgesamt ist
die Ordnung des Programms fiir einen festen Zeitraum (’)(N log(N )) Fiir die Daten in dieser
Arbeit wurden 100 Ensembles mit jeweils 3 - 10° Quasiteilchen simuliert.
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7 Zeitentwicklung ohne Energieerhaltung

Im Gegensatz zu Abschnitt 5 wird nun die Zeitentwicklung des Zustandes |¢in;(t)) in einem
offenen System ohne Energieerhaltung diskutiert. Dazu wird mit einer mittleren Rate 7~ der
Impuls und mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.5 die Teilchenart eines Quasiteilchens gedn-
dert. Fiir die Impulsverteilung des hinzugefiigten Quasiteilchens wird die sin?(g)-Verteilung
des Ausgangszustandes verwendet. Dies ist nicht physikalisch erforderlich, sondern eine belie-
bige Wahl. Dieser Fluktuationsprozess stellt zwar keinen Energietransport dar, ist jedoch eine
zusdtzliche Mdglichkeit die Energie lokal zu dndern. Die Erwartung ist daher, dass die Rela-
xation nun beschleunigt erfolgt. Abbildung 7.5 zeigt die Energie-Energie-Korrelation (e;€;41)
zwischen Teilchen i und Teilchen i+1 fiir verschiedene Fluktuationsraten, wobei der Parame-
ter &« = Nget/Nyiye die Gesamtzahl der Stofe im Zeitraum 7 angibt. Es zeigt sich, dass das
System nun nicht mehr thermalisiert, sondern in einen stationdren Zustand mit konstanter
Energie-Energie-Korrelation iibergeht. In diesem Fall werden Korrelationen durch den Fluk-
tuationsprozess mit der gleichen Geschwindigkeit aufgebaut, wie durch Doublon-Holon-St6fke
abgebaut. Weiter weisen die Kurven fiir a < 600 nach dem Abfall im Bereich der ersten 50
Stokzeiten einen erneuten Anstieg auf, bevor sie ihren stationdren Wert erreichen. Dies ist in
Abbildung 7.6 fiir a = 132 dargestellt. Der Abfall der Energiekorrelation néchster Nachbarn
vor diesem Anstieg verlduft jedoch exponentiell, wie Abbildung 7.7 zu entnehmen ist.
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,“_|_" 0.08 L a=14  — @=705
]
_ a=44 — a=1783
{J/J 0.04 =89 — a=3526
| ' =132
a=176
0.02 W, =266
' L, a=354
4 a=616
000 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140
t/ toet

Abbildung 7.5: Energiekorrelation néchster Nachbarn fiir a-Werte zwischen 14 und 3526
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=132

0 50 100 150 200‘ - ‘250‘ - ‘300‘ -
t

tsct

Abbildung 7.6: Energiekorrelation néchster Nachbarn fiir o = 132

—<E€j€j11>—<E€j€j11>stat
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t/ toct

Abbildung 7.7: doppelt logarithmische Darstellung der Energiekorrelation nachster Nachbarn fiir
a =27 und a = oo, wobei der stationdre Wert der Energiekorrelation subtrahiert worden ist
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7.1 Diffusionsgleichung

FEin méglicher Ansatz, um die Situation mit Teilchenfluktuation zu beschreiben, besteht darin,
Gleichung (5.14) geeignet zu erweitern. Da die Dimension der Gleichung Energiedichte/Zeit
ist und die einzige den Prozess auszeichnende Zeit 7 ist, l4sst sich Gleichung (5.14) wie folgt
erganzen

e(r,t)

e(r,t) — DV?%e(r,t) = — + Vf(rt)+g(rt). (7.29)

9

ot
Dabei bezeichnet g(r,t) das auf die Fluktuation zuriickgehende zusétzliche Rauschen. Da die
Fluktuationen einen zufélligen Prozess darstellen, kann die Korrelation (g(r,¢)g(r’,t")) rdum-
lich und zeitlich durch Deltafunktionen beschrieben werden.

(g(r,t)g(r', 1) = éd(r —1o(t —t). (7.30)

Wendet man die Skalentransformation (5.28) auf den neuen Term e(r,t)/7 an, zeigt sich, dass
dieser in jeder Dimension relevant ist und auch das Skalenverhalten dndert.

1
== (7.31)

e(r,t) 1 e(t,1) 1 ( 2e(f-,£))
d = d A )
T N2 T A2T2 T
Gleichung (7.29) kann wie Gleichung (5.14) durch Fouriertransformation gelost werden. Dies

geschieht im Folgenden fiir den hier betrachteten eindimensionalen Fall. Die Greensche Funk-
tion Gp(r —r',t —t') erfiillt die Gleichung

9 * 1
a—Daﬂ Gp(r—ri,t —t1) = 8(r —r1)d(t —t1). (7.32)

Fiir ¢; = 0 und r; = 0 ergibt sich

1
Gp(k _—
s J
(7.33)
i(kr—wt)
(r,t) / /
27 k:2D iw+ L
Wir erhalten fiir die Greensche Funktion Gp(r,t)
A —t/T dk kaDtJr'Lkr e t/T
Gp(r,t)=e 7€ o(t) = Gp(r,t) (7.34)

a / / e =1/ (7" — TI)Q /
= GD(T_r7t_t)_4’7T_D(t—t/)exp<_41)(t—t/)>0(t_t) (7.35)
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Bis auf den zusitzlichen Faktor e~/ entspricht dies der Greenschen Funktion Gp(r,t) aus
(5.20). Die Losung von (7.29) ergibt sich durch Faltung von (7.35) mit den Anfangsbedingun-
gen und der Inhomogenitét fiir ¢ > 0 zu

e(r,t) = /drlép(r —r1,t) eo(r)+ (7.36)
/d’l“l /OOO dtléD(T — T’l,t — tl)(Vf(Tl,h) + g(rl,tl)).

Im Grenzfall 7 — oo, A — 0 geht Gleichung (7.36) in (5.15) iiber.
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7.2 Analytische Losung

Die Energie-Energie-Korrelation kann mittels (7.36), unter Verwendung von (5.23), (5.26) und

(7.30) fiir t4/2 > |r — 7’| > 0 niiherungsweise berechnet werden (Anhang B). Als Ergebnis
erhalten wir

{e(r,t) e(r' 1)) ~

exp (- Cpve By o e (=g
()0 (i () Tl

Asymptotik Zeitentwicklung

Gleichung (7.37) reproduziert nicht Gleichung (5.25) im Limes 7 — oo, A — 0, da die Ent-
wicklung, die in (7.37) eingeht, nur fiir endliche 7 giiltig ist. Der erste Term beschreibt das
asymptotische Verhalten der Energiefluktuation, wobei die Abhingigkeit von 7 gegeben ist
durch # exp(—1/4/7). Dies erklirt den betragsméfigen Anstieg des asymptotischen Wertes

in Abbildung 7.5 bei zunehmender Fluktuationsrate 7.

Der zweite Term gibt den zeitlichen Verlauf der Energie-Energie-Korrelation wieder und ist
von der Form ﬁ exp(—2t/7)(a+bexp(—(r — r’)?/8Dt)). In Abhéingigkeit von den Vorfaktoren
a und b kann dieser Term ein Extremum aufweisen und kénnte somit fiir das in Abbildung 7.5
beobachtete erneute Ansteigen der Energie-Energie-Korrelation verantwortlich sein. Betrach-
tet man anstelle der Korrelation niichster Nachbarn (e;e;+1) den Erwartungswert (€2), sollte

\2
dieser Effekt nicht mehr auftreten, da der exponentielle Anteil exp(— (Tg_ Drt) ) verschwindet.

ag——————

—— 4.646+0.163 (t/tsy) Y2 ¢ 005 Wt |

468" ]

466" ]

<€i2>

464+ -

462" ]

460L ]
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Abbildung 7.8: Erwartungswert (¢?) fiir o = 14
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Fiir den Erwartungswert (€7) erhalten wir fiir zum Zeitpunkt t=0

2 T
(612> = 2J7T/_ dq sinQ(q)((Q cos(q))2 + (4 Cos(q))Q) = gﬂ‘

Wiirde das System thermalisieren, wire der Erwartungswert im Limes ¢ — oo bei gleichverteil-
ten Impulsen gegeben durch (e7) = 5J2. Da aufgrund der Teilchenfluktuation jedoch immer
noch ein Anteil der sin?-Impulsverteilung vorhanden ist, liegt der Grenzwert in Abbildung 7.8
unterhalb dieses Wertes (J = 1). Die mit dem hier gewéhlten Protokoll der Energiefluktuation
erreichten stationdren Zustidnde sind keine thermischen Zustdnde, weil die mittlere kinetische
Energie zwar Null ist, jedoch nicht alle Impulse gleich wahrscheinlich sind. Das System kann
daher nicht durch das kanonische Ensemble beschrieben werden.

0.006

0.005

0.004

Pk

0.003

0.002

0.001

Abbildung 7.9: Impulsverteilung fiir « = 14 und ¢t = 0, 1,2, 3,5 t4, sowie die stationiire Verteilung

Funktionen der Form (7.37) sind schwer zu fitten und erlauben somit insbesondere keine exakte
Bestimmung des Parameters 7. Fiigt man jedoch die neuen Quasiteilchen mit gleichverteilten
Impulsen in das System ein, zeigt sich, dass die Energiekorrelation néchster Nachbarn fiir
grofe Zeiten gegen Null geht und 7 bestimmt werden kann. Dies wird in Abschnitt 8 kurz
angesprochen.

Ein weiteres Problem besteht darin, dass die Streuzeit tg., die man aus der Division der
Gesamtzeit t und der Anzahl der Stofe pro Teilchen Ny /N erhilt, von der Fluktuationsrate
771 abzuhingen scheint und mit groferen Werten von 77! ansteigt. Dies ist ein Resultat
der Tatsache, dass bei ungefdhr gleichen Gesamtlaufzeiten die Zeit, in der das System nicht
stationdr ist, fiir kleinere Fluktuationsraten 7—! gréfer ist. Die Anzahl der Streuungen in
diesem Zeitbereich geht somit mit einer groferen Gewichtung in die Berechnung der Streuzeit
ein. Wird der Bereich auf die Zeitrdume eingegrenzt, in denen das System stationér ist, erhilt
man eine Streuzeit, die unabhéngig von 7 ist. Diese Zeit wird in allen Plots und zur Berechnung
von a = N7 /tse als Streuzeit verwendet. Der Parameter « ist somit proportional zu 7 und
kann anstelle von 7 als Skalierungsparameter verwendet werden.
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al ] — a=13 — =160
[ — — - 0.161+0.239 (t/tse) Y2 £~0.0087 s (143,78 £-091 tul )y o=18  — o=178
a=27 — a=213
] a=44 — a=267
a=53 — a=355

a=89

] a=116

a=133

—a
tet

Abbildung 7.10: Skalenplot mit Fit-Funktion fiir o = 116

Nach der analytischen Losung (7.37) ist der zeitliche Verlauf dominiert durch %e*t/ 7. Skaliert

man die Zeit mit é und die Energie-Energie-Korrelation mit /a, sollte der Verlauf daher
unabhingig von « werden. In Abbildung (7.10) ist diese Skalentransformation fiir a-Werte
zwischen 13 und 355 dargestellt.

Fiir kleine Zeiten dominiert der algebraische Term 1/+/¢ den Verlauf, der auch die Relaxation
bei konstanter Energie beschreibt. Fiir grofe Zeiten ist der Abfall durch den exponentiellen
Anteil e~ */7 bestimmt. Im Skalenplot kénnte der Ubergang dieser beiden Regime im Bereich
von 0.1 liegen.

Das Minimum der Energie-Energie-Korrelation skaliert dabei aber nicht. Dies kann Abbildung
7.11 entnommen werden, in der der Verlauf fiir o = 18,44 und 133 dargestellt ist. Fiir o = 133
liegt das Minimum im Bereich von 0.3, fiir & = 44 im Bereich von 0.6 und fiir « = 18 bei
ungefahr 1.0.

-Va <€ 6>

Abbildung 7.11: Verlauf fiir o = 133 (blau), a = 44 (griin) und a = 18 (rot)
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7.3 Asymptotische Verhalten

Bei geniigend grofer Fluktuationsrate thermalisiert das System nicht mehr, sondern strebt
in einen stationdren Zustand mit zeitlich konstanter Energie-Energie-Korrelation. Dieser sta-
tiondre Wert steigt betragsméfig mit abnehmenden Werten von a und geht fir a — oo
gegen Null. Um das asymptotische Verhalten genauer zu untersuchen, berechnen wir zunéchst
die stationare Losung von (e(r,t) e(r’,t")) fiir t=t’. Fiir die Korrelationen der Fluktuationen
g(r,t) und f(r,t) werden die Ausdriicke aus (7.30) und (5.23) verwendet. Weiterhin sind f und
g als Produkte unabhéngiger Prozesse unkorreliert und somit gilt (f(r,t) g(+',t')) = 0. Durch
Fouriertransformation erhalten wir die Losung von (7.29) im Impuls- und Frequenzraum.

ek, w) = ikf(k,w) g(k,w)

= 7.38
Dszinr% Dk:iner% ( )

dI’ k7w k/7w/ — kK k7w klvw/ ikr ik'r!  —iwt —iw't
(e, 1) e’ t>>:/(27r)4 <g((p132g(— iw +)>i) (D/i{;(—ioyj— I) Lot omute

BD etr=r")k
JEJE Gt

Das erste Integral kann durch zweimaliges Anwenden des Residuensatzes berechnet werden.

/ / ei(r—r’)k’ B A /dk ei(r—r’)k
21 (w +i(Dk? + 1)) (w —i(Dk2 + 1)) 2Dt J 27 (k+i\/%) (k —i\/%)

Jr—r'|

A 8_ VDT

4 VDr

Fiir das zweite Integral erhélt man auf dhnliche Weise

/ k2%(7’ ')k :B/dk[ k? n Dr _ Dr ]ei(r—T')k
am(k+id) (k—ik=)  2) 21 [P+5- R+p. K45

VDt
/ 1(7‘ " B % ei(rfr’)k
27D 2 . .
T T(k+iy/ =)k —iy/ =)
=
Be VDr

— 2 A W
fCV]{ZBT(S(T T') 1 \/E
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Insgesamt ergibt sich

(e(r,t)e(r’ 1)) stat = cykpT?0(r — ') + A (7.39)

Im Grenzfall 7 — oo geht die stationdre Korrelation in die Gleichgewichtskorrelation iiber.

T — 00 : (e(r,t)e(r’,t)) stat = cvkpT?5(r — 1)

2

T =0 (e(r,t)e(r’ 1)) stat = <CkaT2 +

)(5(r —)

Um die Abhiingigkeit des stationiren Wertes von der Fluktuationsrate 7! zu untersuchen,

betrachten wir die Energie-Energie-Korrelation (¢; €;4,,) zwischen Teilchen i und Teilchen i+n
mit n=3,...,12. Mit der Beziehung a ~ 7 und nach (7.37) sollte der Zusammenhang zwischen
n und (€ €;4y) mit n > 0 gegeben sein durch

1
(e(r,t)e(’,t))star  ~ G exp<—\7&> . (7.40)
In Abbildung 7.12 ist \/a{e(r, t)e(r’,t')) star gegen n/+/a aufgetragen. Nach (7.40) sollte dieser
Verlauf exponentiell sein und insbesondere fiir n/ /o — 0 gegen einen konstanten Wert gehen.
Die Datenpunkte erfiillen beide Kriterien qualitativ gut.

0.0F ]
L s
_O.l’ i n:4
[ n=5
/.‘\a _0'2} . 7 n=6
7 7 8 1 n=7
: /// n=8
\;3 -03r e < i _
1 '/”.7/ 11— n=9
_0'4/ ] — n=10
I , —— —0.46 exp(-0.6 n " 1?) 1
: ] — n=11
_0'5} * — n=12
0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0

n

Va

Abbildung 7.12: Skalenplot des asymptotischen Wertes der Energie-Energie-Korrelation (e;€;4,,) fiir
n=3,...,12
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7.4 Auswirkung der Teilchendichte

Da die Quasiteilchen immer nur an der gleichen Stelle ausgetauscht werden und die Teilchen-
zahl immer noch eine Erhaltungsgrofe darstellt, erwartet man, dass in einer Observablen, die
von der Teilchendichte abhingt, immer noch algebraische long-time tails auftreten. Um dies
zu iiberpriifen, betrachten wir den Verlauf der Gréfen (pipiv1) = (|xi—1 — x4 |x;i — xi41]) und
(pi+1) = (|zi — xi41]), wobei x; die Position des i-ten Teilchens bezeichnet. Die Observable
(pipi+1) — (pi)(pi+1) ist in Abbildung 7.13 fiir v = 14 dargestellt.

— — - 0.008+0.11 (t/tsr) 12

A 015

¥

Q

\%

/.\_ 1
\Cl} 0.10: ]
A

¥

Q ; i
< 0.05 q
\Y% 4 ]

000 L L L L L L L L L L L L L L L 1 I T -
0 20 40 60 80 100
t/ tsct

Abbildung 7.13: Verlauf fiir « = 14 in Einheiten der Linge pro Teilchen (L/N)?

Es zeigt sich, dass der zeitliche Verlauf der Grofe (p;pi+1) — (pi) (pi+1) unabhéngig von der
Fluktuationrate ist und insbesondere fiir kleine Werte von «, wie in Abbildung 7.13 zu sehen,
mit ¢t~1/2 abfillt. Die Tatsache, dass die Groke (pipir1) — (pi)(pis1) fiir groRe Zeiten nicht
exakt auf Null geht, zeigt, dass es auch im stationéren Zustand Dichtefluktuationen gibt.
Weiter stellt sich die Frage, ob der Energietransport durch den Dichtetransport beeinflusst
wird. Die Gleichung fiir die Energiestromdichte miisste in lineare Hydrodynamik durch einen
Beitrag des Gradienten der Teilchendichte ergidnzt werden.

j(r,t) = =D Ve(r,t) — D Vn(r,t) — ... (7.41)
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8 Ausblick

Der Fluktuationsprozess kann variiert werden, indem eine andere Impulsverteilung fiir die
hinzugefiigten Quasiteilchen gewdhlt wird. Fiigt man die Quasiteilchen mit gleichverteilten
Impulsen in das System ein, werden keine neuen Korrelationen aufgebaut und die Energie-
korrelation néchster Nachbarn geht fiir grofe Zeiten gegen Null. Fiir Gleichung (7.37) wiirde
dies bedeuten, dass der Vorfaktor A-B verschwindet und sich somit (7.37) fiir |r — /| < Dt
vereinfacht zu

(8.42)

In den Abbildungen 8.14, 8.15 und 8.16 ist die Energie-Energie-Korrelation (€;€;41) fiir
a = 17.77, a = 35.07 und « = 53.3 dargestellt, wobei die Impulse der hinzugefiigten Quasi-

teilchen gleichverteilt sind. Die Fit-Funktionen haben die Form a\/% exp ( -2t/ %).

a=17.77

0.08r

0150 ~(5ar)
V et

18.39 1y

0.06 -

0.04+

—<€ €41~

0.02f

0.00r-

t/ tset

Abbildung 8.14: Energie-Energie-Korrelation (e;¢;41) fiir « = 53.3

Nach dem gewé&hlten Ansatz sollte 7 der Fluktuationszeit 7 entsprechen. In den hier gew#hlten
dimensionslosen Einheiten wiirde man erwarten, dass 7 durch a gegeben ist. Den Abbildungen
8.15 und 8.16 kann man entnehmen, dass es zu Abweichungen von dieser erwarteten Beziehung
kommt. So ist zum Besipiel fiir & = 53.3 der Fitparameter um 25% kleiner. Dies ist ein Hinweis,
dass weitere Korrekturterme in (7.29) beriicksichtigt werden miissen.
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Abbildung 8.16: Energie-Energie-Korrelation (e;€;41) fiir « = 53.3
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Eine weitere Moglichkeit besteht darin eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu wihlen, bei der
die hinzugefiigten Quasiteilchen nicht im Mittel die Energie Null haben. In diesem Fall wiir-
de man erwarten, dass das System in einen Zustand mit endlicher Temperatur thermalisiert.
Wihlt man anstelle der sin?(q)-Verteilung die Verteilung ¢?sin?(¢q) (Abbildung 8.17), ist es
deutlich wahrscheinlicher ein Quasiteilchen mit Energie € < 0 in das System einzufiigen. Dies
fiihrt dazu, dass die Vorzeichen der Energien zweier benachbarter Teilchen mit groferer Wahr-
scheinlichkeit gleich ist und somit der asymptotische Wert der Energie-Energie-Korrelation
(€i€;+1) positiv ist. Fiir o = 18 ist dieser Verlauf in Abbildung 8.18 dargestellt. Abbildung
8.19 kann man entnehmen, dass das System bei diesem Protokoll exponentiell relaxiert.

0.35F

0.3+

0.25

0.2r

0.15

0.05-

NN
NN -

Abbildung 8.17: Tmpulsverteilungen p, ~ sin?(q) (griin) und p, ~ ¢°sin®(q) (blau)
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Abbildung 8.18: Energie-Energie-Korrelation fiir o = 18 und Impuslverteilung p, ~ ¢ sin®(q)
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Abbildung 8.19: einfach logarithmische Darstellung des Verlaufs —(e;e;41) + (€i€i11) stat
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9 Fazit

In dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass durch Verletzung der Energieerhaltung algebrai-
sche long-time tails in der Zeitenwicklung der Energie-Energie-Korrelation zerstért werden
konnen. In welchen stationdren Zustand das System {ibergeht, hingt dabei vom gewé&hlten
Fluktuationsprozess ab, wobei sich diese Arbeit auf den Fall konzentriert, dass die mittlere
Energie der hinzugefiigten Teilchen wie die mittlere Energie des Gesamtsystems Null ist. Wei-
ter konnte das Skalenverhalten einer analytischen Losung fiir die Energie-Energie-Korrelation
bestitigt werden.

d

|T_r <,r,7,r./>2

A—Be VDt A— Be 2T g—Ce*Qt/Te_ 8Dt

4 VDr 4/2r VDt  2/or VDt

Da die Quasiteilchen immer nur an gleicher Position ausgetauscht werden und die Teilchenzahl
immer noch erhalten ist, sollte in Observablen, die von der Dichte abhéngen, immer noch long-
time tails sichtbar sein. Dies konnte mit der Observablen (p;pi+1) = (|xi—1 — =i| |zi — Tit1])
nachgewiesen werden.

(e(r,t)e(r',1)) =
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10 Anhang

10.1 Teil A
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Abbildung 10.20: o = 14
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Abbildung 10.65: o = 44
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Abbildung 10.66: o = 266
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Abbildung 10.66: o« = 705
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Abbildung 10.65: o = 3526
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10.2 Teil B

Zur Herleitung von Gleichung (7.37) werden die folgenden Beziehungen, Abkiirzungen und
Néherungen verwendet

=] 7
Ars = N ArD Wi
) (olrt) £7.8)) = a(r,) e0(1")) = {ealr) £(,) =
2 (eo(r) eolr')) = C b — )
3 (o(r.1) g, 1)) = 2 6 — )3t~ )
() (1) 10,1 = BD (e —r')o(t 1)

(5) t\/§>|r—r’}¢0

¥ / A 1 (T_T/)2 /
GD(r—r,t—t)—Wexp(—w>0(t—t)

e(r,t) = /drlép(r—rl,t) eo(r) —l—/drl /000 dtlép(r—rl,t—tl)(Vf(rl,tl) —I—g(rl,tl))

(Vi f(r1,t2) Vi, f(11,12))

erster Term:

I :/drl/drgé[)(r - Tl,t)éD(T/ - Tg,t)<€0(7’1)60(7“2)>
@ C’/drl /drgéD(r - 7”1,t>éD(’l"/ — 19, t)0(r1 —12)
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