Singulare Diffusionsgleichung

Bachelorarbeit

Johanna Meumertzheim

\

0
R

S
1 all=
SHe
S Ef
ANENS
Ml
e B

Institut fiir Theoretische Physik
Mathematisch-Naturwissenschaftliche Fakultat
Universiat zu Koln

Februar 2013, Kéln



Erstgutachter:

Prof. Dr. Achim Rosch
Zweitgutachter:

Priv.-Doz. Dr. Markus Garst



Inhaltsverzeichnis

L Einleitung| 1
|2 Grundlagen| 3
........................................ 3
[2.1.1 Laserkuhlungl . . . . . . .. ... ... o 3

[2.1.2  Evaporatives Kihlen| . . . . . . . ... 0000000 3

2.2 Optisches Potential| . . . . . . . .. ... ... o oo 4
[2.2.1 Optische Falle]. . . . ... . ..o oo 4

[2.2.2  Optisches Gitter] . . . . . . . . . . .. 4

[2.3  Streuung an ultrakalten Atomen| . . . . . ... ... 000000 5
2.4 Feshbachresonanzen| . . . . . . . . . . . . . . 7
2.5 Hubbard-Modelll . . . . . . . . o 8
2.6 Umklappstreuung| . . . . . . . . .. . 9
2.7 Boltzmanngleichungl . . . . . . .. .. ... 10
[2.7.1 Relaxationszeitnaherungl . . . . . . . . . .. .. ... 10

2.8 Experimentelle Realisierung| . . . . . . . ... ... 00000 11

|3 Singulare Diffusionsgleichung| 13
3.1 Motivation der singularen Diffusionsgleichungl . . . . . . .. .. ... ... ... 13

3.2 Anderung der Teilchenzahl|. . . . . . . . . . . ... ... ... 16
[3.2.1 Losungen im eindimensionalen Falll . . . . . ... ... ... ... ... . 16

3.2.2  Universelle Verlustrate im zweidimensionalen Falll . . . . . . .. ... .. 17

4 Regularisierung der singularen Diffusionsgleichung| 19
4.1  Annahme einer maximalen Geschwindigkeit| . . . . . . . .. ... ... ... .. 19
4.2 Annahme einer maximalen Geschwindigkeit ohne Riickwartsbewegungl . . . . . 20

[ Telegraphengleichungen| 23
bl  Grenzfallel . . . . . . 24
[5.2 Anderung des Radius mit der Zeit in zwei Dimensionen|. . . . . . . . . . .. .. 25
(6.3 Numerische Simulationl . . . . . . . . . . .. ... 26
9.4 Negative Dichten im zweidimensionalen Fall| . . . . . .. ... ... ... .. .. 29

|6  Kreisformige Verteillungsfunktion| 33
6.1 Ballistischer Grenzfalll . . . . . . . .. ... . oo oo 36
6.2 Diffusiver Grenzfalll . . . . . . . . . .. 38
6.3 Numerische Simulationl . . . . . . . . . . . . 38
6.4 Vergleich mit den Telegraphengleichungen| . . . . . . . ... ... ... ... .. 42

7 Zusammenfassung] 43

G ohis I






1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Transporteigenschaften wie z.B. die elektrische Leitfahigkeit sind meist besonders fiir stark
korrelierte Elektronensysteme nur schwer zu berechnen. In realen Festkorpern entstehen zu-
satzliche Komplikationen z.B. durch Fremdatome und Gitterdefekte. |1]. Schon 1982 schlug
Richard P. Feynman vor, Festkorper mit Quantensystemen zu simulieren [2].

Ein System ultrakalter Atome in einem optischen Gitter eignet sich als Quantensimulator
fiir einen Festkorper. Auf fermionische Atome wirken in solch einem System Kréfte, die mit
den Kriften, die auf Elektronen in einem Festkorper wirken, vergleichbar sind. Durch ein
optisches Gitter ldsst sich ein perfekter Kristall erzeugen, welcher frei von Storstellen ist. Au-
ferdem konnen alle wichtigen Parameter leicht gesindert werden. Durch Andern der Intensitéit
und der Wellenlénge der Laser lassen sich z.B. die Potentialtiefe des Gitters und der Gitter-
abstand verstellen. Durch Feshbachresonanzen kénnen sowohl attraktive als auch repulsive
Wechselwirkungen verschiedener Stiarken zwischen den Atomen eingestellt werden. Die maxi-
male Geschwindigkeit von sich frei ausbreitenden Atome ist nur von der Tiefe des Gitters und
der Gitterkonstanten abhingig. Kleine Wechselwirkungen fiihren zu einer stark verringerten
Ausbreitungsgeschwindigkeit [1].

Im Bereich hoher Dichte, in dem die Atome oft an anderen Atomen stoften, lasst sich die
Zeitentwicklung der Dichte durch eine Differentialgleichung, welche in der Dichte singulér ist,
beschreiben. In den &ufieren Bereichen der Atomwolke ist die Dichte sehr gering. Losungen der
Differentialgleichung beschreiben Atome, deren Geschwindigkeit im niedrigen Dichtebereich
sehr grofs wird.

In Dimensionen gréfer gleich zwei sagt die Differentialgleichung ein komplett unphysikalisches
Verhalten voraus: In diesen Dimensionen existieren keine Losungen der Differentialgleichung,
welche die Teilchenzahl erhalten. In zwei Dimensionen verschwinden die Teilchen mit einer
konstanten Rate im Unendlichen und in drei Dimensionen verschwinden die Atome in einem
infinitesimalen Zeitschritt |2].

In Kapitel 2] geben wir eine Einfiihrung in die Grundlagen der experimentellen Realisierung
von kalten Gasen in optischen Gittern und stellen Modelle zur Beschreibung der Bewegung
der Atome vor.

Im darauffolgenden Kapitel der Arbeit (Kap beschéftigen wir uns mit Losungen der singulé-
ren Diffusionsgleichung, insbesondere mit der universellen Verlustrate im Zweidimensionalen.
Im Hauptteil der Arbeit stellen wir Ideen vor, wie man die Bewegung der Atome sowohl im
ballistischen als auch im diffusiven Bereich gut beschreiben kann.

Dazu versuchen wir zunéchst die singulare Diffusionsgleichung zu regularisieren (Kap. Fir
geringe Dichten streuen die Atome nur noch sehr selten, sodass ihre Bewegung nahezu bal-
listisch ist. Durch die Annahme einer maximalen Geschwindigkeit der Atome, die durch die
maximale Geschwindigkeit der ballistischen Bewegung gegeben ist, sollen physikalisch sinn-
volle Losungen gefunden werden.

In den Kapiteln [5] und [6] versuchen wir eine geeignete Verteilungsfunktion fiir die Dichte der
Wolke zu finden. Hierzu werden zwei verschiedene Ansétze fiir die Verteilungsfunktion vorge-
stellt. Mithilfe der Boltzmanngleichung erhalten wir gekoppelte Differentialgleichungen, welche
numerisch gelost werden.







2 GRUNDLAGEN

2 Grundlagen

In dieser Bachelorarbeit wird die Expansion kalter Atome im optischen Gitter betrachtet.
Dieses Kapitel diskutiert die experimentellen Grundlagen als auch die Modelle, mit denen die
Atome im Gitter beschrieben werden kénnen.

Grofse Teile des einfithrenden Kapitels orientieren sich an [2].

2.1 Kiihlung
2.1.1 Laserkiihlung

Erst mit Hilfe der Laserkiihlung ist es moglich geworden, Atome bis in den Mikrokelvinbe-
reich hin abzukiihlen. Fiir die Entwicklung von Verfahren zur Laserkiihlung wurde 1997 der
Nobelpreis an Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji und William D. Phillips vergeben.

Das Prinzip der Laserkiihlung beruht auf der Absorption und Emission von Photonen, bei
denen Impulse auf die Atome iibertragen werden. Da die spontane Emission isotrop erfolgt,
ist der mittlere Impulsiibertrag der spontanen Emission null.

Betrachten wir im Folgenden Atome mit zwei verschiedenen Zusténden, dem Grundzustand
und einem angeregten Zustand.

Bestrahlt man die Atome mit einem rotverstimmten Laser (d.h. die Frequenz der Photonen
liegt unterhalb der Ubergangsfrequenz), so kénnen aufgrund des Dopplereffekts nur Atome,
die mit einer bestimmten Geschwindigkeit dem Laser entgegenlaufen, Photonen absorbieren.
Die Atome nehmen dabei einen Impuls, der ihrer Bewegungsrichtung entgegengerichtet ist,
auf und werden somit abgebremst.

Verwendet man drei Paare von jeweils zwei gegenlaufigen Lasern und ordnet diese orthogonal
an, erfahren die Atome unabhéngig davon, in welche Raumrichtung sie sich bewegen, eine
abbremsende Kraft. Da die Laserphotonen nur Atome mit bestimmten Geschwindigkeiten
abbremsen konnen, muss die Frequenz der Photonen mit Zeit gedndert werden. Alternativ
konnen durch ein dufseres angelegtes Magnetfeld auch die Energieniveaus der Atome relativ
zueinander verschoben werden |[3].

Eine Grenze der erreichbaren tiefen Temperaturen ist durch den Impuls gegeben, den die
Atome bei der Reemission von Photonen erhalten.

2.1.2 Evaporatives Kiihlen

Mit Hilfe des evaporativen Kiihlens kann man die Temperaturen weiter absenken.

Die Atome sind in einem Potential gefangen, welches eine endliche Tiefe hat. Durch Stofe
kénnen einzelne Atome Energien erreichen, die ausreichen um die Falle zu verlassen. Die zu-
riickbleibenden Teilchen haben dann eine geringere mittlere Temperatur. Durch schrittweises
Absenken der Fallentiefe kann man Temperaturen im Nanokelvinbereich erreichen [4].
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2.2 Optisches Potential

Neutrale Atome kénnen mit Laserlicht aufgrund der Dipolkraft eingefangen werden. Ein os-
zillierendes elektrisches Feld induziert in den Atomen ein oszillierendes Dipolmoment, welches
proportional zum elektrischen Feld ist.

—

P=a(wr)E (1)

Der Proportionalitatsfaktor a heifft Polarisierbarkeit und hédngt von der Frequenz des elektri-

schen Feldes ab. Die Frequenz des Laserlichts wird hier mit w;, bezeichnet. Das Atom spiirt
ein Potential, welches proportional zur Intensitdt des angelegten elektrischen Feldes ist.

. I L2

Vain(7) = =B E(7) = —alwr) [B@)| x 1(7) 2)

Betrachten wir wieder ein Atom mit zwei Zustéanden, dem Grundzustand |g) und einem ange-

regten Zustand |e) und bezeichnen im Folgenden mit wy die Resonanzfrequenz. In der Néhe
der Resonanz kann die Polarisierbarkeit durch

r

h(w L — o.)[))
angendhert werden. I' ist proportional zu ’<e

9)

Richtung des Feldes ist |5].

Das Vorzeichen der Polarisierbarkeit hingt nur von der Differenz A = wy — wp ab. Ist die
Frequenz des Lichts kleiner als die Ubergangsfrequenz (A < 0), so ist das Potential attraktiv
(Vaip < 0) und das Laserlicht heifit rotverschoben. Fiir Frequenzen, die grofer als die Uber-
gangsfrequenz sind, ist das Potential repulsiv (Vg;, > 0) und das Laserlicht heifst blauver-
schoben. Ist das Laserlicht rotverschoben, so werden die Atome zu den Intensitdtsmaxima
hingezogen, andernfalls zu den Intensitatsminima.

(3)

a(wr) = —

2

dg , wobei d z der Polarisationsoperator in

2.2.1 Optische Falle

Optische Fallen sind optische Potentiale, welche die Atome aufgrund der Dipolkraft gefangen
halten. Die Intensitét eines Laserstrahls fallt normalerweise gauhformig in radialer Richtung
ab [2].

I(r) = Ipe /% (4)
Der Strahlradius wg gibt den Abstand an, bei dem die Intensitét auf 6% abgefallen ist. Wie
im obigen Abschnitt erldutert, werden die Atome je nach der Differenz A = wy — wq ins

Zentrum der Falle gezogen (rotverschobene Falle) oder aus dem Zentrum herausgeschoben
(blauverschobene Falle).

2.2.2 Optisches Gitter

Optische Gitter sind spezielle optische Potentiale. Im einfachsten Fall entsteht ein optisches
Gitter durch Uberlagerung von zwei gegenlaufigen Laserstrahlen derselben Frequenz, welche
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eine stehende Welle mit Periode % (A: Wellenlénge) bilden. Das Potential, welches durch eine
einzelne stehende Welle in x-Richtung entsteht, hat die Form (s. Abb

V(r,z) ~ Ve 27 /5 sin?(kx) (5)

mit dem Wellenvektor k:%” und r = /y? + 22.
Fiir ausreichend grofe Potentialtiefen sind die Atome in Ebenen senkrecht zur x-Richtung

eingesperrt [2].

Abbildung 1: optisches Gitter- und Fallenpotential im eindimensionalen Fall
entnommen aus [6]

Zwei- und dreidimensionale Gitter werden erzeugt, indem zwei bzw. drei gegenldufige Paare
von Laserstrahlen verwendet werden (s. Abb.[2). Fiir orthogonale Polarisationsvektoren treten
keine zusatzlichen Interferenzterme auf, sodass das Potential durch die Summe der Beitrage

der einzelnen stehenden Wellen gegeben ist. In der Mitte der Falle konnen die Terme e~ 2" /v
vernachlassigt werden, sodass das Potential durch
V(z,y,2) =W (sinQ(k‘x) + sin?(ky) + sin2(kz)) (3 dim) (6)

angendhert werden kann [5].

2.3 Streuung an ultrakalten Atomen

In ultrakalten Gasen ist die Reichweite des Wechselwirkungspotentials deutlich kleiner als der
mittlere Atomabstand. Daher reicht es aus, nur Stoke zweier Teilchen zu betrachten.

Die Beschreibung zweier streuender Teilchen kann durch einen Wechsel ins Schwerpunktsys-
tem auf die Streuung eines Teilchens mit reduzierter Masse zuriickgefiithrt werden.

Das Wechselwirkungspotential zwischen zwei Atomen ist drehimpulsabhéngig. Ein von null
verschiedener Drehimpuls fithrt zu einem Beitrag % (u: reduzierte Masse) zum effektiven
Potential. Dieser zuséatzliche Beitrag wird Drehimpulsbarriere genannt. Um die Barriere zu
iiberwinden, bendtigt man Temperaturen im Millikelvinbereich. Unterhalb dieser Tempera-
turen ist ausschliefslich s-Wellenstreuung mdoglich, sodass wir uns hier auf diese beschrinken
konnen |[2].

Nach dem Pauliprinzip ist s-Wellenstreuung bei ununterscheidbaren fermionischen Atomen
nicht moéglich. Daher benttigt man fiir Stofe zwischen Fermionen bei sehr niedrigen Tempe-
raturen ein Gemisch aus Fermionen, welche sich in verschiedenen inneren Zusténden (z.B. in
zwei verschiedenen Hyperfeinzustianden) befinden.
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Abbildung 2: optisches Gitter in (a) zwei und (b) drei Dimensionen
entnommen aus |5

Die s-Wellen-Streuung zweier Atome kann dann durch den Ansatz

¢(k,t) ~ eikz + @eikr (7)

beschrieben werden. Der Term e**? beschreibt eine in z-Richtung einlaufende ebene Welle.
(k) gikr beschreibt eine auslaufende Kugelwelle, die um das Streuzentrum (hier: den

Der Term ++#
T
Ursprung) rotationsinvariant ist. In dem hier betrachteten Bereich sehr geringer Temperaturen

und fiir kleine Impulse gilt in guter Ndherung fiir die Streuamplitude [5]

F(k) ~ 1 -Ij?ka ’ (8)

Die Streuamplitude héangt nur noch von dem Parameter a, der sogenannten s-Wellen-Streulénge
ab. Die Stéarke der Wechselwirkung wird durch die Streuldnge charakterisiert. Bei positiver
Streulénge ist die Wechselwirkung repulsiv, bei negativer Streuldnge attraktiv.
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2.4 Feshbachresonanzen

Feshbachresonanzen traten das erste Mal 1958 im Zusammenhang mit Kernreaktionen auf.
Ihre Benutzung in ultrakalten Gasen wurde 1993 von Tiesinga et al. vorgeschlagen als einfa-
che Moglichkeit in diesen Systemen die Streuldnge zu &ndern. Die experimentelle Realisierung
erfolgte fiinf Jahre spéter [2].

Die Streuldnge kann héufig durch ein von aufsen angelegtes Magnetfeld verdndert werden.
Ein Anlegen eines dufteren Magnetfeldes fiihrt zu einer Energiednderung eines Energieniveaus,
sofern dieses ein magnetisches Moment p besitzt.

Zeeman-Effekt: AFE = uB 9)

Zwei Energieniveaus mit verschiedenen magnetischen Momenten erfahren unterschiedliche Zee-
manverschiebungen und kénnen dadurch relativ zueinander verschoben werden. Experimentell
werden dazu héufig zwei verschiedene Hyperfeinzustdande der Zwei-Teilchen-Wellenfunktion
benutzt, welche unterschiedliche magnetische Momente besitzen |2].

Feshbachresonanzen entstehen, wenn ein gebundener Zustand energetisch mit einem Streu-
zustand iibereinstimmt. Wenn die Energien der beiden Zusténde nahezu {ibereinstimmen,
konnen die Atome zwischen den Zustédnden wechseln. Je néher die Energien der Niveaus bei-
einander liegen, desto langer konnen die Atome in dem gebundenen Zustand bleiben. An der
Resonanzposition divergiert die Streuldnge und die Wechselwirkung wird sehr stark. Die ge-
streuten Teilchen sind dann zeitweise in einem quasi-gebundenen Zustand gefangen (s. Abb.

A

bound
state

energy

closed

channel ¢

Open interatomic
channel  gistance

Abbildung 3: schematisches Model fiir Feshbachresonanzen
entnommen aus [5|

Wir bezeichnen mit By die Magnetfeldstérke, bei der sich die Zustdnde in Resonanz befinden.
Fiir die Streuamplitude gilt dann ndherungsweise (s. Abb:
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0 (B) = ay, (1 _ BA_%()) (10)

apg bezeichnet die Hintergrundstreuldnge, d.h. die Streuldnge weit entfernt von der Resonanz,
A B beschreibt die Breite und By die Position der Resonanz. Die Breite der Resonanz ist die
Differenz zwischen Resonanzposition und Nulldurchgang der Streuléinge. Bei der Resonanzpo-
sition divergiert die Streuldnge [5].

10 . - — .

()]
T

scattering length (1000 a )
& o
T

600 800 1000 1200
magnetic field (G)

I
o

Abbildung 4: Abhéingigkeit der Streulinge vom magnetischen Feld (s. GL.(10))

(hier fiir ®Li mit Resonanzposition bei By = 834G, Nulldurchgang der Streulinge bei 534 G,
apg = —1405aq ap : Bohrscher Radius)

entnommen aus |[5|

2.5 Hubbard-Modell

Das Hubbard-Modell wurde 1963 von J.Hubbard als Modell fiir wechselwirkende Fermionen
in einem Gitter vorgeschlagen |2]. Der Hamiltonoperator lautet

H=-JY" & te+U> nitniy . (11)

Dabei ist éj , der fermionische Erzeugungsoperator und ¢;, der Vernichtungsoperator. Fiir
Elektronen é;ibt o den Spin dieser an und fiir fermionische Atome verschiedene Hyperfeinzu-
stdnde. Der erste Term des Hamiltonoperators beschreibt das Tunneln der Teilchen von einem
Gitterplatz zu einem benachbarten Platz.

Der Operator n;, = éz’géjg zéhlt die Anzahl der Teilchen mit Spin o am i-ten Gitterplatz.
Wenn beide Zustdnde am gleichen Gitterplatz besetzt sind, wechselwirken die fermionischen
Atome und man erhélt einen Beitrag zum Hamiltonian, wobei U die Wechselwirkungsenergie
angibt. Fir U<0 werden doppelt besetzte Gitterplatze begiinstigt, und fiir U>0 einfach be-
setzte Gitterplatze. In Anwesenheit von einem &ufseren Potential, z.B. einem Fallenpotential
V(7) = Vp |]* gibt es einen weiteren Beitrag zum Hamiltonian [2]: Vo Yoi(nir+mn;y) |72
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Das Hubbard-Modell lasst sich auch auf Bosonen erweitern. Der Hamiltonoperator lautet
dann:

_ ST o
H——J;cicj+22nl(n@—1) (12)
2,7 K3

2.6 Umklappstreuung

Wir betrachten den Streuprozess zweier Atome. Addieren sich die Impulse der streuenden
Atome zu einem Impulsvektor auf, der auferhalb der ersten Brillouinzone liegt, so ist dieser
aquivalent zu einem Impuls innerhalb der ersten Brillouinzone (s. Abb.. Dabei wird ein
Impuls auf das Gitter {ibertragen. Fiir kubische Gitter sind die Impulse, die auf das Gitter
iibertragen werden Vielfache von %” (a: Gitterkonstante). Der Gesamtimpuls ist daher nur
modulo reziproke Gittervektoren erhalten. Prozesse von der Form

E1+E2:E3+E4+C_j (13)

mit G # 0 werden als Umklappprozesse (U-Prozesse) bezeichnet (G: reziproker Gittervektor).
Prozesse, bei denen kein Impuls auf das Gitter tibertragen wird, heifsen Normalprozesse (N-
Prozesse) |7]. In dem hier betrachteten Temperaturbereich hat das System im Vergleich zur
Bandbreite des optischen Gitters eine hohe Temperatur, sodass Umklappstreuung auftritt.
Das Auftreten von Umklappstreuung erméglicht eine Relaxation des Stroms.

Abbildung 5: In rot sind die Impulse zweier einlaufender Teilchen gezeichnet. Diese addieren sich zu
einem Impuls K’ auf, der aufierhalb der Brillouinzone liegt. Dieser ist dquivalent zu einem Impuls K
innerhalb der Brillouinzone. In Folge dessen kehren beide Teilchen ihre Impulse um (blau).
entnommen aus [2|
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2.7 Boltzmanngleichung

Um die Expansion der Atome zu beschreiben, ist die Unterscheidung zwischen hohem und
niedrigem Dichtebereich wichtig. Im hohen Dichtebereich, dem diffusiven Bereich, stoften die
Atome sehr oft aneinander, im Niedrigdichtebereich, dem ballistischen Bereich, bewegen sich
die Atome nahezu frei.
Eines der einfachsten Modelle, welches sowohl den ballistischen Bereich als auch den diffusiven
Bereich gut beschreiben kann, ist die Boltzmanngleichung [2].
Die Boltzmanngleichung ist eine Differentialgleichung fiir eine Verteilungsfunktion f7(7,t).
fz(7,t) gibt die Besetzungszahl der Teilchen am Ort 7 zur Zeit t mit Impuls k an. Das totale
Differential von f ist gegeben durch
o _or 0rOF ofor_of por L of -
dt ot 9ot orot ot ok  kor

mit der Geschwindigkeit v und einer Kraft F. Der zweite Term beschreibt die Bewegung
der Teilchen aufgrund auferer Felder, der dritte Term beschreibt die Bewegung der Teilchen
aufgrund ihrer Geschwindigkeit. Im ballistischen Bereich, d.h. in Abwesenheit von Stofen, ist
die Zeitentwicklung der Verteilungsfunktion gegeben durch |[§]

d _of zof . O0f

In der semiklassischen Betrachtung streuen die Teilchen nur lokal im Ortsraum, d.h. zum Zeit-
punkt des Stofes &ndern die Teilchen nur ihren Impuls, nicht aber ihren Ort. Beriicksichtigen
wir die Stéfe der Teilchen, erhalten wir einen zusétzlichen Term Ieqy[f];:-

of  ~0f
_< Fi
ot " ok

of

'[_)’ﬁi =
TR ar

_Icoll[f];z (16)

2.7.1 Relaxationszeitniherung

Die Relaxationszeitndherung ist eine einfache Naherung fiir das Kollisionsfunktional. Die Ver-
teilungsfunktion im Gleichgewicht ist durch flg gegeben. Diese muss so gewahlt werden, dass

die Teilchenzahl erhalten ist.
/ddk = /ddk fz (17)

Stofe bringen ein System ins Gleichgewicht. Die Relaxationszeit 7 beschreibt die charakteristi-
sche Zeit, mit der ein System sich nach Abschalten der dufteren Kréfte seinem Gleichgewichts-
zustand angenahert hat. % ist somit eine Rate mit der das System ins Gleichgewicht gebracht
wird. Als einfache Niherung kann man fiir das Kollisionsfunktional I..;|f] P~ %( fe — f,(;))
verwenden. Fiir die Verteilungsfunktion ist dann die Gleichung

of _=0f __Of 1,
E—FF%—FUE%__T(LC fE) (18)

zu 16sen [2].

10
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2.8 Experimentelle Realisierung

Eine mogliche experimentelle Realisierung der Expansion von kalten Atomen in optischen
Gittern ist in [2| beschrieben. In dem dort beschriebenen Experiment werden Fermionen in
zwei verschiedenen Hyperfeinzustdnden betrachtet.

Zuerst werden die Atome in einer rotverschobenen Falle eingefangen und abgekiihlt.
Anschlielend wird ein blauverschobenes optisches Gitter hochgefahren. Wird das Gitter lang-
sam genug hochgefahren, kénnen Uberginge in hohere Binder vermieden werden.

Um das System in einen Zustand bei unendlicher Temperatur zu bringen, wird das Gitter
auf eine Gittertiefe hochgefahren, die deutlich tiefer ist als die Gittertiefe zum Startpunkt des
Experiments und die das Tunneln der Atome nahezu unterdriickt. Die Atome sind jetzt stark
lokalisiert und daher sind die Impulszustdnde gleich besetzt (Ort-Impuls-Unschérferelation).
Dies entspricht einem Zustand bei unendlicher Temperatur.

Das magnetische Feld, welches die Streuldnge des Systems beeinflusst, kann jetzt eingestellt
werden.

Danach wird das Gitterpotential sehr schnell auf die gewiinschte Tiefe zuriickgestellt und
das Fallenpotential soweit zuriickgefahren, dass sich das einsperrende rotverschobene Fallen-
potential und das aussperrende blauverschobene Gitterpotential ausgleichen. Es ensteht ein
Gitterpotential fiir das gilt:

d
V(z1,...,2q) = Vo Z sin?(kx;) (19)
i=1

Die Teilchenwolke kann sich jetzt ausbreiten.

11






3 SINGULARE DIFFUSIONSGLEICHUNG

3 Singulare Diffusionsgleichung

3.1 DMotivation der singularen Diffusionsgleichung

Wir méchten die Expansion von kalten Atomen in einem Gitter beschreiben und benétigen
dazu eine Differentialgleichung, welche die zeitliche Entwicklung der Dichte beschreibt. Im
folgenden motivieren wir diese Differentialgleichung.

Die Hydrodynamik nutzt Erhaltungssidtze wie Teilchenzahl-, Impuls- und Energieerhaltung
aus, um ein System zu beschreiben. In dem von uns betrachteten System ist die Teilchenzahl
und die Energie erhalten, wihrend der Impuls aufgrund des Auftretens von Umklappstreuung
nicht erhalten ist. Im Limes unendlicher Temperatur kénnen wir die Energieerhaltung ver-
nachléssigen, sodass wir hier nur die Teilchenzahlerhaltung beriicksichtigen miissen [2]. Die
Teilchenzahlerhaltung wird durch die Kontinuitéatsgleichung beschrieben

An(7,t) + Vi(F,t) = 0, (20)

wobei n(7,t) die Dichte und j(7,t) der Teilchenstrom ist. Wir entwickeln den Strom nach
Ableitungen der Dichte.

§(7,t) = Do(n)n(7,t) + D1(n)Vn(7,t) + Do(n)V (Vn(7, 1)) + ... (21)

Die Terme, die eine gerade Anzahl an Ableitungen enthalten, sind Skalare. Da der Stom eine
vektorielle Grofe ist, sind alle skalaren Terme null.

Fiir eine geniigend glatte Funktion, d.h in der Fouriertransformierten der Dichte haben Terme
grofser Wellenzahlen wenig Gewicht, kdnnen die Terme hoherer Ableitungen vernachléssigt
werden, sodass

Jj(7t) = Di1(n)Vn (22)

mit Di(n) = —D(n), wobei D(n) die Diffusionskonstante ist. Im hydrodynamischen Grenzfall
(Wellenzahl — 0) ist die Theorie exakt, solange keine Singularititen in der Dichte oder dem
Dichtegradienten auftreten [9].

Motivation der Diffusionskonstanten

In diesem Abschnitt betrachten wir ein sehr vereinfachtes Modell.

Unter Diffusion versteht man die Entstehung eines Stroms aufgrund der Bewegung von Teil-
chen in zuféllige Richtungen.

Wir betrachten den Randomwalk eines Teilchens in einer Dimension. Mit 7 bezeichnen wir
die typische Zeit, die zwischen zwei Stofsen vergeht, und mit <v2> die mittlere quadratische
Geschwindigkeit der Teilchen. Im Zeitintervall 7 legt das Teilchen im Mittel eine Strecke

Az =/ (V)T (23)
zuriick. Die in N Zeitintervallen der Grofe 7 im Mittel zuriickgelegte Strecke x ist gegeben

durch
= AzVN = /(v2) 7t (24)

wobei die Wurzel iiber N durch den Randomwalk entsteht und ¢ = N7 die betrachtete Ge-
samtzeit bezeichnet.
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3 SINGULARE DIFFUSIONSGLEICHUNG

Wir nehmen an, dass nahe beim Ursprung die Anderung der Dichte nidherungsweise linear ist.

n(x) =ng + xd—n (25)

dx

=0

In einem kleinen Zeitintervall [0,%o] betrachten wir den Strom der Teilchen durch den Ur-
sprung.

Die Teilchen legen in der Zeit ¢y im Mittel eine Strecke 2o = +/(v?) Tt zuriick. Die Teilchen, die
den Ursprung von negativen zu positiven x-Werten durchfliefsen, sind ndherungsweise gegeben

durch 0
1 1 1 ,d
N~ = / n(z)dr = —ngx — ~x2 n

—22 2
2/ ., 2 1" 4z (26)

b
=0

wobei der Faktor % aus den zwei moglichen Bewegungsrichtungen in einer Dimension stammt.
Nicht alle Teilchen werden nach der Zeit ¢y die Strecke x( in eine der beiden mdéglichen Rich-
tungen zuriickgelegt haben. Ebenso werden auch Teilchen, die zum Zeitpunkt g weiter als zg
vom Ursprung entfernt waren, den Ursprung durchqueren, sodass wir nicht erwarten kénnen
den richtigen Vorfaktor der Diffusionskonstanten mit dieser Abschétzung zu erhalten.
Analog ndhern wir die Zahl der Teilchen, welche den Ursprung von positiven zu negativen
x-Werten durchflieffen, an durch

1 [*o 1 1 5dn
Nt=_ == —x2— . 2
2/0 n(x)dz 2nox+ 1507, (27)
Wir erhalten den Fluss durch den Ursprung durch
N-—N* 123 dn 1 dn
(z=0)= —"—-=—-—— =—— (Y 7— . 28
](.%' ) to 2 to dx lz=0 2 <'U >Td13 =0 ( )

Der hier erhaltene Faktor ist um einen Faktor zwei zu klein.

Die Diffusionskonstante in d Dimensionen mit richtigen Vorfaktoren ist gegeben durch [1]
2
v
D(n) = u7‘(n) : (29)

Fiir kleine Dichten ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Atom an einem anderen streut, pro-
portional zur Dichte und somit gilt

7(n) = — (30)
Wir erhalten fiir den Strom )
jlryt) = —DogVn(r, t) (31)
und damit fiir die Differentialgleichung
1
on(r,t) = DoV (nVn(r, t)) , (32)

wobei Dy der Vorfaktor der Diffusionskonstanten ist (Dg = D(n)n).

In dem im vorherigen Teil beschriebenen Experiment betrachten wir Fermionen bei unend-
licher Temperatur, deren Bewegung néherungsweise durch das Hubbard-Modell beschrieben

14



3 SINGULARE DIFFUSIONSGLEICHUNG

wird. Im Limes unendlicher Temperatur ist die mittlere quadratische Geschwindigkeit in zwei
Dimensionen gegeben durch [1]

(v?) = 472%s (33)
A2

und wir erhalten fiir die Diffusionsgleichung

2J%42, 1
Bn(r,t) = %v <nVn(r,t)> : (34)

wobei ag;; die Gitterkonstante und J die Tunnelamplitude ist.

Die Wechselwirkungsenergie U ist quadratisch in 79 enthalten: U% ~ 1 /79 (s. [2])
Durch eine Skalierung der Zeit

2 2
2J aGitTOt

t— 72

(35)

ldsst sich der Vorfaktor mit in die Differentialgleichung aufnehmen. Somit beeinflusst die Stérke
der Wechselwirkung nur die Geschwindigkeit der Expansion.

Daher betrachten wir im Folgenden haufig nur die Differentialgleichung

den(r ) = V (Tlan(r, t)) | (36)

Auflerdem werden wir manchmal die Betrachtung auf radialsymmetrische Anfangswertwert-
probleme beschranken.

Radialsymmetrisches Anfangswertproblem

Fiir radialsymmetrische Anfangswertprobleme ldsst sich die Diffusionsgleichung vereinfachen.
Fiir ein d-dimensionales Anfangswertproblem und mit r=|#] und r; der i-ten Ortskoordinate
lasst sich schreiben

d
1 1
a = — == ar,-. 76’!" . 37
in V<nVn) g . (n 1n) (37)
Die Betrachtung des i-ten Summanden ergibt:
2 2\ .2 2
n n n r n \r r

Insgesamt erhalten wir:

2 2 _ d-1

n n2 r n rd—1

15



3 SINGULARE DIFFUSIONSGLEICHUNG

3.2 Anderung der Teilchenzahl

Nur Losungen, welche die Gesamtzahl der Teilchen erhalten, kénnen physikalisch sinnvoll sein.
Wir folgen dabei [2|. Um eine Abschiitzung fiir die Anderung der Teilchenzahl zu erhalten

integrieren wir Gl. :

N = / o n(7,t) d% = lim Cy / on 741 di
0

T—>00
T 1 ~d—1 r ~d—1
" lim Cd / <~d—1877 <T<9;n)> fd_l dr = lim Cd / 8; (T (3;71) dr
T—00 0 T n T—00 0 n
d—1
= lim Cy T—arn(r, t) = lim Cyr?719, log(n) (40)
r—00 n T—00

Der Vorfaktor Cy ist die Oberfliche einer d-dimensionalen Einheitskugel. Beim vorletzten
Schritt haben wir ausgenutzt, dass aus Symmetriegriinden die Ortsableitung der Dichte im
Ursprung verschwindet.

Damit die Teilchenzahl erhalten bleibt, muss der Term Cyr9=19,log(n(r,t)) fiir r — oo ver-
schwinden. Daher existiert ein rg > 0, sodass fiir alle r > rq gilt:

|0r log(n(r,1))] < (41)

rd—1

Wir nehmen an, dass wir einen Ort finden, ab dem 0,n(r,t) negativ oder null ist, und somit
Orlog(n(r,t)) keinen Vorzeichenwechsel mehr hat. Dann konnen wir Gl (1)) integrieren.

r 1 r—d 2—7"_d+2
fogn(r,0) ~Togta(ra, )| < [ g = { o0 G720

Da im Limes r— oo die Dichte gegen null konvergiert, divergiert die linke Seite der Gl.
gegen unendlich. Daher muss die rechte Seite ebenfalls divergieren. Dies geschieht aber nur
fir d < 2. Teilchenzahlerhaltung ist daher fiir d>2 nicht moglich. Im Fall d<2 wird in [10]
gezeigt, dass Losungen, welche die Teilchenzahl erhalten, existieren. Die Félle d=1 und d=2
werden im Folgenden genauer betrachtet.

3.2.1 Losungen im eindimensionalen Fall

Im eindimensionalen Fall lautet die Diffusionsgleichung

on(r,t) = 0, ( Orn(r, t)) = 02 log(n(r,t)). (43)

1
n(r,1)
Diese Gleichung ist analytisch 16sbar. Wie sich leicht {iberpriifen lasst, sind Losungen dieser

Gleichung gegeben durch
2t

0242 2

n(r,t)
fiir beliebige v € R\{0} (s. AbbJd) [10] .

(44)
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3 SINGULARE DIFFUSIONSGLEICHUNG

Fiir alle t € R gilt:

e 2t 4 oo 2
N :/ 5 dr = - [arctan (LH = (45)
Lo VA2 T v vt/lo v
Diese Losungen erhalten also die Teilchenzahl.
4j‘ T T T T ]
3f -
. i
G 2- N
o I
1t -
07\ L // \\ L L

radiale Koordinate

Abbildung 6: Anderung der Dichte im eindimensionalen Fall fiir v=1 und t € {0.5,1,2}

3.2.2 Universelle Verlustrate im zweidimensionalen Fall

In [10] wird gezeigt, dass im Zweidimensionalen eine Verlustrate unabhéngig von der Form der
Anfangsverteilung existiert. Dies m6chten wir nachvollziehen und folgen dabei |2]. Zunéchst
benotigen wir ein paar Vorbemerkungen.

Wir benutzen den Ansatz n (r,t) = v (s,t) e~ mit r = . Dann gilt:

Orn (e°,t) €35 + 2n(ef, t)e?s

0s log (v (s,t)) = 0slog (n (e®,t) (323) =

n(es, t)e?s
e®*oyn(e®,t)
=24 L "7 9 -1 4
+ (e, ) + 70y log(n) (46)
Aus Symmetriegriinden ist 9,n(r,t) .= 0.
i 0ulog(u(s,0) = Jim 2+ FTEAE <2 o

Sei n(r,t) eine Losung der Diffusionsgleichung im zweidimensionalen Fall (s. GL.(39)). Dann
ist v(s,t) = n(r,t)e?* eine Losung fiir die eindimensionale Diffusionsgleichung. Denn:

1 3 v(log(r),t)
2s 25~ )
o(s,t) = e**On(r,t) =e raT (v(lo ).1) Oy 2

2s
= e v(s, e %)) = 8% log(v(s
=0, (005,000 ™) ) = B log(u(s.1) (19

17



3 SINGULARE DIFFUSIONSGLEICHUNG

Damit die Anzahl der Teilchen endlich ist, muss wegen N (r,t) = Co fo rn(r,t)dr die Dichte
fiir geniigend grofée r kleiner als 2 sein, d.h es existieren ¢ und 7 mit

n(r,t) < —2 fir alle r >r. (49)
r

Wir nehmen zusitzlich an, dass die Dichte stérker als .5 abfllt:

Orn(r,t) < O (r%) = _T—ic <0 firalle r>7 (50)
Es folgt:
Ortogtntr, ) = 2 < Eer o 2 (51)
und slggow = slgglo 0s log(v(s,t)) @ hm 2 + 10, logn(r, t) 0 (52)
Jetzt kénnen wir folgern:
ON(r,t) =27 ; 8tnrtrdr—27r/ lOgrtdr
= 277/ rv( / 02 log(v(s,t))ds = 2m[0, log(v(s, 1)),
@ 27 lim svls,t) _ 4 2 —4r (53)

s—oo (s, 1)
Wir haben gezeigt, dass im zweidimensionalen Fall eine minimale Verlustrate von 47 unab-
héngig von der Form der Anfangsverteilung existiert.

Unter Berticksichtigung der Vorfaktoren ist die Verlustrate fir dyn = V (D(n)Vn) gegeben
durch
N < —Dodr = =277 (7°) . (54)

—2
mit Dy = D(n)n = (1)72%0 dem Vorfaktor der Diffusionskonstanten.

Fiir eine Anfangsverteilung, bei der die Dichte fiir 7 — oo verschwindet, gilt sogar (s. [2], [10])

N = —Dodr = —27mo (T°) . (55)
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4 REGULARISIERUNG DER SINGULAREN DIFFUSIONSGLEICHUNG

4 Regularisierung der singularen Diffusionsgleichung

Die singulédre Diffusionsgleichung liefert in zwei und gréfseren Dimensionen keine physika-
lisch sinnvollen Losungen mehr (s. Kap. Aufgrund der Singularitit in der Dichte ist die
Bewegung der Teilchen im Niedrigdichtebereich nicht durch die hydrodynamische Néherung
beschreibbar. Im Folgenden werden verschiedene Vorschlédge skizziert, die singulére Diffusions-
gleichung

on(Fit) = V <iVn(F, t)> (56)

zu ,regularisieren”. Im Niedrigdichtebereich 16sen wir dann nicht mehr die singulédre Diffusi-
onsgleichung, sondern beschreiben die Bewegung der Teilchen durch eine andere Gleichung,
welche im Folgenden motiviert wird.

Der Strom j = —%Vn divergiert fiir n — 0. Die Differentialgleichung beschreibt somit Teil-
chen, die im Niedrigdichtebereich immer schneller werden.

Die Geschwindigkeit der Atome im optischen Gitter ist durch die maximale Geschwindigkeit
von sich ballistisch bewegenden Atomen nach oben beschriankt. Fiir die maximale Geschwin-
digkeit gilt

J
Umax = 2\/gﬁaGit7 (57)

wobei agi¢ die Gitterkonstante, d die Dimension, und J die Tunnelamplitude (s. GI.(11)))
angibt |1].

Im Folgenden betrachten wir radialsymmetrische Anfangswertprobleme, d.h. f(f", t) = j(r)r
und n(7) = n(r), und bezeichnen mit v,,4, die maximale Geschwindigkeit der Atome.

4.1 Annahme einer maximalen Geschwindigkeit

Wir nehmen an, dass die singuldre Diffusionsgleichung die Bewegung der Atome so lange gut
beschreibt, solange der Strom, der durch die Diffusionsgleichung gegeben ist, kleiner ist als
der maximale Strom, der von sich frei bewegenden Atomen erzeugt wird.

Im Niedrigdichtebereich nehmen wir an, dass alle Atome sich mit der maximalen Geschwin-
digkeit fortbewegen.

Dies fithrt zu dem Ansatz:

Orn(r;t) —0rn(r,t
. B ”(TEJ) ) n(v",(t) )‘ < n(r, 1) Umaa
j(T‘, t) o n(r, t)vmax _?1}7;8537t) > n(r, t)vmaz (58)

_87‘ b
—n(r, t)vmax n(z’(tr) ) < _n(T7 t)vmax

Der Strom ist jetzt stetig, aber nicht differenzierbar. Da wir aber die Kontinuititsgleichung
16sen wollen, bendtigen wir einen Strom, der mindestens einmal stetig differenzierbar ist.
Orn(r,t)
n(r,t)

Daher konnen wir nicht min ( ,n(r, t)vmm) betrachten, sondern miissen eine glittende
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4 REGULARISIERUNG DER SINGULAREN DIFFUSIONSGLEICHUNG

Funktion benutzen. Wir benutzen min(a, b) = b min (%, 1) und wiéhlen eine Funktion min mit

min (1,x) ~ min (1, z), welche die Minimumsfunktion gléttet und wie folgt definiert ist:

P |$|§L

1+e
1 r>1+e
H/—lTI/l(]_,q;) == -1 xX S —1—e (59)
gi(w,e) x>0 und ﬁ§x§1+e
| g2(z,e) 2<0 und —(14e) <z < -1

g1 und gs sind Polynome dritten Grades, sodass min stetig differenzierbar ist (s. Abb..

——— —
101 —_—— —//_ 4
sl 5
ool 1 x

_051 i

/
~1.0F =, —-- i
I I AN . I I I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 7: Aufgetragen sind die Funktionen 1,-1 und x (schwarz gestrichelt) gegen x und in rot
min(z, 1) fir e=0.7

Mit unserer numerischen Simulation erhalten wir einen Strom r — —&T'”, der nicht stetig

orn/n
NVmax

ist. Damit sind auch die Funktionen r — g; ( , e) nicht stetig. Wir erhalten eine stark

ansteigende Teilchenzahl.

Wir testen den Ansatz aus Gl. mit einer anderen Interpolationsméglichkeit, bei der das
interpolierende Polynom nur noch von den Werten des Stroms und dessen Ableitung an den
Interpolationsrandern abhéngt. Numerische Probleme fiihren dazu, dass sich grofse Zacken in
der Dichte ausbilden.

Die mit beiden Interpolationsméglichkeiten erhaltenen Ergebnisse sind daher nicht brauchbar.

Ein grofer Nachteil des Ansatzes ist auterdem, dass der Strom im Niedrigdichtebereich negativ
werden kann (falls 9,n > 0) . Die Atome bewegen sich dann in Richtung Ursprung zurtick und
nicht vom Ursprung weg. Dies fiihrt zum n#chsten Ansatz.

4.2 Annahme einer maximalen Geschwindigkeit ohne Riickwirtsbewegung

Unter Beriicksichtigung, dass alle Atome sich im Niedrigdichtebereich vom Ursprung wegbe-
wegen sollen, erhalten wir einen Strom, der bis auf glittende Funktionen gegeben ist durch
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4 REGULARISIERUNG DER SINGULAREN DIFFUSIONSGLEICHUNG

Orn(rt) —0rn(r,t)
- NGO ‘ n(rD) ‘ < n(r, t)vmax
Jjlr,t) = 7 oo (60)
n(r,omar [“2E0] > n(r, )vma

Analog zum vorherigen Teil konnen wir eine glattende Minimumsfunktion benutzen (s. Abb.
Nachteil dieses Ansatzes ist, dass Atome, die vom hohen Dichtebereich in den niedrigen Dich-
tebereich wechseln und die sich im hohen Dichtebereich zum Ursprung hinbewegt haben, eine
starke Geschwindigkeitsinderung erfahren.

10 e e - - —— =L i

051 b

0.0 X

—05} 4

Y A R R
-3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung 8: Aufgetragen sind die Funktionen 1,-1 und x (schwarz gestrichelt) gegen x und in rot

Igii(x, 1) fiir e=0.7, im negativen Bereich dndern sich die Funktionswerte durch das Interpolationspo-
lynom sehr stark

Wir erhalten dhnliche numerische Probleme wie in Kapitel [.1] Die Ergebnisse sind ebenfalls
nicht brauchbar.

Im Folgenden beschreiben wir jetzt unser System durch eine Verteilungsfunktion, mit der wir
die Boltzmanngleichung 16sen kénnen.
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5 Telegraphengleichungen

Wir beschreiben das System sich ausbreitender Atome jetzt durch eine Verteilungsfunktion
fz(7,t). Dabei folgen wir dem Ansatz und der Rechnung von S. Mandt in [11] und wéhlen
fiir f;; eine im Impulsraum nahezu konstante Funktion. Da alle Impulse gleich besetzt sind,
entspricht dies einem Zustand bei unendlicher Temperatur, wie auch in der experimentellen

Realisierung (s. Kap[2.§)).
Ji(7) = n(7) + 6 fi(7) (61)

Fiir 6 f;; = 0ist das System lokal im Gleichgewicht, d.-h I.ou[n]; = 0. Wir entwickeln I.oy[n + 0 f];;
bis zur Ordnung ¢ f;::

ouln-+ 515 ~ Loulolg + [ Mg o (62)
=0
Da die Teilchenzahl erhalten ist, gilt
| —

=0

und wir erhalten (s. GL.(16))

atf+UE-va+ﬁ-VEf: —/Makjf’;,ddk‘/. (64)
Wir definieren ein Skalarprodukt fiir impulsabhéngige Funktionen durch
1 o -
(h| g2) = / L hBygFya. (65)
(27)

Teilchenzahl n, Teilchenstrom f, Energie e und Energiestrom h sind gegeben durch
(i) = (1 fz) J00) = (G| fr) et) = (| fr) hF) = (gT| fr).  (66)
Aus Gl. erhalten wir die beiden Gleichungen
<1‘(8t+17,;-V;—|—ﬁ-VE)f>:—<1\M|f,3> (67)
(5 [(0 + 5 Vot B ) £ ) = = (@ 1M1 £ (68)

Wir verwenden als Ansatz fiir f;(7,1)

e(7,t) JFOR2 ., h(Ft)R?
€ -
2J2d % 2J%a%, F 6J%Z,

fE(’f', t) =n(r,t) + _’EGE. (69)

In |2] wird gezeigt, dass man in fithrender Ordnung die ersten beiden Terme fiir die Gleichge-
wichtsfunktion erhélt, wenn man die Hochtemperaturentwicklung betrachtet

e(7,t)
2J2d

FR7 1) = n(F,t) + ex + O(e), (70)
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5 TELEGRAPHENGLEICHUNGEN

wobel e = O (%)

Da wir hier die Bewegung der Teilchen in Abwesenheit von einer Kraft betrachten wollen,
setzen wir F' =0

Betrachten wir zunéchst die rechte Seite von Gl.. Es gilt

(1|M| fz) =0, (71)

da Stofse die Teilchenzahl nicht &ndern.
Die Betrachtung der linken Seite von Gl.@ ergibt:

<1 ’(@ —l—ﬁ,;'V;-l-F"V,;) f> =0 (1 ‘f,;> + Vi (¥ ‘fg> —on+ Vi (72)

Insgesamt erhalten wir also aus Gl. die Kontinuitiitsgleichung.

S. Mandt zeigt in |11], dass man mit der Definition 7 1(n) := J2 P <vk |M|vz) nidherungs-
weise fir die zweite Gleichung
L 2J%a2
J+

7haG”V~n ~—1Y(n)j (73)

erhilt. Unter der Benutzung, dass wir fiir kleine Dichten 77!(n) = 7, 'n schreiben konnen,
erhalten wir die beiden gekoppelten Differentialgleichungen:

4 Vg =0 (74)
7 2J2ant 1 -
+ 2 Vim ~ —T—On] (75)

Falls 7(n) nicht von der Dichte abhéngt, vereinfachen sich die Gleichungen zu

_ 2J%a¢ 1
haG”A nt i =0. (76)

Die Telegraphengleichung ist eine allgemeine Form der Wellengleichung, wie zum Beispiel
Gl.. Im Folgenden bezeichnen wir aber die Gleichungen und als Telegraphenglei-
chungen.

5.1 Grenzfille

Im diffusiven Bereich ist die zeitliche Anderung des Stroms klein im Vergleich zum Stofterm
Ty 'nj. Die Gleichungen lauten dann wie folgt:

n+Vz =0 (77)

2J%a2 - - 2J%a2,., 1
2 G”V—“n =75 Ing = j= _7h2GZtmﬁan (78)

Wir erhalten also das gewiinschte Verhalten im diffusiven Bereich (vgl. Gl.).
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Im ballistischen Bereich ist 7 lnj < j . Wir erhalten fiir die Dichte die Gleichung

2J2 2
%An. (79)

Im ballistischen Bereich ist also die Wellengleichung zu 16sen. Eine genauere Betrachtung
erfolgt in Kapitel [5.4]
2720,

Durch Vernachléssigen des Terms =—3%*V;n erhélt man einen exponentiellen Abfall des
Stroms.

O:at<h+vfj>:ﬁ—

Fr—rin)] = jeem (80)

5.2 Anderung des Radius mit der Zeit in zwei Dimensionen

Wir schétzen analytisch ab, wie sich der Radius mit der Zeit &ndert. In spéteren Kapiteln
starten wir die numerischen Simulationen mit einem Strom, der zu Beginn der Simulation

identisch null ist. Dies entspricht einer Anfangsverteilung fiir die gilt dyn(r,t) = 0.

Fiir kleine Zeiten betrachten wir die Taylorentwicklung der Dichte bis zur zweiten Ordnung
und berechnen den Erwartungswert des Radius, wobei N die Gesamtzahl der Teilchen ist.

(<r2>)1/2 (t)= % (/ dér r2n(r, t)>1/2

1/2

1 1
A /ddr r2n(r,0) + /ddr r20n(r,0) t + /ddr r2§8§n(r, 0)t

=0 wg. Anfangsbed.

~ L (/ d%r r’n(r O)) v + ﬁ ! /ddr 7"218271(7’ 0) (81)
N , N ([ ddr r2n(r, O))l/2 27t

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass die Taylorentwicklung fiir v/ A + Bxz?2 bis zur
2
zweiten Ordnung durch v A + 23\;2 gegeben ist.

Wir erwarten also fiir sehr kleine Zeiten, dass (<r2>)1/ 2 (t) ~ t* + const.

Als néachstes schitzen wir das Wachstum des Radius in zwei Dimensionen fiir Zeiten ab, zu
denen noch Teilchen im diffusiven Bereich vorhanden sind.

Wie in Kapitel gezeigt wurde, existiert im Zweidimensionalen eine universelle Verlustrate
von 4w Dy. S. Mandt zeigt in |2] mit Hilfe von numerischen Simulationen der Boltzmannglei-
chung, dass die Rate, mit der Teilchen vom diffusiven in den ballistischen Bereich wechseln,
ebenfalls nahezu konstant ist.

Wir nehmen an, dass die Rate, mit der die Teilchen vom diffusiven in den ballistischen Bereich
wechseln, genau mit der universellen Verlustrate iibereinstimmt und folgen |2|. Der Zeitpunkt,
an dem alle Teilchen im Unendlichen verschwunden sind, ist gegeben durch

N
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5 TELEGRAPHENGLEICHUNGEN

Wir bezeichnen mit W(t) die Rate, mit der die Teilchen vom diffusiven in den ballistischen
Bereich wechseln, und erhalten mit der obigen Annahme, dass die Rate konstant ist

fr— tmaz
W(t)—{o P>t (83)
Die Dichte im ballistischen Bereich ist gegeben durch

2 t
(7 1) = / (;r];z /O AW (#)8(7 — T(t — 1)), (84)

Die Teilchen im diffusiven Bereich liefern nahezu keinen Beitrag zum Radius und kénnen daher
vernachlassigt werden. Wir setzen fiir den Radius fiir Zeiten ¢ < t,,4, an:

N/d r 1 (7, t)
]V/dtW'L/dibfﬂhé%ww%w—ﬁﬁ—ﬁ)
4 [arwe | dQ‘; /mdr%([iw&r—w(t—t'))

2 t 2
/dtW’b/dﬁ ap¢V:U§AdﬂWWXL¢Y/k;;%

[
(¥2)
6’2 t 1 t3
— < > dt’ (t _ t/)2 —— <1—}»2> (85)
tmax 0 3 tmaz
Insgesamt erhalten wir fiir den Radius in zwei Dimensionen:
t2 t—0
) (1) =< /3 = 3% t <tp (86)
(V%) t t>> tias

5.3 Numerische Simulation

Skalierung der Parameter

Die zeitliche Entwicklung der Dichte ist abhéngig von der Wahl der Streuzeit und von der
Wahl der Anfangsverteilung. Wir mochten betrachten, wie eine Anderung dieser Werte das
System beeinflusst. Wir skalieren Dichte, Strom, Ort und Zeit wie folgt:

t=at (87)
n=mn(0,0)n (88)
j=cj (89)
T = 1ol (90)
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5 TELEGRAPHENGLEICHUNGEN

mit n(r=0,t=0) dem Wert der Anfangsdichte im Ursprung und ry dem Anfangsradius der
Wolke. In den skalierten Koordinaten hat die Teilchenwolke jetzt eine Hohe von eins (d.h.
7(0,0) = 1) und einen Anfangsradius von eins.

Aus Gl. und Gl. erhalten wir folgende Gleichungen fiir die dimensionslosen Parameter:

0.0) . =
n0.0)5 1 Cgi—o (91)
a T0
> 92.J2%42,. -
Ej N c;Glt n(0,0) . _n(O, O)Cjﬁ (92)
a h 70 T0
Die Wahl von 200 — ¢ ynq ¢ = 22060 100 fijyp auf die Gleichungen
n+Vji=0 (93)
~ ~ o . T'()n(o, 0)h
+Vn=—fnj mit = — 94
J fiij f=7 oo (94)
und Zeit und Strom skalieren wie folgt:
Toh ~
t=——1 95
\/iJaGit ( )
. \/iJaGi ~
j="7""n(0,0)] (96)

Der Paramerter f ist der einzige freie Parameter in den Gleichungen (93]) und . Durch die
Wahl von f kénnen beliebige Situationen simuliert werden.

Fiir die numerische Simulation wéhlen wir radiale Koordinaten und betrachten nur radialsym-
metrische Probleme, sodass wir n(7,t) = n(r,t) und j(7,t) = j(r,t)7 schreiben kénnen. Die
beiden Gleichungen lauten dann:

on+ 0rj + ?]’ =0 (97)
Oj + Orn = —fnj (98)

Wir starten die numerische Simulation stets mit einer nahezu gaufférmigen Anfangsdichte
n(r,0) = exp(—(r — h)*) — exp(—(L — h)?) (99)

mit der Systemgrofe L und der Ortsdiskretisierung h. Um numerische Probleme zu verrin-
gern, ist die Anfangsdichte aufgrund der Singularitét in r leicht verschoben (s. Gl.). Wir
16sen die Differentialgleichungen dann fiir Werte zwischen h und L fiir die radiale Koordinate.
Subtraktion des Terms exp(—(L — h)?) fiihrt dazu, dass die Dichte an den Systemrindern
verschwindet.

Abb.|§| zeigt die Entwicklung der Dichte im ballistischen Grenzfall (Ti0 ~ 0) in einer (Abb@la)
und in zwei Dimensionen (Abb@b) aufgetragen gegen die radiale Koordinate . In beiden Di-
mensionen ist die Entwicklung der Dichte fiir geniigend feine Orts- und Zeitdiskretisierungen
unabhéngig von diesen.
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Abb. a Abb. b
10 7 1.0
0.8r 0.8-
o 06 o 06k
5 5
8 g4l a 04f
0.2
o2 ] \
\ 0.0
0.0E \\ . . 4 . , , ,
0 2 4 6 8 10 0 1 2 3 4 5
radiale Koordinate radiale Koordinate

Abbildung 9: a) Aufgetragen ist die Dichte zu den Zeiten ¢t € {0,0.5,0.8,1} fiir die Systemgrofe
L=50, Ortsdiskretisierung h=0.01, Zeitdiskretisierung 10~¢ im ballistischen Fall (d.h. f=0) in einer
Dimension

b) Aufgetragen ist die Dichte zu den Zeiten t € {0,1.0,2.0,3.0} fiir die Systemgrofe L=>50, Ortsdis-
kretisierung h=0.01, Zeitdiskretisierung 10~% im ballistischen Fall (d.h. f=0) in zwei Dimensionen

Uberraschenderweise wird die Dichte im Zweidimensionalen negativ. Eine analytische Rech-
nung zeigt, dass dies kein numerisches Problem ist, sondern eine Eigenschaft der Gleichungen

(s. KapJ5.4).

Fiir grofle Werte von f bleibt die Dichte positiv. Es treten jedoch fiir langere Zeitentwicklungen
numerische Probleme nahe beim Ursprung auf, sodass wir nicht beliebig lange Zeitentwick-
lungen betrachten konnen. Im Folgenden betrachteten wir nur Zeiten, zu denen noch keine
numerischen Probleme vorhanden sind, und die erhaltenen Ergebnisse sind unabhéangig von
Orts- und Zeitdiskretisierung.

Alle Abbildungen sind in den skalierten Orts- und Zeitkoordinaten fiir Dimension zwei aufge-
tragen. Fiir eine Wahl von % = % und fiir eine Anfangsbedingung wie in Gl. stimmen

die skalierten Koordinaten mit den reskalierten bis auf Einheiten tiberein.

In Abb ist die Dichte fiir drei verschiedene Zeiten und festes f (f=10) gegen die radiale
Koordinate aufgetragen.

Die Dichte zum Zeitpunkt t=1.5 ist in AbbJIOp vergrofert aufgetragen. An der Stelle, an der
die Dichteverteilung einen Knick hat (r & 1.8), lasst sich ein Wechsel zwischen diffusivem und
ballistischem Bereich vermuten.

Abb[I0f zeigt den Erwartungswert des Radius in Abhéngigkeit von der Zeit fiir verschiedene
Werte von f. Da f reziprok zur Streuzeit ist, sehen wir, dass der Radius wie erwartet fiir kleinere
Werte von 19 schwacher wichst.

In Kapitel 5.2l haben wir eine Abschitzung fiir das Wachstum des Radius mit der Zeit gegeben.
Unsere numerischen Ergebnisse wollen wir jetzt mit dieser Abschétzung vergleichen.

Die Verlustrate in zwei Dimensionen ist gegeben durch (s. Gl.)

N = —2779 (7?) . (100)
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Die Geschwindigkeit im Hubbard-Modell ist gegeben durch

- 4J2 21'
() = =2, (101)

Somit erwarten wir, dass fiir den Radius bis zu einer Zeit

N T h?
bmaa = N 2717 (v2) B 8.J%aZ,, 1o (102)
gilt (s. GL(B6) ):
r(t) ~ t'° 4 const (103)
Fiir sehr grofie Zeiten erwarten wir einen Exponenten von eins.
Fiir kleine Zeitintervalle fitten wir an den Radius eine Kurve der Form
r(t) = bt* +c. (104)

Die hier gewéhlten Zeitintervalle haben eine Breite von 0.3.

Der Exponent a ist fiir f=10 in Abb aufgetragen. Fiir die Wahl von % = % und f=10
erhalten wir 7g = 0.1 und %, = 2.5 und die skalierten Ort-und Zeitkoordinaten stimmen mit

den reskalierten bis auf Einheiten liberein.

In unserer numerischen Simulation startet der Exponent wie erwartet mit zwei. Wir erhalten
aber keinen Bereich, in dem der Exponent 1.5 ist. Stattdessen fillt der Exponenten sehr
schnell auf einen Wert von ca. 1.15 ab. Es ist gut moglich, dass der Exponent in AbbJI0d fiir
léngere Zeiten gegen eins konvergiert. Aufgrund numerischer Probleme haben wir dies nicht
untersucht.

Fiir andere Werte von f erhalten wir fast die gleichen Ergebnisse fiir den Exponenten.

5.4 Negative Dichten im zweidimensionalen Fall

Um auszuschliefien, dass die negativen Dichten im Zweidimensionalen nicht durch ein numeri-
sches Problem entstehen, 16sen wir jetzt die Telegraphengleichungen im ballistischen Fall. Im
ballistischen Fall ist die Wellengleichung

. 2J2a2i
i = T(“An (105)

zu 16sen (s. GL(79)). Wir bezeichnen mit ng(r) die Anfangsverteilung der Dichte. Fiir eine

numerische Simulation wéhlen wir als Anfangsbedingung fiir den Strom j(r,0)=0. Dies ist
aquivalent zu on =9 = 0.

Die Fouriertransformierte der Anfangsverteilung ist gegeben durch

ne(t = 0) = / d2r no(r)e~ i (106)
und die Zurticktransformierte durch

n(r, 1) = (zjr)Q / @k n(£)c. (107)
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Abb.a Abb.b
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Abbildung 10: alle Abb. in Dimension zwei und fiir Ortsdiskretisierung h=0.02, und Zeitdiskretisie-
rung = 1077 und Systemgréfe L=>50

a) Aufgetragen ist die Dichte zur Zeit ¢ € {0,1.5,3}, =10

b) Vergroferung der Dichte zur Zeit t=1.5

c¢) Aufgetragen ist der Erwartungswert des Radius gegen die Zeit fiir =5 (blau), =10 (griin), =20
(rot), =50 (schwarz)

d) Aufgetragen ist der Exponent gegen die Zeit (s. Gl.) fiir f=10, zusétzlich zum Vergleich eine
Gerade bei 1.0

Durch Einsetzen von GI.(107) in G1.(105)) erhalten wir eine Differentialgleichung fiir ng ().

2J%a

2
Ong(t) = — hf“f kPng(t) (108)

Losungen dieser Gleichung sind gegeben durch

\/§ Jagit
h

Da 0yn(r,0) = 0 ist, ist auch dyny(0) = 0. Daraus folgt sofort Cy(k) = 0. Wir erhalten fiir die

Fouriertransformierte der Dichte

C1(K) cos(wyt) + Co(k) sin(wgt) mit  wy, = k und Cy(k),Ca(k) € C.  (109)

-

np(t) = C1 (k) cos(wyt) mit Oy = np(t=0) = /d27“ no(r)e”*" (110)
und fiir die Dichte

n(r,t) = / (Z:;Q np(t =0) cos(kt)eiEF = / (;Z:;Q </ d*r’ no(r’)ei’zﬁ> cos(kt)e"k"? (111)
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Wir haben numerisch gezeigt, dass im Zweidimensionalen negative Dichten entstehen, wenn
wir als Anfangsverteilung eine Gaufsverteilung wahlen.

Im ballistischen Grenzfall erwarten wir, dass die Teilchen lokal eine nahezu gleiche Geschwin-
digkeit haben. Die Verteilungsfunktion ist dann lokal ndherungsweise durch eine Deltafunktion
im Impulsraum gegeben. Der gewéhlte Ansatz bei der Herleitung der Telegraphengleichungen
gibt dies aber nicht wieder, sondern geht von einer im Impulsraum nahezu konstanten Funk-
tion aus.

Mit der im néchsten Kapitel gewéhlten Verteilungsfunktion berticksichtigen wir, dass die Teil-
chen im ballistischen Fall lokal nahezu gleiche Geschwindigkeiten haben.

31
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6 Kreisformige Verteilungsfunktion

Da der Ansatz aus Kapitel [ zu negativen Dichten im ballistischen Fall fiihrt, beschreiben wir
in diesem Kapitel das System mit einer anderen Verteilungsfunktion.

Wir benutzen die semiklassische Boltzmanngleichung in Relaxationszeitnéherung (s. GL(18)):

O+ @ V) fr = (- £2) (112)
YT —

Als Ansatz fiir die Verteilungsfunktion f;(+) wihlen wir

(i t) = ”(‘2”@ <k2 - (E— k(7 t)>2> : (113)

mit V; dem Volumen einer d-dimensionalen Kugel mit Radius k., wobei k. eine Systemkon-
stante ist. Die Gleichgewichtsverteilung ist gegeben durch

7o) = J@(kg - k). (114)

Die Impulse innerhalb der Kugel um Ak sind alle gleich stark besetzt, Impulse, die aufterhalb
der Kugel liegen, sind nicht besetzt.

Im ballistischen Limes stoflen die Atome nur sehr selten und Ak kann grof werden. Fiir grofes
Ak haben die Atome dann lokal alle eine &hnliche Geschwindigkeit Fiir die Geschwindigkeit

wéhlen wir eine quadratische Dispersionsrelation (d.h. w = k‘2) und damit v g‘g = %

Zunéchst berechnen wir die mittlere quadratische Geschwindigkeit der Gleichgewichtsvertei-
lung. Wir bezeichnen wieder mit C; die Oberfliche einer d-dimensionalen Einheitskugel und
nutzen aus, dass das Verhéltnis von der Oberflache einer Kugel zum Volumen gerade durch
die Dimension gegeben ist.

I P ) Ok — k?
N/ / dm2 )

ke d+1 d k‘2
- N/dd " / dk /kol = e (115)
kd+2 Cd
@iam?

k? ist daher ein Maf fiir den mittleren quadratischen Impuls.
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Durch Integration von Gl.(112)) iiber k erhilt man die Kontinuitatsgleichung:

Term I: /@fE(F)ddk =, (” / O(k? — (k — Kk)2)ddk) =n

ddk—z /fk (Ad%k =V -] mit j;= / fz(7) d'k

Term II: /Z V—

: 1 0y gy — L _
Term III: /—T(f,;— fP)d%k = —;(n—n) =0

Die Berechnung des Stroms ergibt:

k+ Ak

m

d 7 d
J_/ f,ﬁ)dk—7 (k2 — k2)d

(116)

(117)
(118)

(119)

Eine Gleichung fiir 9, erhilt man durch Multiplikation von GI.(T12)) mit U und Integration

iiber k.

Term I: /kﬁtf]zddk: =0y
m

Zur Vereinfachung der Notation setzen wir f;(7) = n(P)g(k, Ak(7)).

mit

1 L.
Ay = / kaksg(F, Ak)d%

i 1 8g d
szl_m/k:kjaAkldk

(120)

Akl) n(7)d%k

g
0AE;

(121)

(122)

(123)
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6 KREISFORMIGE VERTEILUNGSFUNKTION

Berechnung von A;; und B;j;
1 .o 1
ij = mQV/kkg O(kZ — (k — Ak)*)dk = 2V /(k- + Aki)(kj + Akj) O(k2 — k?)dk
1 1 [ - - 1 1 d 1 k42
Ak Akj + —5—6; K2O(k% — k2 d%% = — Ak; Ak; + 65— — = —¢
R Jd/ (ke = &%) m? PO dd+ 2
N N S/ (124)
= 2o Bkt Ym2d+ 2
1= — /kk Ak = — /(k<+Ak;<)(k; + Akj) = 0 Ok — K?)d’k
Bij N m2Vy ) T Ok
(125)

/ gy, Uk Aky) (ky + Akl 6(ke - k)dek
1
((51'1Ak‘j =+ (5le/€¢)

d
1 > > > d—1
- / (kebi + Aky) (kehy + Aky)hukd=1dy
Insgesamt erhalten wir fiir den dritten Term
A
> d 15 d 151
k(e dy. . 0 - . 0Ak;
/m2 (k : vf) frd'k = Z : 87jn(f‘) - Z n(@) | o
7j=1 Adj 7,l=1 ijl
1 1 k2
B Zd: WA]{?I Ak‘j.—F 51]'Wm in N d in 51lAkj —I— (5le]€1 OAL,
N — : or;j — m?2 : ar;j
T\ L Akg Ak + 04k 15 M= Oar Ak;j + 0jiAka
d d d
1 - %) 1 k2 0Nk 1 - 0Ak
= — AkAk; — é Akj—— —nAk J
j;mQ J@rjn+]zm2d+2]8r] +Z 2"l or; +;m2n ar;j
1 —. . 1 kc — —. —
= 38k (8% Vn) 4+ e (Ak: V) &k + anc (V- &%)
ifi 1k i d
_J(J 1 J a 12
n( Vn)—l— 2d+2Vn+<j V)n—l—](v n) (126)
]. E 0 dy, ]- s
Term 111 —T/m(fg—fﬁ)d k=== (127)
Die mit diesem Ansatz erhaltenen gekoppelten Differentialgleichungen lauten
. - nAk
On—+V-j=0 mit j_”? (128)
2 rd e = e e
c Vn+j(j-Vn>~l—(j-V)‘7+j<V-‘7>:—‘7 (129)
n\n n n 7(n)

- 1
0] + —
t]+m2d—|—2
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Wir definieren )
ik _ L kc

m2d+2

Mit dieser Definition konnen wir fiir die k-te Komponente der Gl.(129)) schreiben

Sipn + 17K (130)

n .

Oy + Viu'* = —%. (131)
j
=)

Wir sehen, dass im ballistischen Grenzfall (— ~ 0) der Strom erhalten ist.

6.1 Ballistischer Grenzfall

Wir méchten iiberpriifen, ob das Verhalten der Teilchen im Fall ?10 ~ 0 mit dem erwarteten
Verhalten im ballistischen Fall iibereinstimmt. Dafiir wahlen wir als Ansatz

n(F, t) = tlbns < F) (132)

to
TR 1- (7
j(?”,t) = t?Js <te> (133)

mit noch zu bestimmenden Konstanten a,b,c,e. Fiir eine physikalische sinnvolle Lésung muss
die Teilchenzahl erhalten sein.

1 .

const = N = /ddr n(r,t) = 7 /ddr g <;> = t“db/ddm‘ 1n,(%) (134)
¢

= ad=b (135)

~
r
T -

Wir setzen in die Kontinuitétsgleichung unseren gewéhlten Ansatz ein und ersetzen T =

~

—

t—ad—l (—ad ns(f) —a7T- ans(f)) +t7c€ Vi - j; <x> =0 (136)

te—a
Die Funktion jg soll nicht mehr explizit von t abhdngen. Daher wéhlen wir e=a und erhalten

799 (—ad ny(%) — a T Vang(@)) + ¢ Vz - j, (F) =0 (137)

Damit wir auch nicht triviale Losungen finden konnen, welche die Gleichung fiir alle Zeiten
erfiillen, muss gelten:

—c—a=—ad—1 = c=a(ld-1)+1 (138)
Wir setzen nun die Gleichungen
. 1 i
n(r,t) = 7ad s <t“) (139)

J(Tt) = @ D1 <ta> (140)
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in G1.(129) ein und suchen eine Bedingung fiir a.

1 k
—a(d-1)-2 [ o =\ - . — —a(d+1) _+ M . —
t (~(ald = 1) + V5,(@) — a(@- V) §,(@) + D 5 -2 Van, ()
—a(d—1)—2 Js(f) T L oL = —a(d-1)-2 (T (= .. Js(f)
+t 2 (@) Vana(@) + (@) v2) 2
—a(d—l)—27' g . .Ts(f) — 141
Tt J.(@) (vw S ) =0 (141)

Damit wir nicht triviale Losungen finden koénnen, darf Gl.(141)) nicht explizit von der Zeit
abhéangen. Wir erhalten daher als weitere Bedingung:

—a(d—1)—2=—a(d+1) = a=1 (142)
Wir erhalten fiir j und n
. 1 i
n(r,t) = als (t) (143)
j(7 ) = =3 r (144)
I =als \ 1)

Falls nicht triviale Losungen der Form wie in GL.(132) und GIl.(133]) existieren, kennen wir
auch die notwendigen Exponenten. Allerdings kénnen wir bis jetzt keine Aussage iiber die
Existenz treffen.

Unter der Annahme der Existenz einer Lésung der oben genannten Form, kénnen wir den
Erwartungswert des Radius berechnen.

1 -
<'r2> (t) = /ddr r2 n(7,t) = i /ddr r2 n, <:> =2 /dd:v 2% n, () (145)
—_—
const

Wir erhalten also, dass \/(r2)(t) ~ t. Dies entspricht dem erwarteten Anwachsen des Radius
im ballistischen Fall (s. G1.(86)).

Um eine Aussage iiber die Existenz einer Losung treffen zu kdnnen, miissen die gewohnlichen
Differentialgleichungen und fiir ng und IS gelost werden. Dazu betrachten wir wieder
radialsymmetrische Anfangswertprobleme. Fiir physikalisch sinnvolle Losungen miissen ng (%)
und j,(Z) fiir  — oo verschwinden (z.B. wegen endlicher Teilchenzahl).

Durch numerisches Losen der Differentialgleichungen fiir verschiedene Anfangsbedingungen
fiir IS(O) konnten wir keine Losungen, welche das gewiinschte Verhalten zeigen, finden. Dies
schliefst aber deren Existenz nicht aus. An dieser Stelle haben wir die Existenz nicht ndher
untersucht.
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6.2 Diffusiver Grenzfall

Falls die gewdhlte Verteilungsfunktion eine gute Néherung fiir unser Problem ist, muss der
Strom fiir kleine Streuzeiten mit dem Strom, den die singuldre Diffusionsgleichung liefert,
iibereinstimmen. Fiir kleine 74 soll der Strom dann durch

- k21

gegeben sein. Fiir eine geeignet gewihlte Anfangsbedingung und im hohen Dichtebereich sind
die Terme % klein im Vergleich zu %. Alle Terme der GL.(129), in die j quadratisch eingeht,
kénnen vernachlassigt werden.

i: (;Z . Vn) =0(7) (147)
(5’- V) g = O(r2) (148)
j (v : f:) =0(1d) (149)

Wir sehen, dass der Strorn in GI1.(146)) unter Vernachlissigung der Terme O(To) eine sta-
tiondre Losung der GIL.(129) ist. Anderungen in der Dichte fithren zu einer Anderung des
Stroms, sodass wir zelgen miissen, dass die Anderung des Stroms klein bleibt. Wir berechnen
die Zeitableitung von j in Abhéngigkeit von n und Vn, wobei wir die Kontinuititsgleichung
ausnutzen.

- 70 Vn
%= 2+ ) ( )

_ T —Aj  Vn
N kZmQ(d—i-Q)( n + V)

i) () o (2w

= O(r2) (150)

Da 7y quadratisch in die Zeitableitung von j eingeht, ist dieser Term ebenfalls vernachléssighar.
Wir haben gezeigt, dass der Strom in Gl.(146)) ndherungsweise eine Losung der Gleichung (129))
fiir kleine Streuzeiten ist.

6.3 Numerische Simulation

Im Folgenden betrachten wir wieder radialsymmetrische Anfangswertprobleme, d.h j(7) = j(r)7
und n(7) = n(r). Die Gleichungen (128]) und (129) vereinfachen sich dann zu:

d—1.
(1 R 32 jd=152
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Wir setzen in der numerischen Simulation k. = 1 und m=1 und starten wie im vorherigen Teil
mit einer nahezu gaukférmigen Anfangsverteilung (s. Gl.).

Analog zu Kapitel [5.3| berechnen wir im Zweidimensionalen die Zeit, bis zu der der Radius mit
1% wiichst. In diesem Modell ist die mittlere quadratische Geschwindigkeit gegeben durch (s.

GL(IT5))

(@)=355 - (153)

Wir erhalten als Abschitzung fiir die Zeit, bis zu der der Radius mit ¢! wichst

N T 1
t L —— 154
mae N 277 (0?) 1o (154)

Schon nach kurzen Zeiten erhalten wir im Ursprung numerische Probleme aufgrund der Sin-
gularitdt in r. Wir betrachten dennoch den Erwartungswert des Radius auch zu Zeiten, zu
denen schon numerische Probleme im Ursprung vorhanden sind, da die Dichte im Ursprung
kaum zum Radius beitrégt.

Die Abbildung [11] zeigt die Ergebnisse der numerischen Simulation fiir Dimension zwei.

In Abb[TTh ist die Dichte fiir verschiedene Zeiten fiir 7o = 0.2 aufgetragen. Abb[TIp zeigt die
Zeitabhéngigkeit des Radius fiir verschiedene 9. Wie erwartet wéchst der Radius fiir kleinere
Streuzeiten langsamer.

Die Abhéngigkeit des Exponenten a von der Zeit (s. Gl.) ist in Abb und Abb
gezeigt.

In Abb[TTk ist 70 = 100 gewéhlt. Nach obiger Abschétzung sind schon nach einer sehr kur-
zen Zeit (tmar = 0.01) alle Atome im ballistischen Bereich, sodass wir nicht erwarten einen
langeren Bereich zu sehen, in dem der Exponent 1.5 ist. Mit der analytischen Abschétzung
iibereinstimmend sehen wir, dass der Exponent mit zwei startet und dann abfillt. Fiir langere
Zeiten erhalten wir aufgrund numerischer Probleme keine Ergebnisse, sodass wir den Expo-
nenten im ballistischen Bereich nicht bestimmen kénnen. Es ist aber moglich, dass die Kurve
des Exponenten in Abb[TTk fiir lingere Zeiten gegen eins konvergiert.

Abb. zeigt den Exponenten fiir kleinere Streuzeiten. Wie erwartet, startet der Exponent
bei zwei. Fiir alle Streuzeiten erhalten wir einen Bereich, in dem der Exponent sich nur langsam
dndert. In diesem Bereich ist der Wert des Exponenten fiir kleine Streuzeiten nahe bei 1.5. Fiir
spatere Zeiten (¢ ~ 11) nimmt der Exponent mit der Zeit wieder starker ab. Der Zeitpunkt,
an dem der Exponent den fast konstanten Bereich verlésst, ist in der numerischen Simulation
nahezu von der Streuzeit unabhéngig .

Fiir die in den Abbildungen gewéhlte Streuzeiten haben wir erwartet, dass der Zeitpunkt,
bis zu dem der Radius mit ¢! wiichst, jeweils durch 2, 5 und 20 gegeben ist (s. GI(154)).
Eine Beziehung zwischen t,,,, und 79 konnen wir mit unseren numerischen Ergebnissen nicht
erkennen.

In drei Dimensionen entstehen noch frither numerische Probleme, sodass die hier betrachte-
ten Zeiten nochmal deutlich kiirzer sind. Die Ergebnisse der numerischen Simulation sind in
Abb[I2] zu finden.

In AbbJT2k ist der Exponent a im ballistischen Fall aufgetragen. Zum Vergleich ist der Expo-
nent sowohl fiir eine Simulation in drei Dimensionen (blau) und fiir eine Simulation in zwei
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Dimensionen (orange) eingezeichnet. Die Werte des Exponenten unterscheiden sich in zwei
und in drei Dimensionen nur sehr wenig.

Fiir eine Streuzeit von 79 = 0.05 erhalten wir ebenfalls einen Bereich, in dem der Exponent
sich nur wenig &ndert. Diesmal ist der Exponent in diesem Bereich etwas grofer als 1.5. Fiir
grofere Streuzeiten treten die numerischen Probleme frither auf, sodass wir nicht erkennen
kénnen, ob wir ebenfalls Bereiche erhalten, in denen der Exponent ebenfalls nahezu konstant
ist.

Abb.a Abb.b
1LOF: ‘ ‘ ‘ ‘ -

0.6 1

Dichte
Radius

0.4} ]

0.0L = : ‘ ‘ ;
0 2 4 6 8 10

radiale Koordinate

Abb.c

2.0,
19F ]
L8 1
1.7, .l 3
1.6F ]
1.5F :
1.4¢ T,

ae e ]

Exponent a
Exponent a

Abbildung 11: Dimension zwei, alle Abbildungen fiir Ortsdiskretisierung h=0.04, Zeitdiskretisierung
5% 1077 und Systemgrohe L=50

a) Aufgetragen ist die Dichte gegen die radiale Koordinate zu den Zeiten 0.0, 4.0, 8.0 fiir 79 = 0.2
b) Aufgetragen ist der Radius gegen die Zeit fiir 79 = 0.05 (schwarz), 79 = 0.2 (rot), 7o = 0.5 (griin)
und 79 = 100 (blau)

c) Aufgetragen ist der Exponent gegen die Zeit, (s. G1(104))) fir 79 = 100 (blau)

d) Aufgetragen ist der Exponent gegen die Zeit, (s. G) fiir 79 = 0.05 (schwarz), 7o = 0.2 (rot)
und 79 = 0.5 (griin), zusétzlich zum Vergleich der Werte eine Gerade bei 1.5
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Abb.a Abb.b
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Abbildung 12: Dimension drei: alle Abbildungen fiir die Ortsdiskretisierung h=0.04 , Zeitdiskretisie-
rung 10~7 und Systemgréfe L=>50

a): Aufgetragen ist die Dichte gegen den Abstand zum Zentrum zu den Zeiten 0.0 und 4.0 fiir 79 = 0.2
b): Aufgetragen ist der Radius gegen die Zeit fiir 79 = 0.05 (schwarz), 7o = 0.2 (rot), 7o = 0.5 (griin)
und 79 = 100 (blau)

c¢): Aufgetragen ist der Exponent gegen die Zeit, (s. Gl.) fiir 79 = 100 in drei Dimensionen in blau
und in zwei Dimensionen in orange

d): Aufgetragen ist der Exponent gegen die Zeit, (s. GL.(104)) fiir 7o = 0.05 (schwarz), 7o = 0.2 (rot)
und 79 = 0.5 (griin), zusitzlich zum Vergleich der Werte eine Gerade bei 1.5
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6.4 Vergleich mit den Telegraphengleichungen

Wir vergleichen die Telegraphengleichungen (s. Gl.) mit den Gleichungen, die wir mit dem
Ansatz einer kreisformigen Verteilungsfunktion erhalten haben (s. Gl.). Mit dem Ansatz
aus diesem Kapitel erhalten wir alle Terme, die wir mit dem Ansatz aus dem vorherigen
Kapitel erhalten haben. Zusétzlich bekommen wir drei weitere Terme.

- 2%, J
00 + =—5C0Vm --1 (155)
-1k il - NJ (o T j

Oj+ ——e gpyl L.y (~vf v.L =1 156
lt‘7—{_de4—2 n+n<n n>+ J )n+] n T (156)

Um die Ergebnisse, die wir auf beiden Wegen in zwei Dimensionen erhalten haben, zu ver-
gleichen, tragen wir den Erwartungswert des Radius auf. Die Wahl von k. = 1 und m =1
1

entspricht <’U2> = 3. Die durch das Hubbard-Modell gegebene mittlere quadratische Geschwin-

2
digkeit bei unendlicher Temperatur ist 4.J 2%, sodass wir % = %3 wéhlen. Die Ergebnisse
der Telegraphengleichungen miissen zum Vergleichen erst reskaliert werden.

Wir sehen, dass wir fiir den Erwartungswert des Radius fiir kleine Zeiten fiir beide Vertei-
lungsfunktionen das gleiche Ergebnis erhalten. Fiir grofere Zeiten wachst der Radius, den
wir durch die Telegraphengleichungen erhalten haben, deutlich langsamer. Mogliche Ursache
konnte sein, dass die Geschwindigkeit im Hubbard-Modell begrenzt ist, wihrend wir fiir die
kreisformige Verteilungsfunktion eine quadratische Dispersionsrelation gewahlt haben.

Radius

t

Abbildung 13: Aufgetragen ist der Erwartungswert des Radius fiir 79 = 0.4 in rot durch Simulation
der Telegraphengleichungen, in blau durch Simulation der Gleichungen dieses Abschnitts, k. = 1, f=5,
Ortsdiskretisierung h=0.01, Zeitdiskretisierung 107
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7 Zusammenfassung

In dieser Bachelorarbeit haben wir verschiedene Ansétze vorgestellt, die Expansion ultrakalter
Atome sowohl im diffusiven Bereich als auch im ballistischen Bereich zu beschreiben.

Ein moglicher Ansatz ist, die singuldre Diffusionsgleichung zu regularisieren. Dazu haben wir
eine maximale Geschwindigkeit der Atome im ballistischen Bereich angenommen. Wir konnten
zeigen, dass eine naive Regularisierung der singuldren Diffusionsgleichung zu numerischen
Problemen fiihrt.

Eine andere Mdoglichkeit, um die Expansion der Atome zu beschreiben, ist, die Boltzmannglei-
chung fiir eine geeignete Verteilungsfunktion zu 16sen.

Dazu haben wir eine im Impulsraum nahezu konstante Verteilungsfunktion gewahlt. Die er-
haltenen gekoppelten Differentialgleichungen produzieren im ballistischen Bereich negative
Dichten. Fiir kleinere Streuzeiten bleiben die Dichten positiv. Fiir diese haben wir den Erwar-
tungswert des Radius genauer betrachtet. Fiir kleine Zeitintervalle haben wir an den Radius
eine Kurve der Form r(t) = bt® 4 ¢ gefittet. Ob der Exponent a fiir grofe Zeiten gegen eins
konvergiert, wie wir das im ballistischen Bereich erwarten, konnten wir hier aufgrund numeri-
scher Probleme nicht betrachten.

Als eine andere mogliche Verteilungsfunktion haben wir eine Funktion gewéhlt, bei der alle
Impulszusténde innerhalb einer Kreisscheibe gleichméfig besetzt sind, und auferhalb dieser
keine. Fiir die Geschwindigkeit haben wir eine quadratische Dispersionsrelation gewahlt. Hier-
bei haben wir Zeitintervalle erhalten, in denen der Exponent a nahezu konstant ist. Dies
entspricht unseren Erwartungen fiir Zeiten, zu denen sowohl Atome im ballistischen als auch
im diffusiven Bereich sind.

Die mit beiden Verteilungsfunktionen erhaltenen numerischen Ergebnisse haben wir mitein-
ander verglichen. Fiir kleine Zeiten stimmt der Erwartungswert des Radius fiir beide Ver-
teilungsfunktionen genau iiberein. Im ballistischen Bereich wichst der Erwartungswert des
Radius fiir die zweite Verteilungsfunktion stérker an. Ursache konnte die fiir dieses System
gewdhlte quadratische Dispersionsrelation sein, welche eine nicht beschréankte Geschwindigkeit
liefert.
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