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1 Motivation

Diese Bachelorarbeit basiert auf den Ideen von Demler, Berg, Rudner und Kitagawa [8]. Sie fanden
herraus, dass der Quantum-Walk mit diskreten Zeitschritten durch Modifikation alle mdglichen in 1D
und 2D auftrettenden Symmetrien unterstiitzt. Weiter zeigten sie, dass der Quantum-Walk ein geeignetes
Werkzeug ist den Chrakter topologischer Phasen zu beschreiben. Hierzu erarbeiteten sie ein Quantum-
Walk-Protokoll, welches ein System bestehend aus zwei verschiedenen topogischen Phasen unterstiitzt.
An Phasengrenze existiert ein gebundener Zustand, dessen Existenz durch den topologisch nicht trivialen
Charakter und den anwesenden Symmetrien garantiert wird.

Das Interesse an topologischen Phasen und durch Topologie und Symmetrie geschiitzten Zustinden an
der Phasengrenze ist besonders durch die theoretische und experimentelle Entdeckung des topologischen
Isolators begriindet. Er zeichnet sich dadurch aus, dass er im inneren isoliert und an seiner Oberflache
eine nahezu dissipationslose Leitung aufweist. Dieser Effekt kann bereits in naher Zukunft eine breite
Anwendung in der elektronischen Datenverarbeitung finden [4].

Experimentelle Realisierungen von Quantum-Walks sind stets von Fehlern begleitet. Um diese unter
Kontrolle zu bekommen ist es wichtig ihre Einfliisse zu kennen. In der vorrangegangen Bachelorarbeit
von Jan Gelhausen [6] wurde durch nummerische analysen gezeigt, dass der gebundene Zustand robust
gegen zeitunabhéngige Storung ist, jedoch bei zeitabhingiger Storung exponentiell zerféllt. Wobei die
Zerfallskonstante quadratisch mit der Storung skaliert.

Ziel dieser Bachelorarbeit ist es zu verstehen, von welchen Systemgrofien die Zerfallsrate des topologisch
geschiitzten Zustands abhéingt.

Hierzu wurde diese Bachelorarbeit wie folgt strukturiert: Im ersten Teil erhélt der Leser eine kurze
Einfiihrung in die zum Verstidndnis notigen theoretischen Grundlagen und Konzepte.

Im zweiten Teil wird das von Demler et. al. ausgearbeitete Quantum-Walk Protokoll vorgestellt und
klassifiziert. Anschlieftend wird erldutert, wie man mit diesen ein topologisch nicht triviales System
erzeugt.

Im Hauptteil dieser Arbeit werden zunichst die nummerischen Ergebnisse von Jan Gelhausen vorgestellt
und anschliefend ein analytischer Ausdruck fiir die Zerfallsrate hergeleitet. Zuletzt wird die theoretische

Erwartung mit nummerischen Ergebnissen verglichen.



2 Grundlagen

2.1 Vergleich Random Walk und Quantum Walk

Ein diskreter Quantum Walk beschreibt die zeitliche Entwicklung des Zustands |¥ (¢t = 0)) strobosko-

partig mit einem festen Zeitintervall At durch eine unitire Transformation U
W (j - ALY = U7 [ (t = 0))

Im Heisenbergbild lasst sich der Zeitentwicklungsoperator in bekannter Form darstellen

: H e _ N
U’ = exp (—ihAt . j) Atzh=1 exp (—z’H -j) ; H = Hamilton-Operator

Der Quantum Walk bildet das quantenmechanische analogon zum klassischen Random Walk. Die Grun-
didee eines Random Walk’s besteht darin, die Position eines Springers abhéndig eines stochastischen
Ergebnis zu verschieben. Beispielsweise kann die Brown’sche Bewegeung sehr gut durch einen Random
Walk simuliert werden[3].

Folgend werden eindimensionale Bewegungen auf einem Gitter mit der Gitterkonstante a = 1 strobosko-
partig mit dem Zeitintervall At = 1 betrachtet. Klassisch wird der Springer in jedem Zeitschritt mit der
Wabhrscheinlichkeit p; = 1 — p nach links und mit p, = p nach rechts verschoben. Dieses System kann
gut durch ein Galtonbrett visualisiert werden (sieche Abb. 1). Man kann sich leicht klarmachen, dass hier
keine Zeitumkehrsymmetrie vorliegt. Nach jedem Zeitschritt geht die Information iiber den bisherigen

Verlauf vollstdndig verloren, womit die moglichen Pfade unabhéingig sind.

Abbildung 1: Galtonbrett p; = p, = Abbildung entnommen aus [1]

Motiviert durch die breite Anwendung klassische Probleme mittels eines Random-Walk’s zu beschrei-

ben wurde ein quantenmechanisches Analogon konstruiert, um die Dynamik quantenmechanischer Sys-
teme zu simulieren.
Nach dem Bild der Pfadintegrale geht ein Walker in einem quantenmechanischen System alle mdoglichen
Pfade gleichzeitig. Somit diirfen die Pfade nicht wie im klassischen Fall unabhéngig sein. Als Walker wird
ein spinbehaftetes Teilchen verwendet, welches rotiert und die Aufenthaltswahrscheinlichkeit abhéngig
der Spinorientierung verschoben wird (vgl. Abb. 2).

Hierbei handelt es sich im einzelnen um unitire Transformationen. Die Gesamttransformation innerhalb



des Zeitintervalls At kann eine beliebige problemspezifische Komposition einzelner Transformationen sein.
Die Zusténde sind Element des Hilbertraum H = He @ Hp mit H. = {|1),|[{)} und Hp = {|z) ; z € Z}

®
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Abbildung 2: Quantum Walk realisiert mit einem spinbehafteten Teilchen
Abbildung entnommen aus [§]

Folgend wird ein Spin—% Teilchen betrachtet und der Spin um die y-Achse rotiert. Damit kann das in
Abbildung 2 dargestellte Protokoll wie folgt implementiert werden.

U = TT,J,'(R(Q)@]II)
Try = Y {lz=1 L) +]z+1) @) 1}

R(B) = e 2% =1 cos (Z) — o, sin (Z) = <:?§ Eg)) _Czlsn((gg))>
I, = %:W (x|

2.2 Topologischer Isolator

Ein einfacher Isolator leitet keinen Strom und kann leicht mit Hilfe des Béndermodell beschrieben wer-
den. Hierbei sind Valenz- und Leitungsband durch eine grofse Energieliicke getrennt. Die Fermiekante
befindet sich bei einem Isolator zwischen beiden Béndern. Somit ist das Valenzband vollsténdig besetzt
und das Leitungsband leer.

Ein topologischer Isolator zeichnet sich dadurch aus, dass er im inneren isoliert und an der Oberflache
leitet. Es treten somit zusétzliche Randzusténde auf, die zwischen Valenz- und Leitungsband liegen (vgl.
Abb.4). Beriicksichtigt man den Spin, so steht dieser senkrecht zur Bewegungsrichtung. Bei gegebener
Energie gibt es nur ein weiteren Zustand (spin-up und -down), wodurch die Streuung stark unterdriickt
und der Strom an der Oberfliche nahezu dissipationslos ist. Dieser Effekt kann in naher Zukunft eine
breite Anwendung in der elektronischen Datenverarbeitung finden.[4]

Motiviert wurde diese Klassifizierung neuer Isolatoren durch die Entdeckung des Quantum-Hall-Effekt.

Beim klassischen Hall-Effekt fliefst ein elektrischer Strom I durch ein diinnes Pléattchen, welches senkrecht
zur Oberfléche von einem Magnetfeld B durchdrungen wird. Der Strom wird durch die wirkende Lor-
entzkraft seitlich abgelenkt und es entsteht eine Spannung Uy quer zur Stromrichtung an den Kanten.

Der Hall-widerstand wird somit definiert:



Bei hinreichend tiefer Temperatur und grofen Magnetfeldern nimmt der Quantum-Hall-Widerstand un-

abhéngig vom Material einen der folgenden Plateau-Werte an.

h
Ry = veETL

ve?’

Bei Zunahme des Magnetfeld bleibt der Hall-Widerstand solange konstant bis der néchste Stufenwert
(v — v — 1) erreicht wird. Weiter féllt auf, dass die Spannung in Stromflussrichtung U, verschwindet (so-
mit auch der der Widerstand) fiir die Magnetfelder, bei denen der Hall-Widerstand einen Plateau-Wert

einnimmt. Zwischen den Plateaus entstehen scharfe Widerstandsmaxima. (vgl. Abb. 3)
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Abbildung 3: Idealisiertes Beispiel fiir den Quantum-Hall-Effekt. p,,, Hall- und p,, elektrischer Wider-
stand gegen das anliegende Magnetfeld aufgetragen.
Abbildung entnommen aus [2]

Untersucht man den Quantum-Hall-Effekt fiir einem Isolator, tritt fiir die Plateauwerte des Hallwi-
derstands elektrische Leitung an der Oberfliche auf.
Wie oben bereits erwihnt bedarf es zum auftreten des Quantum-Hall-Effekts sehr niedrige Temperaturen
und sehr grofe Magnetfelder, sowie zwei-dimensionale Systeme.
Hingegen iibernimmt beim Quantum-Spin-Hall-Effekt die Spinkoppelung die Rolle starker Magnetfelder,
wodurch sich Spin-polarisierte Randzustéinde bilden.
Somit existieren Materialien die bei Raumtemperatur, ohne extern anliegendes Magnetfeld, elektrische
Leitung an der Oberflache zeigen und im inneren Isolieren. Diese Effekte erweisen sich robust gegen

Defekte, daher werden sie durch topologische Eigenschaften und nicht durch lokale Parameter bestimmt

[5]-
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Abbildung 4: Oben: Einfacher Isolator. Die Elektronen befinden sich in lokalisierten Orbitalen und das
Valenzband ist durch eine grofte Energieliicke vom Leitungsband getrennt.

Mitte: Zweidimensionaler Quantum-Hall Zustand mit einer Energieliicke zwischen den Béndern im inne-
ren und zusétzliche Randzustinde, die in eine Richtung elektrische Leitung an der Probengrenze zulassen
Unten: Quantum-Spin-Hall Zustand mit einer Energieliicke bedingt durch die Spinkoppelung. Es entste-
hen Spin-polarisierte Randzusténde, die elektrische Leitung and der Probengrenze zulassen.

Abbildung entnommen aus [7]

2.3 Antiunitdre Operatoren

Die nachfolgend besprochenen Symmetrien basieren auf der Existenz antiunitirer Operatoren. Um ihre

Eigenschaften einzufiihren wird Referenz [9] verwendet.

Ein Operator wird als antiunitir bezeichnet wenn er die folgenden Gleichungen erfiillt:

Alar|[9) +azd)) = ajAly) +aaAly) (1)
(Ay|Ag) (2ly) (2)

Es wird gezeigt das die komplexe Konjugation K (1) und (2) erfiillt:

K(a[p) +aal)) = oK)+ K |[Y) = ajld) + azly)
(Ko|Kq)

(0lY) = (¥l9)

Ferner: Ist U unitér, so ist das Produkt A=UK antiunitér:

UK (1) +ozle)) = U(aiK[¥)+a3K [9)) = fUK [¢) + a3UK |¢)
(UKglUY) = (K¢|UTU|KY) = (K¢|Kv) = (|9)

1

Nun wird gezeigt, dass jeder antiunitidre Operator A in der Form A = UK mit U unitér geschrieben

werden kann.



Gegeben sei ein beliebiger antiunitérer Operator A, dann ist das Produkt U = AK unitir

AK (a1 [9) +az[9)) = A(a[K [9) + 3K [1) = a1 AK [¢) + a2 AK [3)
(AK ¢| AK) (Ap*|Ay*) = (¥*]¢*) = (¢|v) = (AK)" = (AK)™"
=U = AK

Mit KK =1 folgt schlieflich A = UK

2.4 Time-Reversal Symmetry (TRS)

Zur kurzen Einfithrung der Zeitumkehrsymmetrie wird als Referenz [9] verwendet.
Zunichst wird die klassische Zeitumkehrinvarianz erldutert.

Gegeben sei ein System mit den Anfangsbedingungen

q(t
p(t

0):(10
0

) = Do

welches die durch den Hamilton bestimmten Bewegungsgleichungen erfiillt. Die Bewegung soll zu einem

Zeitpunkt ¢ = t; umgekehrt werden, indem man als neue Anfangsbedingungen der Bewegungsgleichungen

qt=t1) = q(t)
pt=t1) = —p(t)

festlegt. Gelten fiir die neuen Bewegungsgleichungen folgende Bedingungen, so heifit das System zeitum-

kehrinvariant.

qt=2t1) = qo
p(t=2t1) = —po
VYVt > 0

In der Quantenmechanik wir die Zeitumkehr durch einen antiunitidren Operator 7 beschrieben.
Analog zur klassischen Physik gilt in der Quantenmechanik fiir einen zum Zeitpunkt ¢ bewegungsum-
gekehrten und nochmals um die Zeit ¢ propagierten Zustand bei Zeitumkehrinvarianz Gleichheit zum

bewegungsumgekehrten Zustand zum Zeitpunkt ¢ = 0:

e T [ (1)) T[4 (0)
e HITe MY (0) = Tl (0) (3)

Somit muss die Gleichung (3) bei Zeitumkehrinvarianz erfiillt sein.
Gleichung (3) gilt fiir beliebige Zusténde [ (0)), somit folgt allgemein:

67thT€7th _ 7—

e—thT _ Teth (4)

10



Differenziert man (4) nach ¢ und setzt ¢ = 0 erhélt man:

—iHT = TiHY —iTH
=THT ' = H (5)

Hiermit folgt, dass ein zeitumkehrinvarianter Hamilton Gleichung (5) erfiillt.

2.5 Particle-Hole Symmetry (PHS)

Teilchen Loch Symmetrie ist gegeben wenn die Energieeigenwerte E, und -E, paarweise fiir jedes k
auftreten [8, 6]. Damit erfiillt der PHS-Operator folgende Eigenschaften:

Hin) = Enln)
PHP '|n) = —En|n)=—-H|n)
= PH+HP = 0
& PHP' = —H

2.6 Topologische Klassifizierung

Der nachfolgende Abschnitt orientiert sich an [8]

Die Klassifizierung topologischer Isolatoren unterscheidet sich je nach An- oder Abwesenheit von Sym-
metrien des Hamilton.
In die Klassifizierung gehen die zuvor besprochenen Time-Reversal, Particle-Hole und Chirale Symme-

trien ein. Hierzu haben die Symmetireoperatoren folgende Gleichungen zu erfiillen:

(TRS) THssT ' = Has (6)
(PHS) PH P! = —Hi (7)
(CS) DM, = —Hg (8)

Die Operatoren der TRS- und PHS sind antiunitir und der CS unitir. Man behalte im Hinterkopf, dass
die Symmetrieoperatoren nach dem Theorem von Wigner entweder unitir oder antiunitér sind.

Wobei TRS und PHS nochmals durch ihre Eigenschaft 72 = 41 und P? = +1 unterschieden werden.
Zusammen mit der Chiral Symmetrie ergeben sich 10 topologische Klassen (vgl. Abb. 5) .Jede dieser
Klassen besitzt eine natiirliche (Z) oder binére (Z2) Zahl als topologisch invariante Grofe.

11



Classification of Topological Insulators

Particle-Hole Symmetry Particle-Hole Symmetry
+1| -1 X +1 1| X
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Abbildung 5: Die unterstehenden Abkiirzungen bedeuten, dass in den jeweiligen Klassen die Modelle
Su-Schrieffer-Hegger (SSH), integer quantized Hall (IQH) und quantum-spin-Hall (QSH) angehdoren.
Abbildung entnommen aus [8]
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3 Split-Step Protokoll

Demler et. al. entwickelten einen Quantum Walk, um einen eindimensionalen topologischen Isolator zu
simulieren. Hierzu stellten sie eine Komposition von unitiren Operatoren (Split-Step Protokoll) zusam-
men, die zur gleichen topologischen Klasse wie das Su-Schrieffer-Hegger Modell (72 = P? = +1) gehort
und zwei Phasen besitzt. Weiter bestimmten sie fiir ihr Modell ein Phasendiagramm und legten fest
fiir welche Energiewerte sich die Binder an der Phasengrenze schlieflen. Im darauf folgenden Kapitel
wird erldutert, wie es Demler et. al. schafften ein heterogenes System zu konstruieren und wie dadurch
topologisch geschiitzte Randzusténde eines topologischen Isolator entstehen.

3.1 Definition des Split-Step Protokoll

Das im Kapitel 2.1 vorgestellte Quantum Walk Protokoll gehért zur selben topologischen Klasse wie das
Split-Step Protokoll, besitzt aber nur eine Phase [8] und ist somit nicht geeignet, Randzustinde eines
topologischen Isolators zu simulieren. Um einen Zugang zu weiteren Phasen zu erhalten, spalteten sie die
Translationen von Spin-up und -down Komponenten und bauten dazwischen eine zusétzliche Rotation
ebenfalls um die y-Achse ein. (vgl. Abb. 6)

01

1. Rotate

®
v
@
* Spin up
®®

3. Rotate * 62

@@

4.Translate* Spin down
ICG
* Repeat

2. Translate

Abbildung 6: Split-Step Protokoll. Abbildung entnommen aus [8§]

Damit ist das Split-Step Protokoll wie folgt definiert:

Uy, = T.R(6:)T:R(6y) (9)
T o= Y e+ 1)@ o)t +1. 1) [

T o= > fe—1) (@) ]+ 1. @ 1) (1]

) i 0
S111 ]
(¢0)] 9

2

Nl

SIS

RO) = Lo (

sin
0, € [—2m,2n]
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3.2 Bestimmung der Bandstruktur

Der Zeitentwicklungsoperator Ugs kann nach dem Heisenbergbild wie folgt geschrieben werden:

Uss = exp (ngsAt) Atzh=1 exp (—iHss)
He - [ ak[Ek01,62) 5] @ ) 1
mit
Eoy 0, () = £ |L (k. 01,0)
t
c = Ox Oy O’Z)

0 1 0 —i 1 0
Oy = Oy = 3 Oz =
10 i 0 0 -1
Unter Beriicksichtigung der Identitét
exp (ia-&) = 1cos(|d])+ ifi, - dsin(|@])
a € R
lasst sich Gleichung 10 in folgender Form schreiben:

Uss = exp (_iHss)

T

/dk exp (fz'E(k,el,eQ) ~5) ® |k) (k|

—T

11)

(14),(12) / dk [1 cos (Eg, g, (k)) — ifiy, - &sin (B, g, (k)] @ |k) (k|
” 3
= /dk col + ) cjoj| @ |k) (k|
a j=1
= cos (Ey, 0, (k)) = Co
7
nj = —Cj

sin (Eg, 0, (k))

(14)

(15)
(16)

Um die Koeffizienten cg, ¢; zu aus der nach der Fouriertransformation entstehenden 2 x 2 Matrix zu

extrahieren, kann man folgende Eigenschaften verwenden:

005 = ]l(sij +izfijk0k
k
Tro; = 0

A(k,01,92) S C?x2
3
A = 001+ZCJ'U]‘
j=1

AO’j = Co0jy +Cj]l +1 E €ijkOk
ki

14

(17)



Damit sind die Koeflizienten cg, ¢; bestimmt durch

1
Ccoy = §TI"A
1
¢ = §Tr (Aoj)
und Gleichungen (15) (16) ergeben sich aus
1
cos (Eg, 0, (k) = i’I‘rA (18)
ng = ————Tr(Ao;) (19)

2 sin (Eglﬁ2 (k))

Es bleibt A (k, 61, 02) zu bestimmen, dazu werden die einzelnen Komponenten von Uy Fourier-Transformiert.

Fiir die Rotationsmatrizen gilt:

0. . 9

% _gsin%

RO,) =1, . 92_ 9,2
sing  cos %

Fiir die Translationsoperatoren folgt mit |z) = [" % ek |k):

T = > Je+1) (= @) M+ 1. ® 1) (]

x

T ei(lcfk’)x ‘ ei(kfk’)x
[ [ anar (ZZW) k><kf|em®¢><¢|+(z%) ) (W @ 14) (4
w_,_/ | S ——

S(k—k') S(k—k')

T

= [ k0 k1™ o 1) 1+ k) ] 9 14) 4]

T etk 0
_ /dk|k><k|®(0 1)

Analog folgt

™

r, = [ |k><k|®<(1) eoﬂ)

—Tr

Fiir das Split-Step Protokoll erh&lt man insgesammt:

r 1 0 62 @ ik 61 o 971
Uss = / dk |k) (k| ® " cos 0 Smg € COS 9 Smg
0 et sin ¢ cosF 0 1 sin%  cos %

e cos & cos &2 — sin & sin &2 e*gin & cos &2 — cos & sin &2
dk Ik k| ® 2 2 2 2 2 2 2 2
Ccos 01 sin 922 + e~ gin 91 Ccos 022 —sin 921 sin ‘922 + e % cos 021 Ccos ‘922‘
e'* cos 921 cos 922 sin 921 sin 922 —et* sin 921 cos %2 — cos 021 sin 922
= A(k,01,62) = 0 0 0 0 0 0 ) 0
cos G sin% + e *sin% cos %2 —sin% sin %2 + e cos Y cos 2

15



Damit sind die Gleichungen (18) und (19) bestimmt:

sink - sin & - cos &2
n = sin ' sin % - cos F (20)
sin Eg, g, (k)
S Cos%~sin%+cosk~sin%'cos%2 (21)
Y sin Egl’gz (k)
ink- 9 . 9
- _sin ' cos 3 - COS 5 (22)
S E91’92 (k)
0 0 0 0
cos (Eg, 0, (k)) = cosk-cos 51 - cos ?2 — sin 51 - sin 52
0 0 0 0
Ey, 9, (k) = Zarccos |cosk - cos 51 - COS ?2 —sin 51 -sin 52 (23)

Fiir die Energie gilt Ey, o, (k) € [—m, 7).

Nun werden zunichst die Bedingungen zum Schliefsen der Bandliicke bestimmt:

Die anwesenden Symmetrien stellen sicher, dass ein Schliefen der Bandliicke nur fiir Energien £ =n -7
mit n € Z moglich ist (Siehe hierzu Kap. 3.3 und Abb. 7).

Betrachtet man Gleichung (23) ist dies nur fiir ¥ = 0, n-7 mit n € Z moglich. Da E eine gerade Funktion

in k ist, beschrinken wir uns auf k¥ = 0,7. Unter verwendung des Additionstheorems cos(z +y) =

0y 09
+ 5 S| — 4+ —
arccos {co& ( 9 + 9 )}

Eg, 0, (k=7) = Zarccos {— cos (921 — 9;)}

cos x cos y F sin x siny erhillt man:

E91,92 (k = O)

Bedingung zum Schliefsen der Energieliicke bei E =

k=20
-1 = COS(91 02)
2 2
=0,+60, = £27
k=24m:
n 01 09
-1 = cos(2 2)
:91—92 = 0

Bedingung zum schliefsen der Energieliicke bei £ = 0:

k=20
v 01 09
1 = cos<2+2)
=0,+60, = 0
k=+m
1 L —cos(el—%)
2 2
:>91—92 = £27

16



Die Bedingungen an 61, 6 fiir das Schliefen der Bandliicke stimmen mit den von Demler et. al. bestimm-
ten Bedingungen tiberein (vgl. Abb. 9).

Abbildung (7) zeigt die Bandstustruktur fir drei Syteme. Davon besitzt ein System die Parameter
—tp = 02 = 7. Nach obiger Rechnung gilt, dass die Bandliicke bei E' = k = 0 schlieft, wie es auch
in der Abbildung zu erkennen ist.

Bandstruktur des Split-Step Protokall
=y e e P -

Pif2 a0

Egr g2
=
!
K

P2 T et e - i

E‘r1 =-7/2; 8-2 =7/4

61 =-7/2; 8-2 =7/2

—_— E‘r1 =- o 8-2 = 3n/4

-Pi 1 | ]
Fi Pif2 0 Pi/2 Pi
k

Abbildung 7: Die Symmetrie der Bandstruktur wird garantiert durch TRS (Epy, 9, (—k) = FEy, 0, (k)) und
PHS (E(;I}% (—y) = E; Yy, (y)) (vel. Kap.3.3)

3.3 Topologische Klassifizierung STQW

3.3.1 Particle-Hole-Symmetry

Die Teilchen-Loch Symmetrie wird durch den komplexen Konjugations Operator erfiillt. Beachte man
hierzu, dass der Zeitentwicklungsoperator im Ortsraum reell ist, folgt damit:

KU K™™' = Kexp(—iHs) K™
= exp (iH,)
1
= eXp(_iHss)
= KH K = —H,
=P = K
P2 = +1

17



3.3.2 Chiral-Symmetry

Die Chiral Symmetrie wird durch den Operator

I' = exp (—’igégl . E) Wy Cosg — iBy, '5sing = —iBy, - & (24)
r-t = rt=iBy -3
mit
ggl = <cos %1 0 sin %)t (25)
By| = 1 (26)

erfiillt, wobei By, senkrecht zu dem in Kap. 3.2 bestimmten Vektor iy, (20)-(22) steht:

. 9, sink-sin% .cos% 9, —sink-cos % . cos %
By, -1, = cos— - 2 Z 4 sin — - 2 2 -0 27
oL 2 sin E01,02 (k) . 2 sin E91’92 (/f) ( )

Nun wird gezeigt, dass Hss mit I' die Chiral Symmetrie erfiillt. Dazu sind folgende zwei Identitdten

notwendig:

. (B = 17 .
(TLL 'O') (Bgl . 0') = ZniBjUin = ZTL,L'B]‘ <]l($ij +1 Zeijko'k>
ij 17 k

— iy, Br+i (ﬁgl X BL) 7B (EL X ﬁgl) ¥ (28)

(éél : &) (é91 X ﬁL) G = Z EijkBmBinijUk = Z EijkBmBinj <1amk +izfmkaga>

ijkm ijkm «a

= ]lBgl . (Bgl X ﬁL) —1 E BmBinjO'a ( E eijkemak>
aijm k
=0
=0im0ja—0iadjm
= 1 E Bjnj E BiO'Z'—i E BlBl E n;o;
J ( g J
—_——— ———
@, 29,

= —ifi,-& (29)

Damit folgt die Chiral Symmetrie:

H, = / dk Eg, 0, (k) [iL, (k. 01,65) - ] @ |k) (k]
~ 1y, r & /Tr dk Eq, 4, (k) [(égl-a) (7 - &) (501-5)}®|k) (k|
E / Ak Eoy o, () [ (Boy 7)) (Bu x 7o, ) - 5| @ k) (4

—T

» / dk By, , (k) [z, - 5] @ |k) (K]

= _Hss
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So ist die Chiral Symmetrie fiir das Split-Step Protokoll mit I' aus Gleichung 24 erfiillt:
U D = —H

Die geometrische kann dies durch die Rotation des Hamiltonoperators um Winkel 7 und L zu nz, inter-
pretiert werden. (siehe Abb. 8)
3.3.3 Time-Reversal Symmetrie

Die Time-Reversal Symmetrie wird bei Existenz der CS und PHS durch 7 = I'P garantiert.

TH T ' =TPH P I = TH D' = Hys

=K~

Bg, ,= I'*=-T
T2 — ©pPrp=rkKTK “=5  rgrg-—1 72

3.3.4 Symmetrieklasse STQW

Das System gehort zur Symmtrieklasse mit der Eigenschaft 72 = P? = +1 und wird somit durch eine
topologisch invariante Grofe n; € Z charakterisiert. Diese wird im folgenden Unterabschnitt erldutert.

3.4 Phasendiagramm / Winding Number

Dieser Abschnitt Orientiert sich an den Ergbenissen aus [8].

Gleichung 27 zeigt das der Vektor iy, (Gleichung 20-22) senkrecht zu By, (Gleichung 25) Vk € [, 7]
und V62 € [—27, 27] steht. Damit liegt 71, stets in der Ebene definiert durch By, . Die topologisch inva-
riante Grofe ist durch die Windungszahl n, von 7y, um den Ursprung beim Durchfahren von k durch
die Briillouin-Zone gegeben (vgl. Abb. 8). Das n; € Z wird durch ny, (k + 27,01,602) = ng (k,601,02)
garantiert.

Eo(k)
5/

Abbildung 8: Beispiel mit winding number n; = 1, es ist zu erkennen wie 7, sich beim durchfahren von
k einmal in der Ebene By, um den Ursprung dreht.
Abbildung entnommen aus [8]

Fiir das Split-Step Protokoll tretten in Abhéngigkeit von 6;, 62 zwei Phasen mit den Windungszahlen
ng = 0 und n; = 1 auf. Dabei bilden die Wertebereiche von 61 und 6, fiir eine Phase geschlossene Fléchen.
An der Phasengrenze wird die Bandliicke geschlossen und die Bereiche einer Phase werden durch die in

Kap. 3.2 bestimmten Gleichungen begrenzt (vgl. Abb. 9).
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Q‘ ¢
Gap closes at 7 ¢,

[
'y
4
I
|
[

Y|
’s
[

[
1

Abbildung 9: Phasendiagramm in Abhé&ngigkeit von 6, und 69, die grauen Flichen zeigen die Bereiche
mit Windungszahl 1 und die weiffen mit 0 an. Die Bereiche werden getrennt durch die Geraden, bei

denen die Bandliicke geschlossen wird.

Die drei Punkte beziehen sich auf Kap. 4.1/4.2 und legen die Werte Weif 6; = —5; 0 = %Tﬂ Blau
01 = —%; 624 = T und Orange 0 = —7; O, = LI fest.

Abbildung entnommen aus [§]
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4 Realisierung eines nicht trivialen topologischen Isolator mit
Hilfe des Split-Step Protokoll

4.1 Erzeugung eines Systems mit zwei Phasen

Das Ziel ist die Erzeugung eines Systems bestehend aus zwei Phasen (topologischer Isolatur n; = 1 und
trivialer Isolator n; = 0), mit einem an der Phasengrenze auftrettenden Randzustand des topologischen
Isolators. Dieses System ist nicht mehr translations invariant, dennoch sollen die Symmetrieeigenschaften
des Hamilton erhalten bleiben. Nach Kapitel 3.3.2 wird die Chiral Symmetrie durch den Winkel 64
festgelegt. Wahlt man den Winkel 65 ortsabhingig, bleibt der Zeitentwicklungsoperator im Ortsraum
reell und damit ist die Particle-Hole Symmetrie weiterhin durch komplexe Konjugation erfiillt. (Die
Zeitumkehrsymmetrie wird durch die Anwesenheit erster beiden Symmetrien garantiert.) Somit steht
der Winkel 6, als Systemparameter zur verfiigung.

Das System wird so konstruiert, dass es fiir z < 0 durch die festen Parametern (61, 6>_) mit Phase A
und fiir z > 0 mit (01, 02) sowie anderer Phase B#A beschrieben wird. Weiter soll sich der Winkel 6
monoton mit dem Ort = dndern.

Hierzu wurde in [8] folgende Funktion gewé#hlt:
1 1 x
02 (IE) = 5 (92+ + 92_) + 5 (02+ — 92_) tanh E (30)

wobei der Parameter ¢ zusitzlich eingebaut wurde. Dieser bestimmt die Ausdehnung des Ubergangs und
wird daher als charakteristische Breite bezeichnet. Hierbei gilt: Je groRer £, desto breiter der Ubergangs-

bereich.

4.2 Gebundener Zustand an Phasengrenze

In der Nihe der Phasengrenze ist die Existenz eines gebundenen Zustands (mit Energie E = 0;m)
unabhingig lokaler Parameter und wird durch topologischen Eigenschaften des topologischen Isolators

garantiert.
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10 SRRl KIJ EERESSESEE
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0.1
o i
-20 0 20 -20 0 20
Position Position

Abbildung 10: Zeitentwicklung eines zum Zeitpunkt ¢ = 0 bei = 0 mit Spin up positionierten Teilches,
in einem System mit den Parametern Weik 6; = —3; 62 = %T’T Blau 0; = —%; 024 = 7 und Orange
91 = —%; 92+ = HTW (Vgl Abb. 9) .

Links (d): Das System besteht aus zwei Phasen, die topologischen Eigenschaften garantieren einen gebun-
denen Zustand an der Phasengrenze, mit dem der Anfangszustand einen nicht verschwindenden Uberlap
besitzt. Uber die Zeitentwicklung hinweg erkennt man eine um x=0 lokalisierte Wahrscheinlichkeitsver-
teilung.

Rechts (e): Das System besteht aus einer Phase Z=0, somit liegt kein topologisch geschiitzter gebundener
Zustand um z = 0 vor. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit [duft nach links und rechts raus.

Abbildung entnommen aus [8].

Als Probe fiir die Existenz des gebundenen Zustands kann ein Teilchen an der Phasengrenze so plaziert
werden, dass es einen nicht verschwindenden Uberlapp besitzt und in der Zeit entwickelt werden. Es sollte

eine um die Phasengrenze lokalisierte Aufenthaltswahrscheinlichkeit zu beobachten sein. (vgl Abb. 10-d).

4.3 Berechnung des gebunden Zustands

Die analytische Berechung des geb. Zustands wurde von Jan Gelhausen in seiner Bachelorarbeit [6]
durchgefiihrt und zeigt eine gute Ubereinstimmung mit der nummerischen Realisierung des Protokolls
(vgl. Abb. 11). Die folgende Berechnung des geb. Zustands ist durch die Rechnung von Jan Gelhausen

motiviert.

Der Einfachheit halber wird 04+ symmetrisch um die Phasengrenze gew#hlt mit 054 € (fg, 37”) \ {g }und
Oy = 5 (0oy +62-) = % - Damit die Phasengrenze bei x = 0 liegt und die Bandliicke bei Energie
E =k = 0 schlieft wird 0; = —7 gesetzt.

Der Ausgangspunkt ist der um die Phasengrenze (kz =0, 6= g)entwickelte Bulk-Hamilton:

Houtk = —g (0z +0.)+ (022(x) - Z) oy (31)
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Stellt man die Dirac-Gleichung auf und beachtet, dass fiir den gebundenen Zustand gilt £ = 0, folgt

Hpuw¥V (z) = EU(z) =0
- _i 92 (CL’) s =]
=0 = _2(0m+az)8m+< 5 4)04\11(:0)
S0 = |10, —2i(o,+0.) oy (922@) - Z) U (z)
—_——
L q(z)

= 10,4 (=0 +0.)-q(x)] ¥ (z)

1 -1 -
= |10, + : 7
(_1 _1> 1) ¥ (@)
Mit dem Lésungsansatz U (z) = e*®d erhiit man
( +o.)d ( ! 0, A(x)) a=n~ad (32)
—O0g (o = — N Ux =
q(x)

Die Eigenvektoren und Eigenwerte zur Matrix (—o, + ¢, ) lauten

L (V21 L (V21
a_ = 1 ay = 1

V- =2 v = V2

Nach Integration von Gleichung 32 erhilt man

(30) O24 — b [ <$/> /
= ———— [ tanh | — |d2' + &
i 2v/2 / 3 *

02+ — 92_

:Fgﬁ In (Cosh Z) + K+

(Stammfunktion aus [10] entnommen). Die Allgemeine Losung lautet:
U(z) = d_er® 4a, M@

Die normierbarkeits Bedingung lim,_, 1+ |V (2)| < oo schrinkt abhingig der Wahl von 054 u. 65— die
Losung auf d_ oder @y ein.

Als Losung des gebundenen Zustand’s folgt:

0y, —65

Uy (x) = N <3F\/?_ 1) cosh (”g)st s

\If+ A (92+—92_>0
Bars — 0s <0

A
<
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Weiter ist zu erwdhnen, dass es sich hier um eine Naherungslosung handelt, da der Hamilton um k¥ =0
und 0y = 5

entwickelt wurde. Daher stimmt die hier bestimmte Losung des geb. Zustands umso besser
mit der tatséchlichen {iberein, je néher 0+ an 7 gewéhlt werden. (vgl. Abb. 11)

Bound State of the STQW - Analytical, Numerical Calculation
0.25

g(x)=0.093Cosh(x/3) 3/ (8sart(2))) ———
Average of 11851 Steps
0.2 - 0y, =n/2-1/16
0o =n/2+7/16
0.15 -
@
x
Ea
0.1 -
0.05 —
o1 1 1 50 T A O BT TR R
-24-22-20-18-16-14-12-10-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24

X

Abbildung 11: Der Vergleich zwischen nummerisch und analytisch bestimmten gebundenen Zustand zeigt
eine gute Ubereinstimmung.
Abbildung entnommen aus [6]
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5 Zerfallsrate des gebundenen Zustands fiir zeitabhingige Sto-

rung

5.1 Nummerische Ergebnisse von Jan Gelhausen

Jan Gelhausen untersuchte in seiner Bachelorarbeit [6] die Einfliisse von statischer und zeitabhingiger
Storung (in dem Parameter 63) auf den gebundenen Zustand.

5.1.1 Statische Unordnung (Energieerhaltung)

Das STQW-Protokoll wird in der 65 (z) Winkelfunktion ortsabhingig gestort. Die neue Winkelfunktion
ergibt sich nach:

b (x) = 6y(x)+6-y(x)

Wobei y (z)eine unkorrelierte Zufallsvariable ist, die durch folgende symmetrische Boxverteilung festge-
legt wird.
-1 <2z<1

1
p(z) =172
0 : sonst

Die Werte y () werden fiir jede Realisierung neu ausgewiirfelt. (vgl. Abb. 12)

B9(x) with numerical noise

o T T T T T T T T
Ba(x)
0,(x) + 0.05*y(x)
x) [-1:1] randomly chosen
ot V) L] |
W
= 2
@ m/
n/4 -
Windipg Nu‘mber q ‘ ‘ ‘ Wipding INumbler 1 ‘
0

-120 -100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100 120
Position

Abbildung 12: Es ist eine mogliche Realisierung einer gestorten Ort-Winkelfunktion zu sehen. Die Funk-

tionsparameter sind 02 = 7; 021 = ?jf und § = 0.05.

Es ist zu erkennen, dass bei kleiner Storung die Phasengrenze nur geringfiigig verschoben wird.
Abbildung entnommen aus [6]

Trotz Storung befindet sich weiterhin die Phasengrenze in der Umgebung von x = 0. Die Existenz
eines gebunden Zustand wird durch die topologischen Eigenschaften garantiert und h&ngt nicht von
einzelnen Details der Phasengrenze ab. Daher erwartet man, dass der gebundene Zustand stabil gegen
zeitunabhingige Storung ist. Diese Erwartung konnte von Jan Gelhausen durch nummerische Analyse
bestétigt werden. (vgl. Abb. 13)
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STQW - Static Disorder

1 T \ \ \ \ \
0.9 Single disorder config. with 8=0.05
a Average of 100 disorder config. with =0.05 |

0.8 |- -

0.7 |- B

0.6 - -

lw|? dx

0.5 - -

10
-10

0.4 - -

/

0.3 - -

0.2 == Mantendemnt A S

0.1 - -

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Steps

Abbildung 13: Als Anfangszustand wurde jeweils ein Teilchen mit Spin up bei x = 0 platziert. In der
Abbildung ist erkennbar, dass der geb. Zustand resistent gegen statische Unordnung ist. Somit decken
sich nummerische Ergbenisse mit der theoretischen Erwartung.

Abbildung entnommen aus [6]

5.1.2 Zeitabhingige Unordnung (keine Energieerhaltung)

Das STQW-Protokoll wird in der 6 (z) Winkelfunktion ortsabhéngig und fiir jeden Zeitschritt durch

eine neue statistisch unabhéingige Verteilung gestort. Die neue Winkelfunktion ergibt sich nach:
br(x) = Oa(2)+3-y(a,t)

wobei y (z)eine unkorrelierte Zufallsvariable € [—1; 1] ist, die durch folgende symmetrische Boxverteilung
festgelegt wird.
L 1<z2<1

plz)=1"
0 : sonst
Bei zeitabhingiger Storung liegt keine Energieerhaltung vor und man erwartet daher, dass der gebundene
Zustand zerféllt. Jan Gelhausen zeigte, dass der Zerfall zunéchst exponentiell stattfindet und nach einer
Zeit, abhangig der Storungsstirke, durch diffusives Verhalten beschrieben werden kann.
Eine nummerische Analyse der Abhéngigkeit zwischen Zerfallskonstante I' und Storstérke § zeigte in
fiithrender Ordnung ein quadratisches Verhalten I' = aé? + O (6%). (vgl Abb. 14)
In dieser Bachelorarbeit wird ein analytischer Ausdruck fiir die fiilhrende Ordnung ad? der Zerfallskon-

stante bestimmt.
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Time-Constants of Exponential Decay against Disorder Parameter

0.004 [T T T T T T T
[ g(x)—ax?
0.0035 - fitted time-constants

0.003 — a=0.0738 + /- 0.0001 '
0.0025 —
0.002 —
0.0015 —
0.001 —

0.0005 |-

Time-Constants of exponential decay

0 Dbt T b b b e
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3

Disorder

Abbildung 14: Abbildung entnommen aus [6]

5.2 Herleitung der Zerfallsrate. (Fermis goldene Regel)

Das Quantum-Walk Protokoll wird in der Koordinate ©. fiir jeden Ort und Zeitschritt gestort =
O (x,t) = O3 (x) 4+ 6 - y (x,t). Da die unitiren Transformationen stroboskopartig wirken gilt ¢ = j - At.
Folgend wird zur Vereinfachung der Zeitschritt im Index notiert a(t =j-At) = a; und h = At =1
gesetzt.

Zur Bestimmung der Ubergangsrate wird U = TR (ég) T} R (©1) bis zur ersten Ordnung in der Stérung
0 entwickelt und folgender Ansatz gewahlt:

1
W) =Ulwe) = [ Oklvo) =D al|myeiend (33)
k=j m
Uy = U+ S, +0 (62)

Mit |m) Eigenzustand und e, Eigenenergie des ungestorten Protokoll:

U|m) = e tm

m) (34)

Unter Vernachléssigung von Riickstreuung (Pm_m = O) ergibt sich die gemittelte Zerfallsrate des Zu-

stand |n) nach:

t t t j
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Zunéchst wird U erster Ordnung in & entwickelt

Die Matrix M,

Beweis:

Us

= TR (62 () TiR(01) = TR (5 (1)) R (O () TR (€1)

= T (]1 - 5Zy,‘f% |x) (x| ® CTQ) R (0 (z)) TR (01) + O (6?)

= U—|—Sk+(’)(62)

S (Z % 2) (2] ® m) R(©s () T: R (61)

= =9 <Z %Tl ‘SL‘) <x| & iO‘Q) TJlTJ,R(G)Q (m)) TTR (@1)

1
Yi e
= —(52 ?kTi (|z) (x| @ io2) T U

M,

yl‘
= —oy MU (35)

hat folgende Eigenschaften:

(Mz)y, € R (36)

M = —M, (37)

S MM, = -1 (38)
’ mat

n) = §jm (cho 1)+ chu 1)) (39)

(0| M, |0) = Ofazzscg{;ema (40)

(11 () (el @io) T) = (7)) o) @ i) T} = T4 (1) (2] @ i) T
—M,

Ty () (ol @ i02) T = T, 1) (] @ (11) (4 — 1) (P T

S~ 1 @@ W) 4+ 1) @] @ 1) <¢|>] e} (@l © (1) (1 = 19 (DI 7

2!

(—lz—1) (=@ [}) M+ |2) (=] @ [1) W) T
> (2 @ =1 @ 1) (U + [2) (2| @ [1) (1))

x!

(=lz = 1) {z[ @ [1) (M + |) (z[ @ [1) ({])

—lz—1) (2| @ 1) (T + |z) (z = 1 [1) (U]

(—lz =1 (@|@ ) (1 +|z) (z = 1 @ [1) (L) (= |z = 1) (2| @ 1) {T] + |2) (z = 1| @ [1) {L])
—lz =1z -1 N) -z (=l [t) (1]

~1
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(0] M, |0) = mz 2= 1) (@] @ ) (1] + J2) {2 = 1 @ 1) () 2" @ (] 4o 1)+ cf 0 14}

- Z<x|®(com/< [+t () (<l = D@, 11 +lo) @ cb oy 1))

:E/
_ ot Sy
= C0,2%,2—1 ~ €0,2C0,2—1

= 0 fallscwi eR

Alternative Berechnung fiir (0] M, |0) = 0. Sei K der komplexe Konjugationsoperator, so gilt:

Kl0) = |0)
[K,M;] = 0
(Kb|Ka) = (alb)
(0] M, 0) = (KO|M,K|0) = (KO|K (M, |0))
= (M,0[0) = (0] M] |0)
L (0] M, |0)
= (0| M,|0) = 0

Berechnung der Koeffizienten o: Hierzu sei [¢) = |0) der gebundene Zustand. Fiir den vollen Zeitent-

wicklungsoperator U gilt:

1 1

U = [[0=]]W+58k+0(s)

i1 .
(35) i Y 1k i—k 2
= Ul-§ EUM U TR+ 0O (6 41

j71 -z . . .
Oé?l nio piemi <m|¢]> (33!41) _52 : § y?kewm] <m| UkMxUjfk |0> +0 (52)
z k=0

J=l
Cabi=E€a b3 (34) -5 Z Z y?k (m\ M, |0> €i6m0(j_k) +0 (52)

xz k=0
7j—1

62 X * ig —
o = 30T wwk (ml M [0) (] Ma [0))" €= F) 10 (6°)
z,x’ k,k'=0
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Bildet man nun den Mittelwert {iber unendlich viele Realisierungen und bemerkt hierbei, dass die Stérung

zu verschiedenen Orten und Zeiten nicht korreliert, erhdlt man:

yiyd = (Y?) 0w On ik

W) = [deatp

und p( ) gerade Verteilungsfunktion der Zufallsvariable yi
—
= oy = j- ZI m| M, |0)*

Fiir die gemittelte Zerfallsrate folgt:

Zm7£0|a]| _52 ZZ (m| M, |O

J r m#0

f =

(50 y>z /M, | S m) (m| | M, |0)

m#0

Eralm@ e ) 37010 (1 10 0D M4 (42)

= 52< [ ( ZMM) Z|O|M|O 1
(28 523’7 (1 - Z (0] M, |o>|2> (43)

Weiter kann man zeigen, dass (0] M, |0) fiir den gebunden Zustand verschwindet. Gebundene Zusténde
kénnen, aufgrund der anwesenden Symmetrien, nur mit den Energien 0 oder 7 auftreten. (vgl. Abbil-
dung Paper ’gap closes at 0 and pi’, sowie Kap. 3.2) Damit sind die Eigenwerte zu U A = +1. Weiter
besitzt die Matrix U in Ortsraumdarstellung nur reelle Eintrige. Der gebundene Zustand ergibt sich aus
ker (U — A1) = ker (U F 1), hier treten keine weiteren komplexen Werte auf, somit sind die Koeffizienten
cg/j € RVz und das Matrixelement (0| M, |0) verschwindet V x (Gleichung 40).

Somit gilt fiir die Zerfallsrate des gebunden Zustand:

A (44)

Hier ist zu bemerken, dass die Zerfallsrate eines Zustand mit der Energie £ = n -7 und n € Z aus-
schliefslich von der Verteilungsfunktion der Stérung abhéngt und unabhéngig jeglicher Systemparameter,
insbesondere der Wahl von O3 (z) und somit unabhéngig von Breite und Form des Zustandes ist. Be-
merke das gebundene Zustinde mit E = n -7 dort auftreten wo das System einen Phasenwechsel besitzt.

Der Phasenwechsel wird ebenfalls durch ©5 (x) bestimmt.
Fiir hinreichend kleine Stérungen und Zeiten erwartet man einen exponentiellen Zerfall:

PO ~ 671_‘]
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5.3 Vergleich nummerischer Ergebnisse mit den theoretischen Erwartungs-

werten.

Als Verteilungsfunktion der Stérung wird die Boxverteilung verwendet und man erhélt fiir <y2>:

i :-1<z<1
plx) =
0 sonst
o] 1 1
(y*) = /dx-pr(a:):f/dx .132=§
—o0 -1

Damit ergibt sich die theoretisch erwartete Zerfallskonstante:

52

Ftheo = ﬁ

Mit Hilfe des von Matthias Sitte geschriebenen Programm wurde {iber mehrere Realisierungen ein
gemittelter Zerfallsverlauf des geb. Zustand abhéngig der Zeit bestimmt. Hierzu nutzt man, dass nur
der geb. Zustand eine hohe Wahrscheinlichkeitsdichte um die Phasengrenze besitzt und Beitrige
anderer Zusténde verschwindend gering sind. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System im
gebunden Zustand befindet. erhdlt man in guter N&dherung durch Integration der Wellenfunktion um
die Phasengrenze. Die Integrationsgrenzen sind abhangig der Ausdehnung des geb. Zustands zu wéahlen.
Tendenziell gilt: Je stirker die Stérung d, desto mehr streuen die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten fiir
jeden Zeitschritt um den Mittelwert. Daher ist die Anzahl der Realisierungen, iiber die gemittelt wird,
mit der Storungsstirke anzupassen. Fiir die nummerische Analyse werden die von Jan Gelhausen
vorgeschlagenen Werte verwendet:

) Anzahl der Realisierungen
< 0.04 10
(0.04 — 0.08) 50
>0.08 100

Um sicher zu gehen, dass fiir das untersuchte System mit £ = 1 keine weiteren um x = 0 stark
lokalisierten Zustinde auftreten, wurde mit Hilfe von Mathematica ein endliches System mit
periodischen Randbedingungen realisiert. Dieses wurde fiir verschiedene hinreichend grofte Systeme
diagonalisiert und die Wahrscheinlichkeitsdichte um = = 0 untersucht. Tendenziell konnte festgestellt
werden: Je grofer £, desto mehr um die Phasengrenze lokalisierte Zusténde treten auf.

Fiir £ = 3 konnten zwei weitere stark um x = 0 lokalisierte Zusténde entdeckt werden, diese
verschwanden auch nicht, wenn man das System im Rahmen der Méglichkeiten vergrofierte.

Man beachte das die in Gleichung 44 bestimmte Zerfallskonstante nur fiir einen um x = 0 lokalisierten
Zustand gilt. Sind mehrere Zustédnde um die Phasengrenze lokalisiert, ist der Anfangszustand
entsprechend anzupassen. Um abzuschiitzen, ob bei mehreren geb. Zustinden die Zerfallsrate weiterhin
unabhéngig der Systemparameter bleibt, kann man die Zerfélle einzelner gebundener Zusténde auf
ungebundene Zusténde betrachten. Hierfiir ist der Projektor in Gleichung 42 mit weiteren gebundenen
Zusténden zu ergénzen. Es tretten dann Matrixelemente auf, die aufgrund von Energien E # 0, £7 i. a.
ungleich null sind (vgl. Gleichung 40 und Disskussion fiir das Verschwinden des Matrixelement

(0| M, |0)). Folglich ist die Zerfallskonstante bei Anwesenheit mehrerer geb. Zustande von
Systemparametern abhangig, womit die Abweichung von etwa 10% zu der von Jan Gelhausen
bestimmten Zerfallskonstante Ty, = 0.0738 - 62 (Abb.14) zustande kommt.
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Tragt man die Wahrscheinlichkeit auf, dass sich das System im geb. Zustand befindet logarithmisch
gegen die Anzahl der Zeitschritte auf, zeigt der lineare Verlauf den Giiltigkeitsbereich des
exponentiellen Zerfalls an. In diesem Bereich wird die Kurve mit der Funktion f (j) = Ae =7 Tnum
angefittet. Um die nummerischen Ergebnisse mit den theoretischen Erwartungen vergleichen zu kénnen,
teilt man diese durcheinander. Beachtet man, dass die theoretische Zerfallskonstante fiir § — 0 gilt,

muss im Falle einer Ubereinstimmung folgen:

_ Tyvum(9)
g (5) - Ftheo (5)
m g(d)= 1

Beim Bestimmen der Zerfallskonstante stellt man fest, dass je grofser die Storung ist, desto frither
weicht der Zerfall des geb. Zustands vom exponentiellen Zerfall ab.

+  Mittelung Ober 10 Realisierungen fir 8=0.025 +  Mittelung ober 50 Realisierungen far 8=0.060
fix) = a*exp(-T,

o) ) flx) = aexplly, o %)

!

E1Uu Wy dx
=]
T
1

4
1 I 1 1 I 1 1 10 1 I 1 1 1 I 1 =
i} 1 2 3 4 5 B 7 8 0 04a 1 15 2 25 3 345
Schritte e 10 Schritte w10
10’ ; ; ; ; ; ; 1’ : ; ; ; ; ; ;
+  Mittelung Gber 50 Realisierungen fir 5=0.075 +  Mittelung Ober 100 Realisierungen fir 8=0.100
" fix) = aexp(Lyy,, ¥ ) f(x) = aexp(L),,, %)
o 3 107t -
5 w0t E R
Ed = 10" ¢ El
== ==
= =
10t
10°; .
0 1
\ \ \ \ \ \ \ \ \ 10t . . . \ \ \ \ \ \
i} 02 04 06 08 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 0 1000 2000 3000 4000 5000 BOO0 7000 8000 S000 10000
Schritte 4 Schritte

Abbildung 15: Bestimmung der Zerfallskonstanten fiir ©; = 7 und ©, = § — 7 tanh ()

Um die theoretische Erwartung zu iiberpriifen, wurden drei verschiedene Systeme untersucht, fiir
welche jeweils ©4 (x) variiert wurde. Betrachtet man fiir diese g (9), ist in den folgenden Abbildungen
zu erkennen, dass die nummerischen Ergebnisse fiir § — 0 sehr gut mit der theoretischen Erwartung

iubereinstimmen.
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Vergleich nummerischer Daten mit theoretischer Erwartung

1.2 T T T T T
el + Oy(8) fir @, =-7/2 1 O40x) = /2 - tanh(x) 7/4 |
— Qi) =-0.45 5 + 1.006
1F . -
* &
= *e .ttt -
= 09+ b M .
(=] * . . .
+*
0.8+ .t Y. 4
*
0.7 .
0.6 1 l l 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
8
12 T T T T T
+ Gyt8) fir 8, =-7/2 ; B,(x) = 2/2 - tanh(x) 2/8
1 ———g.,(8)=-2725 5+ 1.017 y
0.8
=
L=
06
0.4+
0.2
0 0.05 0.1 015 0.2 0.25 03
&
12 T T T
1 —
N
., +
0.8 L .
E + *
L= ] + +
06 v . et + ., . + * + |
04l + Oy () fir @, =-7/2 ; ©,0x) = 2/2 - tanh(x) z/16 |
— gg(8) = 1.017 & + 0.9968
0.2 | | |
0 0.05 0.1 0.15
&

Abbildung 16: Der Geradenfit wurde jeweils fiir die ersten ) 153) 10¢i¢) 4 Punkte durchgefiihrt

In Abbildung 16 fallt auf, dass g (§) mit steigendem ¢ fiir die drei untersuchten Systeme abfillt und
somit hier Korrekturen héherer Ordnung die Zerfallsrate senken. Da alle drei Systeme einen stark
unterschiedlichen Verlauf zeigen, sind die Korrekturen héherer Ordnung nicht mehr von den

Systemparametern unabhingig.
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6 Zusammenfassung

Es konnte gezeigt werden, dass die Zerfallsrate des gebundenen Zustands in fiithrender Ordnung aus-

schliefslich von der Verteilungsfunktion der Stérung abhingt.

2
= _ 2<y>
I'=¢ T

Dies wird durch zwei Voraussetzungen bedingt.

Zunichst ist in die Rechnung eingegangen, dass es nur einen an der Phasengrenze gebundenen Zustand
gibt. Nummerische Analysen ergaben: Ist die Korrelationsldnge £ klein genug tritt nur ein gebundener
Zustand auf.

Die Zerfallsrate eines beliebigen Zustands ist gegeben durch:
2
= _ =) 2
e (ST

Fiir im Ortsraum reelle Zusténde verschwindet das Matrixelement (n| M, |n). Die anwesenden Symme-
trien garantieren ein Schliefsen der Bandliicke bei Energien F = n -7 mit n € Z, wodurch der gebundene

Zustand im Ortsraum reell ist.
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8 Wertetabellen

§=10,=-7 QQ—Z%;ez-i-i% 92_:%;92"‘?% gg_:%;92+i%

0 FNum A]-—WNum FNum A]-—‘Num I‘Num, Al—‘Nurn
0.005 2.08909e-006  2.544e-011 | 2.02397e-006 1.596e-010 | 2.07052e-006 7.842e-010
0.010 8.35474e-006  8.004e-011 | 8.35062e-006 3.064e-010 | 8.23942e-006  8.90e-010
0.015 1.86346e-005 2.674e-010 | 1.85474e-005 7.574e-010 | 1.84427e-005 1.494e-009
0.020 3.35322e-005  3.940e-010 | 3.24383e-005 1.943e-009 | 3.27606e-005 5.829e-009
0.025 5.18580e-005  8.680e-010 | 4.83767e-005 9.694e-009 | 4.83767e-005 9.694e-009
0.030 7.37397e-005 2.298e-009 | 7.26618e-005 9.085e-009 | 6.51937e-005 2.150e-008
0.035 0.000101401  7.045e-009 | 9.61364e-005 1.860e-008 | 8.73642e-005 4.496e-008
0.040 0.000131712  6.977e-009 | 0.000118719  2.661e-008 | 0.000107851  5.523e-008
0.045 0.000165874  8.921e-009 | 0.000147937 4.370e-008 | 0.000149486  1.137e-007
0.050 0.000204530  1.500e-008 | 0.000183371  7.501e-008 | 0.000173544 1.412e-007
0.055 0.000250937  2.282e-008 | 0.000218845 5.920e-008 | 0.000206076  2.669e-007
0.060 0.000292733  3.888e-008 | 0.000260464 1.646e-007 | 0.000230356  3.071e-007
0.065 0.000342870  4.325e-008 | 0.000286904 1.696e-007 | 0.000271087  3.860e-007
0.070 0.000398636  7.276e-008 | 0.000345765  2.281e-007 | 0.000291920  5.034e-007
0.075 0.000454153  5.602e-008 | 0.000361272  3.764e-007 | 0.000323003  5.920e-007
0.080 0.000515296  8.050e-008 | 0.000424517  3.379e-007 | 0.000346700  7.972e-007
0.085 0.000580982  1.443e-007 | 0.000482212  3.598e-007 | 0.000392940  9.614e-007
0.090 0.000644514  1.290e-007 | 0.000506887  6.189e-007 | 0.000401987  1.109e-006
0.095 0.000722161  1.306e-007 | 0.000587562  6.760e-007 | 0.000446819 1.741e-006
0.100 0.000794961  2.538e-007 | 0.000620317  1.000e-006 | 0.000461247 1.579e-006
0.105 0.000892770  2.906e-007 | 0.000654679  1.145e-006 | 0.000527188  2.359e-006
0.110 0.000974669  1.769e-007 | 0.000731767 1.298e-006 | 0.000566174  3.262e-006
0.115 0.001038830  2.144e-007 | 0.000833710 1.643e-006 | 0.000635395 4.066e-006
0.120 0.001121790  3.832e-007 | 0.000826012  1.795e-006 | 0.000653319  3.171e-006
0.125 0.001228530  4.509e-007 | 0.000918279  2.330e-006 | 0.000728981  3.297e-006
0.130 0.001287850  5.824e-007 | 0.000902173  3.127e-006 | 0.000748745 4.147e-006
0.135 0.001398670  5.776e-007 | 0.000957664  2.579e-006 | 0.000755565  4.181e-006
0.140 0.001500580  1.026e-006 | 0.000939695  2.939e-006 | 0.000810293  4.039e-006
0.145 0.001617440 1.381e-006 | 0.001086020  3.427e-006 | 0.000912974  5.610e-006
0.150 0.001723840 1.416e-006 | 0.001126050  3.105e-006 | 0.000990034  5.010e-006
0.155 0.001828510  1.922e-006 | 0.001342460  7.295e-006
0.160 0.001947220  1.753e-006 | 0.001355390 6.567e-006
0.165 0.002066450  1.437e-006 | 0.001451490  6.900e-006
0.170 0.002203980  2.419e-006 | 0.001453280 8.137e-006
0.175 0.002334950  2.299e-006 | 0.001434480 1.373e-005
0.180 0.002459630  3.874e-006 | 0.001677220 1.261e-005
0.185 0.002578590  1.851e-006 | 0.002037270  1.436e-005
0.190 0.002648460  2.576e-006 | 0.001659320 1.753e-005
0.195 0.002846300  3.263e-006 | 0.001932220  1.593e-005
0.200 0.002888920  3.278e-006 | 0.001966120  1.397e-005

Tabelle 1: Zerfallskonstanten fiir den exponentiellen Zerfall des gebundenen Zustands
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