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1 Einleitung

Alle Oberflichen von Festkorpern zeigen keine Inversionssymmetrie, wahrend 65 der 230
Raumgruppen sogar chiral sind. Chiral bedeutet, dass sich das Spiegelbild eines solchen
Festkorpers nicht durch einfache Drehungen und Translationen auf sein Original abbilden
ldsst. Durch diese Figenschaften kann die Spin-Bahnkopplung zu antisymmetrischen Kom-
ponenten der magnetischen Wechselwirkung fithren.

Befindet sich ein Festkorper bei einer Temperatur 1" in einem #dufleren Magnetfeld B, so
liegt die magnetische Phase vor, die die freie Energie minimiert.

Fiir Temperaturen in der N&he der Phaseniibergangstemperatur 7T ldsst sich das Ginzburg-
Landau-Energiefunktional F'[M] mit der Magnetisierung M schreiben als

F[M] = /d3r[r0M2 + J(VM)? +2DM - (V x M) +UM* - B - M|, (1.0.1)

wobei alle Terme aufler des zweiten und dritten aus der Taylorentwicklung der freien Ener-
gie nach der Magnetisierung fiir inversionssymmetrische Kristalle stammen. In der Nihe
des Phaseniibergangs ist die Magnetisierung klein, sodass Terme hoéherer Ordnung ver-
nachléssigt werden diirfen. Der zweite Term ergibt sich aus der Gradientenentwicklung.
Liegt jedoch keine Inversionssymmetrie vor, so tritt zusétzlich der dritte Term auf: Der
sogenannte Dzyaloshinksky-Moriya Wechselwirkungsterm, der eine Verkippung der magne-
tischen Momente bewirkt, wihrend die symmetrischen Wechselwirkungsterme hier eine par-
allele Ausrichtung der magnetischen Momente energetisch begiinstigen. Die Kombination
von diesen Wechselwirkungen bewirkt, dass bei bestimmten Temperaturen in der Ndhe von
T, und einem #ufBleren Magnetfeld B eine magnetische Ordnung erzeugt wird, die man als
Skyrmionengitter (A-Phase) bezeichnet. Das Skyrmionengitter bildet sich unabhingig von
der Orientierung des Kristalls immer parallel zum dufleren Magnetfeld aus.

Skyrmionen sind nach dem britischen Physiker Tony Skyrme benannt.

Abbildung 1.1: Skyrmionengitter

Als spezielles Beispiel fiir einen Festkorper mit obigen Eigenschaften wird Mangansilizium
(MnSi) betrachtet.
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Je nach Temperatur und duflerem Magnetfeld zeigt MnSi verschiedene magnetische Ord-
nungen. Ohne duBeres Magnetfeld liegt bei T, = 29, 5K ein Ubergang von einem Para- zu
einem Helimagneten vor, in dem die magnetischen Momente wendeltreppenartig dhnlich wie
bei der DNS angeordnet sind.

In der konischen Phase sind die magnetischen Momente wendeltreppenartig mit Kippung in
die entsprechende Richtung des Magnetfeldes angeordnet.
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Abbildung 1.2: Magnetisches Phasendiagramm von MnSi

Bereits 1989 hat der ukrainische Physiker Alexey Bogdanov eine neue magnetische Ordnung
vorhergesagt, die aus einem Gitter von Spinwirbeln besteht, fiir jedoch anisotrope chirale
Magnete.

Heute lésst sich die Existenz von Skyrmionen z.B. mit Neutronenstreuung zeigen.|[1]

Bewegt sich ein Elektron durch ein Skyrmionengitter, so prazediert sein Spin langsam um
die sich langsam #ndernde Richtung des Magnetfeldes. Bleibt sein Spin erhalten, so erhélt
die Wellenfunktion eine zusétzliche Phase: Die Berry-Phase.

Die Berry-Phase wurde 1984 von dem britischen Physiker Michael Berry entdeckt.

In einem konventionellen Magnetfeld verschwindet die Windungszahl pro Einheitszelle und
damit auch die Berry-Phase.

FlieBt ein Strom durch das Skyrmionen-Gitter, wechselwirkt er ab ~ 10%Am =2 mit den
ausgerichteten Spins des Gitters. Dadurch wird das Gitter lokal etwas verschoben und ver-
dreht!, d.h. man kann die Spinausrichtung mittels Strémen manipulieren, was unter dem
Begriff ”spin-torque” bekannt ist.[2][3]

In dieser Bachelorarbeit wird ein Elektron betrachtet, das sich in der xy-Ebene auf einer
Kreisbahn mit Radius R durch ein Magnetfeld bewegt, das adiabatsich verdndert wird.

Zunichst wird die Berry-Phase eines negativen Spin—%—Teilchens in einem adiabatisch &n-
dernden Magnetfeld bestimmt und mit der eingeschlossenen Fliche im Parameterraum ver-
glichen. Anschlieflend betrachtet man das Teilchen mit Masse m, das sich auf einer Kreisbahn
mit Radius R im Magnetfeld bewegt und bestimmt die Eigenenergien des Systems. Mit den

!Siehe hierzu http://www.ph.tum.de/aktuelles/2010/036
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Abbildung 1.3: Topologische Aquivalenz eines Skyrmionengitter zu einem magnetischen
Monopolfeld

daraus resultierenden Ergebnissen wird gezeigt, dass sich das System adiabatisch verhélt,
wenn man das System Teilchen-Magnetfeld grofl genug wéhlt. Als grofies System bezeichnet
man hier ein System, bei dem der Parameter o oc BymR? groB ist.

SchlieBlich wird noch die Streuung des bewegten Spin—%—Teilchen auf der Kreisbahn an einem
Deltapotenzial untersucht, was einer Storstelle im Kristall entspricht. Das Teilchen wird mit
Anfangsspin parallel zum Magnetfeld an dem Deltapotenzial gestreut und die Spinfliprate,
also die Wahrscheinlichkeit berechnet, mit der der Spin nach der Streuung antiparallel zum
B-Feld ausgerichtet ist. Fiir bestimmte Bereiche der Spinfliprate werden N#iherungslosungen
gesucht, die die Spinfliprate asymptotisch beschreiben.






2 Grundlagen

Die folgeden Abschnitte dieses Kapitels konnen genauer in [4],[5] und [6] nachgelesen werden.

2.1 Adiabatensatz

Gegeben ist der Hamiltonoperator H(R) eines Systems, dessen Systemparameter R=R(t)
stetig-differenzierbar von der Zeit t abhéngen. Gleichzeitig seien die Eigenzusténde nicht
entartet sein.

Wegen der Zeitabhéngigkeit der Hamiltonoperators hingen sowohl die Projektionen a,, auf
die Eigenzustinde |, als auch die Eigenzustinde von der Zeit ab. Man macht deswegen
folgenden Ansatz fiir die Zeitentwicklung des Systems

[(8) =D am(®)[$m(1)). (2.1.1)

Der zugehorige Eigenwert zum Eigenzustand |¢,,(t)) wird mit E,,(t) bezeichnet, damit gilt

Da H hermitesch ist, konnen die Eigenzusténde |¢,,) so gewéhlt werden, dass

(Ym|¥n) = Omn. (2.1.2)

Die Eigenzusténde bilden also eine Orthonormalbasis. Den obigen Ansatz (2.1.1) fiir die
Zeitentwicklung des Systems setzt man in die zeitabhéngige Schrédingergleichung

0
ih ) = HIY)

ein.
Die Projektion auf den Zustand (i,,| ergibt wegen (2.1.2)

0 OR
aam(t) + ;<wm|vRW)n>atan(t) _

= B ()t ().
Es werden adiabatische Zusténde betrachtet, d.h. befindet sich das System zur Zeit tg im
Eigenzustand [¢,,(t0)), so soll es sich zur Zeit t im Zustand |¢),,(t)) befinden. Es findet
demnach kein Ubergang in einen anderen Zustand statt, sondern das System entwickelt sich
zeitlich entlang des sich zeitlich &ndernden Eigenzustands |,(t)).

Da der Systemparameter R im Verhéltnis zu den Eigenfrequenzen sehr langsam verdndert
wird, werden die nichtadiabatischen Ubergangselemente als vernachlissigbare Stérung be-
trachtet

<¢m‘vR’¢n>%fan(t) < |am(t)| fiir n # m.

Es ergibt sich folgende Differenzialgleichung fiir die Projektionskoeffizienten a,, (t)

0 OR l

aam&) = _<wm’vR‘wm>§am(t) - ﬁEm(t)am(t)' (2'1'3)
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Trennung der Variablen und anschlieBende Integration fithrt zu

intt) = exp (~3 [ Enld )it ) exp (n(6) amtc)

to
mit
e OR
nlt) = i [ (o Valiom) Gt

to

= i [ WalValv)aR. (2.1.4)

wobei C' der Weg im Parameterraum.

Befindet sich ein System zur Zeit to im Eigenzustand |¢,(t)), dann gilt fiir die Zeitent-
wicklung

6(0) = exp (—5 [ Bn)dt ) exp 26 6 (0).

Die Eigenzustéinde von H(ty) entwickeln sich also abgesehen von einer Phase entlang der
adiabatischen Eigenzustdnde von H ().

E(t)

v

Abbildung 2.1: Befindet sich ein System zur Zeit t=0 in einem bestimmten Energiezustand
und dndert man die Systemparameter adiabatisch, so bleibt das System in

dem sich zeitlich &ndernden Energiezustand. [7]
Nach Annahme ist der Hamiltonoperator nicht entartet, sodass sich die En-

ergieniveaus nicht schneiden.

Die zeitliche Entwicklung eines beliebigen Anfangszustands

[¥(t0)) = _ am(to)|¢m(to))

ist dann gegeben durch

t

5(0) =S antto)exp (~5 [ Enl)dt ) explivDlum (o).
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Fiir die zeitliche Entwicklung von Zustiéinden bei infinitesimaler Anderung der Systempa-
rameter R ist es demnach ausreichend, die von der Zeit abhéngenden Eigenenergien und
Eigenzustéinde des von der Zeit abhidngenden Hamiltonoperators zu berechnen. [4] [5]

2.2 Berry-Phase

Man betrachtet ein System beschrieben durch den Parametervektor R, das sich adiabatisch
entlang eines Weges C im Phasenraum bewegt. Vergleicht man die Phase des System am
Anfangs- und Endpunkt des Weges, so stellt man eine Phasendifferenz fest. Diese setzt sich
aus zwei Teilen zusammen. Zum einen der dynamischen Phase

-t
exp <_;i Em(t')dt/) ,
to

die man auch von zeitunabhingigen Hamiltonoperatoren kennt und einer geometrischen

Phase, die durch (2.1.4)

i /C (Y| V o) AR (2.2.1)

bestimmt ist. Diese héngt nicht von der Zeit ab, die benétigt wird um den Weg zuriickzulegen,
sondern nur von der Geometrie des Weges. Man bezeichnet sie als Berry-Phase ~,, zum Zu-
stand |1, (1)).

Die Berry-Phase ist reell, da (¢,,|V r|t)y,) imaginér ist, denn die Normierbarkeit von [y, )
impliziert

<wm’¢m> =1

und Ableiten ergibt

(VRYm|Ym)+(m|VR[m) =0
= <vam|¢m> + <Vme|1/Jm>* =0.

Die folgenden drei Abschnitte sind inhaltlich sehr nah an [4] gehalten.

2.2.1 Phasenverschiebung entlang nicht geschlossener Kurven

In diesem Abschnitt werden Kurven C im Parameterraum betrachtet, die nicht geschlossen
sind, was dquivalent ist zu

R(tl) = R(tz) = t1 = to.

Fiithrt man eine vektorwertige Funktion A,, ein, so ldsst sich die Phasenverschiebung schrei-
ben als

¢
Y (t) = A, dR,

to
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wobei A, = i({¥m|VR|m). Am bezeichnet man auch als Mead-Berry-Vektorpotenzial.

Ziel ist es zunichst die Phasenverschiebung reiner Zustédnde durch geeignete Eichtransfor-
mationen verschwinden zu lassen.

Betrachtet man eine Transformation der Form

[ (t)) — [ () = exp(iCm (1)) [¥m (1)),
dann gilt fiir das zugehorige Mead-Berry-Vektorpotenzial

A (t) — A3, (t) = (Y5, | VRIYy,)
= i(¢m exp(iCm)|V R|%Vm exp(i(m))
= (Y| VR|Vm) + i exp(—i(m)V R exp(ilm)

= Am(t) = VR(n ().

Die transformierte Phasenverschiebung v/, ist demnach gegeben durch

R(t)
m / — A/
Ym = Vm /R(to) mdR
= ’Ym(t) - gm(t) + Cm(tO)' (2'2'2)

(m(t) kann so gew#hlt werden, dass (p,(tg) = 0.
Berechnet man | (¢)) mit den gestrichenen GréBen anstelle von [t),,), ergibt sich

t

6(0) =exp (5 [ En(tidt ) exp(ir (01t (0)

to

—exp (4 [ Bnlt)dt ) explin' () expliultluim (1)

to
Cm(t) lésst sich so wiihlen, dass 7,,(t) + (n(t) = 2mn
/l: ! / /
=€exXp _ﬁ Em(t )dt W}m(t))
to

Die Berry-Phase ldsst sich folglich durch geeignete Wahl der Eichtransformation lokal wegei-
chen. Da die Transformation aber nicht global ist, erkennt man den geometrischen Charakter
der Berry-Phase.

Fiir nicht geschlossene Wege hat die Berry-Phase lokal keine Bedeutung.[5][6][8]

2.2.2 Phasenverschiebung entlang geschlossener Kurven

In diesem Abschnitt werden Kurven betrachtet, die geschlossen sind. Das bedeutet nach
einer Zeit T gilt

R(to) = R(to +T).
Damit gilt dann auch (single valuedness)

H(to) = H(to+T),
Em(tO) Em(tO + T),
und (¢ (20)) (¥m (o) = [tm(to + 1)) (¢m(to + T)|.
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Demnach muss auch gelten

exp(iCm(to)) = exp(iCm(to +T'))
= Cn(to) = Cuto+T) + 27 n € Z.

d.h. §,,(T) kann nicht mehr frei gewihlt werden, um ~,,(7") wegzueichen.
Mit (2.2.2) folgt fiir die eichtransformierte Berry-Phase

VolT) = § A dR
C
= Ym(T) + 27n.

Man erkennt also, dass sich die Berry-Phase bei geschlossenen Kurven nicht wegeichen
lasst (Eichinvarianz von 7,,). Hier darf die Berry-Phase demnach nicht vernachléssigt wer-
den, sondern muss in ihrem Einfluss auf das Verhalten des quantenmechanischen Systems
beriicksichtigt werden.

Der Winkel ~,,(T) wird Berry-Phasenwinkel genannt.

Unter der Annahme, dass R € R ist, lisst sich das Linienintegral mit dem Stoke’schen Satz
in ein Flachenintegral umschreiben

o =i /C (| V o) AR
i /A Vi X (| V Rltom)da

=i [ (Vo] X [V}
A
wobei A die von C im Parameterraum eingeschlossene Flédche ist.

Ergédnzt man einen Einheitsoperator, ergibt sich

=i 3 [ (Wl Valta) ([T ali) (2:23)

n#Em

Das Kreuzprodukt im Integranten ldsst sich umschreiben, indem man die Schrédingergleichung
fiir die Eigenfunktion |t),,) betrachtet

= (VRH)|[Ym) + HV pltrm) = (VREp)|¥m) + EmVR|tm).

Linksmultiplikation mit (i), | liefert fiir n # m

= (tn|V R|thm) = w'

Einsetzen in (2.2.3) ergibt schliellich fiir die Berry-Phase

_ . <¢m|VRH|wn> X <wn‘VRH|wm> -
Tm = /A,L Z (Em — En)2 da.

(2.2.4)

n#m
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2.2.3 Interpretation der Berry-Phase

Gegeben sei ein Vektorfeld Vm Der Fluss ®,,, des Vektorfeldes Vm durch eine Flache A ist
gegeben durch

o, — / V. da.
A

Definiert man in (2.2.4)

: Ym|VRH|n) X (n|VRH |t
Vm:lz< Vg (|Em>—_<En)|2 rH[Ym)

n#m
so lasst sich die Berry-Phase als ein Fluss von V,, durch die vom Weg C eingeschlossene
Fléche A interpretieren (siche Abbildung (2.2).[9]

Die Berry-Phase kann also auch verschwinden und zwar genau dann, wenn der Fluss ®,,
durch A ein Vielfaches von 27 betréigt, denn dann gilt

exp(ivm) = 1,

d.h. der Phasenfaktor verschwindet. [6]

Abbildung 2.2: Vektorfluss eines Monopolfeldes durch die von C eingeschlossene Fliche auf
der S2-Sphire.[9]

2.2.4 Kriimmung von Kurven

Die Kriimmung ist ein Maf§ fiir die Richtungsdnderung der Kurve auf einem infinitesimal
kleinen Bogenstiick. Bei einer Ebene verschwindet die Kriimmung in jedem Punkt. Allgemein
gilt fiir die Kriilmmung « einer Kurve

Ml
ds?

10
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mit 7 einem Punkt auf der Kurve und s der Bogenliange.
Fiir eine Kugel mit Radius R gilt beispielsweise, wenn man 6 festhilt.

sin @ cos ¢
=R | sinfsiny und s= Rycosf
cos

und damit

1
?-

kK =

Diese Betrachtung geniigt auf Grund der Symmetrie der Kugel.
Die Totalkriimmung einer geschlossenen Kurve C mit ¢(ty) = c(to + T') ist gegeben durch

to+T
/C (s)ds = / w16 | d,

to

Damit entspricht die Totalkriimmung einer Kugel genau dem von dem Weg C ausgespannten
Raumwinkel.[5][8][10]

2.2.5 Nachweis der Berry-Phase

Eine Moglichkeit die Berry-Phase nachzuweisen, liegt darin ein Interferometer zu benutzen.
Dabei wird ein Messstrahl in zwei Teilstrahle aufgespalten. Der eine wird z.B. einem ma-
gnetischen Fluss ausgesetzt und anschlieend mit dem anderen zur Interferenz gebracht. In
Abhéngigkeit der zusétzlichen Phase, die der eine Strahl erhélt, ergibt sich ein entsprechen-
des Interferenzbild.[5]

11






3 Teilchen im Magnetfeld

Zur Vereinfachung der Notation wird im Folgenden bei der Notation die Einheitsmatrix I
weggelassen, sodass % =1 %.
Gegeben sei ein Magnetfeld By(7) mit

Bo(7) = Bon(p,0) = By(sin 0 cos ¢, sin O sin ¢, cos 0) . (3.0.1)

Ein solches Feld beschreibt das Magnetfeld eines magnetischen Monopols im Ursprung des
Koordinatensystems.

3.1 Spin-%-TeiIchen

Betrachtet wird die Wechselwirkung eines negativ geladenen Spin—%—Teilchens mit dem Ma-
gnetfeld By(p(t)) (3.0.1), dessen Parameter ¢ adiabatisch variiert wird. Dadurch verindert
sich die Richtung des Magnetfeldes adiabatisch.

Ziel dieses Unterkapitels ist es, die Berry-Phase zu bestimmen, die das Teilchen erhélt, wenn
das Magnetfeld adiabatisch um eine Periode variiert wird und zu zeigen, dass diese mit der
Hilfte der Fldche, die im Parameterraum eingeschlossen wird, {ibereinstimmt.

Der Hamiltonoperator eines negativen Spin—%—Teﬂchens ist gegeben durch

H = |up|Bod
= ‘:uB|B0ﬁO_:’

wobei |up| das Bohr’sche Magneton und By eine Konstante sind. Es geniigt
H = né
zu betrachten, wobei
G = (0g,0y,02)

mit o; den Paulimatrizen (i € {z,y, z}), da die Eigenenergien von H und H bis auf Sklalie-
rung identisch sind.

3.1.1 Losung des Hamiltonoperators

Die Energieeigenwerte sind gegeben durch

Hy =En.

13
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Zur Berechnung der Eigenenergien ist demnach Eigenwertproblem zu 16sen

cos — E  exp(—ip)sinf b=0
exp(ip)sinf®  —cosf — F N
und damit iiber det(H — E) 20
—cos?0 + E? —sin® 6 =0
= Ei/T ==x1.

Die beiden Eigenenergien entsprechen einer Spinausrichtung parallel bzw. antiparallel zum
duBeren Magnetfeld.
H ist demnach fiir alle 8 nicht entartet.

Die Koeffizienten koénnen durch Ablesen bestimmt

() = cosf =1
W17 \ exp(ip) sin @

und anschlieffend normiert werden, sodass 1=N ﬁ(& B /TW 11D

= Nyjp =/ (@ypldy )
= \/sin2 0 + (cosf £ 1)2
= v/2v/1 =+ cos .

Mit sin® = /1 — cos0y/1 + cosf fiir 6 € [0, 7] ergeben sich die normierten Eigenzustinde
zu

+v/1 =+ cosf/v/2 ) '

W{L/T> = (GXp(iso)\/m/\/i (3.1.1)

Die Eigenzustéinde hidngen nur von ¢ und 6 ab. Der Parameterraum ist deswegen die zwei-
dimensionale S2. [11]

3.1.2 Bestimmung der Berry-Phase

Die Wellenfunktion des negativ geladenen Spin—%—Teilchens erhilt nach adiabatischer Va-

riation des Magnetfeldes By um eine Periode eine zusitzliche Phase Yyt die fiir die reinen
Zustidnde gegeben ist durch

2m
Nt =1 /0 i1l Vel ride. (3.1.2)
Zunéchst muss also V|1 /1) berechnet werden
2 fiun) = s
Oy W1 \dexplio)VI F cos0/v/2)

14
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Einsetzen in (3.1.2) ergibt dann

2
=1 / exp(—ip)V/T T 008 B/v/2i explig) /T T cos 6/+/2dg
:—%%uxaﬁm. (3.1.3)

3.1.3 Vergleich mit der vom Weg eingeschlossenen Flache
Fiir die Fliche auf der Einheitskugel A, die von der Kreisbahn eingeschlossen wird, gilt

A:/ﬂ@@
A

(cos@sin b, sin psin b, cos ) und da der Flichenvektor.

2m
/ / sin 0dfdy

= 27(1 — cosf).

wobei A =

Integriert man von € bis 7, so ergibt sich

2m
T — A = / / sin 0dfdp

= 27(1 + cosb).

Vergleich mit (3.1.3) zeigt, dass
(3.1.4)

A
== und A = -2 .
YL 5 und 4 7T—|—2

Die Berry-Phase 74 stimmt mit der Phase

A
"= 9
iiberein, da exp(—i27) = 1, und somit
A
N =Fy-

Die Fliache A stimmt mit dem von dem Weg C aufgespannten Raumwinkel €2 iiberein. Damit
stimmt die doppelte Berry-Phase mit der Totalkriimmung des Parameterraums iiberein.

Fiir das Vektorfeld V| /4 ergibt sich

Vipp =V XAy,
_n
_:|:2.
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3.2. SPIN-3-TEILCHEN MIT MASSE M KAPITEL 3. TEILCHEN IM MAGNETFELD

Hier betrachtet man A /4(R, ¢, 0) und setzt anschlieend R=1.

V4 ist also radial symmetrisch. Der Fluss von V| ;4 hiingt bei festem Abstand des Weges
vom Ursprung, also nur von der Grofle der Fliche bzw. vom eingeschlossenen Raumwinkel
ab.

Fiir die Berry-Phase gilt dann

= F—. 3.1.5

T3 (3.1.5)

Ubertragen auf das Elektron bedeutet dies, dass 6 nicht notwendigerweise fest sein muss,
sondern auch adiabatisch variiert werden darf. [4][11][12]

3.2 Spin-3-Teilchen mit Masse m
Betrachtet wird ein Spin—%—Teilchen mit Masse m, das sich auf einer Kreisbahn mit Radius
R in der xy-Ebene durch das Monopolfeld By (vgl. (3.0.1)) bewegt. Die Bewegung soll
adiabatisch sein, d.h. das Teilchen bewegt sich mit einer sehr geringen Winkelgeschwindigkeit
¢ im Vergleich zur Eigenfrequenz des Systems.

Abbildung 3.1: Fiir =7 ergibt sich fiir das Elektron obiges zylindersymmetrisches
Magnetfeld.

Dieser Aufbau kann als ein Modell fiir ein Elektron, das sich durch ein Skyrmionengit-
ter bewegt, aufgefasst werden. Durch die Wechselwirkung des Elektronenspins mit den
Spins des Skyrmionengitter éndert sich das Skyrmionengitter langsam, was der adiabati-
schen Anderung des Magnetfeldes entspricht.

Gesucht sind die Eigenwerte und Eigenfunktionen des Hamiltonoperators Hg gegeben durch

Hy(7) = szn + By(MEF it p = —V2

16



KAPITEL 3. TEILCHEN IM MAGNETFELD 3.2. SPIN-3-TEILCHEN MIT MASSE M

Die Bewegung findet in der xy-Ebene statt und somit § = § und R ist fest. Der Nablaope-
rator V reduziert sich deswegen auf

VvV = eg—i—eglg—l—e R
"or R 00 “Rsin® 0y
B 10

» _ (10
=V _<R8<p .

Mit (3.2.1) ergibt sich fiir den Hamiltonoperator

h2 0 2 -
Hy = — il B 5 3.2.1
o = g (5) +lnlBoa (3:2.1
?ol 1o\ : || BomR?
= ol <390> + ano mltoz:T (3.2.2)
=:Ho
R -
- mRQHO'

Im Folgenden wird Hy betrachtet, da sich der Hamiltonoperator Hy nur durch eine Kon-
stante von Hy unterscheidet, sodass die Eigenwerte bis auf einen Faktor identisch sind.

Betrachtet man den Operator p
0 1o
)

P=""%, "%

so erkennt man, dass dieser Rotationen generiert, denn —i% dreht die Wellenfunktion um
die z-Achse, wihrend % den Spin um die z-Achse dreht.

p entspricht der Skalierung des Impulsoperators
0 hos

Da im Weiteren p betrachtet wird, gilt K = Rh~ 'Ky, wobei K die Eigenwerte von p und
K, die von p sind.

Hy und p kommutieren, da

(o8] = (—; (51)1@(@&) (<ige+ %) - it

= 0. (3.2.3)
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3.2. SPIN-3-TEILCHEN MIT MASSE M KAPITEL 3. TEILCHEN IM MAGNETFELD

Hy und p haben also ein gemeinsames Eigenfunktionensystem und man kann statt der Ei-
genfunktionen von Hy auch die Eigenfunktionen von p suchen. Die Eigenfunktionen von H
sind eine Linearkombination der Eigenfunktionen von p. Dieses Vorgehen hat den Vorteil,
dass man nur eine lineare Differenzialgleichung erster Ordnung anstelle einer linearen Dif-
ferenzialgleichung zweiter Ordnung l6sen muss.

Die Kommutativitét von Hy und p bedeutet auch, dass

(W1Bl),
eine Erhaltungsgrofie darstellt.

3.2.1 Losung des Impulsoperators

Zuerst wird also folgende Differenzialgleichung geltst

(—iai + J;) 1) = K4).

Umformen ergibt

ol = i(K=F)w)

- (U )

Die Eigenwerte ergeben sich durch Nullsetzen der Determinante
det |i (K= Z) =2 £ 0

1
Mp=1t|KF=].
= 1/2 Z( :F2>

Damit lassen sich die zugehorigen Eigenfunktionen bestimmen

(K _ 1 0 |
<Z( 0 2) z(K+§)> [V1/2) =A1/2091/2)

1y 1 1 0y 1 1
= = —exp |t | K — = und = exp |t | K+ = 3.24
|¢1) (0> o P [ ( 2) 4 [¥2) (1> o P [ ( 2) w] (3.2.4)
und damit schlieBlich die allgemeine Losung der Differenzialgleichung fiir p

[¥(9)) = crln(p)) + c2ltpa(p))- (3.2.5)

Auf Grund der Symmetrie der Elektronenbahn gelten die periodischen Randbedingungen

[W(p)) = (e +2m)) Vo
=1 =exp [2m’ (K:F ;)}
:>K:n+é n € 7. (3.2.6)

Der skalierte Impuls der Spin-i-Teilchen ist demnach quantisiert und tritt nur in ungeraden

2
Vielfachen von % auf.
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KAPITEL 3. TEILCHEN IM MAGNETFELD 3.2. SPIN-3-TEILCHEN MIT MASSE M

3.2.2 Losung des Hamiltonoperators

Nach (3.2.3) kommutieren p und Hy. 1(¢) ist also auch Eigenfunktion von f{o fiir geeignete
¢;. Die zugehorigen Eigenenergien lassen sich durch Einsetzen von 1(y) in Hy berechnen.

- 19\
Hop(p) = 3 (&p) + and | (c191 + cotd2)
!
L By(p), (3.2.7)
wobei
1(0)? 0 ) sin 8
o — —35 (%> + accos aexp(—iyp) sin

= 2

aexp(ip)sinf —1 (%) — acosb

Dies fiihrt auf folgendes Eigenwertproblem mit den Eigenenergien E

1 1 2 - .
3 (K 2) —fozcos@ E 1 1 o;sm@ <01> _o (3.2.8)
asind §(K+§) —acosh — F C2

Im Weiteren werden zuerst die Energieeigenwerte E bestimmt

0= det (FIO _ EI)

1 1 1\?
_E2+E<—K2—4>+aKcosH—a2+4<K2—4> (3.2.9)
K2+l J(k2+1)? 1 1)
E\ .= 4 4,/ T4 (g2 ) _aK 2
= Bt 5 \/ 1 4< 4> aK cosf + «

K2+ 4 K2
= 5 4j:\/4—aKcosﬁ+a2.

Wenn der Wurzelterm verschwindet, gibt es fiir das zugehorige K fiir fest vorgegebenes E
nur zwei Losungen.

(3.2.10)

Fiir die Darstellung der Energie im Intervall [0,7] geniigt es K>0 zu betrachten, denn

T K241 \/K2 T
E 0. K)= i 00 K (f ) 2
11 (a 5 0,K) 5 g~ ofcos (5 +0)+a

7r
E\j1(a,8, —K) ergibt sich demnach durch Spiegelung von E| /1(«, ¢, K) an der Achse §=3.
Alternativ geniigt es auch das Winkelintervall [0,7] fiir K € Z + % zu betrachten, um alle

moglichen Werte fiir E zu erhalten.
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3.2. SPIN-3-TEILCHEN MIT MASSE M KAPITEL 3. TEILCHEN IM MAGNETFELD

P S N T T T T T S T T
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Abbildung 3.2: Dargestellt ist die Energie E4 gegen 6 fiir K:—g(blau), —%(rot), %(gelb),
2(griin) und o = 1.

Abbildung 3.3: Dargestellt ist die Energie E| gegen 6 fiir K:%(blau), %(rot), %(gelb),
(griin) und o = 100.

Abbildung 3.4: Dargestellt ist die Energie gegen K fiir a=10, §=7F. Man erkennt die
Symmetrie zur Achse K = 0.
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KAPITEL 3. TEILCHEN IM MAGNETFELD 3.2. SPIN-3-TEILCHEN MIT MASSE M

Einsetzen der Energiewerte F| /3 in (3.2.8) und Losen des daraus resultierenden Gleichungs-
systems liefern die unnormierten Eigenzustinde

~ ) .
6¢/T = <f1¢/?> — % (Ki/T — %) 2—1— a(cos@ + sinf) — Ei/T
2t “L(Kyp+ 1)+ a(cosd—sin) + E,

und schliellich die normierten Eigenzustéinde

1 1 _1)2 o) —
. <2 (Kyp —3)" +a(cosb +sind) Ei/T) (3.2.11)

~ 2 .
Nyjp —% (K¢/¢ +3)” +a(cosf —sinf) + E\

mit

Ny =y/Epn + Gy

Mit (3.2.7) ergeben sich dann die vier Eigenzustéinde von Hp, da sowohl E| als auch E;
fiir eine feste Energie E zwei mogliche Werte fiir K liefern, die gegebenenfalls komplex sein
konnen.

Die exakten Losungen fiir die vier Werte von K werden hier einfachheitshalber nicht als
Formel angeben. Sie kénnen jedoch durch Auflgsen von (3.2.9) theoretisch bestimmt werden.

3.2.3 Das System bei fester Energie E

Gibt man dem System eine feste Energie E vor, so erhilt man in Abhéngigkeit der Energie
null, einen, zwei, drei oder vier reelle Werte fiir K. Hierbei muss beachtet werden, dass die
Energie E nicht beliebig gewéhlt werden kann, sondern wegen K = n + % mit n € Z quan-
tisiert ist.

Sowohl F| als auch F; sind nach oben gedffnete ” Parabeln” in Abhéngigkeit von K. Es gibt
also bei beiden einen Scheitelpunkt, der das Minimum £ 3 . von E| /4 darstellt. Liegt die
vorgegebene Energie unter diesem Minimum, so sind die Werte fiir K /4 komplex.

Bereich reelle Losungen
EF < Efmm 0
E=FE_,n 1

3.2.12
E—min < E< E—l—mm 2 ( )
E = E—f—min 3
E-I—min < FE 4

Bei zwei reellen Werten von K ist eine Spinausrichtung parallel zum Feld mit zwei Be-
wegungsrichtungen moglich.

Bei vier reellen Werten von K ist eine Spinausrichtung parallel und antiparallel zum Feld
mit je zwei Bewegungsrichtungen méoglich.

Ein und drei reelle Werte fiir K entsprechen einer Entartung von E| bzw. Ej.

Wegen E\,in > o und Eppp < —a+ % gilt
AE = EJ,min - ETmin

1
> 20 — —
Z el 9’
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3.2. SPIN-3-TEILCHEN MIT MASSE M KAPITEL 3. TEILCHEN IM MAGNETFELD

d.h. der Bereich, in dem zwei reelle Losungen fiir K existieren, wéchst mit grofler werdendem
.
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4 Naherungslosung

In diesem Kapitel werden Niherungslosungen der Eigenenergien des Hamiltonoperators Hy
fiir groBe o gesucht, um mit diesen zu zeigen, dass sich das System fiir grofie « (also R — 00)
adiabatisch verhélt.

4.1 Genaherte Energieniveaus

Fiir o — oo ldsst sich (3.2.10) entwickeln

K?+1 Kcosf  K?
By = e e
K%+ 3 K cos @ 9
= tall- -
2 O‘< 2q Ol )>
1 1 !
=xa+ - || K F s cosb —&—f(l—coszﬁ) . (4.1.1)
2 2 4
Nach (3.2.6) gilt
1
K = -
n+ 5
und damit
1 11 21
Ei/T:ia+§ <n+2:F2cost9> +4(1—cos29)].

Einsetzen von (3.1.3) ergibt

1 MW\
—ta+- ( ——) In 4.1.2
“*3 [ " on ) T ( )

Alternativ hitte man (3.2.10) auch fiir (R — o0) entwickeln, konnen und wére fir R=1
ebenfalls zu dem Ergebnis (4.1.2) gelangt.

4.2 Adiabatischer Ansatz

Betrachtet man einen reinen Zustand 1 (¢g = 0) zur Zeit ¢y und dndert den Systemparameter
©(t) adiabatisch, so ist nach dem Adiabatensatz zu erwarten, dass sich der Zustand |¢(t))
entlang des sich zeitlich &ndernden Eigenzustandes mit einer zusétzlichen Phase entwickelt.
Man macht also folgenden Ansatz

1€1/1(0)) = &y (@)Y 1) (4.2.1)
mit

RGP 1) = £y 1)
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4.2. ADIABATISCHER ANSATZ KAPITEL 4. NAHERUNGSLOSUNG

|9, /1) sind also die sich zeitlich &ndernden Eigenzustéinde von H. ¢ 1/+() beschreibt die
zusétzliche Phase, die sich nach dem Adiabatensatz ergibt.
Den Ansatz (4.2.1) setzt man in Hy ein

- 1/ 0
Hol& () = [—2 (&p) + 0”15] 1€,1(0))
¢ o ¢ 9>
= [ g %/r* - iT/T (5)@) + O‘¢¢/T] |9y /1)-

Linksmultiplikation mit (1, /T| liefert mit Hol, 1) = E|€) /1)

¢//
JRECTEY

Ed == == = dpldinlgs Wm %/H 0.2 Wm) +ag .

17 o [0 (9 52

=3 | "oz P 2Aung, T g ) il g Au —<¢¢/T|W|¢¢/T>i2a s
1
2

0 > (9
[(—ZW—Am) —2<8¢Am> Al = W’m’a QWWHE?@ b1/t

(4.2.2)
Nach (3.1.3) gilt

1
Ay = —5(1 F cosf)

N
2T

und damit

g =0

Nach (3.1.1) ldsst sich
92 1
WW‘W'W” = —5(1 F cos)

berechnen.

Finsetzen in 4.2.2 ergibt

1
(1F2cosf + cos? ) + 5(1 Feost) £2a| ¢4

Py

1 01 2
E¢¢/T_§ [<—2&0+2(1$0089)> —

91 2
<—z&0+2(1$0059)> +

[(—ia - '“) + 74” + 20

(1 — cos? 9) +2a| ¢y p

P

Pyt
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KAPITEL 4. NAHERUNGSLOSUNG 4.2. ADIABATISCHER ANSATZ

Damit ergibt sich das Eigenwertproblem

[13][12]

Wegen der Periodizitit der Eigenfunktionen £ /4 beziiglich 2 macht man den Ansatz
éy/1(0) = Cexp(iny) neZ,CeC.

Diesen setzt man in (4.2.3) ein

1 .0 M /1 NN
= E¢/n =3 [( - (n—7>+ + 20| ¢y 1

_Z% 27 27 42
1 ViAm 72/ LY
= B¢ p== - |[n2—2 4 YT LTy
==y [(" o T am2 ) T ame T2 O
1 T\ um
Damit ergibt sich eine Formel fiir die Eigenenergien
Bt (n—M)2+w +a (4.2.4)
M 21 4 ‘ -

Vergleicht man die Formel (4.2.4) mit (4.1.2), so stellt man fest, dass beide identisch sind.
Es ldsst sich demnach schlussfolgern, dass sich das System, in dem a und E beliebig grof3
werden, adiabatisch verhélt.
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5 Deltapotenzialstorung

Im Folgenden wird der Hamiltonoperator Hy durch ein Deltapotenzial gestort. Diese Storung
entspricht einer Storstelle im Skyrmion, an der der Spin des Elektrons streut. Anschliellich
berechnet man die Spinfliprate, also die Wahrscheinlichkeit, mit der der Spin bei der Streu-

ung flipt.

Fiir a bzw. R — oo erwartet man Spinerhaltung und demnach ein adiabatisches Verhalten

des Systems.

Der gestorte Hamiltonoperator ist dann gegeben durch

Hy = Ho+ Voo (R(p — ))

K2 ~ . mR
H,y
R
= H = mRQHl.

5.1 Anschlussbedingungen

Untersucht werden die Bedingungen fiir die Lésungen 1 von Hj.
Zu l6sen ist

ﬁm = En.

Wegen der 27-Periodizitdt von 1 muss gelten

1(0) =n(2m)
1'(0) =n(2)

und wegen der Stetigkeit von 7
(7)) =n(r")

(5.0.1)

(5.1.1)

(5.1.4)

Da das Deltapotenzial unendlich hoch ist, ergibt sich ein Sprung der ersten Ableitung 7’ an

der Stelle 7, dessen Wert zunichst berechnet wird.
Auflésen von (5.1.1) nach der zweiten Ableitung nach ¢ ergibt

5 \2
((‘3@) n=—2(and + Vyd(p —m) + E)n.

Intergration iiber eine e-Umgebung um = fithrt zu

T+e€

n'(m+e€) —n'(r—e) :—2/ (and + Vod(p — ) + E) ndp

T—E€
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5.2. STREUUNG EINES REINEN ZUSTANDS KAPITEL 5. DELTAPOTENZIALSTORUNG

Fiir e —0 ergibt sich wegen der Stetigkeit von andn und En

' (7 h) =0 (77) = — 2Von(n). (5.1.5)
[14]

5.2 Streuung eines reinen Zustands

In diesem Abschnitt wird ein negativ geladenes Spin—%—Teilchen in einer Dimension betrach-
tet, das an einem Deltapotenzial streut. Dabei nimmt man an, dass das Teilchen vor der
Streuung im Zustand 4 (nqg, + %) =: 1), ist, d.h. es bewegt sich entlang grofier werdendem
. Die periodischen Randbedingungen werden vernachlassigt, weil die Koeffiezienten der
gestreuten Welle bereits durch die Anschlussbedingungen eindeutig bestimmt sind.

Man macht also folgenden Ansatz fiir die Wellenfunktion

e tanpptappy e <
n(e) = .
aTr¢Tr + air‘wl,r p>m

Mit der Stetigkeit von 7 (5.1.4) und dem Sprung von 1’ (5.1.5) an der Stelle 7 ergibt sich
dann das lineare Gleichungssystem fiir den Koeffizientenvektor @ = (a 1rs QUL Qr aﬂ)T der
gestreuten Welle

Ma = b, (5.2.1)
wobei
7%{ Citr
M= | b= “2tr
T?Lg; ’ Cnri’l’LTr
my cpri(nyy + 1)
mit
(—1)””7HMC\L7~ (—1)”¢T*”Trcur(m¢r + 2V)
iy = | DT e ity = — (=) e ing
Citr ’ Citr (ZnTr + 2V) ’
_(_1)nTl—nTrclTl _(_1)nTl—nTTclTﬂ-nTl
(1) ey, (1) iy +1) £ 2V]
iy = —(—1)”“771“62“ ‘ Ty = _(_1)nuinMCQlli(nil + 1)
Cotr Cotr [i(nTT +1)+2V]
_(—1)nTl_nTrCQTl —(—1)”Tl_nT*CQTli(nﬂ + 1)

Zur Vereinfachung der Notation wird ¢y}, := ¢1,(K|,) = c1y(n), + %) usw. gesetzt.

Einfachheitshalber benutzt man hier nicht die Koeffizienten aus (3.2.11), sondern

(Cu/T) _
€2/t

K? |
;(—Kg”—acosﬁ)i %/T—KWWNOSQ‘FOF /(asinf)

9
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KAPITEL 5. DELTAPOTENZIALSTORUNG 5.3. BERECHNUNG DER SPINFLIPRATE

da hier ¢y /4 unabhéngig von n /4 sind.

Fiir 6=0, was einer ferromagnetischen Struktur entspricht, erhélt man die allgemeine Losung
des Gleichungssystems

0

0
a0 =0)= Npr =N
Ngp—ngp—2tV
2i(—1)"tr "My
N —nqp—21V

mit den n4/,;, die sich als Losung von (3.2.10) ergeben.

Es findet also kein Spinflip statt. Das Teilchen behélt seinen Spin und kann lediglich trans-
mittiert oder reflektiert werden.

Man erkennt, dass fiir eine feste Energie E und V' — oo, also fiir ein beliebig grofies Poten-
zial, die dritte Komponente von @ verschwindet und die vierte gegen eins geht. Das Teilchen
wird bei einem beliebig groflen Potenzial demnach mit einer Wahrscheinlichkeit von eins
reflektiert.

Entwickelt man die Losung des Gleichungssystems fiir beliebig grofies a bzw. R, so erhilt
man

(o — o0) — a8 = 0).

In Ubereinstimmung mit Kapitel 4 verhilt sich das System fiir groBe o adiabatisch. W&hlt
man o und damit bei festem Magnetfeld By den Radius R beliebig gro8, so wird Vo=R™!
beliebig klein. Das Magnetfeld néhert sich dabei immer mehr einer ferromagnetischen Struk-
tur an.

5.3 Berechnung der Spinfliprate

Gesucht ist die exakte Spinfliprate I'sp fiir die Streuung des Zustands vy,

mit jo: dem spingeflipten aus- und j;, dem einlaufenden Strom.
Allgemein ist der Strom einer Wellenfunktion 1 gegeben durch

J P*VY — (Vy*) ¢l (5.3.1)

o
O_Qmi

Um die richtigen Einheiten zu erhalten, wird auch jo mit einem Faktor nf; skaliert. Die

Vorfaktoren sind hier jedoch zweitrangig, da sie sich bei I'gr ohnehin herauskiirzen.

Eine Eigenfunktion vy /,,.,; von Hy zur Energie E erzeugt demnach den Strom

. R2
dtpient = oz leveeplrasiep + ezl (e + 1))
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5.3. BERECHNUNG DER SPINFLIPRATE KAPITEL 5. DELTAPOTENZIALSTORUNG

Das Gleichungssystem (5.2.1) ldsst sich allgemein fiir beliebige o, 6, V und E 16sen und die
Spinfliprate berechnen. Der Einfachheit halber wird auf die Darstellung der Formel fiir die
Spinfliprate verzichtet. Auf den vorigen beiden Seiten ist sie grafisch dargestellt, wobei in
jeder Abbildung immer nur ein Parameter variiert wird.

In den folgenden Unterkapiteln wird nach Naherungslésungen fiir die Spinfliprate in be-
stimmten Bereichen gesucht, die zunéchst in den skalierten Einheiten betrachtet werden
und anschlielend reskaliert werden.

Fiir die Ndherungslosungen benétigt man jedoch die Abhéingkeiten von R, die gegeben sind
durch

VxR
E x R?

nx R

Die Proportionalitéit von o zu R héngt davon ab, wie man die Abhéngigkeit von By wéhlt.

5.3.1 Naherung fiir Vo — 0

Im Weiteren wird untersucht, wie sich die Spinfliprate verhélt, wenn man V¢ des Magnet-
feldes beliebig klein macht und die iibrigen Parameter fest vorgibt. In dem hier betrachteten
System gilt (V) ~!=R. Dies ist dquivalent zu dem Fall, dass ot — oo. Man entwickelt also
die Spinfliprate fiir grofle R, indem man den Strom und die Komponenten der gestreuten
Wellenfunktion getrennt fiir grofle R entwickelt. Entwickelt man die Komponenten @ der
gestreuten Wellenfunktion in erster Ordnung, so geniigt es, den Strom in nullter Ordnung
zu betrachten.

Jyrt _ Myrpr sin® §

Jtept Trjrcos? §

wobei n /. in diesem Bereich in nullter Ordnung, also als ferrromagnetisch betrachtet
werden darf. Das ist hier erlaubt, weil sich das System fiir grofie R verhilt als lége eine fer-
romagnetische Struktur vor. Zusétzlich darf n /y,.; = K| 1,/ benutzt werden, da a beliebig
grof ist.

nw/l = :l:\/ 2(E — Oé)
nTr/l = :t\/ 2(E + Oé)

Damit ergibt sich schliefflich eine gendherte Spinfliprate Fé -

. V2RE+VHVE-aVE+a
Sp = sin® 6. (5.3.2)
202(4E? + 4EV?2 + V4 — 40?)

In Abbildung (5.7) erkennt man, dass die Spinfliprate fiir kleine Streupotenziale ansteigt,
bevor sie gegen null geht. Je kleiner das Streupotenzial im Vergleich zu E gewéhlt wird,
desto stérker ist der Anstieg. Dieses Verhalten tritt ebenfalls bei der exakten Spinfliprate
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Abbildung 5.1: Dargestellt ist Energie gegen n zur Verdeutlichung der Notation n 4,/ bei
fest vorgegebem F.

Fsp
0.025
0.020
0.015
0.010

0.005

Abbildung 5.2: Dargestellt ist die Spinfliprate I'sp gegen 6 fir «
10(rot), 100(gelb) und E = 102.

100, V' =5(blau),

0

Fsp
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!
1
II
1 1
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III
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0.04 P \
\
\ \
\ \
\ X
0.0z - \ \~._
~— h ~—
s ——
20 40

—== a@
60 &0

Abbildung 5.3: Dargestellt ist die Spinfliprate I'sp fiir 6

Z, V. = 3(blau), 10(rot),
100(gelb) und E = 102.
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0.06

004

0.02 |

1 1 1 L g

200 300 400 500

Abbildung 5.4: Dargestellt ist die Spinfliprate I'sp gegen E fiir « = 20(blau), 50(rot),
100(gelb), 6 = § und V = 10.
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Abbildung 5.5: Dargestellt ist die Spinfliprate I'sp gegen E fir @ =20(blau), 50(rot),
100(gelb), 6 = 5 und V = 10.

0.020 |
0.010

0.005

0.002 F —

0.001

500 1000 5000 x 10% 5 x 10% 10%

Abbildung 5.6: Dargestellt ist log(I'sr) gegen log(E) fiir o =50(blau), 100(rot), 120(gelb),
0 = 5 und V = 10. Fiir grofie F gilt demnach F oc E™.
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auf. Um dieses Verhalten zu verstehen, betrachtet man F}g r im Bereich a = F. Fiir £ > V2
gilt dann

2
VR2EVE—ovE+a ¢in29  fiiyr F — o < V2

F}S’F(O‘ ~ E) ~ , 2024 EV?2
v 225 5 (%Efavg tosin29 fiir £ — o > V?

VLA sin2g  fir BE—a < V2
sin?@ fir B —a > V?

~
~

v
V2 E—aa3/2

5.3.2 Niherung fiir 1 < o < VE

Es wird der Bereich
h2 (V)2 h2 (V)2
Vo) o \up|Bo < \/EOM (5.3.3)
2m 2m

im Ausgangssystem betrachtet. Dies bedeutet im skalierten System
l<a< VE

Damit (5.3.3) fiir grofies R immer erfiillt ist, wiihlt man By oc R~3/2 und dementsprechend
o x RY2. Fiir R — oo befindet man sich in einem Bereich sehr schwacher magnetischer
Felder.

Zunichst lassen sich die Strome fiir diesen Bereich um R — oo entwickeln.

2ny, + a?(1 — cos 26)

T =murk+ 2n,
.
2 3
» :_4(n¢lCOt9)R3/2+ ny B2
Ju asin 6 a2 sin? 6
4(n2 cot 6 n3
o = _ Ay, c0t0) ap M pa

asinf a2 sin? 6

Dies Strome jj; und jp, stimmen in dieser Néherung formal iiberein. Sie unterscheiden
sich jedoch iber n|; und n4, und damit {iber die Abhéngigkeit der Energie der ein- bzw.
auslaufenden Teilchen.

Fiir die Entwicklung der Werte fiir n = K — % startet man erneut bei der Gleichung (3.2.10),
die in fithrender Ordnung von R gegeben ist durch

1
E? - K?’E? + ZK4 =0
= K = +V2E.

mit dem Ansatz
K =4+V2F + 0K

erhélt man dann schlielich fiir R=1, also in reskalierten Einheiten

acosf
n =Fl+V2F +
b= oY

acosf

nTr/l:ilﬂ:\/Q — \/ﬁ
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s warl

10000 -
8000
G000 |

4000 | Y

2000 4
1 1 1 o |___

@
20000 40 000 60000 80000 100000

Abbildung 5.7: Dargestellt ist I' - a? gegen o fiir = Z, V = 50(blau), 200(rot), 300(gelb)
und £ = 100000.
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Abbildung 5.8: Dargestellt ist Igp(blau) und I'yp(rot) gegen « fiir §=%, V=100, E=100.
Sie liegen fiir grofle a nahezu iibereinander.
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Abbildung 5.9: Man erkennt deutlich die Abweichung der asymptotischen Loésung (rot) von
der exakten Spinfliprate (blau) fiir =%, V=1, E=1000.
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Fiir die Entwicklung der Koeffizienten @ der gestreuten Wellenfunktion entwickelt man
zunéchst b und M in erster Ordnung in R um oo und erhélt schlieflich nach einsetzen
in die Formel fiir die Spinfliprate, wenn man nur den konstanten Term fiir R=1 angibt.

V2

Tip =5
SET op 4 v2

(5.3.4)

in skalierten Einheiten.

5.3.3 Ubergang der Niherungen

Es stellt sich die Frage, wann die beiden asymptotischen Losungen der Spinfliprate in ein-
ander iibergehen. Dazu sucht man den Schnittpunkt der beiden Ndherungen

V2 V2QE+VOVE—avE+a .,
25+ V2~ 202(4E2 4 4BV Vi da2) !
_VXQE+VYE

" 202(2E + V2)?

sin? 6.

Fiir ein kleines « ergibt sich

E
= a=\/ ) sin 6. (5.3.5)

5.3.4 Reskalierung der Ergebnisse

Zunichst werden die Ergebnisse mit

m|pp| o
2 R°B
m 2
E_ﬁREO
m
V—ﬁVoR

in die GroBen des Ausgangssystems iibersetzt, wobei R = (V)L
Damit ergibt sich fiir die Naherungsfunktionen (5.3.2) und (5.3.4) fiir fest vorgegebenes Ej,
Vo und R — oo.

. V&(2Eo+ BV Eo — |luslBoy/Eo + |up|Bosin® 0
T |upPBRME] + A Ey + Vi + |upl?B3)
F%F = %Vi 2
2Eo + BV

(Vg)?
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0.0002

0 2 4 G 8 10 12 14

Abbildung 5.10: Dargestellt ist I'sp (blau) und I'}p(rot) gegen « fiir =%, V=1, E=1000.
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Abbildung 5.11: Dargestellt ist Isp (blau), T'ip(rot) und T'%p(gelb) gegen o fiir =%,
V=1, E=1000.

0.001 F

-3

4 Jngl @)
50 100 500 1000 50040 = 10

Abbildung 5.12: Dargestellt ist die log(T'sp) (blau), log(T'§ ) (rot) und log(I'4)(rot) gegen
log(a) fiir =%, V=7, E=100%.
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F%F stimmt mit dem Reflexionskoeffizienten eines spinlosen Teilchens in einer Dimension
iiberein.

F?g p ist vollig unabhéingig vom Winkel 6. Zu erwarten ist jedoch, dass fiir =0 und 0 = 5
die Spinfliprate 0 wird, weil eine ferromagnetische Struktur vorliegt. Dennoch stellt die For-
mel keinen Widerspruch zu den Erwartungen dar, denn die Félle fiir Winkel um 0 und 5
liegen auBerhalb ihres Giiltigkeitsbereichs.

Als Schnittpunkt in den Einheiten des urspriinglichen Systems gilt

2 2
|up|Bo = th(2v90) sin 6.

Mit diesen Ergebnissen lisst sich die Spinfliprate fiir die GroBlen des Ausgangssystems be-
rechnen.
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6 Zusammenfassung der Ergebnisse und
Ausblick

In dieser Bachelorarbeit wurde ein Elektron betrachtet, das sich durch ein Magnetfeld be-
wegt.

Die Berry-Phase, die ein Spin—%—Teilchen erhilt, wenn das umgebende Magnetfeld adiaba-
tisch um eine Periode variiert wird, wurde berechnet. Damit konnte gezeigt werden, dass die
eingeschlossene Fliache im Parameterraum mit der doppelten Berry-Phase {ibereinstimmt.
Unter Verwendung dieses Ergebnisses wurde gezeigt, dass sich das System Magnetfeld-
Teilchen fiir groe Radien der Kreisbahn adiabatisch verhilt, also keine Uberginge zwischen
Energieniveaus stattfinden. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass sich das Magnetfeld fiir be-
liebig grofles R einer ferromagnetischen Struktur annéhert.

Obiges Modell wurde durch Einfithrung eines Streupotenzials, das einer Storstelle im Skyr-
mionengitter entspricht, erweitert und damit die Spinfliprate eines Teilchens berechnet, das
mit Spin parallel zum Magnetfeld, auf die Storstelle trifft. Der Einfachheitshalber wurde die
exakte Formel fiir die Spinfliprate nicht angegeben, sondern nur Naherungen fiir die zwei
Bereiche berechnet, wobei Vg und Fy fest vorgegeben und R — oo

1. By fest

12(Vp)? 2 (V)2
2. OVer « |up|By < \/ Eo™=2l

Es bietet sich also an noch weitere Bereiche zu suchen, in denen sich die Spinfliprate asym-
ptotisch ndhern liasst. In dem System gibt es verschiedene Ausdriicke fiir Energien, die
unterschiedlich mit R skalieren, nédmlich

h2 2
(Vo) o~ R2
2m

2 2
Eo (Vo) o R1

2m

sowie Fp. Je nachdem wie man die Abhéngigkeit von R bei |Bp wihlt, lassen sich noch
unterschiedliche Bereiche asymptotisch ndhern, z.B.

R (Vp)?

\uB|Bo =~ 1/ Eo 5
m

und damit im skalierten System

a~VE

wobei By o« R™1.
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