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Zusammenfassung

Unser Ziel in der folgenden Arbeit ist es, eindimensionale Streuprozesse zweier Teilchen in einem
periodisch getriebenen System zu untersuchen. Dieses ist ein rdumlich versetztes periodisches Po-
tential, wie es zum Beispiel durch Uberlagerung zweier stehender Laserwellen mit A\; = 2\, reali-
siert werden kann. In solchen periodisch zeitabhingigen Systemen gilt die Energieerhaltung nur
noch modulo der treibenden Frequenz. Zunéchst gilt es sich mit der Beschreibung von Teilchen
in solchen Systemen vertraut zu machen, vor allem mit der Struktur des Floquet-Formalismus.
Dann werden wir das eigentliche Streuproblem mit Hilfe eines entsprechenden Streuansatzes
16sen und stellen fest, dass es propagierende und exponentiell abfallende Losungen geben kann.
Um tatséchlich Werte fiir bestimmte Parametersétze auszuwerten, ist es notwendig mit Hilfe
von mathematica einen Algorithmus zur numerischen Losung des Streuproblems zu schrei-
ben. Anschlieend schauen wir uns fiir den Fall, dass beide Teilchen gleiche Parameter haben,
an, wie sich die Streuanteile der propagierenden Kanéle mit Variation der Wechselwirkungs-
starke verhalten. Dabei werden wir auf Resonanzen stoflen, die auf quasigebundene Zusténde
im Floquetraum zuriickzufithren sind. Auflerdem sind die Streuanteile der Kanile, in denen
die Energie nicht erhalten ist, stark unterdriickt. Fiir den Fall doublon-holon betrachten wir,
fiir welche einlaufenden Impulse es iiberhaupt moglich ist, in Kanéle mit gednderter Energie
zu streuen und werden die Anteile dieser inelastischen Prozesse als Funktion der einlaufenden

Impulse darstellen.
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1. Einleitung

1.1. Motivation

Fine lange Zeit nach Entwicklung der Quantenmechanik vor ungefihr 100 Jahren war man grof3-
tenteils bemiiht in der Natur vorkommende Quantensysteme zu beschreiben und nachzuvollzie-
hen. Mit dem technischen Fortschritt und einhergehender Realisierungsmoglichkeit verschiedener
Experimente wuchs das Interesse an kiinstlichen Quantensystemen. Statt reiner Beschreibung
der Natur geht es heute vielmehr darum, eigene Systeme zu entwickeln und zu untersuchen, mit
dem Ziel theoretische Modelle zu iiberpriifen oder der direkten Anwendung, wie zum Beispiel
dem berithmten "Quantencomputer”. Eine vielversprechende Richtung sind dabei ultrakalte Gase
in optischen Gittern, mit denen sich verschiedenste Systeme simulieren lassen. Der grofie Vorteil
dabei ist die einfache Zugénglichkeit und hohe Variationsmoglichkeit der Parameter. Eine wei-
tere Moglichkeit besteht darin, diese Parameter eines solchen Systems periodisch in der Zeit zu
variieren [1-3]. Aktuell werden auch verstiarkt Wechselwirkungseffekte in periodisch getriebenen
Systemen untersucht [4-6]. In diesem Bereich ist auch die vorliegende Arbeit angesiedelt; darin
untersuchen wir die eindimensionale Streuung zweier Teilchen in einem periodisch getriebenen
Potential. Wir beginnen mit der Beschreibung eines einzelnen Teilchens in einem zeitlich sta-
tiondren und rdumlich periodisch versetzten Potential, gehen {iber zum Zweiteilchensystem und
l6sen das zeitunabhéngige Streuproblem. Schliellich untersuchen wir das zeitabhéingige System

mit Hilfe des Floquet-Formalismus.

1.2. Grundlagen der Festkorperphysik

Wir werden kurz die thematisch relevanten Grundlagen der Festkorperphysik wiederholen. Diese
wurden mit Hilfe von [7] und [8] erarbeitet. Im Drude-Sommerfeld-Modell des freien Elektronen-
gases werden die Elektronen im Kristallgitter als frei angenommen, was bedeutet, dass sie nicht
miteinander wechselwirken und kein Potential der Atomriimpfe erfahren. Sie werden dement-
sprechend durch die freie Schréodingergleichung
n_,
E = —— 1.1

Y(r) =~ V2(r) (L1)

beschrieben, dessen Losungen ebene Wellen e™* sind mit Ortskoordinate r und Wellenvektor k

und dessen Dispersionsrelationen durch E(k) = % gegeben sind.

Im Blochschen Modell nehmen wir zusétzlich ein raumlich periodisches Potential V(r) = V(r +



1. Einleitung

R) an, wobei R ein Gittervektor ist. Die Losungen der Schrodingergleichung mit Potential

h2
EY(r) = [—VQ + V(r)] P(r) (1.2)

2m

sind gegeben durch die sogenannten Bloch-Wellen
Ui(r) = upee’™ (1.3)

wobei uk(r) = uk(r + R) gitterperiodisch ist. Fiir die Bloch-Wellen gilt ¢k nc(r) = ¢¥k(r), wo-
bei n € Z und G ein reziproker Gittervektor ist. Das bedeutet einerseits, dass man sich immer
auf k aus der 1. Brillouin-Zone [—7, 7] mit Gitterkonstante a beschrdnken kann, andererseits
gilt Impulserhaltung nur noch bis auf Addition von nG. Auflerdem folgt fiir die Dispersionsre-
lation eine Bandstruktur E, (k) mit getrennten Energiebdndern, die wiederum invariant unter
Verschiebung um reziproke Gittervektoren sind [7, S.341-345].

In der tight-binding Ndherung gehen wir davon aus, dass die kinetische Energie der Elektronen
viel kleiner ist als das Potential. Sie sind also jeweils stark am Ort der Atomriimpfe lokalisiert.

Um solche Zustande zu beschreiben bedient man sich der Wannier-Zustiande
1 LR
wnj(r = Rj) = > e M Righ(r) (1.4)
k

wobei j = 1,.., N die Einheitszellen des Kristallgitters nummeriert und v, (r) eine Bloch-Welle
ist. Diese Wannier-Zustéande bilden fir ein Band n eine orthonormale Basis und sind im Ortsraum

nur am jeweiligen Gitterplatz stark lokalisiert.

1.3. Ultrakalte Quantengase in optischen Gittern

Kihlt man ein System soweit ab, dass die de Broglie Wellenlédnge der Atome in der Gréflenord-
nung des mittleren Abstands liegt, machen sich die Quanteneigenschaften bemerkbar und im
Falle von Bosonen kann ein makroskopischer Quantenzustand erreicht werden, bei dem sich der
Grofiteil aller Teilchen im niedrigsten Energiezustand befindet. Dieses sogennante Bose-Einstein-
Kondensat wurde von den Namensgebern theoretisch vorhergesagt und 1995 experimentell rea-
lisiert [9], was 2001 mit dem Nobelpreis geehrt wurde.

Optische Gitter bieten eine sehr gute Moglichkeit das periodische Potential eines Festkorpers
zu simulieren, wéhrend die Parameter wie zum Beispiel Gitterkonstante, Potentialh6he und
deren zeitliche Abhingigkeiten komplett variabel bleiben. Dies kann experimentell ausgenutzt
werden, zum Beispiel zur Untersuchung von gerichtetem Teilchenstrom in sogennanten Quantum
Ratchets [3] oder Quantum Pumps [10]. Realisiert werden optische Gitter durch Interferenz von
gegenliufig stehenden Laserwellen. Ultrakalte Gase bestehend aus neutralen Atomen kénnen
in so ein Gitter eingesetzt werden. Dabei induziert das elektrische Feld E(r) des Lasers ein
Dipolmoment d im Atom, dass wiederum mit dem elektrischen Feld wechselwirkt und zu einem
bindenden Potential fithrt [11] V(r) = —d - E(r), was in einer Dimension zu der Form V(x) =

Vosin? (kpaserx) fiihrt.
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1.4. Bose-Hubbard Modell

Beschreiben wir solche Systeme in der tight-binding N&herung, gehen wir jeweils von stark
lokalisierten Wannierzustdnden an den jeweiligen Gitterpléatzen m aus. Die Energien der Teilchen
sind viel kleiner als die Hohe der Potentialtopfe, sodass die Wellenfunktionen nur noch auf den
néichsten benachbarten Gitterplidtzen m — 1 und m + 1 nicht verschwindende Werte annimmt.
Wir kénnen dann von einer kontinuierlichen zu einer diskreten Beschreibung iibergehen, sodass
ein verdiinntes Gas kalter Bosonen in einem optisches Gitter durch das Bose-Hubbbard Modell

mit Hamiltonian [12]

R U .
Hpy =—-J Z blbj+2%ﬁi+2§i:ﬁi(m—1) (1.5)

<ig> i

beschrieben werden kann. Eine Herleitung findet sich zum Beispiel in [13]. Dabei sind BI,EZ
die bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren am Gitterplatz ¢ und n; = bzbi der
entsprechende Besetzungszahloperator. Der erste Term beschreibt die Summe der kinetischen
Energie beim Wechsel von Gitterplatz ¢ nach j charakterisiert durch Energie J, der zweite
Term die Summe der potentiellen Energie jeweils gegeben durch Potential V; und der letzte
Term die Wechselwirkung beschrieben durch Wechselwirkungsenergie U. In [14] ist gezeigt, dass
sich im Fall eines verdiinnten Gases kalter Bosonen mit Hilfe der Molekularfeldndherung das

zeitabhéngige Bose-Hubbard Modell schreiben ldsst als:

iOphy = —J (Vi1 + 1) + Viby + Uley| b (1.6)

wobei 1; komplexe Wellenfunktionen sind. Auflerdem setzten wir hier und im Folgenden h =

a=1.

1.5. Floquet Theorie

Die Darstellungen in diesem Kapitel richten sich nach [15]. Die Floquet Theorie beruht auf einem
mathematischen Satz [16, S.178] von Gaston Floquet (1847-1920), welcher auch die Grundlage
fir das Blochtheorem ist, dass die Losungen in einem raumlich periodischen Potential angibt; die
oben genannten Bloch-Wellen (1.3). Die Floquet Theorie wird es uns ermdglichen ein periodi-
sches zeitabhéngiges Problem auf ein zeitunabhéngiges Eigenwertproblem abzubilden, fir dessen
Loésung wir dann bekannte Verfahren einsetzen kénnen. Wir betrachten ein Potential, dass peri-
odisch in der Zeit ist. Der Hamiltonian eines solchen Systems ist von der Form H(t) = H(t+7T),
wobei T' die Periodendauer ist. Die Kernaussage ist, dass die Losungen der zeitabhégigen Schro-
dingergleichung i0;|¢(t)) = H(t)]1)(t))von der Form sind

[$a(t)) = e I¢a(t)), (1.7)
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wobeli fiir die sogenannten Floquetzusténde gilt: |¢po(t +71')) = |pa(t)). Setzen wir diesen Ansatz

ein, erhalten wir:

€alPa(t)) = (H(t) = i0:)|¢a(t)) (1.8)

Mit dem sogenannten Floquet Hamiltonian Hp = H(t) — i0; konnen wir die Floquetzustinde

|pa(t)) als Losungen der floquetartigen Schrodingergleichung zu den Quasienergien ¢, auffassen:

HF|¢a<t)> :5a’¢o¢(t>> (19)

Fiir ein gegebenes Paar (¢4 , |¢a(t))) existiert eine unendliche Menge dquivalenter Paare {(g4 +
nQ , ™o (t)))nez mit Q@ = 2&, die zur selben Lésung [1ha(t)) = e~ !|¢(t)) fithren. Das
heiflt, dass jedes Energieband einer Klasse von Losungen, charakterisiert durch den Index «, in
eine sogenannte Floquet-Zone der Breite (2 abgebildet werden kann. In solchen Systemen gilt
die Energieerhaltung nur modulo 2. Auflerdem koénnen wir die Floquetzustdnde fouriertransfor-

mieren:

|6a(t)) = D €™ |¢an) (1.10)

nez

Der Zeitentwicklungsoperator lautet in der Basis der Floquetzustande
Ut) = e pa(t))(da(t)| (1.11)
«

und die Zeitentwicklung eines beliebigen Anfangszustands |¢(t = 0)) lésst sich somit schreiben

als:

W) =D > (dalt =0)[(t = 0))e e |dq,p) (1.12)

neZ a€l.FZ

10



2. Zeitunabhadngiges System

2.1. Einteilchensystem

2.1.1. Periodisches Potential

Um die grundlegenden Ideen und Konzepte der eindimensionalen Streuung zweier Teilchen in
periodisch getriebenen Systeme kennenzulernen, lohnt es sich, zunéchst nur ein einzelnes Teil-
chen zu studieren. Dabei erfahren wir bereits viel iiber die Eigenschaften und Symmetrien des
Systems, die schlieflich bei der Beschreibung des Zweiteilchensystems erneut auftauchen werden.
Wir betrachten also ein Teilchen in einem eindimensionalen periodischen Potential, das an den
Gitterplédtzen jeweils den Wert V' annimmt (siehe Abb.2.1).

m+ 1 m + 2

Abbildung 2.1. Ein Teilchen im periodischen Potential im Zustand ,,

Wie in der Einleitung 1.4 erldutert, machen wir die Annahme, dass die Energie des Teilchens
viel kleiner ist als die Hohe der Potentialtopfe und dass die zugehorige Wellenfunktion (x) so
stark an einem Gitterplatz m lokalisiert ist, dass sie nur noch auf den néchsten benachbarten
Gitterpldtzen m — 1 und m + 1 nicht verschwindende Werte annimmt. Wir gehen dann von
einer kontinuierlichen zu einer diskreten Beschreibung iiber, d.h. ¢ (z) — %, mit m € Z (siehe
Abb. 2.1) und der Hamiltonian dieses Einteilchenproblems ohne Wechselwirkung lisst sich wie

in (1.6) schreiben als
Hpp, = _J(wm—l + w’mﬁ-l) + Vb <21)

und ist der Ausgangspunkt fir die weiteren Betrachtungen. Die kinetische Energie entspricht
dem "Hiipfen” des Teilchens zu den benachbarten Gitterpldtzen und wird durch den sogenannten

Hiipfparameter J charakterisiert. Die potentielle Energie ist durch das jeweilige Potential V' am

11



2. Zeitunabhéngiges System

Ort m gegeben. Der Hamiltonian nimmt im Ortsraum also die folgende Form an:

-J V. —J 0 0
H= 0 -J V —J 0 (2.2)
0 0 —-J V —J

Zwei benachbarte Gitterpliatze an denen jeweils das Potential V' vorliegt sind durch die Nebendia-
gonalelemente —.J miteinander gekoppelt. Dieses System ist offensichtlich translationsinvariant
beziiglich der diskreten Ortskoordinate m. Eine Fouriertransformation beziiglich dieser fithrt uns

auf: o o 3
Fon(Hpm) (k) = —J (e *4py. + ™) + Vi
Hiyp = —J(e™ ™ + e® )iy, + Vi, (2.3)
= (V — 2Jcos(k))

Der Hamiltonian ist also diagonal im Impulsraum mit den Eigenenergien:
e(k) =V —2Jcos(k) (2.4)

Aufgrund der 27 Periodizitdt im Impulsraum, kénnen wir uns im Folgenden immer auf die 1.

Brioullin-Zone k € [—m, ) beschrénken.

2.1.2. Versetztes periodisches Potential

Betrachten wir nun den allgemeineren Fall des versetzten periodischen Potentials. An den dis-
kreten Gitterplatzen herrscht abwechselnd das Potential V; bzw. V5 und ein Teilchen hat nun 2
verschiedene Hipfparameter J; und Jo. Nummerieren wir die Gitterplédtze erneut mit m, lasst

sich der Hamiltonian schreiben als:

—J1Ym_1 — JoVma1 + Vitby, , m ungerade
me:{ 1¥Ym-1 = J2¥mi1 + V1Y) g (2.5)

—JoVm—1 — J1¥m41 + Vo, , m gerade

Im Ortsraum hat der Hamiltonian also wieder eine tridiagonale Form mit den jeweiligen Poten-
tialen auf der Diagonalen und den jeweiligen Hiipfparametern auf den Nebendiagonalen, die die

Kopplung zweier Gitterplatze beschreiben:

-5 i —J 0 0
H = 0 —-J Vo —-J 0 (2.6)
0 0 -1 W —J

Das System ist nun offensichtlich nicht ldnger translationsinvariant beziiglich der Koordinate m.

Verdoppeln wir hingegen die Einheitszelle, nummerieren diese mit n und fithren wir eine zwei-

12



2. Zeitunabhéngiges System

teilige Unterstruktur j ein, erhalten wir die Translationsvarianz der Koordinate n (siehe Abb.
2.2). Dabei gibt j = 1,2 an, auf welchem der beiden méglichen Gitterplétze innerhalb einer Ein-
heitszelle sich das Teilchen befindet. Diese alternative Beschreibung ist allerdings keine ”echte”
Verdoppelung der Einheitszelle, da diese nun nur noch an die néchstliegenden Hélften der beiden
benachbarten Zellen gekoppelt ist. Diese Tatsache werden wir beim Streuproblem ausnutzen. Da
wir uns im Folgenden nur noch fiir das versetzte periodische Potential interessieren, setzen wir
der Einfachheit halber ab hier die Gréfle der neuen Einheitszelle auf 2a = 1.

n—2 n—1

n+ 2

n+1

Abbildung 2.2. Ein Teilchen im versetzten periodischen Potential im Zustand )y, j—;

Ein Zustand in diesem System wird nun durch die Indizes n € Z und j € {1, 2} beschrieben und

der Hamiltonian lautet:

—J n—1,7 — J: n,j —|-Vn ,':1
Hipn, = { 1WUn—1441 — JoUnjy1 + Vitn; , J (2.7)

—J1Yny1,j-1 — Jon i1+ Vitn; , J=2

Dies lasst sich per Fouriertransformation beziiglich der Koordinate n in die folgende Form brin-
gen:

—Jie" gy iy — Tt 1 + Vi, L j=1
—J1e g iy — Jotbg 1+ Vatbe; G =
Im Impulsraum ist der Hamiltonian also blockdiagonal mit den folgenden Blocken in der Basis
der Unterstruktur j =1, 2:

Fu(Hpnj)(k) = { (2.8)

g(k) _ ‘/1 —Jle_ik — J2 (2 9)
—Jleik — JQ V2 .

Die Eigenwerte lassen sich nun analytisch als Nullstellen des charakteristischen Polynoms be-
stimmen, d.h. det(H — - 1) £ 0. Durch das Einfithren der Unterstruktur J konnte wir also die
verbliebene rdumliche Symmetrie des Systems nutzen, um zu einer Diagonalmatrix im Impuls-

raum zu gelangen mit den Eigenenergien

Vi + Vi Vi — Vo2
ex(k) = “; 2j:\/< 12 2) + J2 4 J2 + 2]y Jacos(k), (2.10)

13



2. Zeitunabhéngiges System

welche in Abbildung 2.3 zu sehen sind. Die Bandbreite wird durch die Hiipfparameter J bestimmt

und die Potentiale bewirken eine konstante Verschiebung des Spektrums.

— €,
— E_
3 |
w 2f
o
)
(O]
[y
LIJ 1 |
3 —2 1 0 1 2 3

Impuls k

Abbildung 2.3. Energiebander im versetzten periodischen Potential fiir Parameter
i=1,V,=2,J,=09, J,=12

Der Zustandsraum eines Teilchens in diesem System ist nun zweidimensional, das heifit ein
Zustand kann durch einen zweidimensionalen Vektor v, = (wnyl,z/}n,g)T beschrieben werden.
Die stationédren Zustdnde des Systems sind die Energieeigenzustéinde, die wir als Losungen der

Schrédingergleichung Hy = E erhalten. In Ortsdarstellung lautet diese:

(0 —n Vi~ 0 0
E¢n — (O 0 ) Q;[)nfl + <—J2 VQ > wn + (—Jl 0) @Z)nJrl (2-11)

Setzen wir den Ansatz ¥, (k) = ux(k)e?™ mit = us(k) € C? ein und verzichten auf Nennung

des Arguments k, folgt:

’ 0 —J; S i —J - 0 0 -
E.u ezkn _ w ezk(n 1) + u ezkn + u ezk(n—‘rl)
o (0 0 ) - D V) )

0 —J . V —J 0 0\ . .
&S Frugy = L) etk + ! 2 + e | uy (2.12)
0 0 —Jo V5 —-J1 0

Unser Ansatz 1ost also die Schrodingergleichung, wobei wir uy (k) als Eigenvektoren zu den

Eigenenergien €4 (k) des Hamiltonians (2.9) identifiziert haben.

14



2. Zeitunabhéngiges System

2.2. Zweiteilchensystem

2.2.1. Beschreibung in Relativ- und Schwerpunktkoordinaten

Mit diesem Wissen kénnen wir uns nun dem Zweiteilchensystem widmen, in dem sich zwei
einzelne Teilchen in dem versetzten periodischen Potential (siehe Abb. 2.2) befinden. Wir nehmen
an, dass die Teilchen nur dann wechselwirken, wenn sich beide in der gleichen Zelle n und auf
der gleichen Unterposition j befinden. Andernfalls ist das Problem separabel und entspricht der
Kombination zweier Einteilchensysteme. Der zugehorige Hamiltonian ldsst sich also schreiben
als

H = H{ + Hy + Hjy, (2.13)

wobei Hi = H; ® 15 und Hes = 17 ® Hy auf das jeweilige Teilchen mit dem Einteilchen-
Hamiltonian (2.7) wirken und auf das andere mit dem Einsoperator. Daher lasst sich im nicht-
wechselwirkenden Fall (Hj,, = 0) die Gesamtwellenfunktion als Produkt der Einteilchen Wel-
lenfunktionen schreiben, d.h. ¥, a1 ks.a0 (N1, 71,12, 72) = Vky.as (M1, J1) © Vky as (N2, 52). Mit den
bereits bekannten Losungen (ugq,€k,q), Wobei o von nun an der Bandindex ist, konnen wir
die Zweiteilchenlésungen im nicht wechselwirkenden Fall konstruieren. Moglichst allgemein neh-
men wir unterscheidbare Teilchen an, die unterschiedliche Potential erfahren und unterschiedli-
che Hiipfparameter haben. Die Eigenschaft der Unterscheidbarkeit nehmen wir auch dann an,
wenn die Parameter beider Teilchen gleichsetzen. Im Folgenden nummeriert der erste Index
immer das Teilchen und der zweite die Unterposition; z.B. ist Vi o das Potential, was Teil-
chen 1 auf Unterposition 2 erfihrt. Fiir das Teilchen ¢ kennen wir bereits den Satz Losungen
(s, = ol 2T
terpositionen {(j1 = 1,52 = 1),(j1 = 1,42 = 2),(j1 = 2,j2 = 1), (j1 = 2,52 = 2)}

, €k;.0,)- Damit folgt fiir unsere Zweiteilchenlésung in der Basis der Un-

1 1
kr,ar ” Yka,a0
1 2

Yk an ka0 (N1, J1, M2, J2) = ugl’o‘l 'u’fz"m etkingikanz -y q Bl =epl tes (2.14)
Uk, oy * Uhy.aun
YR oy Ukgcen
Mit der Vorarbeit des vorherigen Kapitels 2.1 haben wir das Zweiteilchenproblem ohne Wech-
selwirkung also bereits gelost. Um uns nun dem tatséchlichen Streuproblem zu ndhern, gehen
wir zudchst einen Schritt zuriick und beschéftigen uns mit der Ortsdarstellung der stationéren
Schrodingergleichung. Anschlieflend fithren wir Relativkoordinaten ein, um das Problem als ef-
fektive Einteilchenstreuung an einem Wechselwirkungspotential zu formulieren. Seien (nq,j1)
und (ng, j2) die Positionen der beiden Teilchen, dann definieren wir die Schwerpunkt- und Re-

lativkoordinate:
n1 + n2

2

n =

und A =mny—ny (2.15)

Mit der eindeutigen Zuordnung n; = n — % und ny =N + % sind die beiden Beschreibungen
¥(ny,ne, j1,j2) und (7, A, j1, j2) dquivalent. Die Wechselwirkung hat in dieser Formulierung
die Form Hing = U -0 095, 4, - 1. Dabei charakterisiert U die Starke der Wechselwirkung. Diese

15



2. Zeitunabhéngiges System

lasst sich nun wieder in der Basis der Unterpositionen ji, jo als folgende Matrix schreiben.

Hipe = (2.16)

o o o d
o o o o
o o o o
d o o o

Im Anhang (siche A.1) ist ausgefithrt wie die einzelnen Summanden des Hamiltonians (2.13) auf
die Gesamtwellenfunktion in Relativ- und Schwerpunktbeschreibung wirken. Dies funktioniert
ganz analog zum in Kapitel 2.1 ausgefihrten Fall, nur dass wir bei der Fallunterscheidung die
moglichen Unterpositionen beider Teilchen beriicksichtigen. Auflerdem miissen wir uns iiberle-
gen, wie sich die einzelnen Impulse k1 und k9 in Relativ- und Schwerpunktimpuls transformieren.
Dazu nutzen wir aus, dass die beiden Darstellungen ¢ (n1, na, j1,j2) und ¥ (7, A, j1, j2) dquiva-
lent sind und setzen eine Fouriertransformation der einzelnen Koordinaten n; und ng an. Diese
schreiben wir mit Hilfe von (2.15) um und kénnen dadurch den Schwerpunkt- und Relativimpuls

identifizieren:

Fr g (W(n1,n2, 1, j2)) (b1, ko) =YY e 1metm24h(ny ny, i, o)

ny no
Zzelkl 2T D@, A, 1, jo)

:Zzez k1+k2)n€7,( 22k1 )Aw(ﬁ’ A,j17j2> (217)
n A

= ZZ zkﬁeiqu(ﬁ7 A,j17j2)
noA
=Faa((m A, j1,52))(k, q)

Wir lesen daraus den Schwerpunktimpuls £ und den Relativimpuls ¢ ab:

ko — k1
2

k=ki+k und ¢= (2.18)
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2. Zeitunabhéngiges System

Die Fouriertransformation beziiglich der Schwerpunktkoordinate m — k (siche A.1) fithrt in

der Basis der Unterpositionen ji, jo auf folgende Matrixdarstellung des Hamiltonians:

0 —Jage s 0 0
0 0 0 0
Hyp(A) = " o | (A =1)
—Ji1€e'2 0 0 —Jyje "2
1,1€°2 N 2,1€ "2
0 “Jiet 00
Vig+ Vo1 +Udap —Jap —J12 0
—J \% \Z 0 —J
i 2,2 1,1+ Voo 1,2 Ui(A)
—J12 0 Vig+Vaq —Jo22 (2.19)
0 —Ji2 —Jao Vig + Voo +Uda
0 0 —Jyie 2 0
.k -k
—Jyq1e'2 0 0 —Jy1e "2
+ ’ ’ A+1
0 0 0 0 Ui ( )
0 0 —Jyieis 0

Mipg(A — 1) + Moty (A) + Maiy (A + 1)

Wir wissen bereits, dass die Losungen der stationdren Schrédingergleichung fiir A # 0 von der

Form sind:
U(q, A) = up(q)e'® (2.20)

Setzen wir diesen Ansatz ein, folgt:

E. uk(q)eiq’A = M - uk(q)eiq(Afl) + Mo - uk(q)eiqA + Ms - uk(q)eiq(AH)

E - ug(q) = [Mie™" + My + M3ze'] - ug(q) (2.21)
=M

D.h. ux(q) € C* sind gerade die Eigenvektoren der folgenden Matrix:

Vii+Van —Jo1e G Jyy —Jy e G0 0
M= —Jppei3 T — Ty Vig+ Voo 0 —Jiae” G0 g,
—J11e/ 370 — Jy 0 Via+ Vo — a1 3H) —
0 —J116GTD — Jiy —Jp1el 5T — gy Vig + Voo

Auflerdem wissen wir bereits, wie sich die Eigenwerte des Zweiteilchenproblems, also die Ei-
genwerte der Matrix M, fir den Fall A # 0 zusammensetzen und koénnen somit die bereits
analytisch gefundenen Eigenwerte des Einteilchenproblems nutzen, um die vier Energiebénder

anzugeben:

(2.10) = Ep)3™ 1 jovg = €nja—q T Ehiatg (2.22)
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2. Zeitunabhéngiges System

mit
V; V; Vi Vio\?2
6:/12_(1 = % + \/(1’1—;172) + J12’1 + J12’2 + 2J171J1’2COS(§ — q) (2_23)
Va1 + Vi Vo + Vao)?
6:72+q = % + \/(27122’2> + J2271 + J22,2 + 2J271J2’2C08(g + q) (2.24)

In Abbildung 2.4 sehen wir die Energiebénder fiir einen festen Schwerpunktimpuls k£ = 2 in
Abhéngigkeit des Relativimpuls g geplottet. Fiir unterschiedliche Parametersitze der beiden
Teilchen sind die Bander fiir k£ # 0 nicht symmetrisch in ¢. Die Symmetrie der Einteilchenbander

ist erhalten und entspricht in diesem Bild k — -k, ¢ > —q¢ & ki — —k1, ko — —ko.

8- T T T T T L
_ E11
E12
6 1 E21
_ E22
L
o 4f
2
(0]
C
L
2-

_3 ~2 1 0 1 2 3
Relativimpuls q

Abbildung 2.4. Energiebidnder des Zweiteilchensystems mit den Parametern
k=2, J11=09, J12o=12,Vi1=1,Vio=2, Jo1 =11, Joa=15, Vo1 =15, Voo=23

2.2.2. Streuprozess

Fiir den Streuprozess nehmen wir die in Ab-

bildung 2.5 dargestellte Situation an. Wir wis- 1

sen, bei A = 0 findet die Wechselwirkung mit —

dem Potential U statt und wir kennen be- sl t
reits die Losungen fiir die Bereiche A < 0 — —
und A > 0. Daher wéhlen wir einen allgemei- 79 to

nen Streuansatz mit einfallender, reflektier-

ter und transmittierter Welle und die statio-

nire Schrodingergleichung (2.19), jeweils auf- (o0
gestellt fir A € {—1,0,1}, liefert uns die | ‘

. . o . A=—-1'A=0 A=1":
Anschlussbedingungen. Wie bereits in Kapi- ! ! ! ;

tel 2.1 erwahnt, sind jeweils nur die Hélften Abbildung 2.5. Tllustration Streuansatz
der doppelten Einheitszellen an die néchstlie-

genden Hélften der benachbarten Zellen gekoppelt. Dies hat zur Folge, dass aufgrund unserer

18



2. Zeitunabhéngiges System

4-komponentigen Struktur, die Verbindungen —1 <> 0 und 0 <> 1 auf 8 effektive Gleichungen
fihren, die in den 12 Gleichungen enhalten sind, die wir aus der Schrodingergleichung erhal-
ten. Dies korrespondiert mit der Tatsache, dass die Matrizen M; und Mjs, die die Kopplung
beschreiben, jeweils nur Rang 2 haben. Die Wellenfunktion bei A = 0 liefert uns 4 Unbekannte
(Y0.1,%0.2,%0,3,%0.4)T. Damit das Gleichungssystem ausreichende bestimmt ist, wihlen wir fol-
genden Streuansatz, bei dem wir ein von links einlaufendes Teilchen mit Energie Fi, und Impuls

¢in annehmen:

1wy m(Qm) lqu + 71 u 1 (qu) qulA + 7o - uy T2 (QTQ) quzA s A <O
V(D) = 4 (Yo,1, %02, %03, P0,4) " ,A=0 (2.25)
t1 kg (qr) - €92 4ty - up gy (qr,) - 19028 ,A>0

Wir nehmen also jeweils zwei reflektierte und zwei transmittierte Wellen an, wobei gi, = ¢,
und ordnen der einfallenden Welle den Koeflizienten ”1” zu. Dabei benutzen wir den Ansatz
(2.20) aus dem vorherigen Kapitel. Innerhalb des gesamten Energiebereichs (sieche Abb.2.4),
den die Bander des Zweiteilchensystems abdecken, finden wir zu jeder beliebigen Energie Fjyy,
ausgenommen spezielle Punkte wie Extrema und Entartung, vier Impulse ¢1,¢2,q3,q94 € C,
sodass gilt:

1,1 _ 1,2 2,1 o 2,2
Ein = E s qunizra = Brjo—qopizras = BPrja—gsi/oras = Lrj2—auk/2+as (2.26)

Dabei fiihren Impulse mit nicht verschwindenden Imaginérteil zu exponentiell abfallenden und

rein reelle zu propagierenden Losungen, da gilt:
8 = gR@FTB@)A — R@A=S@A 4 fiir A — oo und S(g) > 0 (2.27)

Bereits in Abbildung 2.4 sehen wir, dass wir entweder 4 reelle Impulse, 4 mit endlichem Ima-
gindrteil oder jeweils 2 davon finden. Im Folgenden gehen wir aber davon aus, dass sich das
einfallende Teilchen in einem Energieeigenzustand des Systems befindet und folglich eine Ener-
gie auf den Bandern besetzt. Die gesuchten Impulse zu einer vorgegebenen Energie Ej, finden
wir numerisch mit Hilfe eines mathematica Codes. Die Zuordnung der Impulse zu den reflek-
tierten und transmittierten Losungen geschieht iiber das Vorzeichen der Geschwindigkeiten. Im
Anhang A.2 ist gezeigt, dass wir diese tiber v(q) = %’qE =u*(q)- %Iq{ u(q) berechnen kénnen. Mit

Hilfe eines weiteren mathematica Codes 16sen wir anschliefend das Gleichungssystem

Eint(—1) = Mihp(=2) + Mo (—1) + Mzt (0)
Eintp(0) = Mt (—1) + Mayog(0) + Mytpy(1) (2.28)
Eintoi(1) = M1y (0) + Mavpi(1) + Msipe(2)
und damit das zeitunabhéngige Streuproblem zweier Teilchen im versetzten periodischen Poten-
tial. Die numerisch gefundenen Streuanteile |r;|2, |t;|? iiberpriifen wir innerhalb des Codes auf

Wahrscheinlichkeitserhaltung. Dabei muss gelten, dass die Summe der Anteile der propagieren-

den Losungen, gewichtet mit den jeweiligen Geschwindigkeiten, gleich der Geschwindigkeit der
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2. Zeitunabhéngiges System

einlaufenden Welle ist. In Abbildung 2.6 sehen wir die Verteilung der gefundenen Impulse in
der komplexen Zahlenebene fiir einen diskreten Scan des Energiebereichs aus Abbildung 2.4 in
Schritten von 0.2. Als Beispiel ist das gefundene Quartett zu Energie Ey, = 6.5 in rot markiert,
das aus 2 reellen Impulsen und 2 mit endlichem Imaginarteil besteht. Fiir £ = 0 liegen alle
gefundenen Impulse auf den Achsen und auf um 7 zur imaginidren Achse verschobenen Asten
(siehe Anhang A.3). Dabei bilden die Reellen und die Imaginéren jeweils symmetrische Parchen
+¢. Bei Schwerpunktimpulsen k # 0 verschieben und verformen sich die Aste, wie in Abbildung

2.6 zu sehen.

4t e Impulse zu Ein=6.5
2.
)
G
EFC $ )
)
2t
—4t
-3 =2 1 0 1 2 3
Re(q)

Abbildung 2.6. Verteilung der Impulse in der komplexen Ebene fiir gesamten Bandbereich bei k = 2
(siehe Abb. 2.4)

Bei diesen Streuprozessen im zeitunabhéngigen System gilt Energie- und Schwerpunktimpulser-
haltung. Die moglichen Streuungen in propagierende Kanaile sind durch die reellen Schnittpunk-
te der Bander mit der einlaufenden Energie Eji, gegeben. Im Fall k = 0 gilt k&1 = —ko und es
gibt im oberen und unteren Band, also a; = ag, nur die trivialen Moglichkeiten der Streuung
K, = ki, ki = ko und K} = —ky , k) = —ko mit jeweils mit o} = a1 , o), = ay. Fir den
Bereich a; # a2 kommen noch nichttriviale Impulsinderungen k] # +k; sowie Anderung der
Bénder o # «; hinzu. Zur Veranschaulichung betrachten wir den oben bereits dargestellten Fall
mit k& = 2 und stellen die moglichen Streuungen im Zweiteilchenbild mit Relativimpuls ¢ den
entsprechenden Prozessen im Einteilchenbild gegeniiber. Dabei gilt es zu beachten, dass die 3

Bilder jeweils unterschiedliche Energieskalen haben.
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Abbildung 2.7. Tllustration der moglichen Streuprozesse jeweils im Zweiteilchen- und Einteilchenbild
zeilenweise. Impulse innerhalb der 1. Brillouin-Zone, aber Energieskalen unterschiedlich. Gestrichelte
Linie kennzeichnet jeweils Ej,. Erste und letzte Zeile: 2 reelle Schnittpunkte und «; = s = o = o).

Dazwischen: 4 reelle Schnittpunkte.

Exemplarisch schauen wir uns die Streuanteile der propagierenden Lésungen in Abhéngigkeit der
Wechselwirkungsstirke U an. Dabei nehmen wir ein von links einfallendes Teilchen mit Energie
Ey, = 4 und Schwerpunktimpuls & = 2 an. In Abbildung 2.7 entspricht das den mittleren 3
Situationen. Da es 2 reflektierende und 2 transmittierende Kanéle gibt, haben wir eine Wahl-

freiheit fiir das einlaufende Teilchen und entscheiden uns fiir das mit positiver Geschwindigkeit
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2. Zeitunabhéngiges System

und betraglich kleinsten Impuls. Fiir U = 0 ist der Anteil der Transmission mit gleichem Impuls
¢ = qin gleich [t1]?> = 1 und nimmt dann stark ab, wobei der Anteil der Reflektion, bei der die
Teilchen in Einteilchenbild ihre Zustdnde und damit die Richtungen tauschen, gleichermaflen
zunimmt. Fiir groBe U dominiert dieser Kanal und fiihrt im Limes U — oo zur Totalreflektion.
Auflerdem sehen wir, dass die Transmissions- bzw. Reflektionsanteile der beiden anderen Kanéle

ein bis zwei GréBenordnung kleiner sind.

1.0 1.0
0.8 0.8
~ 06 ~ 08
< O
— 04 —04
0.2 0.2
0'00 2 4 6 8 10 12 14 0'Co 2 4 6 8 10 12 14
U U

Abbildung 2.8. Transmissions- und Reflektionsanteile fiir einlaufenden und getauschten Zustand

0.10 0.10
0.08 0.08
~ 0.06 ~ 0.06
oy &
—0.04 —0.04
0.02 /\ 0.02 T~
0'000 2 4 6 8 10 12 14 0'000 2 4 6 8 10 12 14
u u

Abbildung 2.9. Transmissions- und Reflektionsanteile fiir 2 weitere Zustiande
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3. Zeitabhadngiges System

3.1. Einteilchensystem

Ausgangspunkt ist die zeitabhéngige Schrodingergleichung des Einteilchensystems

i0pp(k,t) = H(k,t)0(k,t) (3.1)
mit dem Hamiltonian (2.9):
~ . i (t) —-J1 (t)e_ik — Jg(t)
Hk,£) = <—J1 (t)e* — J, Va(t) ) (3.2)

wobei alle Parameter nun zeitabhéngig mit Periode T' = %” sind und relativer Phasenverschie-

bung ¢ € R:
Ji(t) = JY + Jicos(t) Vi(t) = VP + Vitcos(Qt + ¢)

(3.3)
Jo(t) = J9 + Jicos(Qut) Va(t) = Vi) + Vitcos(Qt + o)

Wie in Kapitel 1.5 dargestellt, sind die Losungen von der Form 1, (k, t) = e~ =Bt 5~ ™% n(k),
wobei wir den Index « auf eine Floquet-Zone der Breite €2 beschrdnken koénnen. Eingesetz er-

halten wir:

> ea(k)e™ o (k) = (H(k,t) —i0y) > €™ ¢ (k) (3.4)

Um zur Darstellung dieser Schrodingergleichung im Raum der T periodischen Funktionen zu
gelangen, der durch die Menge {e*}, cz aufgespannt wird und auf dem wir folgendes Skalar-

produkt definieren kénnen

(flg) : / dt f*(t (3.5)

nutzen wir die Relation (wobei |n) = (..., 0,\1,_/7 0,...)T und (t|n) = ™)

n

(mln) = (m] ( T/ Vt]) [n) = / dt e im-mat _ 5 (3.6)
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3. Zeitabhéngiges System

und projizieren auf einen Vektor |m):

T/ e S ealB)e " G () / dte™ " (H (k1) = i04) 3 e 6 (K)

n

ea(k)bam(k) = Z(T /0 dte= N (k. £) + 08 - 1)an (k)

€a(k)pa,m(k) = Z(HF(k)>mn¢a,n(k)

n

(3.7)
Die Matrixelemente des Floquet Hamiltonians sind also gegeben durch:
1T _
(He () un = 7 / dte= MR () 4 QS - 1 (3.8)
0
und mit (3.2) lassen sich diese nun explizit berechnen
((HF(k))mn)ll (‘/1 + nQ)(smn + l‘/1€l¢5mn 1+ l‘Glff_i(ﬁémn—l—l
((Hp (k) )Jmn)12 = (—J? T = I8 + (=3Il = J3) Omn1 + Gmn1)
3.9
(Hp (R = (~ 1 = I+ (5L — I s + ) )
((He(k))mn)22 = (V3 + 1) dmn + VQ €% 0mn_1 + 1V2 mnt1

Im Folgenden werden wir auch die vereinfachte Notation verwenden in der Hp(k) die gesamte

Floquet Matrix bezeichnet und ¢ (k) = (..., ¢an—2(k), dan—1(k), dan(k), danti(k), Pant2(k), )T
ein Spaltenvektor ist, sodass sich die Floquet Eigenwertgleichung schreiben lésst als:

ea(k)¢a(k) = Hp(k)pa(k) (3.10)

Mit Hilfe des Floquet Formalismus haben wir es geschafft, das periodisch zeitabhéngige Problem
auf ein zeitunabhéngiges Eigenwertproblem abzubilden, dass wir theoretisch durch Diagonali-
sieren der Matrix l6sen koénnen. Hier wird aber direkt die Schwierigkeit deutlich, da der durch
(3.8) definierte Floquet Hamiltonian eine unendlich grole Matrix ist, deren Eintrége die in (3.9)
berechneten 2 x 2 Blocke sind. In der Praxis kénnen wir uns auf eine endliche Anzahl N von
Floquet-Moden beschrinken, da wir einerseits wissen, dass wir das gesamte Spektrum aus der
Information einer Floquet-Zone der Breite €2 aufbauen kénnen durch Verschieben um ganzzahli-
ge Vielfache von Q2. Dabei bauen wir die beschrinkte Floquet Matrix symmetrisch auf, d.h. von
—N bis NV, und definieren die 1. Floquet-Zone [—f + (V2+ V), + (VP + VQO)) gerade in der
Mitte des Spektrums, so dass diese am wenigsten von der Beschrdnkung beeinflusst wird. An-
dererseits nach (3.7) steigen bzw. fallen die Eigenwerte der Floquet Matrix mit steigenden bzw.
fallenden Moden n linear in 2. Das bedeutet, dass in der Eigenwertgleichung der 1. Floquet-Zone
ca(k)pao(k) = >, (Hr(k))ondan(k) Beitrdge von groflen |n| stark unterdriickt sind, abhéngig
von den Parametern des Systems. Das Eigensystem der endlichen Matrix kénnen wir numerisch
bestimmen. Fir eine gewdhlte Anzahl der Floquet-Moden N und einen d-dimensionalen Zu-
standsraum ist der zugehorige Floquetraum d - (2N + 1)-dimensional. In Abbildung 3.1 sehen
wir das Spektrum der Floquet Matrix fir N = 3 und © = 8 und 2 = 2. Dabei verwenden
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3. Zeitabhéngiges System

wir fiir die stationdren Parameter dieselben wie im vorherigen Kapitel in Abbildung 2.4 und
die zeitabhéngigen Parameter wiahlen wir jeweils halb so grofl wie ihre stationdren Partner. Die

gestrichelte Linie kennzeichnet die gewéahlte 1. Floquet-Zone.

6
30 4
T e ——— R R
'% 10”% _G:')) 2
L e o
G-t o<
-20 5
-30 -
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 O 1 2 3
Impuls k Impuls k
(a) =10 (b) 1. Floquet-Zone sowie benachbarte fir =3

Abbildung 3.1. Einteilchen-Floquetspektrum mit den Parametern
JPi=2J1,=09, 0, =2J],=12, VP =2V}, =1, VP, =2V}, = 2. Farben in (a) sind mit
Bezug zum zeitunabhéngigen Fall gewéahlt.

Fiir grole 2 entkoppeln die Floquet-Moden, wohingegen fiir immer kleinere €2 mehr Bander
benachbarter Zonen in die 1. Floquet-Zone {iberlappen und wir daher unsere Beschrédnkung der
Floquet Matrix auf endliches N grofler wihlen miissen. Da die Bandbreite des Systems durch die
Hiupfparameter J charakterisiert ist und die Breite der Floquet-Zonen durch €2, ist die Anzahl

der Moden N, auf die wir uns beschrinken, proportional dem Verhéltnis J/{2 anzupassen.

3.2. Zweiteilchensystem

Die Anwendung des Floquet-Formalismus auf das Zweiteilchensystem erfolgt ganz analog zum
vorherigen Kapitel 3.1. Dabei nehmen wir fiir das Zweiteilchensystem folgende zeitabhéngige

Parameter an mit 3 relativen Phasen ¢, 2, ¢3:

Jia(t J1 1+ J1 1cos(2t) Via(t) = Vl 1+ V1 1c0s(Qt + @2
Qt) Vv172 t Qt+g02
= Ja 1 + J3 1cos(Q + 1) Vo Qt + 3

2+J2200s§2t+g01) Vaolt V22+V2zcoth+<,03

)

= 12+J1QCOS :V12+V12005
o (t

J272 t

( (
( (
( ( t) = Vay + Vacos
( (

(t) ( )
(t) ( )

3.11
(t) ( ) 1
(t) ( )

Dies fiihrt zu einer Floquet Matrix bestehend aus 4 x 4 Blécken. Das Eigensystem besteht nun
aus 4 - (2N + 1) Eigenwerte und 4 - (2N + 1) Eigenvektoren der Dimension 4 - (2N + 1). In
Abbildung 3.2 sehen wir das Spektrum der Floquet Matrix fiir N = 3 und 2 = 10 und 2 = 3.
Die gestrichelte Linie kennzeichnet die 1. Floquet-Zone. Da das Zweiteilchensystem urspriinglich
4 Bénder hat, liegen diese bei gleicher Bandbreite dichter und bei gleichem ) gibt es also mehr

mogliche zuriickgefaltete Bander innerhalb einer Floquet-Zone.
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A O ————————

K ——
w 20—
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g Ob e
i —10
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-3 -2 -1 0 1 2 3
Impuls q Impuls q
(a) Q=10 (b) 1. Floquet-Zone sowie benachbarte fir 2 =3

Abbildung 3.2. Zweiteilchen-Floquetspektrum mit den Parametern
k=2, pr=p2=¢p3=0, J{J,l = 2J11,1 =09, JR2 = 2=]11,2 =12, Vfl = 2V11,1 =1, V192 = 2V11,2 =
2, Jgﬁl = 2]21’1 =11, J2072 = 2J21’2 =15, VQ(fl = 2V21’1 =15, VQ% = 2V21’2 = 2.3. Farben in (a) sind
mit Bezug zum zeitunabhéngigen Fall gewahlt.

3.3. Streuprozesse

Das zeitabhéngige Streuproblem lésst sich nun als zeitunabhéngiges Eigenwertproblem im Flo-
quetraum formulieren. Dabei hat unsere Beschreibung in Relativkoordinaten A, g aus Kapitel
2.2 weiter bestand. Das heifit unser Ansatzpunkt ist wieder die Schrédingergleichung, diesmal

jedoch zeitabhangig:
10k (A, 1) = My()Yr(A = 1,8) + Ma(t) (A, 1) + Ma(t)yr(A + 1,¢) (3.12)

Setzen wir den Floquetansatz ein, folgt die floquetartige Schrodingergleichung in Ortsdarstellung

fir ein festes k:

5a¢a,m(A) - Z(MI,F)mn(ba,n(A - 1) + Z(MQ,F)mn¢a,n(A) + Z(MS,F)mnqsa,n(A + 1)

n
=4
EaPa(D) = M1 Fda(A — 1) + Mo pda(A) + Mz pa(A +1)

(3.13)
Fiir die Floquetzustédnde machen wir erneut den Ansatz: ¢, o (¢, A) = ug o (q)e™®, wobei uka(q) €
C*2N+D) die Eigenvektoren der Matrix Mp = [Ml’pe_iq + My p + Mg’Fqu] zu den Eigenwerten
€k« sind. Der Streuansatz verlduft nun ganz analog zu Kapitel 2.2.2. Zu jeder Floquet-Mode m
nehmen wir jeweils 2 transmittierte und 2 reflektierte Kanéle an. Wir wéhlen im Folgenden die
einlaufende Energie Ej, immer innerhalb der 1. Floquet-Zone bei m = 0. Fiir ein fest gewahltes
N gibt es also zu jedem m = —N,—N +1,...,0,...N — 1, N 2 transmittierte und 2 reflektierte
Wellen mit jeweils Energie Fi, + mf). Korrespondierend dazu finden wir zu jedem m 4 Impulse

Gm.,159m,25 9m.3, dm.a € C, sodass:

B+ mQ =ceo,(qmi) i=1,2,3,4 (3.14)
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Das heif3t bei Streuprozessen im Floquetraum ist die Energie nicht erhalten bzw. erhalten modulo
Q. Es gilt nun wieder zu unterscheiden welche ¢y, ; zu propagierenden und welche zu exponentiell
abfallenden Losungen fiihren. Um die Streuanteile zu ermitteln gilt es wieder das Gleichungs-
system zu 16sen, dass sich aus den Schrodingergleichungen an den Stellen A € {—1,0,1} ergibt.
Dabei entstehen 12- (2N 4 1) Gleichungen, die effektiv wieder nur 8- (2N + 1) Gleichungen sind.
Der Ansatz enthélt 4- (2N +1) unbekannte Koeffizienten r;, ¢; sowie 4- (2N +1) unbekannte Kom-
ponenten der Wellenfunktion ¢y an der Stelle A = 0. In Bezug auf Energieerhaltungsverletzung
interessieren wir uns im Folgenden nur fiir die propagierenden Losungen. Die Impulssuche und
das Losen des Gleichungssystems geschieht wieder numerisch mit Hilfe unseres mathematica
Codes aus 2.2.2, der auf den Fall des Floquetspektrums erweitert wurde. Hier und im Folgenden
werden wir den Algorithmus umformulieren. Statt einen Schwerpunktimpuls und eine Energie
vorzugeben und gestreute Relativimpulse zu erhalten, kénnen wir stattdessen auch k1, ko, a1, a2

vorgeben und k£, kb, o), by, Eoyt erhalten.

3.3.1. Variation der Wechselwirkungsstarke fiir gleiche Parameter

In diesem Kapitel untersuchen wir den Fall, dass beide Teilchen die folgenden gleichen Parameter

haben, aber unterscheidbar bleiben:

J?,l = Jg,l =09 Vl?l = V2(31 = 1
J?Q = Jgg =12 ‘/192 = ‘/2(?2 = 2
Jli=Jy1=05 V! =V} = 05 (3.15)

J11,2 = J21,2 =0.6 V11,2 = V21,2 =

[a—

p1=p2=p3=0

Die treibende Frequenz wihlen wir so, dass die Floquet-Zonen der Einteilchenbéander (siehe
Abb. 3.1) gerade entkoppeln, also innerhalb einer Zone glatte Funktionen in k; bzw. ko sind.
Fiir den gegebenen Parametersatz ist das fiir 2 = 4.5 der Fall. Nun méchten wir die Anderung
der Streuraten bei Variation der Wechselwirkungsstérke U studieren. Dazu nehmen wir folgende
beliebige Situation an:

ki=—-03 a1 =2 k=23 as =1 (3.16)

Das legt den Schwerpunktimpuls & = 2, den Relativimpuls ¢, = 1.3 und die Energie Ej, =
E,?llkog ? &~ 4.106 fest. Zur Veranschaulichung betrachten wir die Situation im Zweiteilchenbild
(siehe Abbildung 3.3).
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Abbildung 3.3. 1. Floquet-Zone fiir die in (3.15) definierten Parameter. Gestrichelte Linien
kennzeichnen Bénder mit Floquet-Moden n # 0.

Wir sehen bereits, dass es 4 mogliche Kanéle gibt, bei denen die Energie erhalten bleibt. Da-
von entsprechen 2 einem Banderwechsel im Einteilchenbild und 2 gleich bleibenden Béndern.
Auflerdem gibt es 2 Kanéle, bei denen die Energie nicht erhalten ist, sondern sich um +£2 an-
dert. In den Abbildungen 3.4, 3.5, 3.6 sehen wir die Transmissions- und Reflektionsanteile der

propagierenden Losungen in Abhéngigkeit der Wechselwirkungsstérke U.
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~ 06 o 06
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0.2 0.2

00 0 5 10 15 20 0'00 5 10 15 20

u u
(a) ki =k1 ot =a1 kh=ks ob=oan (b) ki =ko ol =a2 khy=ki ob=a1

Abbildung 3.4. Anteile der Kanéle mit +¢;, und Energieerhaltung
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Abbildung 3.6. Anteile der Kanéle mit nichttrivialer Impulsdnderung und keiner Energieerhaltung

Wie im zeitunabhéngigen Fall erhalten wir im
Bereich kleiner U fast vollstdndige Transmis-
sion im Kanal ¢i,. Fiir grole U findet Total-
reflektion im Kanal —gj, statt. Aufgrund glei-
cher Parameter und einhergehender Symme-
trie der Bandstruktur haben die Streuanteile
|75]? und |¢;|? zu den nichttrivialen Impulsin-
derungen +g; die gleiche Form und sind auch
hier relativ eine Gréflenordnung kleiner. Au-
Berdem sehen wir, dass bei bestimmten Wer-
ten fiir U scharfe Resonanzen auftreten. Der

Grund dafiir ist, dass bei diesen Wechselwir-
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Abbildung 3.7. Betrag der Komponenten der
Wellenfunktion g bei U = 10.6

kungsstirken die Energie des Teilchens bei A = 0 der eines quasigebundenen Floquetzustands

entspricht und die Transmission begiinstigt ist. Schauen wir uns das Gewicht der Komponenten
der Wellenfunktion ¢ bei A = 0 bei einem resonanten U = 10.6 an (siehe Abb. 3.7), sehen

wir eine starke Lokalisierung im Block n = —2 bei j; = jo = 1. Ein quasigebundener Zustand

im Floquetraum hat bei j; = jo = j ndherungsweise die Energie F.s ~ U + Vl(?j + VQ%- + nfd.
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Hinzu kommen Korrekturen, da es noch endliche Anteile in den anderen Komponenten gibt.
Im Beispiel U = 10.6 tritt also eine Resonanz im Block n = —2 bei j; = jo = 1 auf, wobei
gilt Ei, ~ F,es. Hier sei noch erwahnt, dass auch im Ortsraum aufgrund von quasigebundenen
Zustdnden Resonanzen auftreten konnen. Diese Eigenschaft ist ganz allgemein und nicht auf den

zeitabhéngigen Fall beschréankt.

3.3.2. Anteile der Energieerhaltungsverletzung fiir doublon-holon Parameter

In diesem Kapitel untersuchen wir den Fall, bei dem sich die Potentiale der beiden Teilchen um
das Vorzeichen und die Hiipfparameter um Faktor 2 unterscheiden. Diese Situation ldsst sich
interpretieren als zwei Quasiteilchen "Doppelt besetzter Gitterplatz” (doublon) und ”Leerer
Gitterplatz” (holon) in einem Gitter, wo an jeder Stelle bereits ein Teilchen sitzt. Das doublon
und holon sind die energetisch ersten Anregungen dieses sogenannten Mott-Isolators [1], der
den Grenzfall schwacher Wechselwirkung, d.h. das Verhéltnis U/.J ist kleiner als ein bestimmter
Grenzwert, eines ultrakalten Gases im periodischen Potential darstellt. Im gegenteiligen Fall der
Superfluid Phase sind die Teilchen iiber das gesamte Gitter delokalisiert und das Anregungsspek-

trum weist keine Bandliicke auf. Die beiden Teilchen werden nun durch die folgenden Parameter

charakterisiert:
J1=05-J9,=09 V) ==V = 10
JOY =05-09,=12 V2% =-V = 20
12 = Y. 22 = 1. 12 = 22 = 4
Ji1=05-Jy,=05 V! ==V} = 05 (3.17)
J1172 =0.5- z]2172 =0.6 V112 = — 212 = 0.5

p1=p2=p3=0
Die treibende Frequenz wéahlen wir erneut so, dass die Floquet-Zonen der Einteilchenbander
(siehe Abb. 3.1) gerade entkoppeln, also innerhalb einer Zone glatte Funktionen in k; sind.
Fiir den gegebenen Parametersatz ist das fiir 2 = 8.7 der Fall. Aulerdem gehen wir in diesem
Kapitel davon aus, dass sich beide Teilchen jeweils im unteren Band a1 = ao = 1 befinden.
Zunichst werden wir untersuchen, fiir welche Impulse k1, ko alleine aus Griinden der Schwer-
punktimpulserhaltung und Energieerhaltung modulo 2 tiberhaupt energieerhaltungsverletzende
Streuprozesse moglich sind. Dazu erstellen wir eine zweidimensionale Karte, auf der wir in je-
dem Punkt abfragen, ob die fixierte Energie Fji, in einem Bereich eines Bands mit Floquetindex
n # 0 liegt. Nur dann sind energieerhaltungsverletzende Streuprozesse, im Folgenden auch als
inelastische Streuprozesse bezeichnet, moglich. Dies wird durch die griine Flédche gekennzeichnet;

andernfalls ist sie rot.
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Abbildung 3.8. Nur in den griinen Bereichen sind inelastische Streuprozesse moglich

In den Abbildungen 3.8 sehen wir den erwarteten Trend, dass fiir immer kleiner werdende 2 mehr
inelastische Prozesse moglich sind, da immer mehr Bénder in die 1. Floquet-Zone zuriickgefaltet
werden. Dabei kénnen trotzdem fiir bestimmte Frequenzbereiche sich wieder rote Inseln bilden,
wenn FEj, gerade in einer Bandliicke eines anderen Floquetblocks liegt. Andererseits sehen wir,
dass fiir grofler werdende Frequenzen sich die griine Flidche zum Ursprung hin verkleinert. Dies
rithrt daher, dass die urspringliche Bandstruktur Maximum und Minimum bei k1 = ko = 0
hat und diese Umgebung den letztmdglichen Uberlapp mit Béandern mit n # 0 darstellt. Wir
erkennen auflerdem die Symmetrie der Einteilchenenergien in der Punktsymmetrie zum Ursprung
in den Abbildungen 3.8 wieder. Um etwas iiber die Struktur zu lernen, betrachten wir die
tatsdchlichen Anteile inelastischer Streuprozesse entlang zweier Wege, die wir mit Hilfe von

Buchstaben in Abbildung 3.9 definieren.

N

TT

ka

=7t JTM

ki

Abbildung 3.9. Definition zweier geschlossener Wege OLMO und OKNO

In den Abbildungen 3.10, 3.11, 3.12 sehen wir die Anteile entlang der Wege OLMO und OKNO
flir 3 verschiedene Wechselwirkungsstiarken U. Dabei sind die roten Punkte die tatséchlich be-

rechneten Werte und die Linie dient als optische Hilfe.
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Abbildung 3.12. Anteile inelastischer Streuprozesse fir U = 2 )

Die Ergebnisse zeigen, dass fiir die Umgebung k1 = ko = 0 die Anteile gegen 0 gehen. Die
Geschwindigkeiten sind in diesem Bereich so klein, dass alle Kanéle bis auf Totalreflektion stark
unterdriickt sind. Wir sehen auflerdem, dass die Punktsymmetrie zum Ursprung teilweise ver-
loren geht. Das ist darauf zuriickzufiihren, dass es im wechselwirkenden Fall einen Unterschied
macht, welches Teilchen rechts und welches links laufend ist, da die Spiegelsymmetrie im Ort
durch das versetzte periodische Potential gebrochen ist. Auflerdem sinken die Anteile insgesamt
mit wachsendem U; beim Ubergang U = Q — 2 Q um Faktor 10. Fiir genauere Betrachtungen

sind weitere berechnete Punkte notwendig, was zunéchst eine Verbesserung der Stabilitdt und

32



3. Zeitabhéngiges System

Effizienz unseres numerischen Algorithmus der Impulssuche voraussetzt, da dieser eindeutig das

Nadelohr aller numerischen Rechnungen war.
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4. Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben gelernt, Teilchen in einem zeitlich periodisch getriebenen System zu beschreiben und
einen Weg aufgezeigt, Zweiteilchen-Streuprozesse in solchen Systemen zu untersuchen. Der dabei
entwickelte Formalismus sowie numerische Implementierung zur Losung des Streuproblems kann

symbolisch wie folgt zusammengefasst werden:
ki, ko, 1,00 — Ky, Kb ol b, n (4.1)

wobei die rechte Seite den ganzen Satz moglicher Streukanéle symbolisiert und n die diskrete
Anderung der Energie in Quanta € beschreibt.

An zwei Beispielsystemen haben wir die Variation der Wechelwirkungsstéirke und einlaufenden
Impulse studiert. Dabei haben wir gesehen, dass fiir 2 in der Gréflenordnung der Energieskala
des Systems die Energie beim Streuprozess ndherungsweise doch erhalten ist bzw. die Streuan-
teile in energieerhaltungsverletzende Kanale stark unterdriickt sind. Es konnen aber, wenn die
einlaufenden Energie der eines quasigebundenen Zustands im Floquetraum entspricht, schar-
fe Resonanzen auftreten. Auflerdem haben wir untersucht, fiir welche gegebenen Einteilchen-
Impulse kinematisch iiberhaupt inelastische Streuung méglich ist und die tatsdchlichen Anteile
entlang zweier geschlossener Wege betrachtet. Dariiber hinaus konnte man weitere Parameter,
wie zum Beispiel die treibenden Frenquenz ) oder die relativen Phasen ¢ zur Brechung der
Zeittranslationsinvarianz, variieren.

Im Rahmen dieser Bachelorthesis haben wir Zweiteilchensysteme studiert, sind aber allgemei-
ner daran interessiert, wie man periodisch getriebene Vielteilchensysteme beschreibt. Im Fall
verdinnter Systeme, fiir die eine semiklassische Néherung sinnvoll ist, hoffen wir, dass unser
Apparat (4.1) direkt in der Floquet-Boltzmann Gleichung [6] Anwendung findet, oder in Mo-
dellen, wo bei Stoflprozessen das Ergebnis zufillig aber gewichtet mit den Streuraten bestimmt
wird und die Dynamik dazwischen klassisch beschrieben wird [17].

In dem Sinne sind wir {iberzeugt, dass unsere Betrachtungen weitere Moglichkeiten eroffnen,
periodisch getriebene Quantensysteme zu studieren und in bereits bestehende Arbeiten Anwen-

dung finden.
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A. Anhang

A.1. Hamiltonian Ortsdarstellung in Relativkoordinaten

Ausgehend von dem Einteilchen-Hamiltonian ((2.7)) konstruieren wir die Wirkung der Summan-
den des Gesamt-Hamiltonians H = Hy + Hs + Hiyt in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten.

n=1jg=1:
Hip(m, A, 1, j2)
= —Jip(M—3, A+ 1,51 +1,52) — Jiop(m, A, j1 + 1, j2) + Vi (m, A, j1, j2)
Hyp(m, A, 1, j2)
= — o1t (M—5, A = L j1,j2 + 1) = St (W, A, ju, j2 + 1) + Vo (7, A, i, j2)
Hingtp(m, A, j1, j2) = Uda 0¥ (M, A, 1, j2)
n=1j5p=2:
Hyyp(m, A, i, ja)
= —Jiv(M—3, A+ 1,51 +1,52) — Jio(m, A, ji + 1, j2) + Viw(m, A, j1, ja)
Hyy(m, A, j1, ja)
= —Joa¥ (g, A+ 11,2 — 1) = St (W, A, i, j2 — 1) + Va2 (70, A, i, j2)
Hintth(m, A, j1, j2) = 0
J1=27J2=1:
Hyp(m, A, j1, j2)
= —Jiap@+3, A= 1,51 — 1,j2) — Jio0(W, A, j1 — 1, j2) + Vi (W, A, j1, j2)
Hyp(m, A, j1, j2)
= —Jop(M—3, A =1, 41,0 + 1) — Jootp(, A, j1, jo + 1) + Va1 (M, A, ji1, ji)
Hingth(M, A, j1, j2) = 0
J1=2,J2=2
Hyyp(m, A, g1, ja)
= —JipM+3, A — 1,51 — 1,52) — Jio(m, A, j1 — 1, j2) + Vi (M, A, j1, ja)
Hayp(m, A, 1, ja)
= —Jo (M+3, A+ 1, 41,50 — 1) — Jooth(, A, j1, jo — 1) + Voo (M, A, i1, ji2)
Hingp(m, A, j1, j2) = Uda 0¥ (M, A, 1, j2)
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Anschlieend fouriertransformieren wir beziiglich der Schwerpunktskoordinate.

n=1Ljp=1:
Fr(H1y (M, A, j1, j2)) (k)
= —Jiae " EY(k, A+ Ljy + 1, 52) — Jrat(k, A gy + 1, j2) + Vi (k, A, ji, ja)
Fr(Hap(m, A, j1, j2)) (k)
= — D1 Bk, A = L1, ja + 1) — Jaotb(k, At g + 1) + Vaa(k, A, 1, o)
Fa(Hinth (M, A, j1, j2)) (k) = Uda otb(k, A, 1, j2)
n=172=2:
Fa(Hib(m, A, 1, j2)) (k)
= —J1,1€_i§¢(k, A4 1,51+ 1, j2) — Jio¥(k, A, j1 + 1, j2) + Vi1(k, A, j1, j2)
Fr(Hap (M, A, j1, j2)) (k)
= —Jz,leigdf(k‘, A+ 1,1, J2 — 1) = Japb(k, A, g1, j2 — 1) + Vaotb(k, A, j1, j2)
Fa(Hing (M, A, j1, J2)) (k) =0
N=27j2=1:
Fa(Hip(m, A, ji, j2)) (k)
= —J11e 3k, A — 11 — 1,52) — Jiat(k, A i — 1, 52) + Vist(k, A, i1, o)
Fa(Ha(m, A, 1, j2)) (k)
= —Ja1e 3Pk, A = L1, g2 + 1) — Jogtp(k, A, 1,2 + 1) + Vanth(k, A, 1, ja)
Fa(Hinep(, A, j1, 52)) (k) = 0
N=2,j2=2:
Fa(Hip(m, A, g, j2)) (k)
= —Ji1€ (kA = L1 — 1,j2) — Ji29(k, A, Gy — 1, 52) + Vigw(k, A, ju, ja)
Fa(Hap(m, A, j1, j2)) (k)
= —Da1€' 3Pk, A+ Lji,ja — 1) = Jagwo(k, A, G, g — 1) + Vatb(k, A, i, o)
Fi(Hing (M, A, j1, j2)) (k) = Uda otb(k, A, j1, j2)
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A.2. Berechnung der Geschwindigkeiten

Fir die Geschwindigkeit gilt:

:87E: lim E(Q+AQ)—E(Q) — lim ﬁ
8(] Ag—0 Aq Aq%OAq

Uq
Betrachten wir einen Hamiltonian H(q) mit kleiner Stérung Ag, dann:

0OH
H(q+Aq)%H(q)+Aq8;q):Ho+AH

Die Energiekorrektur ist nach Stérungstheorie erster Ordnung gegeben durch:

AFE = (u|AH|u)

wobei u Eigenzustand des ungestorten Systems ist. Aus allem folgt nun die Relation:
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A.3. Verteilung der gefundenen Impulse fiir £ =0

In Abbildung A.1 sind die Energiebénder des zeitunabhéngigen Zweiteilchensystems fiir einen
Schwerpunktimpuls von & = 0 dargestellt und dazu in Abbildung A.2 die gefundenen Impulse

fiir einen diskreten Scan des Energiebereichs. In rot ist das gefundene Quartett zu Ei, = 6.5

markiert.
8 =t
E12
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E22
]
o 4f
2
o}
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w ol
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Relativimpuls q

Abbildung A.1. Energiebédnder des Zweiteilchensystems mit den Parametern
k=0, J11=09, Jiao=12,Vi1=1,Viea=2, Jo1 =11, Jog=15, Vo1 =15, Voo =23

[ e Impulse zu E=6.5

Im(q)
o
o)
[ ]

-3 -2 -1 0 1 2 3
Re(q)

Abbildung A.2. Verteilung der Impulse in der komplexen Ebene fiir gesamten Bandbereich bei k = 0
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Matthias Pukrop
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