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Einleitung

Bei der Beschreibung physikalischer Systeme haben wir
bisher mikroskopische Theorien kennengelernt.

(i) Klassische Mechanik (deterministisch)
Lagrange- und Hamilton-Formalismus
exakte Losung beschriankt auf wenige Freiheitsgrade

(selbst 3-Korper-Probleme schon nicht mehr exakt 16s-
bar)

— Beschreibung von Gasen + Festkorpern mit 1020 —
10?3 Freiheitsgraden mittels Losung der Bewegungsgle-
ichungen hoffnungslos

(i1)) Quantenmechanik

statistische Theorie: Bestimmung der Wahrschein-
lichkeiten, bei einer Messung ein bestimmtes Ergebnis
zu bekommen.

Losung der Schrodinger-Gleichung fiir 10%° wechsel-
wirkende Freiheitsgrade ebenfalls hoffnungslos.

Ziel der statistischen Physik ist die Erkldarung
der makroskopischen Eigenschaften (Druck, spezifische
Wirme, Leitfdhigkeiten etc.) von Vielteilchensystemen, aus-
gehend von einer mikroskopischen Beschreibung, insbeson-
dere von solchen Begriffen wie "Wirme", "Temperatur”, "ther-
misches Gleichgewicht" etc, die zwar von Menschen erfahr-
und beobachtbar sind, aber in den mikroskopsichen Theorien
bisher nicht vorkommen.

Zunichst mag dieser Versuch hoffnungslos aussehen. Es
stellt sich aber heraus, dass der scheinbare Nachteil, viele
(~ 10%%) Freiheitsgrade beschreiben zu wollen, hier tatsdch-
lich ein Vorteil ist: Fiir das makroskopische Verhalten kommt
es nicht auf die Details der vielen schnellen Variablen an - nur
die langsamen Variablen, insbesondere die Erhaltungsgrofien,
spielen eine wichtige Rolle.
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Part A
Entropie & Temperatur
A.1 Entropie

Wir beginnen mit zwei Beispielen.

A.1.1 Beispiel 1: Zwei-dimensionales Gittergas
(~ Computer-Simulation)

Beobachtung: Das Gittergas expandiert. Bei hoherer Teilchenzahl

auf der linken Seite bewegen sich mehr Teilchen von
links nach rechts als umgekehrt. Die umgekehrte Be-
wegung ist zwar moglich aber weniger wahrscheinlich
(d.h. kommt bei der Wiederholung des Experiments
weniger hiufig vor.).

In diesem Beispiel ist die Bewegung der Teilchen auffillig.
Das System expandiert von den meisten Anfangsbedingun-
gen aus.

Grund: Die Zahl der Konfigurationen mit (in etwa) gleicher
Zahl Teilchen in rechter und linker Hilfte ist sehr viel hoher

als die Zahl der Konfigurationen mit ungleicher Zahl.

Das konnen wir berechnen:

Definition 1 (N Teilchen auf M Gitterpositionen)
Wie viele Moglichkeiten gibt es, N-mal aus M Gitter-
punkten zu wdhlen?

— das 1. Teilchen hat M Moglichkeiten

[— das 2. Teilchen hat (M — 1) Méglichkeiten

== G = (v)

Der Faktor % muss hinzugefiigt werden, da die Teilchen
ununterscheidbar sind (Abziehen der Permutationen)

Beispiel: N = 50 Plitze auf ein ganzes Gitter (M = 100) /
drei-viertel (M = 75) / ein halbes Gitter (M = 50)

o M =100,N =50 ~ (M) =10%
N
* M=75N =50~ (%) =5-10"

« M=50,N=>50~~ (%) =1

Wenn alle Kombinationen gleich hiufig auftreten, die Dy-
namik also nicht einzelne Konfigurationen auszeichnet, dann
finden wir (in wiederholten Experimenten)

¢ alle Teilchen in der linken Hilfte in 10% =102 der
Fille

* alle Teilchen im linken 3/4 des Gitters in Siz)%g ~
5-1071° der Fille

Dynamik, die in einer seltenen Konfiguration startet, fiihrt
(in einer groen Zahl der Félle) zu einem Zustand mit grof3er
Zahl an Konfigurationen. Also etwa startend aus

Zustand 1: alle Teilchen in der linken Hilfte

Zustand 2: alle Teilchen im linken 3 /4 des Gitters

A.1.2 Beispiel 2: Rubik’s cube (Zauberwiirfel)

Ein anfangs geordneter Wiirfel wird durch die Reihen
gegeben; jede(r) macht einen Zug. Warum verliert der Wiirfel
seine Eigenschaft, das die Seiten jeweils die gleiche Farbe
haben, sehr schnell?

Grund: Es gibt sehr viele Konfigurationen des Wiirfels, aber
nur wenige haben (alle) Seiten in der gleichen Farbe.

Ein 3 x 3 Wiirfel mit 6 Farben hat:
8! - Zahl der Vertauschungen der 8 Eckwiirfel

-3% - Jeder der 8 Eckwiirfel kann 3 Konfigurationen an-
nehmen

-12! - Zahl der Vertauschungen der 12 Kantenwiirfel
212 _ Jeder der 12 Kantenwiirfel hat 2 Konfigurationen

= 519024039293878272000 ~ 5 - 10?° Konfigurationen

Die Zahl der Konfigurationen, die sich ohne Auseinan-
dernehmen des Wiirfels realisieren lésst, ist um einen Faktor
3 x 2 x 2 =12 kleiner

~ insgesamt Q ~ 4 - 10! Konfigurationen.

Tritt jede Konfiguration gleich hiufig auf, so finden wir den
"perfekten Wiirfel" in nur ﬁ Konfigurationen.

Analog ldsst sich berechnen, wie hédufig eine perfekte Seite,
zwei perfekte Seiten usw. auftreten: Zahl der Konfiguratio-
nen mit 1,2, ... perfekten Seiten geteilt durch Gesamtzahl der
Konfigurationen

Qeine Seite . Hdufigkeit des Zustands

Qgesamt "eine Seite perfekt"
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Beginnen wir in einem Zustand mit niedrigem Q (z.B. per-
fekter Wiirfel Q = 1), so fiihrt eine Dynamik, die keine
Konfiguration auszeichnet (z.B, zufillige Ziige) rasch zu
einem Zustand mit hohem Q.

Zur Definition von Q haben wir bestimmte Konfiguratio-
nen (etwa alle Konfigurationen mit einer perfekten Seite, ...)
zusammengefasst zu einer "makroskopischen Beschreibung":
Wiirfel zu % gelost, ...

A.1.3 Mirkozustédnde & Entropie

In der statistischen Physik betrachten wir Vielteilchensysteme,
die sehr viele unterschiedliche Konfigurationen annehmen
konnen. Jede einzelne Konfiguration beschreibt dabei das
System auf mikroskopischer Ebene und wird daher aus als
Mikrozustand bezeichnet.

Beispiele:

* Kklassisches Vielteilchensystem mit N Teilchen

~» verallgemeinerte Koordinaten g = (gi,...,q3n)
und Impulse p = (py,...,p3n) + Hamiltonfunktion
H(4,p)

Wir betrachten stets zeitunabhéngige, abgeschlossene
Systeme

L]

quantenmechanische Vielteilchensysteme

~- Eigenzustinde |y) des Hamilton-Operators

A y) =Ey|v)
|w) ist festgelegt durch N Quantenzahlen
Y= (mlamzv"'amN)

mit diskreten, endlich oder unendlich vielen Werten,
Bsp.: Drehimpuls |/,m), [ =0,1,2,3,..., -1 <m <1

L]

Spinzustinde {sj,s7,...,sy} in einem Festkorper
~» etwa Ising Spins T,
+ Wechselwirkung 72 ({s1,...,sn})
Bsp.: 7 = <):,> 5;5; Ising-Modell
ij

Ein oft betrachtetes Beispiel wird das ideale Gas sein: N
nicht-wechselwirkende Teilchen in einem Wiirfel der Kanten-
linge L und Volumen V = L3.
Der Einfachheit halber bezeichnen wir einen Mikrozustand
mit r = {q;, pi}.

r ist ein Punkt im 6 N-dimensionalen Phasenraum

Makroskopisch ist das System unter anderem durch Er-
haltungsgroBen wie der Energie charakterisiert.

Energie:

Fiir Systeme ohne Wechselwirkungen oder kurzreich-
weitigen Wechselwirkungen gilt E o< N, d.h. die Energie
pro Teilchen ist konstant — extensive Grofie

Die Zahl der Mikrozustinde mit Energie E — AE < E(q) < E
nennen wir Q(E). In vielen Fillen wichst Q exponentiell
mit der Zahl der Freiheitsgrade.

Definition 2 ((Boltzmann-)Entropie) Daher  betra-
chten wir fiir gewohnlich den Logarithmus von Q(E)
und nennen

o(E) = InQ(E)

die (Boltzmann-)Entropie des Systems bei Energie E.
Die Entropie ist der zentrale Begriff der statistis-
chen Physik.

Randnotiz:

Wir haben die Abhingigkeit von AE unterdriickt. Tat-
sdchlich hingt o(E) nur sehr schwach von AE ab.
Dies ldsst sich durch einen Vergleich von oag, (E) und
Ok, (E) bei einer Zustandsdichte @(E), d.h. Qag(E) =
o(E)-AE, zeigen ldsst

GAE] (E) =In QAE] (E)
= In(0(E)AE))

AEq
=In(w(E)AE In—
n(0(E)AE) +1n !

AE
= OAE, (E) +1In 7AE1
N—— 2

<OWN) L olam)

Dabei ist N die Anzahl der Freiheitsgrade.

A.2 Thermisches Gleichgewicht: En-
ergieaustausch zwischen zwei ther-
misch gekoppelten Systemen

Wir betrachten zwei Systeme 1 und 2, die nicht miteinander
wechselwirken.
System 1 hat Energie E; und Q;(E|) Mikrozustéinde,
System 2 hat Energie E» und Q,(E>) Mikrozustéinde

Ein Gesamtsystem aus 1 und 2 hat

Q(E1,Ez) = Qi(E1) - Q2(E2)
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Mikrozustinde.
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Dabei nehmen wir an, dass die Wechselwirkungsenergie
zwischen den Systemen 1 + 2 vernachldssigbar klein ist.
Dies ist etwa fiir kurzreichweitige Interaktionen der Fall.

Jetzt bringen wir System 1 und 2 in thermischen Kontakt:
Eine Wand zwischen den beiden Systemen kann Energie zwis-
chen ihnen austauschen. Die Wand selbst ist allerdings nicht
beweglich. Die Gesamtenergie des Systems E = E| + E; ist
erhalten.

Woud

Figure A.2.1

Durch den thermischen Kontakt kann sich jetzt etwa die En-
ergie £ verindern. Entsprechend dndert sich dann (wegen
Energieerhaltung) E, und entsprechend auch

Q(ELE)=Q(E)) - X (E—E)).
Welchen Wert wird E| annehmen?
Wenn alle Mikrozustiinde unter der Dynamik des Gesamt-
systems dquivalent sind (d.h. gleich hiufig auftreten),
dann nimmt £; den Wert an, bei dem
Q(E;,E) maximal
ist.
Es soll also gelten

_ 9Q(E\,E)  dQ dQ, dE>

0= = W (E—E)N+Q(E))— ==
JE; dE, 2( D+ l)dEz dE,
=1
dQ [759))
=" (E—E;)—Q(E)—=
dE, 2( 1) —Qi( l)dEz
1 Q
oo 1 1 d%
Qi(E)) dE;  (E) dE;
L, dnQ _ din®,
dE\  dE,
_ doy _doy
dE, dE,

Was passiert also?

Die Systeme tauschen so lange Energie aus, bis E; und
E,; = E — E den Wert angenommen haben, bei dem Q(E,E)
bzw. 6(E|,E) = 01(E) + 02(E — E;) maximal ist.

do _d(o1+0) _doy dEy | dop dEz_(dGl_dGz>

dr dt " dE, dr dE, dir \dE, dE;

E; wichst also an, wenn dE, > b ist.

Wir interpretieren den Energieaustausch (bei sonst unverén-
derten Systemen 1+ 2) als den Austausch von Wirme.

Mikroskopisch bewegen sich z.B. die Molekiile in einem
System etwas schneller und konnen diese zusétzliche En-
ergie auf das andere System iibertragen, ohne dass sich
sonst an der Teilchenzahl oder anderen Systemparame-
tern etwas dndert.

Wirme flie3t also von einem System mit niedrigem Z—g zu
einem System mit hohem fl—g.

Dies motiviert uns zur Definition der

Definition 3 (absoluten Temperatur) als

1 do

© dE

Wirme flie3t also von einem System hoher Temperatur zu
einem System niedriger Temperatur. Bei ®; = @, flielit keine
Wirme. Man sagt, die beiden Systeme befinden sich im

Definition 4 (thermischen Gleichgewicht) 1 = EY
mit

dG[
dE;

- dGz

E3=E—Ej

A.2.1 Anmerkung 1:
Skalen

Wir konnen natiirlich eine beliebige, monotone Funktion

von Z—g als Temperatur bezeichnen. Wir werden allerdings

finden, dass ® bis auf eine Wahl der Temperaturskala mit

jener Temperatur iibereinstimmt, die wir anhand eines Gas-

thermometers bestimmen kdnnen.

Temperatur- und Entropie-
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Umrechnung mittels der Boltzmann-Konstante kp =
1.38-10" %<

® =kg- T
~— ~—
Joules Grad Kelvin

Es ist sinnvoll, den Umrechnungsfaktor kg auch in der
Definition der Entropie aufzunehmen:

S(E) =

(Boltzmann-Entropie)

kB~C7(E) :k3~an(E)

1 dS
oSS
T dE

Die Boltzmann-Konstante kg ist eine willkiirliche Kon-
stante (keine Naturkonstante), die sich aus den Einheiten von
Energie und Temperatur ergibt. Entsprechend ist S = kg - InQ
die Wahl einer bestimmten Skala fiir die Entropie.

A.2.2 Anmerkung 2: Extensivitat der Entropie

Betrachten wir nun zwei gleichartige Systeme (etwa 1/ Gas +
17 Gas). Die Zahl der Mikrozustinde Q héingt dabei z.B. von
Energie, Volumen und Teilchenzahl ab

Q=Q(E,V,N)
Mit E =E| +E, =2E,

V=Vi+V, =2V,
N =N;+ N, =2N,;

haben wir fiir das Gesamtsystem

(E VN) Q (El,Vth) .Qz(Ez,Vg,Nz)
s Q(2E,2V,2N) = Q(E V,N)-Q(E,V,N) =
~ S(2E,2V,2N) =2-S(E,V,N)
~ S(AE,AV,AN)=A-S(E,V,N)
Wihle nun A = ﬁ, sodass
EV S(E,V,N)
Z 1=
Sy =2
E V
—~
e 14

Die Entropie ist somit eine extensive Grofie.

Anmerkung:
Die Temperatur hingegen ist eine intensive Grofie:

as N 1 9S(e1)
JE N de
~—
de
d.
9%S 1\? 9%S(e,v,1) 1
aEz—N'(N> 'a@”(zv)

A.2.3 Anmerkung 3: Wie scharf ist das Maximum in
Q(E,E)

Wir entwickeln dazu S(E) nahe E* in Potenzen von 1 =

E—E*

ds 1 d*s
S(E) = S(E*) + — — == 4.
E)=SEV+ g "y |, T
—A

1
T
Fiir die Entropie des Gesamtsystems haben wir dann

kpIn(Qy(Er) - Q(E2)) =kpIn(Qi (E7) - Q2(E;))

S1(E1)+S82(E2)
N2
n T 1

1
- 5(11 +A2)n?
mit
-1
=~
ds, _ dS, dE
dE, dE, dE;’
1_ds 1_ds
Ty dE |, T, dE |
d? d?
m=-t =212
dE? | dE3 |,

[Q(E,V,N] tm thermischen Gleichgewicht verschwindet der lineare Term.

Um nun ein Maximum bei E} zu erhalten, muss gelten

2

S .
1B < 0 (d.h. S(E) ist konkav)

Ist nun die Wahrscheinlichkeit P(E;) von E; proportional zu
Q(E|,E) dann haben wir

2

InP(E;) ~ InP(E}) — (M ) ”B
~~ P(Ey) ~ P(E}) -exp <—2(Al + ) (EIZBEI*)Z)

Die Fluktuationen von AE| folgen (wenn sie klein sind) einer
GauB3-Verteilung.
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Die Varianz dieser Fluktuationen ist

1 1
= 0<N
M+2X  |d>S ds,
dE? dE?
—_—— ——
O(1/N)  O(1/N)

E; N

VN

E; fluktuiert nur sehr wenig im Vergleich zu seinem Mit-
telwert, d.h. Q(E1,E) hat ein sehr scharfes Maximum bei

Standardabweichung von AE; /N 1
A o< o<

Grund: Q;(E)) steigt sehr schnell mit £} an (exponentiell!),

Q,(E — Ey) fillt sehr schnell mit E; ab.

A.2.4 Anmerkung 4: Spezialfall sehr groBes und
kleineres System

Als Spezialfall wollen wir die Situation betrachten, in

der eines der beiden Systeme sehr viel groBer ist als das

andere (aber selbst das kleinere System ist immer noch

makroskopisch).

Beispiel: Bierflasche im Badesee.

Gesamtenergie: E) +E, =FE

kglnQ =kglnQ(E1)+kglnQy(E — Ey)

groBes System

kleines System
=S1(E))+ S2(E—E))
LAY

~S1(E1)+ S2(E) — E

E;

E
E
=S1(E1) — 71 + Konstante

E;

Das Maximum max (S1 (E1) — 7) ergibt die Gesamtentropie

von System 1 und einem Wirmebad der Temperatur 7. Hi-
erbei kann T als fester Parameter aufgefasst werden.
S1(E1) — % héngt dann nur von E; und der entsprechenden
Temperatur ab, beschreibt aber das Gesamtsystem von Sys-
tem 1 und dem Wirmebad 2. Das grofle System 2 ist durch
seine Temperatur T ausreichend charakterisiert. System 2
ist ein Wirmebad oder besser Temperaturreservoir, da bei
Austausch von Energie mit System 1 seine Temperatur un-
verindert bleibt.

T(E—E;) ~T(E)

fiir alle E1, die das System 1 annehmen kann.
Ende Woche 1

A.3 Mechanisches Gleichgewicht: Volu-
menaustausch zwischen zwei mecha-
nisch gekoppelten Systemen

Bei unseren bisherigen Betrachtungen zur Zahl der
Mikrozustinde Q(E) haben wir bislang primér eine Ab-
hingigkeit von der Energie beschrieben. Nun wollen wir
weitere Parameter des des Vielteilchensystems betrachten,
deren Anderung wie im Falle der Energie zu einer Anderung
der Zahl der Mikrozustinde und damit auch der Entropie fiihrt.

Fiir ein Gas nicht-wechselwirkender Teilchen betrachten wir
als zusitzliche Parameter typischerweise das Volumen V und
die Teilchenzahl N.

Fiir ein Quantengas freier Teilchen in 1d betrachten wir
zusitzlich

N o2 N OR2 )
E:Z i _ h (nn,)
=2m =2m\ L

. . o
mit Impuls-Quantisierung k = *

n
~» E = Ez(L) mit i =

Wir wollen im folgenden zuniichst die Anderung der Entropie
unter Anderung eines festen Parameters betrachten und dann
fragen, wie die Entropie-Anderung zwei mechanisch gekop-
pelte Systeme beeinflusst.

A.3.1 Zustandsdichte und externe Parameter

Die Energie % (q) eines Mikrozustandes ¢ hiinge von einem
zusitzlichen freien Parameter A ab.

/‘Hg‘(‘})
E -aE E

g o & & o 06 0 o

L v

Energ-'m won Mehro 2usd Enden

Figure A.3.1. Zahl der Zustinde Q(E) in einem
Energieintervall E — AE < 7%, (q) <E

Andert sich dieser Parameter A — A + AA, so dndert sich die

Energie 74, (q) — 76, (q) + % ‘AL .

Wir kénnen nun fragen, wie viele Mikrozustinde durch diese
Anderung AL eine der beiden Energiegrenzen bei E und

10/67



E — AE durchqueren.

Einfaches Beispiel: Alle Mikrozustinde ¢ haben den gle-
89% ()

ichen Wert von

N 3 CX Y-
O /7 N ”') /7 ,/[
®e0 o 0|0 0o o _——— o o oo o...‘
/// / ;na’:rurJ von % / /] / /1
—>
944 N
on

Figure A.3.2. Alle Mikrozustinde bewegen sich um

aajf A?L nach rechts, sodass all jene Zustinde, die weniger

als 22 . AA von E entfernt sind, diese Energiegrenze
pa551eren

Als nichsten Schritt wollen wir beriicksichtigen, dass
nicht alle Mikrozustinde denselben Wert von ‘%f haben.
Wir miissen also zwischen Mikrozustinden mit unter-
schiedlichen Werten von ‘98—3; unterscheiden und definieren

daher

Definition 5 (die Zahl der Mlkrozustéinde) q mit E —
AE < 5,(q) <Eundy< a//’l( < y+Ayals

Q(E. 1)

(Die Abhdngigkeit von AE und Ay ist dabei impliziert.)

Die

Definition 6 (Gesamtzahl der Mikrozustinde)
Q(E,A) ist dann die Summe iiber alle Intervalle der
Breite Ay:

2)=Y O(E.2)
Y

Die Zahl der Mikrozustinde mit % = 7, welche die obere
Grenze passieren ist

Q (E, A
Energie-Intervall
Zahl der Zustinde neggﬂld;- nterva
pro Energie-Intervall or - AA

Definition 7 (Zustandsdichte) Die Zahl der Zustinde
pro Energie-Intervall wird auch bezeichnet als Zustands-
dichte:

Qy(E, 1)
AE

Die Gesamtzahl der Mikrozustinde, welche die obere Grenze
passieren, ist dann

(E)=Y B AL
v
_ _QEN)
=——iE ¥- AL

mit ¥ = %(E) = — g7y

Intuitives Bild: Regentropfen bewegen sich mit
Geschwindigkeit v. Pro Zeiteinheit treffen p(v)-v
Tropfen auf eine gegebene Flache. Integration iiber v
gibt dann die Gesamtzahl der Tropfen.

Um nun zu sehen, wie sich die Gesamtzahl der Mikrozustinde
im Intervall [E — AE, E] veréndert, miissen wir mit v(E — AE)
vergleichen.

w-A)L: v(E—AE) — v(E)
A ——
Einfiillung links  Ausfluss rechts
dN d _
~ —r AE = 4o (QE,A)-7)- AL
aQ J
- 55 = 55 (AUEA) - T(E.L))
aQ ay
=08 Tt g

Teilen wir beide Seiten durch Q(E, A1) und erhalten auf der
linken Seite

1 9Q B 0 B do(E,A) B
Qo aameE o <
und erhalten mit der rechten Seite
Jdo(E, 1) _“'_86(E,l). dY(E,A)
or T o9 VT oE

Wir wissen schon, dass ¢ und E extensiv in der Teilchen-
zahl N sind. A wird als intensiv angenommen. Somit ist die

linke Seite eine gg = fr’l‘ttggsx = extensive GroBe. Ebenso ist

=-Y QV(E M Y o< N extensiv und folglich 27

4 Q(E,A) ~— JE
~—

31):[ extensiv

Py(E,A)

11/67



intensiv. Insgesamt also

vernachldssigbar
fiir N >> 1

Jdo _86__+
or —9E "
~ =

extensiv extensiv

Fiir N >> 1 dominiert also der erste, extensive Term auf der
rechten Seite, d.h.

do _do _ 1
ar e "o’

¥=— 3—’}5: kann als durchschnittliche Energieéinderung des Sys-
tems durch Anderung des Parameter A interpretiert werden -
eine Art Kraft, wie wir im néchsten Beispiel sehen.

A.3.2 Mechanisch gekoppelte Systeme

Wir wollen ein System mit Q;(E|,A) Zustinden betrachten.
Beispiel: Wir betrachten ein Gas und der Parameter A = x
beschreibt die Position eines Kolben mit linearer Feder
EF = %kxz.

“AVWAMAMNAN

S~ Gesem {-3334cm
En ergie E

Figure A.3.3. Der Kolben sei mechanisch beweglich und
reibungsfrei. Er ist aber wie die Winde undurchlissig fiir
Teilchen oder Wirme.

Das Gesamtsystem besitzt die Gesamtenergie E = E| +

Er.
Die Gesamtzahl der Mikrozustinde ist Q = Q; (Ej,x) - 1.

Die Feder als mechanisches System hat nur einen
Mikrozustand.

Welcher Wert von x entspricht der grofiten Zahl von
Mikrozustinden? ~~ Maximierung von Q bzw. der Entropie:

_dll’l.Q] _81nQ| 8E| 8an] _1 _
0= dx ~  OE, 'W—i— ox _®(_kx+1/)

mit

JE,|

d
W = a(E*EF) = ka,
alngil alnflil
0E Q' ox O

Es wird also ein mechanisches Gleichgewicht erreicht fiir
¥ = +kx.

Die Entropie 6(Ej,x) = 6(E;(x),x) = nQ(E;(x),x)
fillt mit x ab (Volumenverkleinerung fiihrt zu kleinerer
Entropie, siehe oben).

Denn:

Andererseits wichst o fiir groleres E1 (denn g—EGl =

% > 0), was aber auch einem abfallenden x entspricht
(E\ = E — 1kx?). Gegenliufige Effekte!

Dementsprechend hat Q; (E| (x),x) wieder ein scharfes Maxi-
mum im Gleichgewicht.
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Anmerkungen:

1. Mikroskopisch entsteht diese Kraft durch die Kol-
lision vieler Gasteilchen mit dem Kolben. Durch
Bewegung des Kolbens dndern sich die Impulse
(und Energien) der Teilchen, da sie mit einem sich
bewegenden Kolben kollidieren.

2. Wir konnen

 wQEX)  JE()
y“; QEx T ox
———
Py(E x)

als Kraft des Gases, welche auf den Kolben wirkt,
interpretieren.

Damit haben wir

JE(x)
 Ox

(90(Ex) . 9S

Tox T ox

3. Schreiben wir nun A - dx = dV (Volumenénderung
bei Fliche A des Kolbens) und bezeichnen die
entsprechende Kraft als Druck p (Kraft pro
Fliche)

Definition 8 (Druck)

(9S(E,V)

-7
P v

Wir finden also eine Analogie zwischen thermis-
chem und mechanischem Gleichgewicht:

Thermisches Gleichgewicht: Zwei Systeme mit
gleichem g—g sind im thermischem Gleichgewicht
~ kein Energiefluss

Mechanisches Gleichgewicht: System mit 3—5 =

p% ist in mechanischem Gleichgewicht ~» V dn-
dert sich nicht.

A.3.3 Zusammenfassung

Aus der Zahl der Mikrozustinde einer bestimmten Energie
hatten wir die Entropie definiert. Diese Grof3e bestimmt wie
ein System Energie mit einem zweiten System austauscht
(z.B. via Wirmeaustausch oder Energiesinderung durch An-
derung eines Systemparameters). Annahme dabei ist, dass
sich die Energien der einzelnen Teilsysteme so dndert, dass
die Entropie des Gesamtsystems maximiert wird.

Wir werden diese Annahme spiter aus dem "grundlegenden
Postulat", dass alle Mikrozustidnde des Gesamtsystems (zu
einer Energie) gleich wahrscheinlich sind, motivieren. Diese

statistische Grundlage der Entropie ist Thema des néchsten
Vorlesungsabschnitts.

Zuvor wollen wir aber die Entropie von einem konkreten
System berechnen.

A.4 Das ideale Gas

Wir wollen die Entropie eines idealen Gases auf zwei Arten
berechnen - sowohl klassisch als auch quantenmechanisch.

In beiden Fillen betrachten wir N nicht-wechselwirkende
Teilchen der Masse m in einem kubischen Behilter mit Kan-
tenlinge L und Volumen V = L3.

A.4.1 Verdiinntes Quantengas
Wir beginnen mit der quantenmechanischen Betrachtung aus-
gehend vom Hamilton-Operator

N h2
2 —
A NV)=Y Vit U(Gi)
i=1 g
— ) .
kinetische Energie potentielle Energie

0 0<x,yz<L

o sonst

g2 92 92 92 -
m1tVi :ax_2+ay2+az_2undU(r):{

Dieses Modell des idealen Gases vernachldssigt
1. Wechselwirkungen zwischen den Teilchen
(Terme V(;,§;) in )
2. Rotations- und Vibrationsfreiheitsgrade

= einatomiges Gas
3. innere elektronische Anregungen der Atome

Die quantenmechanische Wellenfunktion y verschwindet
auBerhalb des Volumens. Durch die Einschrinkung auf ein
endliches Volumen sind die Impulse quantisiert

x)

y mh

L

=

g
pi= nl(
e
mit n{™ =0,1,2,...,L

Ein Mikrozustand r lédsst sich damit durch 3N Impulse
beschreiben

N 2 3N 332 232 3N
o h Tl
E =) -+ = n = n2
" ; 2m 2mL? "% 2mL* =
mitn; =n{” ny =n® ..., Summe iiber 3N Freiheitsgrade.

Wir konnen nun die Zahl der Mikrozustinde r mit £, < E
berechnen

PE)= ) 1

rE.<E
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und daraus Q(E) = ®(E) — P(E — AE)
Es gilt
=L XLl
ni=lny=1 nay=1
E,<E
wenn nun typischerweise viele Werte von n
. nh . Tth
beitragen, d.h. pPPisch = . pypisch ~ - T
R‘//d}’ll/d}’lz---/dﬂy\ll
0 0 0
E<E
L o
:23—N/dn1/dn3Nl
—o0 —oo
E,<E
. h
mit p; = Tn,
N %
L
= dpi- dpsy 1
(2 nh) / p1 / D3N
| —
Y éSE
Das Integral iiber p; ist das Volumen einer 3N-
dimensionalen Kugel mit Radius R> = 2mE.
= f‘ons.'r
2
z
t
L max = '_l(‘:u Ny = 1,‘Z’mE‘
Figure A.4.1

Das Volumen einer Kugel mit Radius R in 3N Dimensionen
ist (s. Ubung)

T sy T
Vay = RV & St
SN EUY (3/2e N

("

Bevor wir alles zusammenfassen, miissen wir in einem letzten
Schritt berticksichtigen, dass die N Teilchen ununterschei-
dbar sind. Wir haben dies bislang nicht beriicksichtigt und
etwa "Teilchen 1 in Zustand 1 und 2 in 2" und "1 in 2 und 2

mit N! =~

in 1" als 2 Mikrozustinde gezihlt, obwohl es sich bei nicht
unterscheidbaren Teilchen um einen Zustand handelt.

Eine einfache Korrektur besteht darin ¢ durch N! zu teilen.
Dabei macht man allerdings einen Fehler, wenn zwei Teilchen
im selben Zustand sind (was schon korrekt als ein Mikrozu-
stand gezdhlt wird). Bei hohen Energien (und vielen
Mikrozustdnden) passiert dies selten; bei niedrigen Energien
werden wir spiter neue Effekte finden, die davon abhéngen,
wie Teilchen sich im selben Zustand verhalten und ob es sich
um Bosonen oder Fermionen handelt.

1

/
®(E) = ﬁq’()

_(f) N x 2mE\?

N 2nﬁ 3/2¢ N

2
3 E \% 3 e3m22m
In®(E —Nln— In— —_
nd(E) = 2NnN+Nn + <§h2>

3 E V 3 /5  dmm
NImE N L I i
=N+ nN+2N<3 3h2>

Genannt "Sackur-Tetrade Gleichung".

Damit konnen wir die Zustandsdichte
Q(E) = P(E) — ®(E — AE) berechnen.

OE)=c -ET

~®(E—AE)=¢ - (E—AE)*

3N

, (E—AE\ 2 v

=C - .EZ
E

<<l fiirN>>1

E—AE\?
~(55E) " e
E
<<P(E)
Somit

6(E,V)=InQ(E,V) = In[®(E,V) — D(E — AE,V)]

3 E
zlnd)(E,V):ENlnN+Nln%+N~lnc

Qo< eV

®(E) ist wegen seines rapiden Anstiegs mit E (~ E 1%y do-
miniert durch die Mikrozustinde am Rand des Volumens. In
sehr hohen Dimensionen ist der Unterschied zwischen Ober-
flache und Volumen vernachléssigbar. Dies ist auch der Grund,
weshalb ¢ = InQ nicht von AE abhéngt.
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Durch Ableitung nach E und V erhalten wir schlieBlich Gle-
ichungen fiir die Temperatur 7 und den Druck p

Aus
1 oS dlnQ 3 1
=2 ket kg =N —
T J0E P JE B
folgt die

Definition 9 (Kalorische Zustandsgleichung)

WEzéNkBT
2
Aus
p dS§ JdlnQ 1
g _ 72 Tt kN —
T ov Pov By
folgt die

Definition 10 (Thermische Zustandsgleichung)

WpV:kB-NT

A.4.2 Klassisches Gas

Ein Mikrozustand eines Systems aus N klassischen Teilchen
ist durch 3N Positionen g, und Impulse p, spezifiziert. (gq
und p¢, sind kontinuierlich.)

Die klassische Hamilton-Funktion fiir nicht-wechselwirkende
Teilchen ist

W2
Zz—a fiir 0 < go < L, sonst + oo

Die Zahl der Mikrozustinde lédsst sich durch das Phasen-
raumvolumen mit J# (g, p) < E beschreiben

L L oo oo
FE:/O dfh“'/o dCI3N'/ dPl“'/ dpsy 1

H(q,p)<E
Zi%SE

Das Phasenraumvolumen ist allerdings dimensionsbehaftet
(Dimension einer Wirkung). Um zu einer Zahl an
Mikrozustinden zu kommen, benétigen wir eine (fundamen-
tale) Einheit von Phasenraumvolumina, sodass wir I'g als
Multiples dieses Einheitsvolumens ausdrucken konnen. Aus

der Unschirferelation ApAq ~ h bietet sich an

I'e
- (2mh)3N (Zﬂﬁ) /dp1 /dp3N1

S

@'(E)

“\

Wir stellen fest, diese (zugegebener Mafle heuristische) Wahl
fithrt auf dasselbe Ergebnis wie der quantenmechanische
Zugang!

Das bedeutet aber auch, dass in der klassischen Rechnung
ebenso ein Faktor % benotigt wird, um zu einer extensiven
Entropie zu gelangen.
Phenomenologisch wurde dieser Faktor von Jasiah W. Gibbs
eingefiihrt (ca. 1875).

Erkldrung des % Faktors im klassischen Gas

Motivation fiir die Entropie war gewesen, dass die
Energieverteilung zwischen zwei Teilsystemen durch
Qi (E)) und Q;(E>) bestimmt wird.

Zahl der Mikrozustdnde des Gesamtsystems mit £}
im System 1

Q(E))=Q(E)) - (E—E))
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Verallgemeinerung auf Systeme mit externen Parametern,
zB.V

Q(E, V1) =Q(E1,V1)-Q(E—E,V—Vp)

Verallgemeinerung auf Systeme mit variabler Teilchen-
zahl

Q(E1,Ny)
N!

= N )i (BN - Qa(E — BN =)

(Vorfaktor: klassische Teilchen sind prinzipiell unter-
scheidbar)

Gibbs Argument: Additivitdt der Entropie fordert Vor-
faktor %

o1 =]1‘ICN1.Q.1
O ZIHCNZ.QQ =0
o =IncyQ
CN, - CN N!
6=01+0,—In L2 ) +In
! 2 ( CN N1!N2!
. 1 _ 1 _ 1
WCN_M’ CNl—Nfllv CNZ—@
fiithrt zu

Qi (E1,N) Q(E—E|,N—-Ni)
M (N—Np)!

Q(E|,N))= N! -

konstant

Maximierung von € fiihrt auf

9 uELN) 9 QUELN)
JdN; Ny! N, N>! E,=FE—E

Ny =N —N,

Mit diesem ﬁ Faktor ist auch die Entropie im klassischen
Fall extensiv

3 E Vv EV
G(E,V)=N- 21nN+lnN —i—lnc} =N-o (N’N)
Bei niedrigen Temperaturen (und kleinen Entropien) fiihrt der
ﬁ Faktor zu fehlerhaften Entropien, denn mit T — 0 geht
o — —oo. Tatsdchlich muss bei diesen tiefen Temperaturen
mit Quantenzustinden gerechnet werden, die mehrfach be-
setzt werden konnen (Bosonen).

Abschlussbemerkung: Was ist Entropie und ist sie eine
physikalische Grofe?

Die Entropie ist gegeben durch die Zahl der Mikrozustidnde
mit einer Energie E (und gegebenenfalls weiteren Erhaltungs-
grofien) bei bestimmten Werten der externen Systemparam-
eter, die experimentell variiert werden konnen (Temperatur,
Volumen, ...).

Die Entropie ist also keine Eigenschaft des Systems per
se, sondern eine Eigenschaft des Systems und der experi-
mentellen Fragestellung.

Vor allem ist die Entropie keine Funktion des Mikrozustandes
(wie z.B. die Energie), sondern hingt davon ab, wie wir
Mikrozustinde in Makrozustdnde einteilen.
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Part B

Statistische Thermodynamik und Ensembletheorie

B.1 Einflihrung in die Ensembletheorie

Wir haben bisher nur von der Zahl der Mikrozustinde (fiir eine
bestimmte Energie, Volumen, ...) gesprochen und unter der
Annahme gearbeitet, dass jeder Mikrozustand gleich hiufig
auftritt.

Doch was bedeutet dies? Und wann ist diese Bedingung
erfillt?

B.1.1 Kurzdarstellung der Antwort:
Wir ordnen jedem Mikrozustand eine Wahrscheinlichkeit
zu:

| Mikrozustand » — Wahrscheinlichkeit p,

Die Wahrscheinlichkeiten p, definieren einen Makrozustand:

I Wahrscheinlichkeiten {p,} — Makrozustand

Makroskopische Grofien, die durch den Makrozustand
festgelegt sind, bezeichnen wir als Zustandsgrofien

I Makrozustand — Zustandsgrofie

Der Gleichgewichtszustand eines geschlossenen Sys-
tems mit Energie zwischen £ — AE und E (und weiteren Er-
haltungsgroBen) sowie weiteren externen Parametern A ist

I p- = Kkonstant

Aus Y, p, = 1 folgt dann

B.1.2 Zentrales Postulat der statistischen Thermo-
dynamik

Definition 11 (Zentrales Postulat) der statistischen
Thermodynamik:

Fiir ein abgeschlossenes System mit Energie E sind (nach
einer gewissen Zeit) alle Mikrozustdnde der Energie E
gleich wahrscheinlich; das System nimmt einen Gle-
ichgewichtszustand an, der durch p, = ﬁ charak-
terisiert ist.

Physikalische Grundlage:

(i) Ergodenhypothese:

Bei geniigend langer Beobachtungszeit werden alle
Q, (E) energetisch zuginglichen Mikrozustinde durch-
laufen.

(i1)) Unkenntnis des genauen Anfangszustands und moleku-
lares Chaos

t=T
— ’ZI—\/ -
Phasenrcum mit \'B./du/i der
honstarfer Encpre. Arfengsbed:ngungen
Figure B.1.1

Nach dem Lioville’schen Theorem ist das Phasenraumvol-
umen des Bildes der Anfangsbedingungen unter Zeitentwick-
lung konstant. Fiir grofle Zeiten durchzieht das Bild der An-
fangsbedingungen aber jedes Volumenelement mit gleicher

Dichte.
R
1 /

A9

Ap

Figure B.1.2. Kleiner Ausschnitt aus dem Phasenraum

Wenn aber die Abstinde der "Spaghetti" im Phasenraum ex-
perimentell nicht mehr aufgelost werden konnen, bleibt uns
nur eine statistische Beschreibung

~> p, entspricht der "Spaghettidichte" einer Phasenraumzelle
(dies kann in Einzelfdllen bewiesen werden)

B.1.3 Zeitmittel und Ensemblemittel

Betrachten wir eine Observable A(g), die iiber ein Zeitinter-
vall [0, T] beobachtet wird, dann ist der Erwartungswert (oder
Mittelwert)

1 r Gleichgewicht
lim — dtA(q(t = A
Jim o | diA(q(t)) ; (9)pq

X1 —_———
Zeit-Mittel Ensemble-Mittel

Wir ersetzen die deterministischen Werte ¢(11),q(t2),. ..
durch zufillige Mikrozustéinde, die mit der Wahrscheinlichkeit
pg gewiihlt werden.

Wir nennen dies ein Ensemblemittel.
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Beispiel: 7 Wiirfe eines Wiirfels.

Die mikroskopische Berechnung des Wiirfelflugs ist in der
Praxis nicht moglich. Wenn wir nun trotzdem die mittlere
Augenzahl berechnen wollen, so greifen wir hier auf das En-
semblemittel zuriick.

T

1
Y
Augenzahl im Wabhrscheinlichkeit
Waurf ¢ von Mikrozustand
re{l,2,...,6}

B.2 Wahrscheinlichkeiten, Verteilungen

B.2.1 Wahrscheinlichkeiten

Die Wahrscheinlichkeit p eines Ereignisses quantifiziert
die Gewissheit, dass dieses Ereignis eintritt. Verschiedene
Wahrscheinlichkeitsbegriffe:

o Kklassisch:

Grundlegende Wahrscheinlichkeiten sind "a priori"
durch Symmetrien festgelegt. Bsp: faire Miinze ~~

PKopf = PZahl = >

* statistisch:
Relative Hiufigkeit eines Ereignisses bei (theoretisch)
unendlich vielen Wiederholungen unter gleichen Bedin-
gungen

* Bayes:

Wabhrscheinlichkeit quantifiziert den Grad personlicher
Uberzeugung (degree of belief)

Die Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis A eintritt, bezeichnen
wir als

p(A) und die Wahrscheinlichkeit, dass "nicht A" eintritt
als

- p(A) = 1= p(A)

Sind A und B zwei unabhéngige Ereignisse, dann gilt
p(AundB) = p(ANB) = p(A) - p(B)

SchlieBt Ereignis A das Ereignis B aus ("mutually exclusive")
p(Aoder B) = p(AUB) = p(A) + p(B)

Allgemein: p(AUB) = p(A)+ p(B) — p(ANB)

Bedingte Wahrscheinlichkeit - Wahrscheinlichkeit, dass A
eintritt gegeben das B eintritt

p(ANB)

pB) p(ANB) = p(A|B)- p(B)

p(A[B) =

Die Funktion p(A) gibt die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses A an; dabei kann es unterschiedliche Ereignisse
geben. Normierung: Y p(A) = 1.

A

Wenn sich die Ereignisse in Zahlen x ausdriicken lassen, kon-
nen wir einen Erwartungswert definieren

Definition 12 (Erwartungswert)

(x) =Y px)-x

Analog (x*) =¥ p(x) - x*

X

Vergleich zum arithmetischen Mittel: Gegeben n Werte
X1,X245-..,Xp.

X =

-

Il
-

xu:;@-x

relative Haufigkeit

S| =

L

In der Physik sind die Ereignisse, mit denen wir zu tun haben,
oft mit kontinuierlichen Zahlen verkniipft.

Beispiel: Wahrscheinlichkeit, dass die Position eines

Teilchens zwischen x| und x; liegt

7dx-p(x)

X1

Px; <x<x)=

A 8Cx)

/
,__/;/\
— D> W

Figure B.2.1
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B.2.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung
Wir definieren daher eine Wahrscheinlichkeitsdichte p (x),
die wir auch als Wahrscheinlichkeitsverteilung bezeichnen.

Beispiel: Grofle eines Menschen, Geschwindigkeit eines
Molekiils, Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der Quanten-
mechanik

Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist normiert

/w dxp(x) =

Achtung: p(x) > 1 moglich!

Der

Definition 13 (Erwartungswert) entspricht dann dem
ersten Moment der Verteilung

= /dxxop(x)

analog ist das 2. Moment (x*) = [dxx*- p(x)

Dies gilt auch fiir die Momente

/dx/dyxy nyx)’)

= /dxx"p(x) : /dyy’"Py(y) = (") 0"

Die

Definition 14 (Varianz) ist dann

() -

/dxxp {/dxxp

= <(xf <x>)2> = <x —2x(x)+ <x>2>

und die
Definition 15 (Standardabweichung) (Schwankung)

Ac= /() -

2= /(= ()2)

Fiir unabhiingige GroBen faktorisiert die gemeinsame

Wahrscheinlichkeitsverteilung

Pry(%,¥) = px(x) - py(¥)

B.2.3 Binomialverteilung

Als ein Beispiel einer Wahrscheinlichkeitsverteilung haben
wir in den Ubungen bereits die Binomialverteilung kennen-
gelernt:

Definition 16 (Binomialverteilung)

o= (%) -0

mitg=1—p

Die Binomialverteilung beschreibt Systeme, deren Zustinde
sich durch N bindre Zufallsvariablen x; mit i = 1,2,....N
beschreiben lassen, wobei gilt

~_ J+1, Wahrscheinlichkeit p
% =1_1, Wahrscheinlichkeit g—1—p
g-Qlx+!) WTO& lif%x—ﬂ
\ | 1
4

Figure B.2.2

Beispiele:

(1) Unabhéngige Spins im Magnetfeld

g-S(x+1) 4\3’&\ P-8(x-1)
A
L | T
-A + A4
Figure B.2.3
~_J+1  Spinup
A Spin down
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Bei Temperatur 7T gilt

P= "B _ upB
e kT +e kpT

mit magnetischem Moment up

(ii) Ideales Gas aus N Atomen

I
1
I
* |
I
|

. . | .
—_ —? | S et
Terlvolwmen T Te lvolumen I
= . -'r \ - = * /
Vi=p-\N p = 9V
Figure B.2.4
= +1 Atomeinl
"7 1—-1 AtomeinlIl
(iii) DNA-Sequenz
A= Ademin a3 = Guermin
@ —“—C‘tJT'OS"h T:’Ihbmfn
Acc a T AA(‘_TTG(A
[ S O A U A [
T &G C AT T G A A C T

Figure B.2.5

_ J+1 A-TPaar
Y= 1-1 G-CPaar

(iv) Eindimensionaler Irrpfad (random walk)

—t—t—t—t—F——t—t——+—> %
[ r~_"
Figure B.2.6

)+ Schritt nach rechts
Y= -1 Schritt nach links

Endpunkt nach N Schnitten:

N
X:n+—n_:in

mit n/n_: Schritte nach rechts/links, N =n, +n_

Normierung: (mittels binomischem Lehrsatz)

’ﬁ‘bpzv(nhi( )qu (p+q) =1

n=0

Mittelwert: (siche Ubung)

(n)=N-p

Schwankung: (siehe Ubung)

An=+/N-p-q

B.2.4 Gesetz der groBen Zahl
Die Verteilung von n wird mit zunehmendem N scharf, d.h.
die relative Schwankung verschwindet:

A
lim (22 = 1im ,/-L =0
N—oo \ {n) N—w \l pN

Préziser gilt fiir jedes € > 0, dass

. 1 ¥
Jim p (‘ (N ';xz) = ()| > 5) =0

Uber die Schirfe der Verteilung hinaus haben wir in

den Ubungen gezeigt, dass sich fiir groBe N die Binomi-
alverteilung einer Gauf3-Verteilung im zentralen Bereich
(n) — An < n < (n) + An annihert:

A~ Su (n)

AN ~ A\

= T >N
pl\l

Figure B.2.7

";ﬁ:’) wird fiir N — oo normalverteilt (= GauB3-verteilt).
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Dies gilt universell fiir Summen unabhéngiger Zufallsvari-
ablen

X-X)
AX

N
X = Z)Ci —
i=1

normalverteilt fiir N — oo, mit (X) = N (x), AX = /N - Ax
~~ zentraler Grenzwertsatz.

B.3 Zentraler Grenzwertsatz

Wir betrachten ein Set Zufallsvariablen x;, welche un-
abhingig voneinander aus einer beliebigen Wahrschein-
lichkeitsverteilung p (x) gezogen werden.

Letztere haben einen Mittelwert (x) und eine Varianz Ax?.

Beispiele:

g'mom.'m'alvrﬂcr'”wg( Boxvo .idﬁund

. Verteilung

s

S A §(x) A o (x)
-4 +A
V- Ixd

g-f'w'\ A 30 p-S(x-1) 4 )
L -
+4

-4 +4 -A
o(x) = p-8(x-4)  g-8(x24) Qx) ::; Ixle | olx)=Lg
: Lo senst : =
Figure B.3.1
Binomialverteilung

px)=p-8(x—1)+q-8(x+1)

Boxverteilung

P = {3

exponentielle Verteilung

x| <1
sonst

plx)= g

I~

Es sei die

Definition 17 (Summe der Zufallszahlen x;)

1 N
X=— Xi
P

Wie sieht die Verteilung p,(X) fiir grofe N aus?

Der zentrale Grenzwertsatz macht dazu eine universelle Aus-
sage:

Definition 18 (Zentraler Grenzwertsatz) Die
Verteilung px(X) von X geht fiir N — o gegen
eine Gauf3-Verteilung, unabhdngig von der Verteilung
p(x) der summierten Zufallszahlen.

Die Gaufs-Verteilung hat

o Mittelwert (x)

()l _ a
j Y)W A
o Varianz i =5

o Standardabweichung relativ zum Mittelwert

2
VAN 1

o< —

(x) VN

Fiir groffie N — oo wird die Verteilung von X "'scharf"'.

Bemerkungen:

* Von der urspriinglichen Verteilung der Zufallszahlen
p (x) iiberleben im Grenzfall N — oo nur zwei Zahlen:
(x) und Ax = "Universalitit"

* Der zentrale Grenzwertsatz gilt nicht, wenn

— die x; stark korreliert sind

- (x?) nicht existiert (z.B. fiir die Cauchy-
Verteilung)

Der zentrale Grenzwertsatz ist der mathematische Kern
der statistischen Physik: Die Verteilung bestimmter
GroBen wird fiir N — oo (thermodynamischer Limes)
scharf.

Fragen wir, wo Teilchen #17 in einem Gas ist, ist die statistis-
che Antwort p(x) = 1. (statistische Gleichverteilung)

Fragen wir nach dem Wert von etwa % Z Di» % Z piz, % Z p?,

. so haben diese extensiven GroBien (gleteilt dlllI’Ch N) olzaine
scharfe Verteilung - auch wenn diese Groflen statistischen
Schwankungen unterliegen, sind diese klein relativ zu den
GroBen selbst.
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B.3.1 Beweis des zentralen Grenzwertsatzes
Mittelwert und Schwankung von X folgen (wie im Fall der
Binomialverteilung)

1
= (2 + (P - ()
—Joxr— = L
A= (0P = () = ot

Damit folgt insbesondere das Gesetz der grof3en Zahl

. AX . Ax
lim [ —— ) = lim =0.
N—soo <X > N—oo \/N <x>
Verteilung von X:

Wahrscheinlichkeit einer bestimmten
Konfiguration (xi,...,xy)
— unabhéngige (!) Variablen

N N
X)= / dxl---/ dxy -Hp(x,-)-S (X—;/Zx,)
— —oo i=1 i=1

Summation iiber alle
Konfigurationen

Nebenbedingung

Wir betrachten nun die Fourier-Transformierte dieser
Verteilung ("charakteristische Funktion")

= [axeép,x)
:/dXeikX/dxlp(xl)---/deP(xN)
o) <X — % gm)

N
:H</dxlp xl ) eNZ;X:

N

|
|

Japieit|

()]

e

mit

Betrachten wir nun die Riicktransformation

= 5 ke Mok

1
_ —/dkexp kX £+ N-Iny(k/N)
2m ~——

Taylor-Entwicklung 4/7(1/N3)

mit Taylor-Entwicklung

Y/
Oc(k/N) = ¢x(0 )+ (0 )+2N2 ¢, (0)
1 i(x> ,<xz>
k 12,
2 3 4
mitln(1+x):x_%+%_%_~_m
f _lki< _Li 2y
NN 2 N2
k 1 k2 5
=i-(X)— 55 Xy — (x +...
N 2N2 < > <>
sz
—ik(X—(x))
—i/dkex RTINS
_2717 P l IK (X >N

mit GauB-Integral (quadratische Ergéinzung)

B S B e )
27r%2 2%2

Gauy3-Verteilung!
Ende Woche 3

B.4 Das mikrokanonische Ensemble
Wir betrachten die Mikrozustinde mit Energie E — AE <

H(q) <E
Die statistische Verteilung
1 ..
0 sonst

(= Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des Mikrozustands
r)

ist die Gleichverteilung auf der "Energieschale" und
beschreibt (nach dem zentralen Postulat) ein abgeschlossenes
System im Gleichgewicht. Diese Verteilung kann als Ensem-
ble (Gesamtheit, Schar) von .4~ Systemen verstanden werden.
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A W

q E 9, E 3 € 3, €

Figure B.4.1

Die Dynamik des Systems wird ersetzt durch zufillige
Ziehungen aus dem Ensemble, mit Mittelwerten

1
<Ar> mikr'o- :Xr‘,l’r r= Q, (E)
kanonisch

Bei der Berechnung dieser Mittelwerte konnen wir (bei exten-
siven GroBen) wieder von einer scharfen Verteilung ausge-
hen - die einzelnen A, fluktuieren iiber die (Mikro-)Zustinde
des Ensembles, die Fluktuationen sind aber klein im Vergleich
zum Mittelwert.

Beispiel: System 1 und System 2 mit Gesamtenergie E wer-
den in thermischen Kontakt gebracht und erreichen ein neues
Gleichgewicht.

Das Gesamtsystem ist abgeschlossen.

Wir kénnen nun den Mittelwert der Energie des ersten Sys-
tems berechnen

1
<E 1 >mikr0kan0ni3‘ch = @

Y Ei(r)

r

——
E—AE<E,<E
1
=——) Q(E|)-Q(E—E) E
Q(E)g’

Wir kénnen nun zeigen, dass sowohl der Nenner Q(E) als
auch der Zihler Y Q(E;) - Qy(E — E;) - E; dominiert sind
E;

durch Terme einer Energie £y = E7.

Um dies zu zeigen, fithren wir eine sogenannte Sattelpunkt-

niherung aus:

Q(E) =Y Q(E))Q(E — Ey) = Y e F) 5D
Ey E,

C1(E\)+02(E—E)

= @ extensive Grofien
AE}
L OI(E) =N-Gi(E) , E=1%,
mit N ~ 212
02(E2) =N-62(E2) , Ea=7
dE - L
= Eexp N'[é’l(E1>+(~72(E—E1)]

o(1)
Das Integral wird dominiert durch den
grofiten Wert im Exponenten

~ Ef = argmaxg, [61(E)) + 62(E — Ey)]

YZlCoexp (N [61(E) + 62(E — E7])

mit Vorfaktor C = ﬁ(’é*) mit f(E)) = &1(E1) + 62(E —
; 1

Ey), f"(E}) < 0 am Maximum.

Ahnlich kénnen wir fiir den Zihler vorgehen

N 1 -~ Y~
Y Q(E)Q(E—E1)-El ~ C-exp(N-[61(E})+6(E —
E,

Damit ergibt sich insgesamt

Y Q(E1)Q(E—E)E;

(E1) == Q(E) ~Ei

Analog kénnen auch Fluktuationen ((E; —ET)2> um Ef
berechnet werden. Es stellt sich auch hier eine scharfe
Verteilung um E} ein.

B.5 Das kanonische Ensemble

Eine Vielzahl von Systemen ist nicht abgeschlossen, son-
dern tauscht Energie mit seiner Umwelt aus (vielleicht auch
Teilchen oder Volumen — spiter).

Bei einem System von Gasatomen konnte dies durch En-
ergieaustausch bei StoBen der Atome mit der Behilterwand
geschehen. Dadurch ist die Energie des Systems (Gases)
zeitlich nicht konstant, entsprechend kann p, nicht der
mikrokanonischen (Gleich-)Verteilung folgen.

Allerdings ist das Gesamtsystem

System + groBles Wiarmebad
—_—— ——— —
Gas Behilter

abgeschlossen.
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I—(—-_'wc;:m-F systemn

l ——
l[ II Erl
l

Larmebad

—e

E" Er

‘___ — —_— —_— — —_— —_—

Figure B.5.1. Bad >> System | = E, << E

Mit welcher Wahrscheinlichkeit p, ist das System 1 im

Mikrozustand r zu finden?

Nach dem zentralen Postulat fordern wir, dass im Gle-
ichgewicht alle Mikrozustinde des (abgeschlossenen) Gesamt-

systems (= System 1 + Bad) gleich wahrscheinlich sind

Mikrozustand r von System 1
~ =
1 -Qpuq (E - Er)
Q(E)

= Pr=

_Anzahl der Mikrozusténde mit Eg,y = E — E,

Damit haben wir

py = 2pad(E) gy
Q(E)
———

Konstante
E,

~ Py o< eiﬁ

Die Normierung von p, legt die Proportionalititskonstante

fest:

Definition 19 (Kanonisches Ensemble)
Es ergibt sich die Boltzmann-Verteilung

mit kanonischer Zustandssumme

Anzahl aller Mikrozustinde

Wegen E, << E konnen wir in E, taylor-entwickeln
Pr < QBad(E - Er) = eGBad(EiEr)

1 dZO'Bad
Eo+ = 5
E 2 dE

M| 1
=e N

d OBad
dE

OBad (E) -
———

~N

r

Da 0p,y(E) und E extensiv sind, schreiben wir
GroBe des Bades
=

. E
cyBad(E) =N-0Bu <N> ~ N

endlich im thermodynamischen Limes N—oo

~ ;T :N'Gl_{?ad(ﬁ)NN ~1
d 2 OBad (E ) 1
dE? N
Wir brechen daher die obige Reihe nach der ersten Ordnung
ab.
Nun gilt aber fiir genau den ersten Ordnungsterm
dogey 1 B
dE  kgT

Wobei T die Temperatur des Wirmebads ist.

_ 1 E
Pr=7)

2(8) = Lo P

~E2+...
E

Die Boltzmann-Verteilung ist das zentrale konzeptionelle
Ergebnis und Werkzeug der statistischen Physik. Sie gibt
die Wahrscheinlichkeit an, ein System im Gleichgewicht mit
einem Wiarmebad der Temperatur 7 im Mikrozustand r zu
finden.

Z(B) wird als Zustandssumme bezeichnet. Wir sehen, dass
bei der Temperatur T nur Zustinde mit E, < kgT zu Z(f3)
beitragen.

~

Weitere Bemerkungen:

¢ Details des Wiarmebads sind nicht relevant, es ist voll-
stiandig durch seine Temperatur beschrieben.

* Das System 1 muss nicht makroskopisch sein. Das
kanonische Ensemble beschreibt auch ein einzelnes
Teilchen in Kontakt mit einem Wirmebad.

» Jeder Mikrozustand r hat eine endliche Wahrschein-
lichkeit.

Der Boltzmann-Faktor e BEr gibt die relativen
Wahrscheinlichkeiten an.

* Der Mikrozustand mit der hochsten Wahrscheinlichkeit
ist jener mit der niedrigsten Energie (— Grundzustand).

* Allerdings fithren hohere Energien E, auf eine hohere
Entropie — es gibt mehr Mikrozusténde. Dies fiihrt zu
einem "Wettbewerb" zwischen der Wahrscheinlichkeit
eines Mikrozustandes und der Zahl der Mikrozustinde
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mit gegebener Energie (d.h. ein Wettbewerb zwischen mikrokanonischen und kanonischen Ensemble. Die

Entropie des Systems und des Wirmebads) beiden Ensemble sind verkniipft durch die Beziehung
o —BE, _ —BE 1 _ do
B) ;e ;Q(E)e T = dB
_ Z o TO(E)-BE Entropie im
Wirmebad < mikrokanonischen
dE . . Ensemble
~ [ ——exp(N-(6(E)—BE))

B.6 Kinetische Gastheorie

~ Sattelpunktsniherung, Exponent hat Maximum bei Als erste Anwendung des kanonischen Ensembles

. . dé berechnen wir die kanonische Zustandssumme und
mng(c“r (E)—BE) ~ 1B B= Geschwindigkeitsverteilung eines klassischen idealen
Gases.
= typische Mikrozustinde haben Energie E* mit
% P g o =B= k,_%r Anmerkung: Wir werden spiter zeigen, dass diese bei-

den Rechnungen de facto dquivalent sind.

Eine Expansion von E* zeigt, dass das Maximum scharf

ist fir N — oo Wir starten von der klassischen Hamilton-Funktion
N
H(q,p) = Z + Z U(qg
1
— E— ~BE:
{En)kanonisch = Zp reEr Z(B) Ze E; . ) 0 innerhalb eines Volumens V
r r mit Potentialtopf U = .
1 d . oo auBerhalb eins Volumens V
~Z (B) <_ dp Xr:e ) Fiir die Zustandssumme setzen wir an
1 d 1 B
=——|—-——Z Z= — ) e "”
75 (~a570)) nEk
d Ununterscheidbarkeit
= ——=InZ(B) .
dp (Summe iiber alle Mikrozustidnde)
Analog: Wie bei der Berechnung der Entropie des idealen Gases er-
setzen wir die Summe iiber Mikrozustinde durch ein Integral
d? nZ(B) — d 1 _BE, uber den Phasenraum, gewichtet mit dem Elementarvolumen
dng (B) = % 7 Ze e (W R (sodass wir eine dimensionslose Grofle berechnen).
2
2 BE, 2 _ BE, .| .
L () 2= w1 ( [ S8 ep (Y 22— p Y via
N!] (2mh)? Zom TET
Ableitung von e PE Ableitung von & = ' =
(ohne Quadrat)z 1 dqd’p p? Mo
2 2 Y [/ (27rh)3 xp (ﬁZI; BU@))] N
= <Er > - <Er > '
dPqe PV / B3
Fiir Systeme mit extensiver Energie und Entropie ist / 1< — 277:h P
InZ extensiv mnerhalb 14
O auBlerhalb V
2
(E})—(E-)" VN 1 14 2]’
~—_— X — = —— = — /dpe 2mP
(E,) N N (27h)?
~ scharfe Verteilung GauB-Integral ~ V/

* Mikrozustinde, die zu Z(f) (und seinen Ableitungen) ;
beitragen, liegen auf einer schmalen Energieschale _vy v 2rwmkgT B L
um E;. Wir erwarten also dquivalente Ergebnisse im a o
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mit A = thermische de Broglie-Wellenlidnge.

Die thermische Wellenlinge entspricht der Wellenlidnge
eines Teilchens mit Energie £ = mwkpT. Sie charakterisiert
die mittlere raumliche Ausdehnung eines Teilchens und
erlaubt dadurch eine einfache Abschitzung der Quanten-
natur eines Systems. Quanteneffekte setzen dann ein, wenn
die thermische Wellenldnge mit anderen charakteristischen
Lingenskalen des Systems vergleichbar wird — etwa der
linearen Systemgrofle oder der mittleren freien Weglinge.
Generell wichst die thermische Wellenlidnge mit sinkender
Temperatur. Die mittlere freie Wegldnge hingegen nimmt
mit steigendem Druck ab. Zusammengenommen kdnnen
wir schlielen, dass sich ein Gas bei tiefen Temperaturen
oder sehr hohen Driicken nicht mehr klassisch verhélt. =
Quantengase (Thema spéterer Vorlesungen).

Ausgedriickt in der Zustandssumme Z; () = % sehen wir,
dass der Quantenlimes dann einsetzt, wenn Z; () ~ 1 wird.

Betrachten wir nun den Mittelwert einer beliebigen Grofie

A(p1), die nur vom Impuls (oder Ort) eines einzelnen, be-
liebig ausgewihlten Teilchens "1" abhédngt

- 11N d*q;d®p; -
=5 T ([ st ) 4t

Ly 1 & = _Bx
7V m‘fﬁA<pl)e 2m Pl

N }L3 _ B2
:/d3PA(P) [ il

Wahrscheinlichkeitsdichte p ()

Wir interpretieren p (p) als die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
den Impuls eines Teilchens. Da die Wahrscheinlichkeitsdichte
nur von p2 = p)z( + pg + pg abhiingt, konnen wir d°p durch
47 p*dp (Kugelkoordinaten) ersetzen. Fiihren wir noch eine
Variablentransformation zu v = % durch, so erhalten wir
eine Wahrscheinlichkeitsdichte von

13

(2zh)3
3
(2mmkgT) "2

2
_my
4T -m*vie” T dy

3
2 my?
=4z n vie 28T dy
2rkgT

Maxwell-Verteilung

Die Maxwell-Verteilung quantifiziert die Wahrscheinlichkeit,
ein gegebenes Teilchen im Geschwindigkeitsintervall v bis
v+ dv anzutreffen.

pv)

S
NN
N m

~ Hoo-lwo B2 Scheljgeseh tindighe/t

1
(
[l
|
1
1
1

_e B
- Abfall derch :’}of/émc_nanh}cr e
0 | v
(o]
Anshep deerch achsende Zah|

bon /-Z'h/ozusf'clmlm it *”V?P"/: ‘ﬁl

Figure B.6.1
Durch Kollisionen mit Teilchen des Wéirmebads
erhalten  die Gasteilchen  eine  charakteristische

Geschwindigkeitsverteilung, die sogenannte Maxwell-
Verteilung. Greift man zu einem Zeitpunkt viele Teilchen
heraus, erhilt man diese Verteilung. Ebenso, wenn man
die Geschwindigkeit eines Teilchens iiber lange Zeiten
beobachtet.

Den ersten Fall kann man experimentell durch die Be-
dampfung einer sich schnell bewegenden Trommel real-
isieren:

TfOVnmc/

Figure B.6.2

Den zweiten Fall konnen wir etwa in numerischen Simu-
lationen nachstellen (siche Demo).

Ende Woche 4
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B.7 Klassischer Gleichverteilungssatz

Betrachte eine allgemeine Hamiltonfunktion ¢ (g, p) eines
Systems mit 2N Freiheitsgraden

A =H(qi,...

an7p17"'pN) :H()C],...,Xz)
——

2N Phasenraumkoordinaten

Wir betrachten nun den kanonischen Erwartungswert

2N
<xi3H> d H pr
axj kanonisch Zﬂﬁ ZN ax}
1 dZNx d
_ L e r 9 —BH(x)
ARG, / (2mh)™N 1 9x; (e )

1

p *

+mit partieller Integration folgt

0,i#j
~ _f(dﬂgfﬁH -7,

2mh)2N i=j
—Z
= (=ksT)- &
= kgT - 5ij

Betrachtung der partiellen Integration:

[regax=(r-g~ [ 1 gax
Der Term [f - g] = W}Ci - PH) wird an den Gren-
zen ausgewertet und verschwindet in beiden Fillen (i = j
und i # j), sofern die Randterme e ~##(@7) fiir grope |q|
bzw. |p| hinreichend schnell abnimmt.
(Bei abgeschlossenen Systemen muss das Wandpotential
beriicksichtigt werden.)

Betrachten wir nun eine Hamiltonfunktion der Form

so folgt

("5
qdi=— =
J 4j / xanonisch

Definition 20 (Virialsatz)

A%
<qi8> = kBT(SI'j
qj kanonisch

A4

mit 90 = = —F; Kraft auf den Freiheitsgrad j.

Dabei ist das Virial nach Clausius gegeben durch

1
3 Zi:QiE

Wir nehmen jetzt zusitzlich an, dass V quadratisch in
den Koordinaten ist

Z sz qiq

symmetmche Matrix v;;=v

V(Qla"'an

Beispiel: harmonisch gebundene Teilchen

mit Vij = %miwf&j .

Dann gilt
v X
IR Vii4+vi)g;
aCIi FZ,I( ij jl)QJ
mit Vij =Vji
N
=2Y vijg;
j=1
N9V
~ Z‘”T =2Y vijqiqj =2V
-1 99i i
1Y/ ov 1
V) kanonisch = = — = —kgT -N
W< >kdﬂ0nleh 2i=zi<ql &Qi>kan0nisch 2 ?

~ potentielle Energie per Freiheitsgrad ist %kBT.
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Speziell fiir die harmonisch gebundenen Teilchen gilt

1 1
——

potentielle Energie
des Teilchens i

Entsprechend folgt fiir die kinetische Energie
JoH 1
<Pia> :<Pi2> = kgT
Di / kanonisch m;
I, 1
- )= —kgT
~ <2mz Pi > ) B
N——

kinetische Energie
des Teilchens i

Dies fiihrt zum

Definition 21 (Klassischer Gleichverteilungssatz)
Jeder Freiheitsgrad, der quadratisch in die Hamilton-
funktion eingeht, liefert einen Beitrag %kBT zur mittleren
Energie.

g
B @

() \'\DO

& )
<
Figure B.7.1

2 2 2£2
1 1 Dy 2 P mog
hy= —P> +— + | =+ ==
= omPv Tae <sin29 p9> <2m, 2

Translation

Rotation Vibration

mit M = Gesamtmasse, m, — reduzierte Masse, ©® =
Trigheitsmoment, ¢, 0 = Drehwinkel.

~~ quadratische Freiheitsgrade: p, py,p;,6,0,&, Pe

7
= E = 5 NkgT

Anwendungen:

1. Einatomiges ideales Gas

~~ 3N Freiheitsgrade

~~ Energie E = (Ey;) = %NkBT (kalorische Zustands-

gleichung)

2. Zweiatomiges ideales Gas

N
H=Y hy
v=1

mit i, = Energie des Molekiils v

Translation
Freiheitsgrade: Rotation
Vibration

Anmerkung: Einige dieser Freiheitsgrade sind
bei niedrigen Temperaturen eingefroren ~~ Quan-
teneffekte.

3. Regel von Dulong-Petit (Festkorper)

Klassisch gesehen ist ein Festkorper ein System von
harmonisch an ihre Gleichgewichtslage gebundene
Teilchen mit je 6 quadratischen Freiheitsgraden.

& ) @ D
A Y

Figure B.7.2

= E =3NkgT
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B.8 Die Gibbs Entropie

B.8.1 Herleitung

Wir betrachten ein Ensemble aus .#” Kopien (Replicas) eines
Systems, die untereinander im Gleichgewicht sind; die Kopein
tauschen untereinander Energie aus, als Ganzes bilden sie ein
abgeschlossenes System.

00000

"\:(Fffrq \/{'},p,’g‘

Ges:m,ls{jskm

W=/ Kepien bilden (armebecl fir epnzehes Systemn.

Figure B.8.1

Wir betrachten nun die Zahl n, der Systeme im Mikrozustand
r. Es gilt:

Zn, =N
-
sowie

Y n -E=E
-

Fiir sehr groBe .4 ist p, = 7 etwa die kanonische Verteilung.

Die Entropie des Gesamtsystems ist

N N
"ot T P!
~ JVanV—Z(p,JV) In(p,A)

r

=N (InA =Y pIn(p,A))

=N (lnAt"— Zprlnpr - Zprlﬂm

1

anl/;/ =1

= —JVZPrlnPr
-

Fiir ein einzelnes System ist damit die Entropie

Definition 22 (Gibbs-Entropie)

o= 7Zpl‘lnpr
=

B.8.2 Verallgemeinerung der Entropie
Die Gibbs-Entropie verallgemeinert die Boltzmann-Entropie

1

1
OGibbs = — ), =7 I =

Lo, ") E)

fiir p, = ﬁ = konst.

auf beliebige Makrozustinde (mit variierenden p,).
Die Gibbs-Entropie ist auch fiir Systeme auBlerhalb des Gle-
ichgewichts wohldefiniert.

Die Gibbs-Entropie kann dariiber hinaus als Maf} interpretiert
werden, welches angibt, tiber wieviele Ereignisse p, "ausge-
breitet" ist und spielt in diesem Zusammenhang eine zentrale
Rolle in der Informationstheorie (~~ Shannon-Entropie).
Die quantenmechanische Verallgemeinerung der Gibbs-
Entropie ist die von Neumann-Entropie

c=-Tr(plnp)
mit Dichtematrix p.

Fiir die Boltzmann-Verteilung p, = %e‘ﬁE’ erhalten wir

I« =
OGivbs = — ), prInp, = EZe PE(BE, +1nZ)
r r

=B (E) +InZ

~—

(E)=—dpInZ

1 I ) ) (1
= ——dglnZ+ —InZ | =B°dg ( —=InZ
(- gz genz) 9 (-

B.8.3 Ubereinstimmung mit Boltzmann-Entropie im
Gleichgewicht

Die Gibbs-Entropie stimmt mit der Boltzmann-Entropie am

Sattelpunkt E* tiberein

7 = 7BEr — G(E)fﬁE
Xr"e ;e

— / g exp (N(G(E) - BE)
B

. . . do
mit Maximum bei —| =

~ exp (N(&(E*) - /31?*)

wInZ=G(E*)— BE*
~ OBoltzmann (E*) = ﬁE* +1InZ = OGivbs

B.8.4 Verteilung mit maximaler Gibbs-Entropie

Die Verteilung mit maximaler Gibbs-Entropie ist die
Boltzmann-Verteilung.

Um dies zu sehen, maximieren wir InQ 4 unter den Randbe-
dingungen

Zn,:/

und anEr =F
r
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d N
= o {]nnr’nr’! e (;nﬂ —JV)

-B (;WE,/ —E) } =0

mit Lagrange-Multiplikatoren o,

1
w2t o pE =0
on, n,!

=— %rnrlzf %nr (nyInn;)=—Inn,—1

~ —Inn,+1—a—BE, =0

~ Ry = el*(l*BE, oc efﬁEr

B.9 Das groBkanonische Ensemble

Wir betrachten nunmehr ein System, das mit einem Reser-
voir nicht nur Energie sondern auch Teilchen austauschen
kann. Bisher hatten wir Systeme mit einer festen Zahl N von
Teilchen betrachtet und daher N als Parameter unterdriickt.

Qn(E) = Q(E,N)
—_—————

Zahl der Mikrozustinde mit
Energie zwischen £ — AE und E
und N Teilchen

(Neben der Teilchenzahl haben wir auch das Volumen als
expliziten Parameter unterdriickt.)

In vielen Systemen ist die Teilchenzahl aber keine Erhaltungs-
grofe, sondern eine fluktuierende Grofle. Man denke etwa an
die Diffusion von Teilchen iiber eine (semi-)permeable Mem-
bran oder den Austausch von Teilchen mit der Atmosphire.

Um diese Situation einer fluktuierenden Teilchenzahl zu er-
fassen, bendtigen wir keinen neuen konzeptionellen Zugang,
sondern konnen vielmehr die vorhandenen anwenden.

Wir betrachten nun verschiedene Situationen:

B.9.1 Austausch von Energie und Teilchen
Wir betrachten zwei Systeme mit Energien E,E; und
Teilchenzahl Ny, N,.

E_-.,{ M 4 F 2

N, ’J

Figure B.9.1. Gesamtsystem (abgeschlossen) mit den
Erhaltungsgroen E = E; + E> und N = Ny + N>

Zunichst seien die beiden Systeme isoliert, dann kénnen sie
iiber eine Membran Energie und Teilchen austauschen.

Fiir die Zahl der Mikrozustinde des Gesamtsystems gilt

N
Q(E(,E,N\,N) = (N1) Q1 (E1,N1)-Q(E—E,N—N)

NY_ _ wm
Der Faktor N] = m

den, da bei der Aufteilung der N Teilchen in N und N, die
Teilchen ununterscheidbar vertauscht werden konnen.

muss hier hinzugefiigt wer-

Welche Teilchenzahl N; stellt sich ein?

~ Bei welcher Teilchenzahl Ny wird die Entropie maximiert?

|
b= 220 (YN,

TON,  ON, \N!)No!
N' 3 [ 1 NN,
S0 2 (22 |«
Ni!" "INy, \ N,! Q1Q, N!

o Ml 9 () Ml o (&
Q) IN; \N}! Qy IN> \ N»!

N R
INI "Nt 9N, NS

d d
N oM

.

kpT
W J27)
© keTy | kgTy

Hierbei haben wir eine neue Grofle, das chemische Potential
U, eingefiihrt. Das chemische Potential beschreibt, wie sich
die Entropie mit der Teilchenzahl dndert. Der zuséitzliche
Faktor % in dieser Definition ist eine Konvention, die dem
chemischen Potential die Einheit einer Energie gibt.

Teilchen flieBen von einem System mit hohem chemischen
Potential zu einem System mit niedrigem chemischen Po-
tential (vgl. Energiefluss durch Temperaturunterschied). Im
Gleichgewicht gilt

861 (9(72

001 _ 002  H1_ H2
TR

i T

B.9.2 Kopplung an ein (Energie + Teilchen)-
Reservoir

Wir betrachten ein System 1, das mit einem Reservoir Energie
und Teilchen austauschen kann. Fiir diese Situation wollen
wir ein statistisches Ensemble definieren, in dem nicht nur die
Energie E| sondern auch die Teilchenzahl N; fluktuieren.

30/67



MCcsamtsystern _‘(

| Reservoir

[ T [[

[

L/ eeee vond !

L — — — EN]
l

Systerm im Mhoustand r mit Eregic E; und Ny Teilelen

Figure B.9.2. Abgeschlossenes Gesamtsystem ~+ E N
konstant. E, << Eund N, << N

Wie bei der Herleitung des kanonischen Ensembles betrachten
wir die Wahrscheinlichkeit, dass System 1 sich im Mikrozus-
tand r befindet, wenn alle Mikrozustinde des Gesamtsystems
mit Energie E und Teilchenzahl N gleichwahrscheinlich sind
(Gleichgewicht des abgeschlossenen Gesamtsystems).

_ I- QReservoir(E —E. N —Nr)
Pr Q(E,N)

(Vgl. kanonisches Ensemble, B.5)

Nun gilt auch hier (analog zum kanonischen Ensemble):

1nQk(E — E,,N —N,)
Tayl dlnQ dInQ
aéOanR(E,N)—< 1 R)E,—( 1 R)N,

JE ON

1 K
T T

Damit haben wir

Dr < e7B (Er—uNy)

Die Normierung legt die Proportionalitdtskonstante fest

Definition 23 (GroBlkanonisches Ensemble) Es ergibt
sich die Verteilung

1 X
— —B(E,—uN;)
Pr= e
Y(B.u)

mit grofjkanonischer Zustandssumme

Y(B-IJ') = Zeiﬁ(Er*[JN,.)

Die Summe iiber Mikrozustinde r summiert jetzt iiber

Mikrozustinde mit unterschiedlichen Teilchenzahlen

Y(B,p) = Ze_ﬁ(Er—llNr) — Z Z o BEuBN
r N rN

Zustiande mit
fixer Teilchenzahl N

- (eMBYN
Tapye
kanonische

Zustandssumme

mit Fugazitiit z = P

~Y(Bu)=YZ(B) 2"
N

Beispiel: Ideales Gas im grokanonischen Ensemble (klas-
sisch)

Y(B.p) = iozw,zv)-ew
LZBN)

kanonische
Zustandssumme

1
=Y a2

B
= exp (e 21(8)) = exp (%“)

Wir werden spiter explizit zeigen, dass dieses Ensemble
dieselben Observablen E(T),... liefert wie das kanonische
Ensemble.

Erwartungswerte von E, und N, lassen sich aus Ableitun-
gen von InY (B, 1) nach der inversen Temperatur § bzw. des
chemischen Potentials (1 berechnen.

ZrNr . efﬁEr N ad
Zr e_BEr el

10 J
- Bﬁmy(ﬁ,u) = kBTﬁlnY(ﬁ,ll)

Zr Er . efﬁEr . ZNr

<N r > groBkanonisch —

<E r > groBkanonisch —

ZrefﬁEr -
d
=—ﬁlnY(ﬁ,u)+u<Nr>

Die Fluktuationen um diese Mittelwerte sind wieder klein ~~
scharfe Verteilung (analog zum kanonischen Ensemble).
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B.9.3 Zusammenfassung - statistische Ensemble

Ensemble | Statistik
mikrokanonisch | Q(E,V,N)=Y,1
kanonisch Z(T,V,N)=Y,e BEr
= YeQ(E.V.N)e ¥
groBkanonisch | Y(T,V,u) =Y, e BE—HuN)
= ZN Z(Tv V’N)eﬁ#N

Der Ubergang der einzelnen GroRen erfolgt mittels Laplace-
Transformation

Laplace- Laplace-

Q(E,V,N) Z(T,V,N) Y(T,V, 1)

Transformation Transformation

mit Laplace-Transformation
10— [ dve () = g(p)
Ende Woche 5

B.10 Ideale Quantengase

Wir haben in unseren Betrachtungen zum idealen Gas an ver-
schiedenen Stellen schon bemerkt, dass wir Quanteneffekte
nur teilweise (etwa bei der Einfithrung des % Vorfaktors) oder
unzureichend (etwa bei groflen thermischen Wellenlédngen
A3 ~ V) in unseren Rechnungen beriicksichtigt haben. Dies
wollen wir an dieser Stelle korrigieren und ideale (= nicht-
wechselwirkende) Quantengase von Bosonen und Fermionen
vollumfassend beschreiben.

B.10.1 Bosonen und Fermionen

B.10.1.1 Symmetrie der Wellenfunktion unter Permutatio-
nen

In der Quantenmechanik hat die Ununterscheidbarkeit iden-

tischer Teilchen physikalische Konsequenzen, die weit iiber

den Korrekturfaktor % in der klassischen Zustandssumme

hinausgehen.

Ein quantenmechanisches  N-Teilchen-System

beschrieben durch die Wellenfunktion

wird

W(?lv"'a?Nat)

Vertauschung zweier Teilchen durch den Permutationsoper-
ator

Pmnl[/(?l,...,7,11,.‘.7"",...,71\1,”:1[1(71,...7?,1,...,?,",...,?1\/,[)

Aus der Ununterscheidbarkeit folgt

|Pmn‘V|2 = |‘V|2

io
M Ipgp Y = e Y

bel. o

mit Phase o.
AufBerdem gilt fiir eine doppelte Permutation: (Einheitsopera-
tor)

(P mn)2 =W
Zusammen folgt fiir die Phase

oa=0 und

= % =41
o =0 Wellenfunktion ist symmetrisch,

Teilchen sind Bosonen
(S. N. Bose, 1924; P. A. M. Dirac, 1926)

a = 1 Wellenfunktion ist antisymmetrisch

Teilchen sind Fermionen
(E. Fermi, 1926)

: "Anyonen" existieren als Anregungen in 2D Elektro-
nengas

~~ fraktioneller Quanten-Hall-Effekt
(R. B. Laughlin, 1983)

Wir betrachten nun speziell ein System von nicht-
wechselwirkenden, identischen Teilchen ("ideales Gas" im
allgemeinen Sinne)

mit Hamilton-Operator

N
H = h
P

Einteilchen-Operator
Die Eigenfunktionen des Einteilchen-Operators / seien
hou(F) = €u Qu(7)
~—~
Einteilchen-Energie

Dann ist jede Linearkombination von Produktzustinden ein
Eigenzustand des N-Teilchen-Hamiltonians H

V= 0u, (1) Quy (P2) - Puy (Fv)
——

Teilchen # 2 in Zustand

N N N

~Hy =3, v [Towd) =Y e v
v=1 k= v=1

hy wir]]d nur auf Teilchen Vv bei 7y

Eine allgemeine Linearkombination von Produktzustinden
ist aber weder symmetrisch noch antisymmetrisch.
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B.10.1.2 Symmetrisierter Produktzustand

Sei n(1),m(2),...,n(N) eine Permutation der zahlen
1,2,...,N. (Es gibt N! derartige Permutationen)

Dann ist der symmetrisierte Produktzustand aus Einteilchen-
zustdnden Uy, W, ..., Uy gegeben durch

Definition 24 (Symmetrisierter Produktzustand)

1 - -
WS(”],~~-,VN): 7 Z (Pun(l)(rl)"'(Puﬂ(Iv)(rN)
N , T

Normierungsfaktor § " .
83 Summe iiber alle Permutationen

Falls alle p; verschieden sind, ist der Normierungsfaktor
N =+/NL

Vs ist ein moglicher Zustand fiir N Bosonen.

B.10.1.3 Antisymmetrisierter Produktzustand
Jede Permutation 7 lédsst sich aus elementaren Vertauschungen
zusammensetzen. Das Vorzeichen einer Permutation ist

(n) = +1  gerade Zahl an Vertauschungen
SEM) =1 -1 ungerade Zahl an Vertauschungen

Der antisymmetrisierte Produktzustand ist dann

Definition 25 (Antisymmetrisierter Produktzustand)

| Prizry (71) Puzivy (71)
= 7 det ) )
(Pﬂmflj) (rN) (Pﬂn(/v) (rN>

mit Slater-Determinante und NV = /N

Daraus folgt unmittelbar das Pauli-Prinzip

7i =7; _ L
oder HI—HJ}WWA—O flll'l?é]

Zwei Fermionen konnen nicht den gleichen Zustand beset-
zen.

Beispiel: N =2

%m@wi%wwmmm+@®mﬁm
wm@bﬁgmmw®%@@mm»

Insbesondere gilt fiir die Wahrscheinlichkeit, beide Teilchen
am selben Ort anzutreffen

lya(% 7)) =0
|ws (¥ ?’)|2 =2-]¢ (7)|2 . |(p2(7")|2 stat. Anziehung!
—_

stat. Abstoung

)

Wahrscheinlichkeit fiir
unterscheidbare Teilchen

B.10.1.4 Spin-Statistik-Theorem
(Liiders + Zumino, 1958)

Teilchen mit ganzzahligem Spin sind Bosonen.
Teilchen mit halbzahligem Spin sind Fermionen.

Plausibilititsargument (Feynman)
(1) Eigenfunktion der z-Komponente des Drehimpulses
(1, Quantenzahl m)

Y ~ €™ m=—I,—1+1,...,+l
~—~

Kugelflichenfunktion
Drehung um 27:

Qo= Q+2m

. . im@
oMP |y pim(@+2m) _ {—Fjim@

falls m,! ganzzahlig
falls m,[ halbzahlig

halbzahlig: Eigenfunktion fiir halbzahligen Drehim-
puls (= Spin) ~» Wellenfunktion dndert bei Drehung um
27 ihr Vorzeichen.

(i) Vertauschung zweier (identischer) Teilchen entspricht
einer Drehung eines Teilchens um 27.

B.10.2 Fermi-Dirac und Bose-Einstein-Verteilung
Wir wollen nun ein Gas aus Fermionen mit Spin % oder
Bosonen mit ganzzahligem Spin betrachten. Unser erster
Schritt in diese Richtung ist eine effektive Beschreibung eines
Mikrozustands. Hierzu fithren wir die sogenannte Beset-
zungszahldarstellung ein.

B.10.2.1 Besetzungszahldarstellung

Die Zustinde ys und y, sind eindeutig festgelegt durch
die Angabe, welche Einteilchen-Zustinde y mit wievielen
Teilchen besetzt sind:
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Vs, Ya > |{nl~l}> = |n1’n27 .. >
~» ny = Anzahl der Teilchen im Zustand u
ny = 0 oder 1 fiir Fermionen (Pauli-Prinzip)
ny =0,1,2,...,N fiir Bosonen

@) Xynu=N
Die Energie des Zustands ist dann

(i) H|ni,n2,...) =Y, €uny

Auf der Basis von (i) und (if) kann die Thermodynamik
groBBkanonisch entwickelt werden.

B.10.2.2 Die groBkanonische Zustandssumme

Wir summieren tiber Mikrozustinde mit beliebiger Teilchen-
zahl N, d.h. iiber alle von der Teilchen-Statistik (Bosonen vs.
Fermionen) erlaubten Kombinationen der Besetzungszahlen

{n;}

Y(Bu)=Y Y Y .. e PEimei—uLinj)
N—_—
ny ny n3 l‘[jexp{fﬁnj(gjfu)}
[z 1T

Jjonj j

Zustandssumme Y; des Zustandes j

Mit dieser Zustandssumme Y; fiir einen Zustand j

=Y (o)

nj

konnen wir nun weiterarbeiten. Unabhingig von der Teilchen-
Statistik konnen wir damit die mittlere Besetzungszahl des
Zustandes j berechnen

0
(nj) = ksT - o i
— Gesamtteilchenzahl N = Y (n;)

J

Abhiingig von der Teilchen-Statistik kdnnen wir Y; weiter
auswerten:

(i) Fermionenn; =0,1

Y= 14 PE

10
~n)===— —Blej—m)
|nj) ﬁa'uln(l—l-e ] )

e_ﬁ(gj_:u)
B l + eiﬁ(sjil'l)

Definition 26 (Fermi-Dirac-Verteilung)

(ii) Bosonenn; =0,1,2,...

. . nj . .
~Y=Y (e_ﬁ (8-/_“)) geometrische Reihe

nj=0
1
1—eBle—n)
s (nj) = [lfaauln (1 _ e—ﬁ(s;—#))
e Blej—u)
IR OeT]

Definition 27 (Bose-Einstein-Verteilung)

1
) = e

B.10.3 Das ideale Fermi-Gas
Wir wollen den speziellen Fall nicht-wechselwirkender
Fermionen, das ideale Fermi-Gas, genauer betrachten.

B.10.3.1 Grundzustand (T =0)
Fir T — 0 (B — o) wird die mittlere Besetzungszahl zur
Stufenfunktion

(n}) = 1 oo [+1 €<l
I oBlei—1) 41 0

Ei>U

t > &
J

Figure B.10.1
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Alle Zustinde bis zur Fermi-Energie & ("Fermi-Kante")  ~- Fermi-Temperatur
sind besetzt. Diese Zustdnde bilden die "Fermi-Kugel" im

Impulsraum Tr = & ~ 36000K
B
er=3.1eV

1Pe

Gesamtenergie im Grundzustand

\ ﬁZ 3 _»ﬁi

\%
\ E= L 30 =t g o, o

3\

—(2s+1)L4ni/de 4
\ - Qrh)? 2m Jo PP
— > "
Py :
Fe (2S+1)V 3
_— 20m2mi3 T 5

2
3 6m% \3 K2
—E(T=0V.N)=3 (2S+1> m

;u\

4

bt
Wi ik

(kalorische Zustandsgleichung bei T = 0)

Figure B.10.2
B.10.3.2 Tiefe Temperaturen (T > 0)
1
& = — p% Fermi-Energie
2m A ln:d AE
pr=h-kp Fermi-Impuls A nJ e
Jedes Teilchen besetzt einen Zustand (Pauli-Prinzip)
Vv
o N=(25+1 7/ &35
&+ (271)* Jipi<pr
Spin-Entartung
Vv 4w
= (284 1) =——= - —p3
( + ) (2 Eﬁ):’, 3 PFr O
Kugelvolumen M =8 .

Damit ergibt sich fiir den Fermi-Impuls pg
Figure B.10.3. Qualitatives Bild: "Fermi-Kante schmilzt

1
—pp = 612 \3 ﬁp% ab".
F=\2st1

N
v

mit Teilchendichte p =

Beispiel: Leitungselektronen in Na
25 1
p~=25-10"—
m
~» Fermigeschwindigkeit (nicht-relativistisch)

1
vi = —pr=1.1-1002
m S
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Thermische Anregungen bringen Teilchen aus dem En-
ergiebereich & — Ae < €; < & in den Bereich gr < g; <
er +A€ ~~ Ae ~ kgT.
Der Bruchteil der angeregten Teilchen ist

AN Ae  kgT kgT

Sl AN~ BN

N EF EF EF
Die Energieerhohung pro Teilchen Ag =~ kgT fiihrt zu einer
Erhohung der Gesamtenergie

E(T)

3
—E(T:O) :E—§8FN2k3T~AN

Fermi-Gase haben eine vergleichsweise niedrige Wirmeka-
pazitit — nur Teilchen nahe der Fermi-Kante konnen bei
Erhohung der Temperatur in ein hoheres Energieniveau wech-
seln (weit unter der Fermi-Kante sind alle Energieniveaus
besetzt, weit dariiber gibt es keine besetzten Zustinde).

Definition 28 (Wirmekapazitiit)

o _ 9E

aT

2
vaﬁkBl N

Er

~~ verschwindet linear in 7.

B.10.4 Zusammenfassung Verteilungen
Fermionen: Fermi-Dirac-Verteilung

(1)) = 5

ePlEi—1) 1

Allgemein: Maxwell-Boltzmann-Verteilung

1
Blei—u)

(nj) =
Bosonen: Bose-Einstein-Verteilung

1
Bej—n) _

<”1>

Figure B.10.4

Fiir sehr kleine Teilchendichten <n j> << 1 "spiiren" die
Teilchen nicht, ob es sich um Bosonen oder Fermionen han-
delt, da meist kein, selten eins und sehr selten zwei Teilchen
in einem Energieniveau sind.

1
8] /J):tl
W_/

>>1

~ o B(gj—h)

<”/>

Woche 6
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Part C
Thermodynamik

"The laws of thermodynamics may easily be obtained from
the principles of statistical physics, of wich they are an
incomplete expression.” - J. W. Gibbs

In der Diskussion statistischer Ensemble haben wir gese-
hen, dass Fluktuationen der relevanten Observablen eines
Systems typischerweise klein sind im Vergleich zu den
entsprechenden Mittelwerten. Diese Fluktuationen konnen
wir daher oft vernachliissigen.

Statt <Er >Ensemble
wir dann E(T,N).

als Funktion von z.B. T und N schreiben

Beziehungen zwischen derartigen makroskopischen Gré3en
wie Energie, Temperatur und Druck wurden im 19. Jahrhun-
dert aufgestellt, ohne ihre mikroskopische Grundlage zu ken-
nen. Diese Beziehungen bilden eine phenomenologische
Theorie - dic Thermodynamik.

Historische Motivation war das Verstindnis von Warmekraft-
maschinen. Aus heutiger Sicht und in dieser Vorlesung wer-
den wir nicht dem historischen Erkenntnisprozess folgen, son-
dern wir werden die Thermodynamik verstehen als Grenzfall
der statistischen Physik fiir grofe Systeme.

C.1 Thermodynamik und Entropie

C.1.1 Mechanische vs. thermische Systeme

Wir vergleichen ein mechanisches System, z.B. eine Feder,
mit einem thermischen System, z.B. ein Gas.

|
1
S N

( v
|

Figure C.1.1. Mechanischer Kolben mit definierter Energie
bei Verschiebung A um Gleichgewichtsposition Ag

E = Lk(A —40)? = E(1)

Figure C.1.2. Kolben mit Gas, feste Teilchenzahl mit
variablem Volumen.

Prinzipiell unterscheiden sich die beiden Systeme durch die
Zahl der Freiheitsgrade.

Das mechanische System lésst sich durch wenige und extern
kontrollierbare Freiheitsgrade beschreiben: E = E(1).

Das thermische System hat neben einigen extern kontrollier-
baren Parametern A eine grofie Zahl mikroskopischer Frei-
heitsgrade g (charakterisiert durch Mikrozustinde r), die wir
nicht kontrollieren konnen. Daher kann die Energie des ther-
mischen Systems nicht als E(A) geschrieben werden — und
E(X,q) ist bei 10?3 Freiheitsgraden keine Alternative. In der
Suche nach einem weiteren Parameter hat die Thermodynamik
die Entropie als ebensolchen gefunden.

Beispiel: Feder/Gas

Zyklisch wiederholte Verdnderungen fiihren die Feder immer
wieder durch dieselben Energien E(A(2)).

Beim Gas ist dies nicht so. Die Kompression des Gases fiihrt
den Gasteilchen tiber Kollisionen mit dem Stempel Energie
zu — Energie und Temperatur des Gases nehmen zu. Bei einer
anschlieenden sehr schnellen Dekompression, bei der sich
der Stempel schneller als die Gasteilchen aus dem Gas hin-
ausbewegt, sind hingegen keine Kollisionen involviert, sodass
sich keine Anderung der Energie/Temperatur des Gases ergibt.
In diesem zyklischen Prozess erhitzt sich das Gas also.

Eine naheligende Parametrisierung mag daher E(A,T) sein.

Wir erinnern uns, dass wir die Temperatur aber auch durch die

-1
Entropie ausdriicken kénnen T = (3—2) fiir eine gegebene

Entropie S(E).

Eine alternative Parametrisierung ist also E(4,5).
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Figure C.1.3. Eindeutige Beziehung zwischen E und S
lasst eine Umkehrung zu.

Wenn sich die Beziehung zwischen Entropie und Energie
umkehren lisst, so ist fiir gegebene Energie £ und Parameter
A auch die Entropie S bestimmt

S=S(E,A)

Die Thermodynamik basiert auf der Annahme, dass eine
solche zusitzliche GroBe, die Entropie S, existiert, sodass die
Energie eines thermischen Systems als E(A,S) geschrieben
werden kann. (Dass eine solche GroBe ausreicht, ist der Kern
der Annahme. Dass eine solche Grofie empirisch notwendig
ist, hat das obige Beispiel gezeigt.)

Die Entropie S(E,A) haben wir im ersten Teil der Vor-
lesung (Kapitel 1) mikroskopisch definiert. In der Thermo-
dynamik tritt die Entropie ohne mikroskopische Begriindung
auf. Stattdessen wurde ein axiomatischer Zugang gewihlt.

A SOx)\ Funkhon I-’tyL
Stets tber des

e ) Schante

> %
Figure C.1.4. Konkave Form

~+ Gleichgewicht zwischen zwei Teilsystemen erhoht
die Entropie — ein System reduziert seine Entropie
weniger als das andere die seine erhoht, wenn Energie
(oder Teilchen) ausgetauscht werden.

4. Die Entropie ist additiv in Subsystemen.

Konstruiert man ein System aus n Subsystemen, gilt:

S(nE,nA)=n-S(E,A)

~ S,E, A sind extensiv.

5. Die Entropie ist eine kontinuierliche, differenzierbare
und monoton steigende Funktion von E. g—g ist nicht
negativ. (S(E,A) ist bei festem A invertierbar.)

~ Die Temperatur 7 ist nicht negativ.

~1
6. Fiir Zustdnde mit ( g—g) =0ist % =0 (3. Hauptsatz
der Thermodynamik)

~+ Grundzustand ist nicht exponentiell entartet.

C.2 Arbeit und Warme (1. Hauptsatz)

Arbeit und Wiirme konnen beide zur Anderung der En-
ergie eines Systems beitragen.

Dabei wurden die folgenden Axiome zur Charakterisierung Arbeit: Energieinderung des Systems durch Anderung der

der Entropiefunktion aufgestellt.

C.1.2 Entropie-Axiome
(Bezug zur statistischen Physik )

duBeren Parameter A bei gleichzeitiger thermischer
Isolierung des Systems

~+ System verharrt in seinen Mikrozustinden, aber
deren Energien E,(A) dndern sich

1. Es existieren Zustidnde eines Systems, die vollstindig Wiirme: Energieiibertrag bei konstanten duBeren Parametern A

durch die Energie E und eine Reihe extensiver Parame-
ter A charakterisiert sind (Volumen, Teilchenzahl.

~+ Gleichgewichtszustinde
2. Es existiert eine Funktion S(E,A), welche fiir diese
Zustédnde definiert ist.
~S(E,A) =kgInQ(E,A)
(S = S(E,A) fundamentale Gleichung der Thermody-

namik.

3. S(E,A) ist eine konkave Funktion der Argumente E, A

S([1 = ax + oxz) > (1— &)S(x) + oS (x2)

~ Anderung der Mikrozustinde des Systems, bzw.
deren Verteilung

Historisch wurde die Wirme konzeptionell eingefiihrt, um die
Energieerhaltung zu "retten": Alle externen Parameter sind
unveriandert, dennoch #@ndert sich die Energie. Daher wurde
eine neue Art des Energieflusses eingefiihrt.

Man hielt Warme zunéchst fiir eine unbeobachtete Fliissigkeit,
das "kalorische Fluidum".

Mikroskopisch ist Wirme die Anderung z.B. der kinetischen

Energie eines Gases durch Kollisionen mit Teilchen eines
anderen Systems
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Figure C.2.1

In diesem Beispiel haben sich keine externen Parameter geén-
dert, dennoch hat sich die Energie von System 1 verringert
und jene von System 2 erhoht.

Diesen Energiefluss bezeichnen wir als Wirme.

C.2.1 1. Hauptsatz der Thermodynamik (Postulat)

In der Thermodynamik werden diese beiden Formen der
Energiednderung im Postulat des ersten Hauptsatzes zusam-
mengebracht

Definition 29 (1. Hauptsatz der Thermodynamik)
(Postulat)

Wiéirme
AE = AQ + AW
- —~—

Dieses Postulat bezieht sich auf Energiednderungen zwis-
chen zwei Zustinden. Beachte, dass die Energie des Systems
eine Funktion des Zustandes ist

E:Zpr'Er
-

Arbeit oder Wirme hingegen sind keine derartigen Funktio-
nen.

Es gibt im allgemeinen keine "Arbeit im System" oder
"Wérme im System".

Arbeit und Wirme sind unterschiedliche Methoden des En-
ergieiibertrags.

Ein Prozess, fiir dessen Energieiibertrag AQ = 0 gilt, heif3t
adiabatisch.

Im statistischen Zugang ist dies auch leicht zu sehen.
Betrachten wir dazu zwei Makrozustinde mit unter-
schiedlichen Verteilungen p, und externen Parametern
A.

MitE=Y,p, E.(A) gilt:

aE = ¥ Y o) 5, 10)

Makrozustand 1 Makrozustand 2

Ap, =p = p
2)

AE, =E" —E!
=Y ap, E:(AV)+ Y pVAE,

mit

=Y Ap,-E(A)+ Y plVAE, +6(A%)

D
AQ AW

Fiir Ap,, AE, nicht klein, gibt es keine einfache Trennung
in Arbeit und Wirme.

= AE = AQ + AW

Fiir beliebig kleine Anderungen konnen wir schreiben

dE = der Er(l) +ZprdEr

—_——— ——
ao w
mit
dE I
aw = r——dA = —7-dA
Xr:p - 7
. . - dE,
mit der verallgemeinerten Kraft y = — < i >

Arbeit ist also eine verallgemeinerte Kraft —¥ mal eine
verallgemeinerte Wegstrecke dA.

Bsp:
Wenn A = x eine Kolbenposition ist, ist ¥ eine
gewohnliche Kraft.
aw = —F -dx
Wenn A =V ein Volumen ist, ist ¥ ein Druck.

W =—p-dV

(Druck des idealen Gases als Ubung).
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Um anzuzeigen, dass es fiir @V keine Funktion des Zus-
tandes W gibt, ist das Differential d durchgestrichen ~~
unvollstindiges Differential.

vollstindiges Differential
(Zustandsgrofie)
=
dE =dQ+aw
——

unvollstindige Differentiale
(keine Zustandsgrofien)

Eine implizite Annahme dieser statistischen Beschrei-
bung ist, dass die Anderung des Makrozustandes so
langsam abliuft, dass wihrend der Anderung hinreichend
viele Mikrozustdnde durchlaufen werden. Nur dann
macht eine statistische Beschreibung mit Wahrschein-
lichkeiten p, iiberhaupt Sinn.

Wir sprechen von einem sogenannten quasistatischen
Prozess.

C.2.2 Quasistatische Prozesse

In der Thermodynamik interessiert man sich bevorzugt fiir
quasistatische Prozesse, d.h. Prozesse, die so langsam
ablaufen, dass

(1) sich das System zu jedem Zeitpunkt in einem Gle-
ichgewichtszustand befindet

(ii) die Anderung der duBeren Parameter keine Ubergiinge
zwischen Mikrozustéinden induziert.

Es handelt sich also um einen idealisierten Prozess, der in
der Praxis nicht existiert, aber leicht beliebig gut approximiert
werden kann.

Was wir hier also vernachlissigen sind die in der Praxis
immer auftretenden Nichtgleichgewichtsprozesse. Let-
ztere sind typischerweise rdumlich inhomogen, etwa:

« Offnen einer Trennwand ~~ Verwirbelung

* Thermischer Kontakt bei unterschiedlicher Tem-
peratur ~~ Temperaturgradient

¢ Mechanischer Kontakt bei unterschiedlichem
Druck ~~ Schockwelle

Betrachten wir als Beispiel die Expansion eines Gases:

—_> [ .
—s
x

Figure C.2.2. Kolben festgehalten (gegen Druck) mit
externer Kraft F,,

Wir betrachten ein Gas, aus dem ein Kolben herausgezogen
wird, sodass sich sein Volumen von V| auf V; vergrofert.

I. Situation: Der Stempel wird sehr langsam herausgezo-
gen.

Die externe Kraft, die den Kolben in einer gegebenen
Position hilt ist (beliebig genau) gleich und entgegenge-
setzt dem Druck (und Fliche) des Gases.

Die externe Kraft verrichtet Arbeit an dem System (hier:
negativ)

X2 VZ
Aqu = +/ dxFoy = — dV-p
X1 V]
(Vorzeichenwechsel wegen F' = —pA (siehe oben))

II. Situation: Der Stempel wird sehr schnell herausgezo-
gen.

So schnell, dass er wihrend des Herausziehens nicht
mit Gasteilchen kollidiert.

Die dazu nétige Kraft ist (fiir einen beliebig leichten
Kolben) beliebig klein

A‘/Vschnell =0

~ Aqu < AWschnell-

Die quasistatisch verrichtete Arbeit ist also kleiner als die bei
einem allgemeinen (schnelleren) Prozess verrichtete Arbeit.
Ebensolches gilt fiir das Hereindriicken des Kolbens —
schnelles Hereindriicken fiihrt zu einer hohen Teilchendichte
nahe des Kolbens, sodass mehr Arbeit gegen diese Schock-
welle verrichtet werden muss.

AunasistatisCh < AW

Dieses Prinzip scheint allgemein zu gelten.

C.3 Entropie und Warme (2. Hauptsatz)

Statt E = E(S,A) betrachten wir nun S = S(E,A) und sein
Differential

_2s
T OE

as
dE + ——

d
LT

E

ds
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Dabei kann A mehrere Parameter A1, A, ... umfassen. Dann
ist
as
ar

as s

Nun hatten wir im ersten Kapitel der vorlesung schon genau
diese Ableitungen der Entropie kennengelernt

N
IE
N
N

A

E

NIR N~

wobei wir ¥ = 7 den Uberstrich fallen lassen.

Damit ergibt sich fiir das Differential der Entropie

1 1
dS = —dE+ = ydA
T + T L,./
,dqu
Jetzt nutzen wir den ersten Hauptsatz dE = dQ + aW
1
ds = T (AQ +aW — aW,y)

Fiir quasistatische Prozesse haben wir

W = W, und

dS = —aQ

~

und fiir allgemeine Prozesse gilt

Wy < W und

Definition 30 (2. Hauptsatz der Thermodynamik)
(Postulat)

ds > —ap

Nl -

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass En-
tropie sich durch Wiarmefluss dndert. Diese Aussage gilt
allgemein, also insbesondere auch fiir offene Systeme und fiir
nicht quasistatische Vorgénge.

Fiir abgeschlossene Systeme (dQ0 = 0) gilt

dS>0

d.h. die Entropie nimmt bei einem Prozess, dem Ubergang
zwischen zwei Gleichgewichtszustinden, niemals ab. Dabei

spielt auch die Art des Prozesses (Ubergangs) keien Rolle und
eine quasistatische Anderung kann prototypisch betrachtet
werden.

Beispiel: Temperaturausgleich zweier Systeme im thermis-
chen Kontakt

I
T e }
L —

Figure C.3.1. dQ flieBt von System 2 zu System 1

as; = %
T
s5r
e
ds ﬁ4d$’@<l 1>>o
AN = f— —_—
1 2 T

Wirme flie3t von System 2 zu System 1 (dQ > 0), wenn

11
e S 0w >T
T e

O

Wir konnen festhalten, dass der Differentialkalkiil sehr
michtig ist.

Statt des Diferentials von S(E, A) hitten wir auch E = E(S, 1)
betrachten konnen

JE| _
alg= Y

—~ =
JE JE

=22 as+ &
as| T
——

dE
FRaiFY)

dA
s

71 _
E=(3)=(4) =T
=T.dS—y-dA
= dQ 45 + AWy ~~ 1. Hauptsatz der Thermodynamik
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Damit kénnen wir auch zeigen, dass Wirme keine Zu-
standsgroBe ist, da dQ kein vollstindiges Differential
ist.

In unserem Beispiel oben gilt etwa

N

oV
s dQys = TdS + DAV

da hier

0P

oT
s

W _q>

Vv

im Gegensatz zum vollstindigen Differential.
aQ,s ist kein vollstindiges Differential, wie etwa fiir
die Entropie mit

dE = TdS+ pdV

ro O
as |y

_JE

P—WS

J’E  J’E
T 9sav ~ avas
LT _ap
avVig 9ISs|,

Ende Woche 7

C.4 Warmekraftmaschinen:
namische Kreisprozesse

thermody-

Wirmekraftmaschinen wandeln Wirme in Arbeit um. Das
wohl weitldufig bekannte Beispiel einer solchen Warmekraft-
maschine ist die Dampfmaschine. Als eben jene Dampf-
maschinen di eindustrielle Revolution auslosten, war die
Suche nach den zugrunde liegenden theoretischen Prinzipien
dieser Maschinen eine wesentliche Motivation zur Entwick-
lung der Thermodynamik.

Tatsdchlich ermoglichen der 1. und 2. Hauptsatz prinzip-
ielle Aussagen, welche Arten von Maschinen iiberhaupt
gebaut werden konnen und was deren maximal erreichbarer
Wirkungsgrad ist.

C.4.1 Unméglichkeit eines perpetuum mobile 2. Art
Wiinschenswert wire eine Maschine, die an ein Reservoir
gekoppelt diesem Wirme AQ entnimmt und in Arbeit AW
umwandelt (etwa um ein Gewicht zu heben).

— e e e — o .a."scscwsxme:
) /L/ Gesamt. y St
I [ m Sﬁ em
! Peservoir | AQ. AW | Ackedso ||
| e —>— —>——| Speiches |
| .

A !
I kanst, T / |
1 | i
[ — - — — I

" Fedy, Selvinde + Geosicht, LasepumptooR ...
Figure C.4.1

Das Reservoir sei so grof} gewihlt, dass sich seine Temper-
atur wihrend dieses Prozesses nicht dndert (7" konstant). Wir
betrachten einen zyklischen Prozess, der beliebig oft wieder-
holt werden kann. Fiir einen Zyklus soll gelten, dass sich die
Maschine vom Anfangs- und Endzustand nicht dndert. Der
Arbeitsspeicher habe nur einen Freiheitsgrad.
Die Entropiednderung des (abgeschlossenen) Gesamtsystems
ist
=0 (mechanisch)
=~ AQ
AS =ASR+ASy+ASy = ——— <0
~— T
=0 (zyklisch)

4 (2. HS)

Fiir ein abgeschlossenes Gesamtsystem fordert der 2. Haupt-
satz AS > 0, d.h. eine derartige Maschine ist nicht kompatibel
mit der Thermodynamik.

= Unmoglichkeit eines perpetuum mobile 2. Art
Stattdessen:
Die Entropieabnahme des Reservoirs muss also kompen-
siert werden. Dies ldsst sich mit einem zweiten Reservoir be-
werkstelligen, sodass sich eine funktionierende Wiarmekraft-
maschine bauen lésst.

Arbm'-is -

Speie hes

| (J'gcsr YVONr

Figure C.4.2
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C.4.2 Effizienz einer Warmekraftmaschine:
Wirkungsgrad
Auch fiir die obige Wiarmekraftmaschine mit zwei Reservoirs

konnen wir die Entropiednderung in einem Zyklus berechnen

AS = Ag, + ASy + ASs +ASk,
—~ —~~

=0 =0
AQ;  AO»
=AS ASp, = —— + —=
R, T ASg, T + A
Anmerkung:
Fiir ein Warmebad gilt immer
AQ
AS=—
T
auch bei schnellen Prozessen, da keine Arbeit verrichtet
werden kann.

Damit AS > 0 muss also gelten

AQ> > T
AQ; T Th

Mit Hilfe des 1. Hauptsatzes

AEy = AQ) —AQ, — AW &

S AW =A01 —AO»

ldsst sich dann der maximal erreichbare Wirkungsgrad ab-
schitzen

Definition 31 (Idealer Wirkungsgrad) einer
Wiérme— Kraft-Maschine ist definiert als
_ erzeugte Arbeit AW
n= aufgebrachte Wirme — AQ;
_A0I-AQ, | AD
AQ AQ;
I}
~n<1l-——=
n= T
h—-T1
= Nideal = T

Beispiele fiir Wirkungsgrade:

1) Kohlekraftwerk (Wiarme— Kraft)
Kohle verbrennt und erhitzt Wasserdampf auf 77 ~
1000°C
Der Wasserdampf treibt eine Turbine an und konden-
siert im Kiihlturm 75> ~ 200°

1300K — 500K 8

B0k 13 S 0%

Nideal =

Tatsdchlich werden Wirkungsgrade von ~ 30% erreicht.

2) Wiarmepumpe (Kraft—Wirme)

Eine Wirmepumpe arbeite als Heizung in einem Haus,
indem sie Warme von aufien 7> = 0°C ins Haus pumpt
T1 =20°C.

Der Wirkungsgrad ist dann umgekehrt

aufgebrachte Wirme

Arbeit
T 320K

T,—T, 320—300K

Nideal =

16

Im Prinzip konnte man also mit der elektrischen En-
ergie 1kWh eine Warmemenge von 16kWh ins Haus
pumpen.

Praktisch benétigt das Heizungswasser aber eine hohere
Temperatur ~ 50°C, was den idealen Wirkungsgrad auf
ca. Mideal = 6 driickt.

Tatsédchlich erreicht wird n ~ 3.

Geothermie: Bohrung in den Boden. Uber einer Tiefe
von 10m bleibt die Erdtemperatur unverindert. In 10m
Tiefe sind es 10°C. Ab dort steigt die Temperatur um
1°C alle 30m. Private Nutzung bis ca. 100m.

~Th =12°C =~ 312K, T =50°C =~ 350K = Njgeas =9

C.5 Carnot-Prozess

Das Standardbeispiel fiir einen Prozess mit idealem
Wirkungsgrad ist der Carnot-Prozess. Hierbei dient ein
Gasvolumen als "Maschine" M.

P A Adiabaten T
/ AN
\& N
A T T
p
Kothernse
,
/
. y i
. . > T,
A\ T S

Figure C.5.1. Der Carnot-Prozess im p-V- und im
T-S-Diagramm. Die vom Rechteck eingeschlossene Flache
entspricht der verrichteten Arbeit W (s.u.)

Der Carnot-Prozess besteht aus 4 Schritten:
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1. Isothermische Expansion bei hoher Temperatur 77 (A —
B)

Das Gas expandiert langsam und verrichtet dabei Ar-
beit.

Um die Temperatur konstant zu halten, nimmt es dabei
Wirme aus dem Reservoir auf.

2. Adiabatische Expansion (B — C)
Das Gas ist thermisch isoliert, expandiert aber weiter.
Dabei reduziert sich die Temperatur und der Druck.

3. Isotherme Kontraktion bei niedriger Temperatur 7>
(C—D)
Arbeit wird am Gas verrichtet.
Um die Temperatur konstant zu halten, gibt das Gas
Wirme an das Reservoir ab.

4. Adiabatische Kompression (D — A)
Weitere Kompression in thermischer Isolation.
Temperatur und Druck steigen an bis wir zum Aus-

gangspunkt zuriickkehren.

Fiir die bei 71 aufgenommene (+) Wirmemenge gilt:

AY)
0 =/S TidS =Ti (S, — §)

1

Fiir die bei 7, abgegebene (—) Wiarmemenge gilt:

N
O =— g TdS =T>(S> — S1)
2

Die vom System verrichtete Arbeit ist damit
W=01-0=(T1 —T2) (S2—51)

und entspricht der Fliche innerhalb des Rechtecks im 7-S-
Diagramm.

Damit ergibt sich fiir den Wirkungsgrad

w o O B

Ql Ql T = Tideal

Eine moglichst effiziente Warmekraftmaschine benétigt also
ein Reservoir mit moglichst niedriger Temperatur 7, und
eines mit moglichst hoher Temperatur 7. Beide Tempera-
turen sind jedoch beschrinkt. 7> durch den absoluten Temper-
aturnullpunkt, den wir spiter noch kennenlernen werden, und
T| durch praktische Griinde — etwa der endlichen Brenntem-
peratur von Kohle, Gas, O, ... .

Ein Carnot-Prozess mit perfektem Wirkungsgrad n =1 ist
also unmoglich.

Betrachten wir nun die Entropie-Bilanz des Carnot-Prozess.
Es gilt

AS:%?:O

C.5.1 Reversibler Prozess

Der Carnot-Prozess ist also reversibel. Liuft der Prozess in
umgekehrter Richtung A - D — C — B — A ab, so kann er
fiir einen Kiihlschrank oder eine Wirmepumpe verwendet
werden.

esevvorr

92

A4

T4

i Larmende L)o’mun& Keblselrank.
Nutzen AQ, RN
Figure C.5.2
Wirkungsgrade
AQ) _ T -
1 < Tideal = AATVI T %Tz Warmepumpe
- 80, — ;B Kihlschrank

C.5.2 Allgemeiner Kreisprozess

Fiir jeden anderen Kreisprozess gilt 7 < Ncamot, denn wir
haben

T T

bel,zé&zr Kreisprogess Carrot - Tro%ess

T
s . —> S
2 S, S,

Figure C.5.3

I—1I: ds >0, a=T-dS>0

InH—1: ds <o, aog <0

Es folgt die verrichtete Arbeit:

w=fao- [a+ [a=0-0
ao>0 ap<0
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Aus dem 2. Hauptsatz (und der Entropiebilanz) folgt fiir die
Entropiednderung in einem Zyklus

0= AS>y§dQ /@_’_/dQ

ao>0 dQ<0
——
T<D T>T2
mit / Q— und / dQ > —%
ap>0 h <0
01 O
> AS > =— — ==
0=AS T1 T
L2 Db
01— T
) Ip)
= O~ Ty g

Geometrisches Argument: Die von einem beliebigen Kreis-
prozess eingeschlossene Flache, dquivalent zur verrichteten
Arbeit, ist immer kleiner oder bestenfalls gleich jener des
idealen Carnot-Prozesses.

Mogliche Ursachen fiir subideale Wirkungsgrade:

(1) Warmeaustausch bei Temperaturen 7, < T < Tj

(i1) irreversible Prozesse / endliche Leistung («— Carnot-
Prozess ist quasistatisch und operiert bei Leistung = 0!)

C.5.3 Alternative Formulierung des 2. Hauptsatzes:
Kelvin und Clausius

Historisch spielten Wirmekraftmaschinen eine zentrale Rolle

in der Formulierung der Thermodynamik und erlauben es,

jenseits der statistischen Beschreibung Temperatur und En-

tropie zu definieren. Primér aus didaktischen Griinden wollen

wir diese betrachten.

Definition 32 (Kelvins Formulierung) des 2. Haupt-
satzes:

Kein Prozess ist moglich, dessen einziges Ergebnis
es ist, Warme aus einem Reservoir vollstindig in Arbeit
umzuwandeln.

Definition 33 (Clausius’ Formulierung) des 2. Haupt-
satzes:

Kein Prozess ist moglich, dessen einziger Effekt es ist,
Weirme von einem kiilteren Reservoir zu einem wdrmeren
Zu transportieren.

Beide Formulierungen sind dquivalent. Dies ldsst sich am ein-
fachsten sehen, indem man eine hypothetische "Anti-Kelvin"

oder "Anti-Clausius" Maschine annimmt und zeigt, dass die
jeweils andere Formulierung dann ebenfalls verletzt ist.

L o )
nesfes  I<eservoir

Q

QZ
AK. +®
W .

Ank - Kelorn

kah[sl‘}?ran[z
Q@

A

;r-?_af:"fs ?«Pq:rvo! r

Figure C.5.4. "Anti-Kelvin" Maschine ~~ Gesamtprozess
verletzt Clausius

) .
Iceservorr

(D

®,

hf’ f: ‘.‘fPS

(s .

AC
Ak = Clawsiug

.Q:

kaltes 12eservolr
Figure C.5.5. "Anti-Clausius" Maschine ~» Gesamtprozess
verletzt Kelvin

Ende Woche 8

C.6 Reversible und irreversible Prozesse

Bislang haben wir reversible Prozesse betrachtet, d.h.
Prozesse, die quasistatisch und reibungslos ablaufen und
durch beliebig kleine Anderungen der externen Parameter in
der Zeit umgekehrt werden konnen. Derartige Prozesse sind
uns etwa aus der klassischen Mechanik wohlvertraut.

In der Thermodynamik spielen irreversible Prozesse, die
sich nicht umkehren lassen, eine wichtige Rolle. Derartige
Prozesse sind auch fiir unser fundamentales Verstéindnis der
Zeit von zentraler Bedeutung.

C.6.1 Thermodynamische Betrachtung

Bevor wir uns mit der statistischen Beschreibung solcher re-
versiblen und irreversiblen Prozesse befassen, wollen wir
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zunichst deren thermodynamische Bedeutung anhand von
Wirmekraftmaschinen veranschaulichen.

Wir betrachten dazu zwei Wirmekraftmaschinen, eine re-
versibel arbeitende Maschine R und eine weitere Maschine 1,
die moglicherweise irreversible arbeitet.

o7 .
he/fes 1eservoir

4

Q Q.

(D)

]
Q ¢ Ry
/Q_g_[h’g (I_gcservol(
Figure C.6.1

Die Maschine R wird riickwirts betrieben und nutzt die Arbeit
W um die Wérme Qp in das heile Reservoir zu pumpen.

Beide Maschinen gemeinsam transportieren
Oy —0n = Qx — Ok ()
vom heiflen in das kalte Reservoir.

Fiir den Wirkungsgrad der Maschine / gilt

n= w = —Q}i — Ok
Oy Oy
Clausius:
/
(+) On — Ok QHEQH On — 0Ok ~ e
Oy - On
=N < Nr

Keine Maschine hat einen hoheren Wirkungsgrad als eine
reversibel arbeitende Maschine.

Nehmen wir nun an, die Maschine I sei doch reversibel.

loe :
hesfes Iceservoir

Q, Q;,

)

Q QK

K

(/;)aervoif

kaltes

Figure C.6.2

Dann ergibt sich fiir den umgekehrten Prozess ein Wirkungs-
grad von

oV G0
Oy Y
Clausius:
/
(9 On — Ok QHEQH On — Ok =
Oy - On
= N1 2 MR

Dies fiihrt zu einem Widerspruch, aufier wenn 1y = ng.

Alle reversibel arbeitenden Maschinen haben den selben
(idealen) Wirkungsgrad.

C.6.2 Statistische Betrachtung

Reversible und irreversible Prozesse haben eine einfache
statistische Grundlage.

Fiir die Entropiedanderung AS solcher Prozesse gilt

A

AS = TQ reversibler Prozess
A

AS > ?Q irreversibler Prozess

Es sind genau die quasistatischen Prozesse, die reversibel
sind.

46/67



Fiir adiabatische Prozesse (AQ = 0) sind genau jene Prozesse
irreversibel, die mit einer Entropiednderung AS > 0 einherge-
hen. Diese Zunahme der Entropie ist auch die mikroskopische
Ursache der Irreversibilitit.

Beispiel eines irreversiblen Prozesses: freie Expansion eines
Gases

g

Trennciord entfernen

\olumen irreversibel verdoppe!t

Figure C.6.3

Durch das Wegziehen der Trennwand (AW = 0) nimmt die
Entropie des Gases zu.

wegen S o< Nkgln % ist diese Entropiesinderung AS = Nkp -
In2.

Will man nun die Trennwand wieder einsetzen, um den
Prozess umzukehren, muss man warten bis zufillig alle
Teilchen in der linken Hilfte des Behilters sind. Dazu benétigt
man etwa 2" Versuche, wenn man zu jedem Zeitpunkt davon
ausgeht, dass jedes der N Teilchen mit Wahrscheinlichkeit %
in einer der beiden Hilften ist. Bei N ~ 1023 Teilchen ist dies
prohibitiv.

Ohne Kontrolle iiber die mikroskopischen Freiheitsgrade kann
man den Anfangszustand nicht wiederherstellen — es muss
Arbeit verrichtet werden (AW # 0).

Beispiel eines reversiblen Prozesses: adiabatische Expansion
eines Gases

Kolben ©ird (Mdsam h-raaxsedr[c}ﬁ

Figure C.6.4

Bei einem reversiblen Prozess bleibt die Entropie unverén-
dert.

Im Beispiel oben (adiabatische Expansion) nimmt die Energie
des Gases ab (— Reduktion der Entropie) und das Volumen
nimmt zu (— Anstieg der Entropie).

Beide Effekte heben sich gegenseitig auf.

1 __ 1 /dEr

T =1 (%)

as S
AS= — AE + — AL

Dieser Prozess ldsst sich zur adiabatischen Kompression
umkehren, wobei sich dann auch Anstieg und Reduktion der
Entropie durch die Einzeleffekte genau umdrehen.

C.6.3 Zeitrichtung

Die allermeisten Prozesse unserer Umwelt laufen mit
endlicher Leistung ab, d.h. es handelt sich eben nicht um qua-
sistatische und damit reversible Prozesse, sondern vielmehr
um irreversible Prozesse. Betrachten wir nun das Univer-
sum als abgeschlossenes Gesamtsystem, so gilt also fiir die
allermeisten Prozesse AS > 0.

Die Entropie des Universums nimmt also stetig zu (und strebt
ein Maximum® an).

Dies definiert eine eindeutige Richtung fiir den zeitlichen
Ablauf der Dinge, den sogenannten Zeitpfeil.

Diese Erkenntnis der Zeitrichtung ist eine besondere Errun-
genschaft der Thermodynamik und statistischen Physik — sie
ergibt sich in dieser Form nicht fiir zeitinvariante Theorien
wie die Mechanik oder Quantenmechanik. Die Auszeichnung
einer Zeitrichtung wird in diesen zeitinvarianten Theorien
aber durchaus angenommen, etwa beim Ansatz einer aus-
laufenden Kugelwelle bei quantenmechanischen Streuproble-
men oder der Bevorzugung der retardierten Potentiale iiber die
avencierten in der klassischen Feldtheorie (Elektrodynamik).

*Das Streben nach einem Maximum der Entropie hatten
wir auch in der statistischen Physik bei der Definition von
Gleichgewichtszustinden vorausgesetzt.

C.7 Tiefe Temperaturen

C.7.1 Entropie bei tiefen Temperaturen

Um das Jahr 1905 beobachtete der Berliner Chemiker Walther
Nernst (Nobelpreis 1920) in Experimenten, dass Entropieun-
terschiede bei tiefsten Temperaturen verschwinden.

Dies veranlasste ihn, einen dritten Hauptsatz der Ther-
modynamik zu formulieren

Definition 34 (3. Hauptsatz) nach Nernst

lim AS(T) =0
T—0

Dies fiihrte ihn insbesondere dazu, einen absoluten Temper-
aturnullpunkt zu erkennen. Max Planck stellte dann die
erweiternde Forderung auf, dass die absolute Entropie am
absoluten Temperaturnullpunkt verschwindet
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Definition 35 (3. Hauptsatz) nach Planck

li T)=
TI%S() 0

Mikroskopisch ldsst sich diese Forderung so interpretieren,
dass es wegen

S(T=0)=kg-InQ=0

~ Q(Ep) =1
einen einzigen Grundzustand mit einer Grundzustandsen-
ergie E gibt.
Diese Eindeutigkeit des Grundzustands macht nur quanten-

mechanisch einen Sinn, denn nur fiir die Quantenmechanik
ergeben sich diskrete Energien:

E

£, 1| azwesfe
E, Zustande.

Eq T Grund2ustend

Figure C.7.1

In klassischen Theorien gilt dies nicht.

Beispiel: klassisches ideales Gas

3 E
= —kgNln —
S kB nN+
E—éNkT
= Nks

~s 8~ In(T) — —oo fiir T — 0

Die Planck’sche Formulierung des dritten Hauptsatzes
nimmt Teile der Quantenmechanik vorweg.

Eine genauere Formulierung des 3. Hauptsatzes fordert, dass
der Grundzustand zumindest nicht exponentiell (extensiv) en-
tartet sein darf, d.h. fiir Q(Ep) sollte gelten

lim InQ(Ep) - i
N—soo N

fim S =0)

= =0.
kB N—oo N

C.7.2 Warmekapazitat bei tiefen Temperaturen
Fiir die Entropiedifferenz zwischen zwei Temperaturen 77 und

T, gilt
T c
— [ Gar
T
G

T
S(Ty) —S(Ty) = / dQT‘f

wobei C = % die sogenannte Wiarmekapazitit oder spezi-
fische Wirme ist.

Es handelt sich dabei um eine sogenannte Response-Grofie,
die besagt, wie sich die Warmeaufnahme (bzw. Wirmeab-

gabe) eines Systems mit der Temperatur dndert.

Mit S(T = 0) =

’ c(T’
:/dT’
0

Dieses Integral ist nur dann konvergent, wenn C(TT,') endlich
bleibt. Dazu muss C(T”) bei tiefen Temperaturen linear oder
schneller als linear gegen Null gehen.

0 folgt

Quantenmechanisch ldsst sich dieses Verhalten durch
eine endliche Energieliicke A€ zum ersten angeregten

Zustand erkldren. Fiir T — 0 geht auch e ~igT — 0,
die angeregten Zustdnde "frieren aus", was zur Folge
hat, dass fiir Temperaturen nahe Null eine Temper-
aturinderung nicht zu einer signifikanten Anderung
der Besetzungszahlen fithrt. Daher kann sich kein
Wirmefluss bilden.

Fiir das ideale Fermi-Gas gibt es bei T = 0 keine
derartige Energieliicke. Stattdessen hatten Wir gefunden
E(T)=E(T =0)+ <"§? ‘N = C(T) =4 ~ T, was
genau dem grenzwertigen Verhalten entspricht, sodass
S(T — 0) nicht divergiert.

Klassisch gilt fiir das ideale Gas

3
= —NkpT
> Nks
dE 3
~C(T) = = ENkB = const.}

C.7.3 Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunkts
Enormer experimenteller Aufwand wurde und wird getrieben,
um Systeme bei tiefsten Temperaturen zu erforschen. Mo-
tivation dafiir ist das Auftreten neuartiger Materiezustinde
wie Supraleitung in manchen Metallen (Ubergangstemper-
atur bei 2.17 Kelvin) oder dem Bose-Einstein-Kondensat in
ultrakalten Atomen (Ubergang unterhalb 100 nK).

Der derzeitige Kilterekord im Labor liegt bei 50 pK
=510 K. ~ (PRL 114, 143004 (2015)).

Tatséchlich ist es nicht moglich, den absoluten Temperatur-
nullpunkt iiberhaupt zu erreichen!
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C.7.3.1 Heuristische Argumente
NT

B
NE T A >
D C
& € — 3
E 4 NE Sy S,
TR el oy -
~c(T) = 7 O _
Figure C.7.4
. T
0 ASaz +ASpe +AScp +ASpa 200 *
ASpp = 9
Figure C.7.2. Bei T = O fiihrt selbst kleinste Wirmezufuhr T . '
AQ zu groBer T-Anderung. ASpc =Apa =0 (adiabatisch)
AScp =0 3. Hauptsatz

Somit widerspricht (*) dem 2. Hauptsatz.

C.7.4 Residuelle Entropien
Der 3. Hauptsatz ist nicht von der gleichen universellen
. Giiltigkeit wie der 1. und 2. Hauptsatz, da es fiir den 3.
AN L Hauptsatz tatsdchlich eine Vielzahl an Ausnahmen gibt.

Die wohl bekannteste Ausnahme ist das Tieftemperaturver-
halten von Wassereis, das eine endliche Restentropie

S
— — 041 firT — 0
Nkg

~ Q(Eyp) =Qp =~ 1.51

aufweist — ein klarer Widerspruch zum 3. Hauptsatz und
zugleich ein vorziigliches Beispiel dafiir, dass in manchen
Systemen selbst be 7 = 0 nicht alle Freiheitsgrade ausfrieren
und weiterhin fluktuieren konnen.

Um dies zu verstehen, betrachten wir die Kristall-Struktur
Figure C.7.3. Wegen % = g—g divergiert die von Eis:
Entropiednderung bei Annéherung von Eo (i) O-Atome bilden Wurzit-Struktur (Diamant-Gitter).

(i) Bindungslingen:

0-0 2.76A
C.7.3.2 Formales Argument O—H 0.954

Wir nehmen an, 7 = 0 konnte erreicht werden, sodass wir ~ ~» 2 mogliche Positionen des H-Atoms zwischen O-Atomen
einen Carnot-Zyklus zwischen einer endlichen Temperatur 73

und tiefer Temperatur 7 = 0 betrachten konnen: O-H-0 O0—-H-0
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~~ bindre Variable

Pro O-Atom (oder H,O-Molekiil) gibt es Qyp =2 x2 =4
Mikrozustinde.

Zu grof} im Vergleich zum Experiment!

Es muss also noch eine weitere Einschriankung geben. Dies
ist die von Bernal und Fowler 1933 eingefiihrte Eisregel:
Die H,O Molekiile bleiben im Kristall "intakt", d.h. jedes
O-Atom hat zwei "kurze" und zwei "lange" Bindungen.

Von den 16 Moglichkeiten, 4 H-Atome um ein O-Atom zu

4> Mboglichkeiten iibrig.

platzieren, bleiben nur noch 6 = <2

O——H-—0
—_
Figure C.7.5. Vertex-Darstellung ("in" und "out")

Mit Vertex-Darstellung sind diese 6 Moglichkeiten:

b SN NN DU
oo f A

(2-in,

5 . L
2t rule )

Figure C.7.6

Anhand dieser Eisregeln hat Pauling 1935 die Restentropie
von Eis abgeschitzt

I 3
0 64 2

Exakte Rechnung: Q¢ = 1.50685 +0.00015 (Nagle, 1966)
3
Zweidimensionales Eis: Q¢ = (%) 2 =1.5396 (Lieb, 1967)

Das Auftreten einer residuellen Entropie, einer endlichen
Restentropie bei T = 0, ist auch das charakteristische Merk-
mal von frustierten Systemen, in denen konkurrierende
Wechselwirkungen nicht simultan minimiert werden konnen.
Aus dem Bereich des Magnetismus ist Spin-Eis ein bekanntes
Beispiel, wo sich die "2-in, 2-out" Eis-Regel fiir die magnetis-
chen Momente einstellt.

Die "2-in, 2-out" Eis-Regel ist ein Beispiel einer lokalen
Zwangsbedingung, die im Grundzustand fiir jeden Vertex
erfiillt sein muss. Wenn wir in der Vertex-Darstellung (oben)
die Pfeile mit orientierten Magnetfeldern identifizieren, dann
lasst sich diese lokale Zwangsbedingung ausdriicken als

divB =0

Wir kénnen also den T = 0 Grundzustand durch eine emer-
gente Magnetstatik beschreiben, die das Auftreten von
Monopolen verbietet. ~» Coulomb-Phase
Verletzungen der lokalen Eis-Regeln bei endlichen Tempera-
turen entsprechen Monopolen.

Ende Woche 9

C.8 Thermodynamische Potentiale

Wir haben bislang die Entropie als Funktion der Energie E und
weiterer externer Parameter A betrachtet, also S = S(E, ).
Zur Beschreibung von Systemen, die mit groBen Reser-
voirs gekoppelt sind — und deshalb statt konstanter Energie
z.B. eine konstante Temperatur haben —, ist es niitzlich
statt S(E, A1) andere GroBen zu betrachten, die von S(E, 1)
abgeleitet sind: die sogenannten thermodynamischen Poten-
tiale.

Als ein Beispiel werden wir die freie Energie F (T, 1) ken-
nenlernen, die fiir die Kopplung an ein Wirmebad an die
Stelle von S(E, A) tritt.

Doch bevor wir uns an eine Herleitung dieser thermodynamis-
chen Potentiale begeben, wollen wir noch einmal einen Schritt
zuriicktreten und etwas allgemeiner auf die verschiedenen Zu-
standsgrofien blicken.

C.8.1 ZustandsgréBen
Wir haben bisher zwei Typen von Zustandsgrofen kennengel-
ernt

* E,V,N,S: extensiv

Bei Unterteilung eines homogenen Systems in zwei
Teile A und B gilt fiir extensive Grofien f:

f=fa+fs
* p,T,u: intensiv
f=ra=1Js

Weitere intensive GroBen sind die Energiedichte &€ = % und
die Teilchendichte p = % etc.

Im folgenden betrachten wir Systeme mit fester Teilchen-
zahl N. Dann sind Gleichgewichtszustinde (typischerweise)
festgelegt durch zwei Zustandsgrofien, z.B.

(E,V), (T,V), (T,p), (S,V),...

Mogliche Kombinationen der Zustandsvariablen sind hier-
bei je eine der

thermischen Zustandsgrofen E.S, T undder

mechanischen Zustandsgrof3en p,V

Wir verwenden eine Notation, in der die gleiche Zustands-
grofle immer mit demselben Symbol bezeichnet wird —
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trotz einer Abhéngigkeit von verschiedenen Sitzen von Zus-
tandsvariablen

S=S(E,V)=S(T,V)=S(T,p)=...
E=E(S,V)=E(T,V)=...

ZustandsgroBen besitzen vollstiindige Differentiale.

Fiir f = f(x1,...,%,) heiBt das df = Y, (37{) dx;.

Beispiel:
S=S(E,V)
as as
~dS(E,V) = (8E>VdE+ (‘W)Edv

C.8.2 Thermodynamische Potentiale

Wir wollen im folgenden homogene Systeme (mit fixer
Teilchenzahl) betrachten, deren Gleichgewichtszustand durch
zwel Zustandsvariablen festgelegt ist. Wir beschrinken uns
auf alle Kombinationen von 7, S und p,V

(S, V), (T,V), (S, p) oder (T,p)

Die einzufiihrenden thermodynamischen Potentiale haben
folgende Eigenschaften:

* Sie sind Zustandsgrofien mit der Dimension einer
Energie.

* Thre partiellen Ableitungen nach den Zustandsvari-
ablen sind einfache Ausdriicke.

Exkurs: Analogie zum Potential

¢ klassisch: ~ 2-dimensionale Bewegung eines
Teilchens, dessen Ort durch Variablen (x,y) fest-
gelegt ist.

Fiir eine Bewegung im Potential U (x,y) sind die
partiellen Ableitungen

K, = _9Uxy) und
dx
_ 9U(xy)
Ky, =— Iy

die Krifte, die das Teilchen in x- oder y-Richtung
dringen.

¢ Mit den beiden Hauptsétzen dE = dQ +adW, dQ =
TdS sowie W = —pdV folgt

dE =TdS — pdV
g IE(S,V)

as av

_OE(S,V)

ab.

Die Temperatur T ist die treibende Kraft fiir den
Wirme- und Entropieaustausch, der Druck p die
treibende Kraft fiir den Volumenaustausch.

Insofern sind 7 und p thermodynamische Kriifte, die
auf eine Anderung des Systemzustands (S, V) hinwirken,
analog zu den Kriften K, und K, die auf eine Anderung
des Ortes (x,y) hinwirken.

In einem wesentlichen Punkt besteht die Analogie zur
klassischen Mechanik allerdings nicht: In der Mechanik
ist der Zustand eines Teilchens durch seinen Ort (x,y)
und seine Geschwindigkeit (x,y) gegeben; Zustandsin-
derungen sind daher dynamische Vorginge. Ein thermo-
dynamischer Zustand hingegen ist (wie oben) durch zwei
Zustandsvariablen festgelegt, die dem Ort des Teilchens
entsprechen. Die Geschwindigkeit der Variablenén-
derung spielt in der Thermodynamik keine Rolle (da wir
immer quasistatische Prozesse betrachten). Deswegen
sollten wir eigentlich von einer Thermostatik anstelle
der Thermodynamik sprechen.
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Die vier thermodynamischen Potentiale, die wir im folgenden
betrachten werden, sind

Energie E

freie Energie F=E-TS

Enthalpie H=E+pV

freie Enthalpie G =E —TS+ pV (Gibbs Potential)

Bei allen diesen Grof3en handelt es sich in der Tat um En-
ergien, denn es gilt [7'S] = [pV] = Energie.

Betrachten wir nun deren Differentiale. Dann folgt aus
dE=TdS+pdVundd(TS)=dT-S+TdS sowied(pV) =
dp-V+pdV

dE =TdS— pdv wE=E(S,V)
dF = —SdT — pdV wF =F(T,V)
dH=TdS+Vdp ~H=H(S,p)
dG=—SdT +Vdp ~G=G(T,p)

woraus sich die natiirlichen Zustandsvariablen der einzel-
nen thermodynamischen Potentiale ergibt.

C.8.3 Legendre Transformationen

Mathematisch ist die freie Energie F(7T,V) die Legendre-
Transformierte der Energie E(S,V) beziiglich S.

Die Legendre-Transformation ersetzt eine unabhingige Vari-
able einer Funktion durch die Ableitung nach dieser Variablen

oE
mitT = —

E(S,V)— F(T,V) 5

ohne, dass dabei Information verloren geht (d.h. die Transfor-
mation kann umgekehrt werden).

Auch die Legendre-Transformation ist uns aus der ana-
lytischen Mechanik beim Ubergang von Lagrange- zu
Hamiltonformalismus bekannt

. A
Z(q,9) = ' (q,p) =pq—<L mitp= 90

Da die Ableitung nach einer extensiven Grofe eine intensive
GroBe ist, ersetzt die Legendre-Transformation eine extensive
ZustandsgroBe durch eine intensive.

Beispiele:

S & T
~— =~

extensiv

oder V. & p
~~

intensiv extensiv

intensiv

C.8.3.1 Mathematische Grundlage

Die Legendre-Transformation stellt eine Moglichkeit dar, die
Information in einer Funktion f(x) neu zu kodieren (konzep-
tionell dhnlich zur Fourier-Transformation), wenn zwei Vo-
raussetzungen erfiillt sind:

* die Funktion f(x) ist konvex, d.h. % > 0, und stetig
* es ist praktikabel, die Ableitungen der Funktion f(x)

zu betrachten

Warum ist E(S,V) konvex?
Betrachte exemplarisch

=

PE_ 9 (E\ o1 T

052 as\as) 9s C
~~
Cc>0

mit spezifischer Wirme

_OE_QEQS . 05
T 9T 9S9T  ~ oT

Figure C.8.1. Ubergang der konvexen Funktion f(x) zur
: _ 9f)
Steigung s(x) = =5;

konvexe Funktion Steigung s(x) = 8]3‘5;)
9’f(x) 9Is(x)
pIo) >0 — o >0

strikt monoton, d.h. invertierbar

s(x) = x=x(s)

Fiir eine konvexe Funktion f(x) gibt es ein 1 : 1 Mapping

zwischen x und %.

Wir kénnen also den Informationsgehalt der Funktion f(x)

auch via 8j;ix)

ausdriicken. Genau dies tut die Legendre-
Transformation, welche definiert ist als

Definition 36 (Legendre-Transformation)

8(s) =s-x—f(x)

wobei x = x(s) ist.
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Betrachten wir zunichst geometrisch, was die einzelnen
Terme in dieser Transformation bedeuten:

£(x)
}?Onu:xg
h«n:‘z-'w'or) /7\
\A/ “*”S“g’ S
JS
i > x
N
>
Figure C.8.2

geometrisch gilt also

s-x=f(x) +8(s)

Die so definierte Legendre-Transformation hat folgende
Eigenschaften:

1) Inversion
Betrachte g(s). Es sei

) = 28 = 2 (550~ £x5)
:x(s)Jrs%f g % = x(s)
~—~

Und somit A(y) =y-s—g(s) =x-s(x) — g(s(x)) = f(x).

Die Legendre-Transformation von g ist die urspriingliche
Funktion f.

Die Legendre-Transformation ist also ihr eigenes inverses.
Dies driickt sich insbesondere in der symmetrischen Schreib-
weise

g(s) +f(x) = s-x
aus.
Beachte hierbei, dass es nur jeweils eine unabhéngige Variable

gibt — entweder x oder s. Diese beiden Variablen bilden ein
konjungiertes Paar.

Beachte, dass in der Thermodynamik Zustandsvariablen
oftmals nicht vollkommen unabhingig voneinander sind,
sondern iiber Zustandsgleichungen wie pV = NkgT
miteinander verbunden.

2) Hohere Ableitungen

Fassen wir die bisher betrachteten symmetrischen Beziehun-
gen noch einmal zusammen

af dg

mits = =— und x = =

g(s)+f(x)=x~s Ox Os

Fiir hohere Ableitungen lassen sich entsprechend sym-
metrische Zusammenhinge zeigen.
Speziell fiir die zweiten Ableitungen gilt

P o 2o
ds>  9s’ ox2  Ox

was mit 57 - 5 = 1 ergibt sich

%\ (SN
ds? oxt)
(strikte Konvexitit notig)

Die Gleichung verbindet die lokalen Kriimmungen von f und
g in einer Form, die an die Unschirferelation Ax- Ak > 1
erinnert.

C.8.4 Die freie Energie

Von den neu eingefiihrten thermodynamischen Potentialen
ist die freie Energie sicher jenes mit der breitesten Anwen-
dung. Formal ergibt sich die freie Energie F(T,V) aus einer
Legendre-Transformation der Energie E(S,V), welche die
Rolle von Entropie und Temperatur als Zustandsvariablen
vertauscht. Es gilt:

Definition 37 (Freie Energie)

F(T,V)=E(S,V)—TS

was sich von der oben besprochenen, symmetrischen Form
der Legendre-Transformation um ein Vorzeichen unterschei-
det. Auf diesen Punkt werden wir spiter noch zuriickkommen.

Zunichst wollen wir untersuchen, weshalb die freie Energie
die natiirliche GroBe zur Beschreibung eines Systems in Kon-
takt mit einem Wirmebad ist.

I—Gncs:am‘; SU stepn -_l[

| -

| ‘Reservorr [

1 lESl T |

[ E.—‘: ' S | = ]
Figure C.8.3
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mit
Energie E;y;qy = E + ER
Entropie S;prqr = S+ Sk
Wir betrachten dazu ein System mit Entropie S(E,A) im Gle-
ichgewicht mit einem Reservoir der Temperatur 7 = ﬁ
Es gilt:
Slotal(EaA') = S(Evl) +SR(Etatul - E)
Tayl ds,
T S(EA) + Sk (Evorat) — = -E
dER
~—~
/T
wegen E << Epq
E
= S(E72~> - T +SR(Erotal)
——
Konstante

Die Energie des Systems ist bestimmt durch das Maximum
der Entropie iiber E:

E
mEaX l:S(Eaa’) - T:l +SR(EI()lal)
as
~ = ———=
JE|, T(E,A) T
~~auflgsen nach E ergibt E = E(T, 1)

1 1

Damit ergibt sich fiir die Gesamtentropie bei E = E(T,A)

Stotal = Stotal (T7 A')

— S(E(T,A), 1) — @ + Sk (Evotat)

Konstante

F(T.A)
T

Wir konnen also die Gesamtentropie des Systems durch
die freie Energie F(T,1) ausdriicken (bis auf eine nicht
relevante, konstante Verschiebung). Die freie Energie tritt
hierbei an die Stelle von S(E, 1) des zu beschreibenden Sys-
tems, welches mit einem gro3en Reservoir der Temperatur T
Wirme austauscht. Der zusitzliche Term —M beschreibt
dabei die Entropie des Reservoirs (bis auf Konstante).

Anhand der freien Energie F(7,A) konnen offene Systeme
(System + Reservoir) genauso einfach beschrieben werden
wie abgeschlossene Systeme.

Aus dem Prinzip der Entropie-Maximierung wird (wegen
des Vorzeichens) eine Minimierung der freien Energie (bei
endlichen Temperaturen).

Physikalische Interpretation der freien Energie:

Wir betrachten dazu einen (quasistatischen) isothermen
Prozess (bei konstanter Temperatur wegen Kopplung an ein
Temperaturreservoir/Wirmebad)

MWy 2 dE — a0, *2° dE — T dS

Fhomsant yp _ d(TS) = d(E —TS) = dF

Die freie Energie F gibt also die bei isothermen Prozessen
extrahierbare Arbeit an, also den Teil von E(S,A) der "frei"
ist, Arbeit zu verrichten.

C.8.4.1 Berechnung der freien Energie

In unserer obigen Herleitung haben wir die freie Energie
F(T,A) aus einer bekannten Entropie S(E,A) explizit "von
Hand" berechnet:

1 _ 3s| _
* Berechnung von 7 = 22 = TED

* Invertierung zu E = E(T, 1)

» Binsetzen in +F (T, 1) = 224 _g(E(T,4),1)

In der Praxis kommt dieses Rechenschema eher selten zur
Anwendung, da es eine viel elegantere Berechnung der freien
Energie gibt, die eine tiefe Verbindung zur Zustandssumme
Z(B,2) im kanonischen Ensemble gibt

Definition 38 (Freie Energie) im kanonischen Ensem-
ble

F(T,A) = —ksT1nZ(B,A)

Dieser generelle Zusammenhang lésst sich auf vielerlei
Weisen herleiten. Hier wollen wir drei verschiedene Wege
aufzeigen:

1. Sattelpunktsniherung
Wir konnen die kanonische Zustandssumme schreiben als

Z(B, ) =Y e PH
ko (E.A)=S(E,A) /dE exp (15

kp
mit £ = E(T,A) bzw. E(T,7)

:N-/dEexp <N [I;S(E,A) —ﬁED

Das Integral iiber £ ist dominiert durch ein scharfes Maximum
(fiir N >> 1) bei dem Wert von E der éS(E,),) — BE max-
imiert (Wettstreit zwischen () und e BE) ~» Sattelpunkt-
sndherung

(&.3)-pE )
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E
105 _,_ 1
kg 0E kgT
~ E=E(T,A) bzw. E(T, 1)
InZ(B,4) = N-max(...)
E
1 1
1
__kgiTF(T’M

2. Differentiale der Zustandssumme
Betrachte InZ(f3,V,N) als thermodynamische Grofe via ihre
Differentiale

dlnZ dlnZ JdlnZ
dnZ(B,V,N) = 35 dp + =5 =dV + = = dN
dlnz 10Z 1 0 Z _BE,
aB Z&ﬁ Z8[3
:*EZEre_ﬁErzfzpr'Er:*
=-E
81nZ
—BE,(V,N)
ZaVZ
= —PD— —_ 7BEr
ﬁz); ave
JE,
:_BZPrW
(% > B-p
aan
a ﬁZPr 8N

wdinZ=—EdB+BpdV — BudN
~d(InZ+EB)=PB(dE+ pdV — udN)
1

( dE + dV—'udN)
kB

das

Bis auf eine Integrationskonstante Sy gilt deshalb

S =So+ks(InZ+ BE)

Zur Bestimmung von Sy betrachte den Grenzfall 7 — 0 bzw.

B — oo
Mit einer Grundzustandsenergie E gilt dann
Z= Z eiﬁ Er
r
>0
—
— e*ﬁEO 1 +Ze*ﬁ(Er_E0)
r oo
—0
T—0,
~InZ — ﬁE()
~ E 2% g,
T20, ¢ 3HS

~8§=8y+kg(InZ+BE) — S =0

Damit haben wir gezeigt:

1
kplnZ =S — ?E

1 1
=——(E-TS)=—~F
T( ) T
~F = —kpT InZ
3. Gibbs Entropie

Wir konnen die freie Energie auch sehr elegant iiber die Gibbs-
Entropie berechnen:

1 _
(Er) OGibbs = —Zr’p, Inp, pr=e BE,
==Y pr-(—~InZ—BE,)
=InZ+B(E)
~ —kpTInZ = (E) — TSGipbs
=E-TS=F

Dieser nun auf unterschiedliche Art und Weisen hergeleitete
Zusammenhang zwischen der freien Energie und dem Log-
arithmus der kanonischen Zustandssumme ist es, der in der
Praxis fiir gewohnlich zum Einsatz kommt.

C.8.4.2 Legendre-Transformation

An dieser Stelle konnen wir noch einmal zu der Legendre-
Transformation zwischen Energie E(S,V) und freier Energie
F(T,V) zuriickkehren und fragen, warum diese mit F (T) =
E(S) — TS nicht der oben besprochenen symmetrischen Form
entspricht.

Der tieferliegende Grund ist, dass hier mit nicht konjugierten
Variablen gearbeitet wird, denn tatsdchlich ist die konjugierte
Variable der Energie E nicht die Temperatur 7, sondern
vielmehr die inverse Temperatur 8 = @%'

Eine bessere Formulierung der Legendre-Transformation
sollte daher in den dimensionslosen Variablen

und .7 (B) = BF(T)
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erfolgen, fiir die gilt

do_1_ 1 4
JE  © kgT
0.7 d

In diesen Grofen lésst sich die Legendre-Transformation dann
in symmetrische Form bringen

7 (B)+o(E)=BE

C.8.4.3 Extremalbedingungen
Der zweite Hauptsatz besagt

1 1
dS> —dQ = —=(dE av
> 7dQ =7 (dE+pdV)
fiir jeden Prozess.
Fiir abgeschlossene Systeme (dE = dV = 0) folgt daraus
dS > 0, d.h. alle spontanen Prozesse erhohen die Entropie,
bis sie ihren Maximalwert erreicht hat.

Daraus folgen unmittelbar die Extremalbedingungen fiir die
thermodynamischen Potentiale. Fiir die freie Energie gilt

dF = d(E —TS) =dE —SdT — T dS
2.HS
<" dE —SdT —dE — pdV = —SdT — pdV

Bei fester Temperatur und festem Volumen (d7 = dV = 0)
folgt

| dF <0~ F ist im Gleichgewicht minimal

(In einem Gleichgewichtszustand gilt dann dF = —SdT —
pdV, wie oben.)

Die Minimierung der freien Energie impliziert einen
Wettstreit zwischen Energie und Entropie, zwischen "Ord-
nung" und "Unordnung":

Gewichtung
~ =
F=E — T - S
~—
Ordnung Unordnung

Bei hohen Temperaturen wird die Unordnung stirker
gewichtet, bei niedriger die Ordnung. Dies ldsst uns vermuten,
dass es als Funktion der Temperatur einen Phaseniibergang
zwischen einer geordneten Phase (bei tiefen Temperaturen)
und einer ungeordneten Phase (bei hohen Temperaturen)
geben kann.

Analog zur freien Energie ldsst sich fiir die anderen thermo-
dynamischen Potentiale herleiten

* Enthalpie

dH=d(E+pV)=dE+pdV+Vdp
2.HS
< TdS+Vdp

%dygo

~~ H minimal

* Freie Enthalpie

dG=d(E+pV —TS) <Vdp+SdT

dp=d10_ <0

~~ G minimal

Alle thermodynamischen Potentiale streben im Gle-
ichgewicht bei festgehaltenen natiirlichen Variablen einem
Minimum zu.

C.8.4.4 Thermodynamische Kréfte + Maxwell-Relationen

L . . . PF _ °F
Fiir die freie Energie F(T,V) haben wir 575 = 5=, sodass
wegen

dF = —pdV —S8dT
folgt

Freie Energie: Thermodynamische Kraft
(), ()
A aT /,
Freie Energie: Maxwell-Relation
(7).~ (&)
oT /, oV ),

Dies ist eine der vier Maxwell-Relationen. Die restlichen drei
ergeben sich aus analogen Rechnungen fiir die anderen drei
thermodynamischen Potentiale

Energie

Energie: Thermodynamische Kraft

r—(%E (%
—\as), P=\ov ),
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Energie: Maxwell-Relation
().~ (3)
V) s )y
Enthalpie: Thermodynamische Kraft
oH JH
(), v (%)
as » op /g

Enthalpie: Maxwell-Relation

(50).7 (3),

Enthalpie

Freie Enthalpie

Freie Enthalpie: Thermodynamische Kraft

8G> (3G)
I v=[2¥
<8T » ap ) s

Freie Enthalpie: Maxwell-Relation
< as ) B ( 2A% )
op)r aTr /,

Ende Woche 10
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Part D
Phaseniiberginge

D.1 Wettstreit zwischen Energie und Entropie

In unserer Diskussion der thermodynamischen Potentiale hat-
ten wir festgehalten, dass ebenjene thermodynamischen Po-
tentiale im Gleichgewicht (bei festgehaltenen natiirlichen
Variablen) einem Minium zustreben. Speziell fiir die freie
Energie hatten wir gesehen, dass diese Minimierung einen
Wettstreit zwischen Energie und Entropie, zwischen "Ord-
nung" und "Unordnung", impliziert:

Gewichtung

N
F=F — T - §
~— ~—~—

Ordnung Unordnung

Bei hohen Temperaturen wird die Unordnung stirker
gewichtet, bei niedrigen die Ordnung. Diese unterschiedliche
Gewichtung kann zur Ausprigung verschiedener Phasen
fiihren. Bei hohen Temperaturen dominiert eine Phase hoher
Entropie (und niedriger Energie), bei tiefen Temperaturen
eine Phase mit niedriger Entropie (und hoher Energie).

Bei der konkreten Berechnung der freien Energie eines Sys-
tems haben wir uns bisher auf Systeme ohne Wechsel-
wirkungen (freie Systeme) beschrinkt, d.h. wir haben uns
bislang auf Energiefunktionale beschrinkt, die sich als ein-
fache Summe iiber die Freiheitsgrade und ohne das Auftreten
von paarweisen (oder komplizierteren) Termen formulieren
lassen. SchlieBt man derartige Wechselwirkungen in die
Betrachtung ein, ergeben sich eine Reihe neuartiger Ef-
fekte. Besonders faszinierend ist dabei das Auftreten von
Phaseniibergiingen, bei denen kleine Anderungen der Sys-
temparameter (etwa der Temperatur) dazu fiihren, dass sich
qualitative Eigenschaften des Systems schlagartig verin-
dern.

Beispiele:

¢ Phasen der Materie

Kondensation Gefrieren
gasformig fliissig fest
Verdampfung Schmelzen
Gasteilchen geringer Teilchen bilden
sind effektiv Teilchenab- festes  Gitter,
frei, geringe stand, starke kristalline
Wechsel- Wechsel- Ordnung
wirkung wirkung, keine
zwischen Ordnung
Teilchen

» Ferromagnetische Phasen

Paramagnet | Ferromagnet
WHANT | I L
N——

geordnete Domine

¢ Quantenmechanische Phasen:

Metall | Supraleiter

Metall Isolator (Quantenphaseniibergang bei T = 0)

D.1.1 Warum treten Phaseniibergange so plotzlich
auf?

Wir wollen annehmen, dass wir einzelne Mikrozustinde nach

Phasen A und B unterscheiden konnen. Dann konnen wir

die kanonische Zustandssumme Z und damit auch die freie

Energie F forumlieren als

7 = Ze_ﬁEr = Ze_ﬁEr +Ze_ﬂEr
r rA r:B

Phase A Phase B
Mit freier Energie
F =—kgTInZ
&Z=ehF

und der sogenannten freien Energiedichte f = % = f(B,A)~
0(1) folgt dann die Zustandssumme zu

7 — o BNG(BA) | o~BNf3(BA)

N?gl o~ BNminlfy. /5]

da fiir groBe N (N >> 1,N ~ 10%}) und fiir f; ~ ¢(1) nur der
Term mit der minimalen freien Energiedichte dominiert.

A

Figure D.1.1
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Die Temperatur, bei der f4 = fp ist, definiert die kritis-
che Temperatur B¢ des Systems. Im vorliegenden Fall wird
sie durch einen "Knick" der freien Energie (— Sprung der
Entropie — latente Wérme) markiert.

Es gibt aber auch Fille, bei denen f4 und fp die gleiche
Ableitung bei B¢ haben. Dann ergibt sich keine latente
Wirme, aber gegebenfalls zeigen hohere Ableitungen der
freien Energie einen Sprung.

D.1.2 Klassifikation von Phaseniibergéngen

Dies fiihrte uns zu einer ersten Klassifikation von
Phasentibergéngen nach Ehrenfest:

D.1.2.1 Phaseniibergdnge nach Ehrenfest
Phaseniibergang erster Ordnung:

Die freie Energie ist kontinuierlich, ihre erste Ableitung hat
bei B¢ einen Sprung (— latente Wirme)

Phaseniibergang zweiter Ordnung:

Die freie Energie und ihre erste Ableitung sind kontinuierlich,
die zweite Ableitung hat bei B¢ einen Sprung.

D.1.2.2 Moderne Klassifikation

Dieses Ehrenfest’sche Klassifikationsschema ist heute obso-
let, da sich Phaseniiberginge auch in anderen Nichtanalyz-
itiiten thermodynamischer Potentiale widerspiegeln, die
hier nicht betrachtet werden. Dazu gehoren etwa Divergenzen
von Ableitungen thermodynamischer Potentiale, wie etwa die
spezifischen Wirme (= 2. Ableitung der freien Energie).

Heute unterscheiden wir zwischen Phaseniibergéingen er-
ster Ordnung (latente Wirme) und kontinuierlichen
Phaseniibergingen, bei denen die spezifische Wirme oder
geeignete Suszeptibilititen divergieren. Kontinuierliche
Phaseniibergéiinge lassen sich durch einen sich kontinuier-
lich dndernden Ordnungsparameter (— Landau-Theorie)
beschreiben. Zu den kontinuierlichen Phaseniibergiingen
gehoren auch topologische Phaseniibergiinge (Kosterlitz-
Thouless), deren Beschreibungen mit dem Nobelpreis 2016
ausgezeichnet wurden.

D.2 Phasengleichgewichte

Wir betrachten ein System aus Teilchen, die zwei ver-
schiedene Phasen ausprigen konnen, z.B. flissig und gas-
formig. Teilchen konnen frei von einer in die andere Phase
tibergehen und die beiden Phasen befinden sich in einem Gle-
ichgewicht.

. . 1 Gas A
’S) ) L
/| Flissigkeit B
Figure D.2.1

Gleichgewicht bedeutet hier: Die Zahl der Teilchen, die pro
Zeiteinheit vom gasformigen in den fliissigen Zustand iiberge-
hen, ist gleich der Zahl der Teilchen, die den umgekehrten
Schritt machen.

Njy+ Ng = N = const.

Betrachten wir eine Situation, die durch eine gegebene (kon-
stante) Temperatur und einen gegebenen (konstanten) Druck
beschrieben werden kann:

T = const. p = const.

D.2.1 Freie Enthalpie
Das thermodynamische Potential mit entsprechenden natiir-
lichen Variablen ist die freie Enthalpie

——

intensiv
Es gilt:

dG=d(E—TS+pV)
=(TdS—pdV +udN)— (TdS+SdT)+ (pdV +Vdp)

= —SdT+Vdp+ 1dN
G

() = il G(T, p,N) =N - g(T
(3N>T,p u weil G(T, p,N) g(T,p)

~u(T,p) =g(T,p)

Das chemische Potential entspricht also der freien Enthalpie
pro Teilchen.

D.2.2 Gesamtentropie

Wenn nun g4 (7, p) bzw. gg(T, p) die freien Enthalpien (pro
Teilchen) in Phase A bzw. B sind, dann gilt fiir die Gesamten-
tropie des Systems

Stotal = _ﬁNA gA(Tap) _ﬁNB gB(Tvp)

Diese Gesamtentropie gilt es zu maximieren. Ist g4 < gp
impliziert dies Ny = N und N = 0, d.h. alle Teilchen des
Systems sind in Phase A; fiir gg < g4 ist es umgekehrt.

D.2.3 Phasenkoexistenz

Fiir g4 = gp ist die Entropie als Funktion von N4 und Np flach,
d.h. die Phasen A und B koexistieren.
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Bedingung fiir Koexistenz der Phasen

ga(T,p) = gg(T, p)

D.2.4 (T,p)-Phasendiagramm
Diese Gleichung definiert dort wo sie eine Losung hat eine
Kurve im (7, p)-Diagramm

P
o britischer Endpunkt, jenseits dlessen

Y Slass
Jest \"; \

d frs;rérmv'? N~ p=pa(T) " Darpfduckhune
P © < - T=T%Cp) " Ober gangetemperatir !
Figure D.2.2

Entlang dieser Koexistenzlinie ist per Definition g4 = gp. Die
Ableitungen nach T und p konnen sich aber unterscheiden,
d.h. Entropie und spezifisches Volumen %  unterscheiden sich
auf den beiden Seiten ~~ Srpung entlang der Linie.

D.2.5 Clausius-Clapeyron-Gleichung
Entlang der Koexistenzkurve gilt mit Dampfdruckkurve

pa(T)

8a(T,pa(T)) = (T, pa(T))

und fiir die partielle Ableitung nach der Temperatur T

984 (984 dpa _ (985 | (988) dpa
or ), \dp )y dr ~\dT ), \dp ), dT
S—— ——

—— ———
—SA VA —SB VB

S 1%
denn dG = —-SdT +Vdp ~dg=— N dT + N dp
~— -~

S v

Clausius-Clapeyron-Gleichung

dpg
ANy — =
dr VA — VB

SA —SB _ q
T(va—vp)
Sa-=Sp _ Q ¢
t

it —Sp = = —— =
MM T TN T TN

Die Clausius-Clapeyron-Gleichung verbindet die Steigung
der Dampfdruckkurve (zu gegebener Temperatur 7') mit
dem Unterschied der spezifischen Volumen % in den bei-
den Phasen und dem spezifischen Entropieunterschied der
beiden Phasen am Ubergangspunkt s4 — sp = %

Hierbei ist g die spezifische latente Wirme des Ubergangs.

D.3 Das van der Waals Gas

D.3.1 Wechselwirkung
Wir betrachten ein Gas aus N Teilchen mit einer paarweisen
Wechselwirkung

Mz

Z u(|gi —

A/—’
Wechrelwzrkung

—

w(r)

A hecle ABS'fg ﬂumd

N attrehfives Rofenhal,
6
~om (rz \/ far

Ven des (Decly wed&elm.—rhw&

Figure D.3.1. Angenommenes Potential mit attraktivem
und (stark) abstoSendem Teil

dennorel — Jones ot entral
w [ (o)™ = (%))

Figure D.3.2. Niherung durch ein Lennard-Jones Potential

Im Folgenden werden wir eine Niherung betrachten, deren
Ergebnis nicht von den Details des attraktiven wie repulsiven
Parts des Potentials abhingt, deren Existenz aber vorausge-
setzt wird.

D.3.2 Zustandssumme
Fiir die kanonische Zustandssumme ergibt sich fiir obiges
Energiefunktional

:m hw H /d3q,exp (—Zu )

7]
11 f 2
=1 3 ,
()"

dabei ist das hintere Integral tiber die Impulskoordinaten
bereits aus dem Abschnitt zur kinetischen Gastheorie (B.6)
bekannt.

Um das Integral tiber die Ortskoordinate zu bestimmen,
greifen wir ein Teilchen (beispielsweise i = 1) heraus und
betrachten den Effekt der restlichen Teilchen
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x L=

o ¢=23,..,N

Figure D.3.3. Mikrozustinde im Gas mit markiertem
Teilchen i = 1, vereinfacht in zwei Dimensionen.

Als Niherung nehmen wir an, dass in (fast) jeder Position von
g1 die Energie

Y u(lg;—di)

i#1
gleich ist — in jeder Position ist das Teilchen i = 1
nahe an einigen anderen Teilchen und weiter weg von
den restlichen. Die Unterschiede zwischen verschiede-
nen Teilchen-Konfigurationen heben sich gegenseitig auf.
Wir konnen daher die restlichen Teilchen j = 2,3,...,N
effektiv als ein Kontinuum konstanter Dichte betrachten
(Molekularfeld-Naherung).

N
o - 3
u(lg; — g1 :p-/drur:—Zpa
Luld; =)= p_ (N=-2p_a_
Teilchendichte Konstante a > 0

(Integration des
attraktiven Parts)

Wir sollten aber weiterhin beriicksichtigen, dass Teilchen i = 1
nicht in die anderen Teilchen j = 2,3,...,N eindringen kann.
Damit ergibt sich insgesamt

/d3q1 exp <_1232M(|C7j —671|)> ~ (vﬂ)e+ﬁpa

ausgeschlossenes Volumen

(repulsiver Part)

sodass die Zustandssumme sich ergibt zu

N2
- % (2”'") (V= bN)NeMBpa

ph?
D.3.3 Freie Energie
Betrachten wir nun die freie Energie F = —kpT InZ:

2 2
_BF=InZ=NIn(V—bN)+~ ﬁa + Nl ( ;Z) InN!
D.3.4 Druck

. C . _ JdF
Aus der freien Energie konnen wir den Druck p = — (W) ,
berechnen
d(—BF) N N%a
=kpT —— =kgT —
P=80 5y BE\VZDBN ~ VikgT

repulsive Korrektur

~(p+ NV—)(V —bN) = NkgT

~—~—
attraktive Korrektur

Fiir a = b = 0 ergibt sich somit wieder pV = Nk, T (ideales
Gas).

D.3.5 Isotherme, van der Waals Gleichung, Gren-
zfalle

D.3.5.1 Isotherme

Die Isothermen p(V) bei fester Temperatur 7' sind

NkgT ~ N%a
V—bN V2

p(V) =

oder fiir Volumen v = % pro Teilchen

D.3.5.2 van der Waals Gleichung

Definition 39 (van der Waals-Gleichung)

( ) kBT a

V)= ————=

P v—b 2

mit dem reduziertem Volumen v — b (repulsive Wechsel-
wirkung) und dem reduzierten Druck % (attraktive Wech-
selwirkung).

D.3.5.3 Grenzfélle & Ableitung

v—ob: p—oo "hard core", Fliissigkeit
V—oo: p= ]‘BTT ideales Gas

Betrachten wir weiterhin die Ableitung

ap o kBT 2a

v —bE ?

welche fiir hinreichend kleine Temperaturen positiv % >0
wird.

Dies ist ein thermodynamisch instabiler Zustand. Bei
kleinerem Volumen muss sich der Druck vergrof3ern. Andern-
falls kollabiert das System. (kleineres Volumen — kleinerer
Druck — kleinerex Volumen — ...)

D.3.5.4 Phasendiagramm

P \@K/

Flassighet

—_ Isotherme.

pv = BT, beinahe adeales Ges

Pef -

Koexistenabereich won Gas + Flissighet
(r&umlich inhomosen)

Figure D.3.4
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D.3.5.5 Kritische Isotherme
Die kritische Isotherme besitzt einen Wendepunkt, an dem
gilt:

Ip 1w I°p

dv 2
Dies bestimmt T¢.
Aus (I) folgt

kBTC 2a

(VC _ b)z = g (Ia)

Aus (II) folgt

2kpgTe 6a
e b4 (Ila)
(ve=b)* v

Nun folgt aus (Ia)/(Ila):

1 1
g(VC—b) = gVC

WVC=3b

Und es folgt fiir T¢:

8 a
Tp=—2
ke =537

und fiir pc:

_la
PC= 572

Damit gilt fiir die kritischen Parameter ¢, v¢ und pc unab-
hingig von a,b

pcve 3

=0.375
kgTe 8

im Vergleich mit realen Gasen

, 0230 H,0
iCTC —{0292 o0,
slc 10304 H,

Ende Woche 11

D.3.6 Phaseniibergang & Maxwell-Konstruktion
Im Folgenden soll der Phaseniibergang im instabilen Bereich
bei T < T nidher betrachtet werden.

D.3.6.1 Instabile Isotherme
Was bedeutet der instabile Bereich bei T < T¢-?

Betrachte dazu das chemische Potential u (7, p) entlang der
Isothermen.

dyu = —sdT +vdp

_(ou dv  [d%u
“”‘(ap)ﬁo’ ap—(apz>T

Folgen wir nun einer Isothermen mit 7 < Tt bei Kompression
(abnehmendes Volumen v)

(Gibbs-Durham-Relation)

P \
) n ot ow
)
\ T 5
~ : ‘M")O :
P 1 \ : P r'¢o
1 7. | V\
Meo : ; T
P¢ : ‘l T TeT
e)
Figure D.3.5

D.3.6.2 van der Waals-Schleife

Tragen wir das chemische Potential in Abhingigkeit des
Drucks auf, ergibt sich die van der Waals-Schleife

M I‘ van do Leals - Sehlefe

s

=7\
I

1
|
1
I
!
I
!
T

T —T —> P

< Pa P

Figure D.3.6

~» W(p,T) hat im Intervall (p-, p- ) insgesamt drei Zweige

Im thermodynamischen Gleichgewicht ist £ minimal, d.h. nur
der unterste Zweig reprisentiert Gleichgewichtszusténde

62/67



Figure D.3.7

¢

s Mg
I
)

/

z:

|
/ /A !
|
auform-d: l' ‘,Fhfssg
1 - P
Pd
Figure D.3.8

Es gibt bei p = p, einen Fliissig-Gas-Ubergang erster Ord-
nung.

D.3.6.3 Maxwell-Konstruktion: Bestimmung des kritis-
chen Dampfdrucks
Fiir die beiden Zweige (4, g muss bei p, gelten:

1a(T, pa) = (T, pa)
Wegen u(7T,p) =g(T,p) = %(F + pV) = f+ pv mit freier
Energie pro Teilchen f = % gilt

fB—fa=pa-(va—vs) ()

Die Differenz der freien Energien wird durch Integration ent-
lang der Isothermen berechnet

P A

///W/////

h 74

UB UA

Figure D.3.9

~~ Flache I = Fldche 11

Maxwell-Konstruktion

D.3.6.4 Koexistenzbereich
Die Maxwell-Konstruktion bestimmt die Lage der wahren
Isotherme im Koexistenzgebiet.

P
'y ibechidate Flissigheit
Py /—:? unterhihlies Ges
A)B A
Figure D.3.10

D.3.6.5 Phasendiagramm

P
\ [soth ecme
\\ P lenhsches ;LJ‘IC{DLLr)b+
. KDCX{Sﬂltn?JL“Ne
Figure D.3.11
12 T

- atiselaes Endpunkt

S quj'arm[&

Figure D.3.12
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D.3.7 Kritischer Endpunkt \ Ap¥
D.3.7.1 Dimensionslose van der Waals-Gleichung \
Die Parameter a,b in der van der Waals-Gleichung kon- \AT *>o
nen durch die (messbaren) Groflen T¢ und ve ersetzt wer-
den. Dazu betrachten wir die dimensionslosen Variablen 3 > Ak
* * *x T . o :
P = ﬁ,v = %,T =70 Diese erfiillen die Zustandsgle- ustt
ichung 5
do¥ \
AT *¢ ®)
Definition 40 (van der Waals-Gleichung) .
(dimensionslos) Figure D.3.13
AV =0~ Ap* =4AT*
8T* 3
p - * B * e .
3vr—1 (v¥)? (ii) Koexistenzkurve
(gilt in guter Niherung fiir viele reale Gase!) ::Zt]ling der Dampfdruckkurve py(T) gilt: Apq = Ap" =
3
~ 6AT* 6v* = —5(51/*)3
~ OV = =/ —4AT* fiir AT* < 0,dh. T < T¢
* * * * 1
D.3.7.2 Entwicklung um den kritischen Punkt ~ VGas — VFissigkeit = 2V —AT" = 2|AT|2

AS
pr=14+Ap*, V' =14+AV, T*=1+AT" /
. S(1+AT¥) 3 Vo o |g =
wAp = -

- - -1
24 3Av* (14 Av*)? é
3 (=]
=4(1+AT*)(1 + EAV*)_l —3(14+Av) 21
Figure D.3.14

Taylor " ALK .. * (AR \N=23
>~ 4AT* — 6AT*Av* + hohere Terme AT* (Av*)"=

27
+ AV (—6+6) + (AvF)2(9 —9) + (Av*)? (—7 iiD)kritische Isotherme
~5 ~ —2 iy AT* = 0 gilt

=-3/2 3
- ap’ = =S (&)

3 (iv) isotherme Kompressibilitit
~ Ap* = AAT* —6 AT AV* — 2 (Av*)® 4 hohere Terme

(9p* 9 2
= —6AT" — = (AV*
Iv* 6 2( V)
Betrachten wir den Grenzfall AT* — 0% fiir AT* > 0 und
AT* < 0.

D.3.7.3 Thermodynamische GréBen in der Nihe des kri-

. * : = * =
tischen Punktes AT* > 0: setze v =vc < AV =0

Aus diesem Ergebnis lassen sich verschiedene thermody- dap* . AT* 50+
namische GroBen in der Nihe des kritischen Punktes bestim- o —6AT »0
men. ; 10V 1/9p\ ! Lve (p*\ !
loard = —_— = — = —
r V dp v\ dv v pc \ dv*
(i) Dampfdruckkurve 1 X
Ap* ist dritter Ordnung und damit antisymmetrisch in Av* “opc (AT7)
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o AT* < 0: 6v* liegt auf der Koexistenzkurve

~s (8v* = = —4AT*

- 3% = —6AT* — g(av*)z = +12A7* A%
1%
Ky = —— (AT*) = AT
"7 izpe T 12pc

Die Kompressibilitit k7 divergiert also sowohl fiir 7 > T¢
(AT* > 0) als auch fiir T < Te (AT* < 0) bei Anndherung an
die kritische Temperatur T¢ wie %

Allerdings unterscheiden sich die Vorfaktoren.

/\QT
_ \\

Figure D.3.15

ATE

D.3.7.4 Kritische Exponenten

Bei Annédherung an den kritischen (End-)Punkt lassen
sich also eine Reihe von Groflen durch einfache Potenzge-
setze beschreiben. Diese definieren die sogenannten Kritis-
chen Exponenten:

van der Waals-Theorie
1

V*Gas - v;lssigkeit ~ |AT*‘B B= 2
Ap* ~ |AVF[® 5=3
Kr ~ |AT*| 7Y y=1

D.3.7.5 Experimentelle kritische Exponenten

Experimentell findet man in der Tat, dass die kritischen Ex-
ponenten fiir alle Gase die gleichen Werte annehmen ~~ uni-
verselles Verhalten. Allerdings weichen die experimentell
bestimmten Werte von den Vorhersagen der der van der Waals-

Theorie ab
B~0.325 y=~124, 6=~4.82 (experimentell)

Diese Diskrepanz begriindet sich in der Molekularfeld-
niherung, welche speziell Fluktuationen in der Wechsel-
wirkungsenergie einzelner Teilchen vernachlassigt.

D.3.7.6 Skalenrelation

Die
Definition 41 (Skalenrelation)

=147

B

gilt sowohl fiir die van der Waals-Exponenten als auch
fiir die experimentell gemessenen Werte.

Diese Beobachtung motiviert uns, eine modifizierte Zustands-
gleichung zu postulieren

Ap* =c1-AT* +c3 - (AT*)(AVF) 4¢3 - (AV*)?

{kritische Isotherme: Ap* ~ |Av*|®
PSS

«\ —1
()

Kompressibilitit: I

Damit folgt fiir die Koexistenzkurve:
0 = 2 (AT*)"(AV) + c3(AVF)?
(A7)~ (AT
14

_ 7 a4t
~v>[3—5_10d<3r5_14—[3

Die Berechnung der kritischen Exponenten ist ein
wiederkehrendes Motiv der statistischen Physik. Zahlre-
iche Methoden wurden hierfiir entwickelt, insbeson-
dere das Konzept der Renormierung und die sogenannte
Renormierungsgruppe.

D.4 Ferromagnetismus

D.4.1 Phanomenologische Einfiihrung

Ein zweites fundamentales Beispiel eines (thermischen)
Phaseniibergangs ist das Auftreten von Ferromag-
netismus, der spontanen Formation von makroskopischen
Dominen gleichartig ausgerichteter magnetischer Momente.
Theoretisch lidsst sich der auftretende Ferromagnetismus
beschreiben anhand mikroskopischer Modelle wechselwirk-
ender Spinsysteme. Dazu gehort insbesondere das Ising-
Modell, dessen Diskussion Modellcharakter fiir die Behand-
lung von Phaseniibergéngen ist.

D.4.1.1 Idealer Paramagnet

Wir erinnern uns zunichst an den idealen Paramagneten un-
abhingiger Spins s; = £1 im Magnetfeld B, deren Energie
gegeben ist durch

E = —/’ZZS,‘
i

mith = ug-B

N
—z= ( ) eﬁhst) = (2cosh(Bh))"

Si:i]
(Vergleich Aufgabe 38, Blatt 11)
Fiir die Magnetisierung M = N (s;) ergibt sich damit

dInZ h
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Figure D.4.1

Die Spins werden durch das externe magnetische Feld aus-
gerichtet und produzieren ein messbares (makroskopisches)
magnetisches Moment — dies geschieht fiir alle Temperaturen
gleichermalfien.

D.4.1.2 Ferromagnet & Doménen

Bei ferromagnetischen Materialien (z.B. Eisen) hingegen
bleibt unterhalb einer kritischen Temperatur, 7' < T, selbst
bei verschwindendem dufleren Feld /2 = O eine endliche Mag-
netisierung erhalten.

Mo
Mi = Spontane Hq&ne'/x'sy'efur&

Figure D.4.2

Hierbei handelt es sich um eine spontane Symme-
triebrechung — fiir 7 = 0 gibt es keine Vorzugsrichtung,
dennoch richten sich die magnetischen Momente (Spins)
mehrheitlich aus. Bei Abkiihlung bei /2 = 0 bilden sich Domé-
nen unterschiedlicher spontaner Magnetisierung.

VAL 17
s AR
% "/{
p 7 7 | -
A a | r NI Domanentiand
a - PO N
| v
| S T - Domine
\ : A R
v vl
3 P v
Figure D.4.3

Derartige Doméinen (oder Weiss’sche Bezirke) bilden sich
bei niedrigen Temperaturen, sobald einige benachbarte Spins
sich durch Zufall entlang der gleichen Orientierung ausrichten
und Spins in der Umgebung "mitziehen". Derartige Regionen
werden begrenzt durch Doménenwinde, die sich etwa an und
entlang von Kristalldefekten ausbilden.

D.4.1.3 Analogie zum Fliissig-Gas-Ubergang (van der
Waals-Gas)
(nach P. Curie, 1895)

O

O

Figure D.4.4. Vergleich der p — V-Kurven des van der
Waals-Gases (links) mit den 2 — M-Kurven des
Ferromagneten (rechts) fir 7 > Tc und T < T¢

Und die zugehorigen Koexistenzkurven

Figure D.4.5

Die Ordnungsparameter, der zwischen den beiden Phasen
unterscheidet ist hier die Magnetisierung. Es gilt

Magnetisierung = Volumen
Magnetfeld = Druck

D.4.1.4 Kritische Exponenten
Aufgrund dieser Analogie konnen wir fiir die kritischen Ex-
ponenten ansetzen

AM =M, —M_~ (T —T¢)", T T
M(h.T =1Tc) ~ n"/?, |l = 0
Suszeptibilitit (entspricht der Kompressibilitit ky = — % g—;)

M g T,
xX= oh C ) C
Spezifische Wirme
CVN‘T_TCF‘X’ T —1T¢c

Welche Werte nehmen die kritischen Exponenten fiir den Fer-
romagneten an?
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Eine Moglichkeit wire, dass die kritischen Exponenten  Vorzugsorientierung besitzen — Ising Spins).
o, f3,7,0 tatsichlich dieselben Werte wie fiir den Fliissig-
Gas-Ubergang annehmen. Dies ist tatsichlich, wie wir im
folgenden noch diskutieren werden, der Fall fiir bestimmte
uniaxiale Ferromagnete (deren magnetische Momente eine Ende Woche 12

Diese Ubereinstimmung der kritischen Exponenten bezeich-
net man als Universalitit.
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