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Aufgabe 9: Ideales Gas mit internen Freiheitsgraden (6 Punkte)

Wir betrachten ein ideales Gas, wobei jedes Molekiil zusédtzlich einen Vibrationsfreiheitsgrad
besitzt, der durch ein harmonisches Oszillatorpotential beschrieben wird. Da die Molekiile un-
tereinander nicht wechselwirken (bis auf sehr schwache Wechselwirkungen, die das Einstellen ei-
nes thermischen Gleichgewichts erlauben), konnen die harmonischen Oszillatoren als entkoppelt
betrachtet werden. Folglich ist die Gesamtenergie des Systems die Summe aus den kinetischen
Energien und den oszillatorischen Energien der Molekiile:

N
E = Ekin + Fosz — Z(E%qn + EZQSZ). (1)
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Die Entropie des Ensembles entkoppelter harmonischer Oszillatoren im Grenzfall hoher Anre-
gungszahlen ist dabei durch
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gegeben.

a) Driicken Sie die Gesamtentropie des Systems als Funktion von EX™ und E°” aus.

Durch Streuprozesse kann kinetische Energie auf die Vibrationsfreiheitsgrade (und umgekehrt)
iibertragen werden, sodass nur die Gesamtenergie E erhalten ist. Durch diesen Austausch stellt
sich ein thermisches Gleichgewicht zwischen den Freiheitsgraden ein.

b) Driicken Sie die Gesamtentropie des Systems als Funktion von EX™ aus und maximieren
Sie S, um den Zusammenhang zwischen EX™ und E°” zu finden.

c) Verwenden Sie das Ergebnis aus b) um die Entropie als eine Funktion, die ausschliefilich
von der Gesamtenergie E abhéngt, zu schreiben. Leiten Sie daraus die Beziehung zwischen
Gesamtenergie und Temperatur ab. Vergleichen Sie dieses Resultat mit der Beziehung
zwischen Energie und Temperatur eines idealen Gases ohne interne Freiheitsgrade aus der
Vorlesung.

d) Wir verallgemeinern nun auf die Situation, in der jedes Teilchen des idealen Gases M
Vibrationsfreiheitsgrade besitzt, die alle untereinander und mit den kinetischen Freiheits-
graden im thermischen Gleichgewicht stehen. Das bedeutet, dass nur die Gesamtenergie
E = Ekin —1—2%21 E>** konstant ist. Leiten Sie auch fiir diesen Fall die Beziehung zwischen
FE und der Temperatur 7" her.



Aufgabe 10: Druck-Gleichgewicht (5 Punkte)

Es seien zwei ideale Gase mit Teilchenzahl N7 und Ny und Volumina V; und V5 gegeben. Diese
sind zunéchst durch einen wirmedurchldssigen, befestigten Kolben getrennt, sodass sich ein
thermisches Gleichgewicht einstellt.

a) Da der Kolben wirmedurchléssig ist, ist nur die Gesamtenergie £ = E; + FEy konstant.
Berechnen Sie die Gesamtentropie des Systems als Funktion von F; und maximieren Sie
das Ergebnis.

b) Leiten Sie vom Ergebnis aus Aufgabe a) die Relation 77 = T fiir allgemeine V; und V5
her.
Hinweis: Verwenden Sie die kanonische Zustandsgleichung aus der Vorlesung bzw. aus
Aufgabe 9 fir M = 0.

Nun wird der Kolben gelost, sodass sich ein neues thermisches Gleichgewicht mit potentiell
neuen Temperaturen 7] und T3, neuen Driicken p}, py, sowie Volumina V} und Vj einstellt. Bei
diesem Prozess bleiben die Gesamtenergie £ = E; + Fo und das Gesamtvolumen V = Vi + Vs
erhalten.

c) Berechnen Sie die Temperaturen 7] und 7% nach Losung des Kolbens aus der Gesamten-
ergieerhaltung. Verwenden Sie dazu das Ergebnis aus b).

d) Berechnen Sie die Gesamtentropie des Systems als Funktion von V{ und maximieren Sie
das Ergebnis (es ist V = V{ + Vj fest). Zeigen Sie, dass sich im Gleichgewicht die Driicke
P} = py angeglichen haben.

e) Beweisen Sie, dass die Entropie im Laufe dieses Prozesses zunimmt.
Hinweis: Zeigen Sie, dass das Gleichgewicht einem Maximum und nicht etwa einem Mi-
nimum der Entropie entspricht.

Aufgabe 11: Satz von Liouville (5 Punkte)

Es sei ein klassisches System mit generalisierten Koordinaten p1,...,p, und q1, ..., g, gegeben,
welche die tiblichen hamiltonischen Bewegungsgleichungen erfiillen. Die klassische Phasenraum-
dichte ist dann eine Funktion dieser Koordinaten:

p{pe(®)}, {ar (@)}, 1) (3)

Der Satz von Liouville besagt, dass im Gleichgewichtszustand die Phasenraumdichte zeitlich
konstant ist:

PUee®)} {a(®)} 1) = 0. (4)

Im Folgenden wollen wir diese Aussage beweisen und numerisch veranschaulichen.

a) Beweisen Sie den Satz von Liouville, indem Sie von der Kontinuitdtsgleichung der Pha-
senraumdichte

8tp + Z [ (pr) aik (ppr)| =0 (5)

ausgehen.



b) In einem Julia Notebook haben wir fiir Sie ein Skelett vorbereitet, mit dem Sie die Pha-
senraumdynamik von verschiedenen physikalischen Systemen untersuchen kénnen. Vorge-
geben ist als Beispiel das klassische Pendel. Die Losung der Differentialgleichungen wird
im Notebook durch ein Julia-Paket iibernommen und visualisiert.

Erweitern Sie zunéchst den Code an der markierten Stelle um die Hamiltongleichungen
eines geddmpften Pendels.
Ein weiteres zu studierendes System ist beschrieben durch den Hamiltonian

H = sin(z) + sin(p). (6)

Berechnen Sie ebenfalls fiir dieses Modell die hamiltonschen Bewegungsgleichungen und
fligen Sie diese an der dafiir vorgesehenen Stelle ein.

Ihre Aufgabe ist es nun zu studieren, wie sich ein Ensemble von Teilchen, deren An-
fangsbedingungen (zg,po) in einem Kreis mit Radius » = 5 im Phasenraum gleichmafig
verteilt sind, verhélt. Dazu erweitern Sie den Animationsteil an der gekennzeichneten um
die entsprechenden Anfangsbedingungen. Beschreiben Sie ihre Beobachtungen fiir die drei
Systeme in Hinblick auf die Erfiillung des Satzes von Liouville.

Aufgabe 12: Zentraler Grenzwertsatz (4 Punkte)

Wir untersuchen in dieser Aufgabe den
zentralen Grenzwertsatz mithilfe eines Ju-

lia Notebooks (Julia-Version 0.5 und 0.6).
In diesem Notebook zeigen wir zunéchst,
wie Sie Zufallszahlen geméafl einer ge- o
wiinschten Verteilung erzeugen konnen. S

el
Am Beispiel der Gauflverteilung zeigen 2

(V]
wir Thnen dann, wie Sie aus der Sequenz <

o
der Zufallszahlen ein Histogramm erzeu- =
gen und dieses anschlieflend fitten kénnen. %
Wir wollen nun mehrere Sequenzen von £

. © —— Gleichverteilung

Zufallszahlen erzeugen und das Ergebnis = c )
) N ) . . auchy-Verteilung
eines Schitzers, wie Mittelwert, Median —— Poisson-Verteilung
oder Varianz, jeder Sequenz speichern. Die —— GauB-Verteilung

Verteilung der Ergebnisse dieser Schétz-
funktion soll dann als Histogramm darge-
stellt und mit einer Gaufiverteilung gefit-
tet werden, um den zentralen Grenzwertsatz zu iiberpriifen. Gehen Sie wie folgt vor.

a) Studieren Sie den bereitgestellten Code. Fiigen Sie an der markierten Stelle eine Schlei-
fe ein, die die Lénge einer Sequenz von Zufallszahlen nacheinander auf die Werte
[2,3,4,8,16,32,64] setzt. Fiir jede Lange nehmen Sie 100.000 “Messungen” mit einer ge-
wahlten Schatzfunktion Threr Wahl auf und erstellen ein Histogramm aus diesen Werten.
Stellen Sie die Ergebnisse aller Sequenzléngen in einem Plot dar. Untersuchen Sie so die
Gleichverteilung, die Poissonverteilung sowie die Cauchyverteilung auf die Giiltigkeit des
zentralen Grenzwertsatzes. (Natiirlich diirfen Sie gerne dariiber hinaus auch andere Ver-
teilungen, wie bspw. die Binomialverteilung studieren!)
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