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Aufgabe 17: Harmonische Oszillatoren, mikrokanonisch & kanonisch (6 Punkte)

In dieser Aufgabe vergleichen wir die Resultate der mikrokanonischen und der kanonischen
Beschreibung eines Systems N nicht-wechselwirkender quantenmechanischer Oszillatoren, die
alle durch dieselbe Frequenz w charakterisiert sind.

Zunichst betrachten wir das System im mikrokanonischen Ensemble:
a) Was sind die moglichen Energiewerte des Systems? Driicken Sie ihr Ergebnis durch

M =3, n; aus, wobei n; die Besetzungszahl des i-ten Oszillators ist.

b) Zeigen Sie, dass sich fiir die Anzahl der moglichen Zustéinde zu einer gegebenen Gesamt-
energie F)s der folgende Ausdruck ergibt:

M+N—v_ (1)

o) = (M3

c) Berechnen Sie die Entropie S = kplnQ(FE)s) des Systems fiir grofe N und grofie M.
Verwenden Sie die Stirling-Formel In k! = kIn k — k. Bringen Sie das Ergebnis in die Form
S =kpNf(m), wobei m = M/N.

d) Berechnen Sie die zu einer Energie E zugehorige Temperatur T'(E).

Wir betrachten nun das gleiche System im kanonischen Ensemble:

e) Berechnen Sie die Zustandssumme

g f: f: —BE({n:) ()

n1=0 HNZO

fiir ein festes 5 = 1/kpT.

Hinweis: Verwenden Sie E({n;}) =3, Ei(n;) = hwY_,(n; + ) und identifizieren Sie die
Zustandssumme eines einzelnen harmonischen Oszillators, die Sie in Aufgabe 15 berechnet
haben.
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f) Berechnen Sie (E(T)) und vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Zusammenhang zwischen
Energie und Temperatur aus der mikrokanonischen Berechnung in d).

g) Wir wollen nun die relativen Energiefluktuationen AFE/E berechnen. Berechnen Sie
(AE)? = (E?) — (E)? und zeigen Sie, dass limy_..o AE/E = 0. Interpretieren Sie das
Ergebnis mit Blick auf einen Vergleich der mikrokanonischen und kanonischen Beschrei-
bung des Systems.

Aufgabe 18: Maxwell-Boltzmann-Verteilung (4 Punkte)

In der Vorlesung (Skript S.41/42, Video B6) haben Sie gelernt, dass die statistische Vertei-
lung des Betrags der Geschwindigkeiten, v = ||, in einem idealen Gas durch die Maxwell-
Boltzmann-Verteilung oder maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung beschrieben ist.
In dieser Aufgabe sollen Sie visualisieren, wie sich durch Stée nach kurzer Zeit tatséchlich die
besagte Verteilung einstellt, unabhéingig von den Anfangsbedingungen. Dazu haben wir fiir Sie
die Simulation des 2D Gases erweitert. Laden Sie das Notebook herunter und beschéftigen Sie
sich zunédchst mit den neu dazugekommenen Code-Fragmenten. Bearbeiten Sie anschliefend die
Aufgabenteile a) bis c).

Aufgabe 19: Shannon-Entropie und Datenkompression (5 + 2 Punkte)

Die Entropie lisst sich auf drei (miteinander zusammenhéngende) Arten interpretieren: Sie
misst die irreversiblen Anderungen in einem System, ist ein Ma$ fiir die Unordnung in einem
System, und auflerdem ein Maf fiir unsere Unwissenheit iiber ein System. Hier beschéftigen
wir uns mit der letzten Interpretation in einem informationstheoretischen Kontext. Zunéchst
versuchen wir, uns die Definition anschaulicher zu machen und wenden uns dann Anwendungen
des Entropiekonzept bei der Kompression von Daten zu.
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In der Vorlesung haben Sie die Gibbs-Entropie als Verallgemeinerung der Boltzmann-Entropie
kennengelernt (S. 46/47). Da man in der Informationstheorie nicht an dem Anschluss an die
Thermodynamik interessiert ist, ldsst man den Faktor kp weg, und ersetzt den natiirlichen
Logarithmus durch den Logarithmus zur Basis 2. So gelangt man zur Shannon-Entropie:

H({p}) = = p. logy p-. (3)

z€Z

Die Summe lduft hier iiber alle Zeichen z eines Alphabets Z, z.B. Z = {a, b, ¢,d}, und p, ist die
Wahrscheinlichkeits fiir das Auftreten des Zeichens z. Die so definierte Entropie ist ein Maf3
fiir den mittleren Informationsgehalt pro Zeichen.
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a) Berechnen Sie die Shannon-Entropie fiir die folgenden Alphabete:
(i) Z={a,b,c,d},pa = 3,0 = +,pc = pa = %
(ii) Z={a,b,¢,d},pa = 3,06 = Pc = Pa = §-

)
)

(ili) Z = {a,. "7h}7pa:%7pb:i7pc:%7pd:%7pe:3*127pfzﬁi4,pg:ph:17%8.
)

—_

(IV Z = {CL e}apa:%apb:pc:pd:pezg-

b) Machen Sie sich klar, warum die Interpretation als Mafl des Informationsgehalts pro Zei-
chen sinnvoll. Hier ein paar Anregungen, die niitzlich sein kénnten:

(i) Wieviel Information kénnen Sie mit einem Alphabet, das nur aus einem Zeichen z
mit p, = 1 besteht {ibertragen?

(ii) Der Informationsgehalt eines Zeichens ist definiert als I(z) = —logyp,. Wir
konnen z.B. alle Worter der deutschen Sprache als unsere Zeichenmenge Z auffassen.
Sortiert nach Haufigkeit liegt das Wort ‘und’ an Position 3, das Wort ‘Atlantik’ an
Position 9992 (Stand 2001). Wie passt das mit der Definition von I(z) zusammen?
Wie hingen H und I zusammen?

Sie sind Empfanger einer Nachricht, und berechnen aus den bereits empfangenen Daten
die Shannon-Entropie. Warum lésst sich diese Entropie auch als Maf3 fiir IThre Unwis-
senheit beziiglich der noch nicht empfangenden Nachricht deuten?

Wir wollen uns jetzt Gedanken dariiber machen, wie wir die Alphabete aus a) in Bits, also
Nullen und Einsen, iibersetzen konnen.

c) Wie viele Bits pro Buchstabe bendtigt man, um das Alphabet (i) aus Aufgabenteil a)
bindr ohne Komprimierung (d.h. gleiche Anzahl an Bits fiir jedes Zeichen) zu kodieren?
Berechnen Sie die durchschnittliche Liange einer kodierten Nachricht aus N Buchstaben.
Wieviele Bits pro Buchstabe braucht man fiir ein Alphabet der Lange L?

Wir betrachten jetzt die folgende Kodierung des Alphabets (i): a — 0,b — 10,¢ — 110,d — 111.

d) Begriinden Sie, warum der durch obige Kodierung gegebene Zusammenhang zwischen einer
Nachricht, etwa ‘adbddbca und der zugeordneten bindren Zeichenkette, etwa ‘0111...1100’
eineindeutig ist.

e) Berechnen Sie die durchschnittliche Lénge einer kodierten Nachricht aus N Buchstaben.
Stellen Sie den Bezug zur Shannon-Entropie her.

f) Die Shannon-Entropie fiir ein Alphabet aus zwei Zeichen ist maximal 1, es kann also
hochstens eine ‘Informationseinheit’ pro Bit iibermittelt werden. Ein beliebiges Alphabet
soll binér kodiert werden. Welche fiir die bindre Kodierung wichtige Information liefert die
Shannon-Entropie dieses Alphabets?

g) Bonusaufgabe: Finden Sie auch fiir die Alphabete (ii)-(iv) eine ideale Kodierung. Ist es
immer moglich, das durch die Shannon-Entropie gegebene Kompressionslimit zu erreichen?
Hinweis: Solche Kodierungen lassen sich mit der Huffman-Kodierung finden.

Die hier angewandte Entropiekodierung, bei der Zeichen je nach Auftrittswahrscheinlichkeit
durch Codes unterschiedlicher Lénge ersetzt werden, ist das Prinzip, nach dem verlustfreies
Komprimieren von Daten funktioniert, so verwenden u.a. die Dateiformate zip und png die
Huffman-Kodierung als Teil ihrer Kompressionsalgorithmen.



