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Aufgabe 26: Kullback-Leibler-Divergenz (7 Punkte)

Wir betrachten die beiden Alphabete

e Z1 ={a,b,c,d, e} mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung Pi: p, =13, pp = Pe = Pa = Pe = %,
o 7y = {a,b,c, d e} mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung Pa: po = 1=, pp = 3, Pe = 1,
1
Pa = 5 Pe = 15

a) Berechnen Sie fiir die Alphabete Z; und Z die Shannon-Entropie H= —3%"_ p.log, p..
Finden Sie anschlieffend mit der Huffman-Kodierung (siehe Blatt 5, A19g) eine optimale
binéire Kodierung fiir beide Alphabete. Berechnen Sie die mittlere Linge einer kodierten
Nachricht aus N Buchstaben. Wird das durch H vorgegebene Kompressionslimit erreicht?

b) Wie lang wird eine Nachricht aus N Buchstaben aus Z;, wenn anstelle der optimalen Ko-
dierung fiir Z; die optimale Kodierung fiir Z3 benutzt wird? Wieviele Bits pro Buchstabe
werden dann zusétzlich benétigt und ‘verschwendet’? Was ergibt sich, wenn Zs mit der
fiir Z; optimierten Kodierung in Bits tibersetzt wird?

¢) Wir betrachten eine weitere biniire Kodierung des Alphabetes {a, ..., e}, die fiir die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung Ps mit p, = 1—16, Py = %, Pe = %, Pg = %, Pe = % optimiert ist. Wir
wollen wieder Z, in Bits iibersetzen. Wiirden Sie erwarten, dass die auf P3; basierende
Kodierung effizienter ist, als die auf Z;/P; basierende? Begriinden Sie ihre Einschétzung
(ohne Rechnung).

In Aufgabenteil (c) haben Sie vielleicht iiber die ‘Unterschiedlichkeit’ von Verteilungen argu-
mentiert. Eine Moglichkeit, diesen ‘Abstand’ zwischen zwei Verteilungen genauer zu quantifizie-
ren stellt die Kullback-Leibler-Divergenz oder relative Entropie dar. Fiir zwei (diskrete)
Wahrscheinlichkeitsverteilungen P(z) und Q(z) definieren wir diese als

DPIQ) = 3 P@) g g5 )

Die KL Divergenz misst, wie sehr die Verteilungen P(x) und @Q(z) voneinander abweichen.
d) Zeigen Sie, dass D(P||Q) > 0. Hinweis: Benutzen Sie die Jensensche Ungleichung

/ (Z Aﬂi) < Z Aif () (2)
i—1 i1

fiir konveze Funktionen f mit x; = P(i)/Q(i) und \; = P(i).
Wann gilt D(P||Q) = 07
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e) Berechnen Sie die Kullback-Leibler-Divergenzen D(Pi||P;) und D(P||P;). Erfiillt die
Kullback-Leibler-Divergenz die mathematischen Anforderungen an eine Abstandsfunktion
(Metrik)?

f) Vergleichen Sie Ihre Ergebnisse aus dem Aufgabenteilen (b) und (e). Was féllt Thnen auf?
Benutzen Sie die Kullback-Leibler-Divergenz, um Ihre Vermutung aus (c) zu bestétigen
oder zu widerlegen.

Die Kullback-Leibler-Divergenz wurde bei der Analyse von Verschliisselungsalghorithmen ent-
wickelt (ihre beiden Namensgeber, Solomon Kullback und Richard Leibler, arbeiteten als Kryp-
toanalytiker bei der NSA). Die Anwendbarkeit geht aber weit iiber die Kryptographie, bzw.
Informationstheorie hinaus. So findet die Kullback-Leibler-Divergenz u.a. Anwendungen bei der
Erforschung turbulenter Stromungen, in der Astrophysik, in der Kryptographie, aber auch bei
Spielanalysen der NBA und im Bereich von Sportwetten. Aulerdem hat Sie unzéhlige Anwen-
dungen im Bereich des maschinellen Lernens.

Aufgabe 27: Zweiatomiges Molekiil (8 Punkte)

Wir betrachten ein idealen Gases aus zweiatomigen Molekiilen. Ein zweiatomiges Molekiil besitzt
Translations-, Vibrations-, und Rotationsfreiheitsgrade. Jeder dieser Freiheitsgrade tragt zur
spezifischen Warme Cy = (%)V bei. Insgesamt ergibt sich als Funktion der Temperatur der in
Abbildung 1 schematisch skizzierte Verlauf, den wir in dieser Aufgabe néher untersuchen wollen.

——.. Abbildung 1: Temperatur-

IR abhéngigkeit der spezifischen
Wirme ¢y = Cy /N fir ein
Gas aus zweiatomigen Mole-
kiilen. In dieser Aufgabe soll
der charakteristischen Verlauf
hergeleitet werden.

Cy

a) Der Beitrag der Translationsbewegung, Cf kann klassisch behandelt werden. Bestimmen
Sie C¥ aus dem Gleichverteilungssatz der klassischen statistischen Physik.

b) Die moglichen Energien der Vibrationszusténde sind

E,gib:hw0<n+;>, n=012,..., (3)
wobei sich wp in harmonischer Ndherung des Morsepotentials, dass die Molekiilbindung
beschreibt, ergibt. Bestimmen Sie aus der kanonischen Zustandssumme Z den Vibrations-
anteil zur spezifischen Wirme C“}ib. Wir definieren fiir die Vibration eine charakteristische
Temperatur iiber die Relation kpTyi, = hwg. Erldutern Sie kurz die Bedeutung von Tyjp.
Diskutieren Sie die Grenzfélle hoher (7" > Ty,) und tiefer Temperaturen (7' < Tyip).
Hinweis: Sie kinnen Teile der Rechnung aus A15 und A17 tibernehmen.
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c)

d)

Die moglichen Energien der Rotationszusténde sind

R20(0+1)

Erot —
¢ of 7

1=0,1,2,..., (4)
wobei I das Tragheitsmoment ist. Der Entartungsgrad ist 2¢+1. Analog zur Vibration ord-
nen wir auch der Rotationsbewegung eine charakteristische Temperatur zu: kT, = h?/1.
Erldutern Sie kurz die Bedeutung von T;.. Bestimmen Sie die Zustandssumme. Werten
Sie die resultierende Summe fiir tiefe Temperaturen T' < T}t aus, indem Sie nur die zwei
Beitrédge mit der niedrigsten Energie beriicksichtigen. Berechnen Sie daraus den Rotati-
onsbeitrag zur spezifische Wéarme C}°* fiir tiefe Temperaturen. Fiir hohe Temperaturen
T > T,ot konnen Sie die Zustandssumme mit der Euler-Maclaurin-Formel approximieren:

> s~ [ dat(@)+ 5100~ SO+ 235 O £ 5)
n= 0

Geben Sie auch hier den Beitrag zur spezifische Wérme C{?* an.

Fiir ein Gas aus Wasserstoffmolekiilen ergeben sich die Temperaturen T;, =~ 6000K und
Tiot =~ 85K. Der Siedepunkt molekularen Wasserstoffs liegt bei T =~ 20K. Beschriften Sie
in Abbildung 1 die z- und y-Achse. Bei welchen Werten von ¢y liegen die Plateaus? Was
passiert in dem grau unterlegten Hochtemperaturbereich? Im Experiment beobachtet man
fiir Wasserstoffmolekiile tatsdchlich einen zu Abbildung 1 dhnlichen Verlauf. Was wiirde
man fiir Kohlenmonoxid erwarten, mit 7T,o; =~ 5.54K und T ~ 80K?



