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Aufgabe 46: Van-der-Waals Gas (10 Punkte)

Die Van-der-Waals-Gleichung zur Beschreibung realer Gase lautet (v = %, a,b>0)
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(p+ 5—2) (0—b) = kT

Diskutieren Sie kurz die Bedeutung der Parameter a und b.

Wie ist der kritische Punkt (p., T¢, v.) definiert? Was ergibt sich fiir das Verhéltnis ,f;é,?c?

). =a v (r).) ®

Hinweis: Benutzen Sie die beiden Eigenschaften

B - @.E),E

der partiellen Ableitung einer Funktion f(u,v). Zeigen und benutzen Sie, dass (g—E) =

T <%>V — p gilt. Diese Relation ist auch fiir die Aufgabenteile e)-g) niitzlich.

Zeigen Sie die Relation

Zeigen Sie, dass sich das Van-der-Waals Gas bei freier Expansion (dE = 0) abkiihlt. Ziehen
Sie einen Vergleich zum idealen Gas. Hinweis: Sie miissen zeigen, dass (8T) < 0 gilt.

Wie dndert sich die Energie des Gases bei isothermer Expansion?

Zeigen Sie, dass die Warmekapazitat Cy nur von der Temperatur 7', aber nicht von v
abhéngt. Hinweis: Leiten Sie aus dE(T, V') eine Maxwell-Relation her.

Berechnen Sie die Energie E(N,T, V) als Funktion von Cy, N,T,V,a und b. Nehmen Sie
Cy = const an. Vergleichen Sie mit dem idealen Gas. Hinweis: Starten Sie mit dE(T, V).

Berechnen Sie die Entropie S(N, T, V) als Funktion von Cy, N,T,V,a und b. Nehmen Sie
wieder an, dass Cy eine Konstante ist. Vergleichen Sie erneut mit dem idealen Gas.
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Aufgabe 47: Ising-Modell (10 + 2 Punkte)

Das Ising-Modell ist ein einfaches Modell zur Beschreibung von Ferromagnetismus. Es wurde von
Wilhelm Lenz eingefiihrt, und von seinem Doktoranden Ernst Ising (gebiirtiger Kolner) zuerst unter-
sucht. Es zahlt zu den meistuntersuchten physikalischen Modellen iiberhaupt und wird deshalb auch
als “Drosophila” der Statistischen Physik bezeichnet. Von Magnetismus iiber Neurowissenschaften bis
zur Okologie findet es Anwendungen auf allen GréSenskalen und wird auch in Okonomie und Sozial-
wissenschaften genutzt.

Abbildung 1 — Die am Theorie-Gebiude angebrachten Verzierungen sind keine QR Codes, sondern erinnern an Ernst
Ising. Thre genaue Bedeutung wird im Laufe dieser Aufgabe entschliisselt.

Das Ising-Modell beschreibt ein System wechselwirkender Spins ¢ auf einem Gitter. Die Wechsel-
wirkungen werden durch den Hamilton-Operator

H = —JZUZ'O']' (4)
)

beschrieben. Die Spins o kénnen die Werte +1 annehmen. Die Notation (i, j) bedeutet, dass nur Spins
auf direkt benachbarten Gitterpldtzen ¢ und j miteinander wechselwirken und deshalb nur Paare
néchster Nachbarn zur Summe beitragen. Wird die Kopplungskonstante J positiv gewahlt, dann sind
parallel ausgerichtete Spins energetisch giinstig. Wir erhalten also ferromagnetische Wechselwirkungen.

Wir haben ein Notebook fiir Sie vorbereitet, mit dem Sie die Eigenschaften des zweidimensionalen
Ising-Modells auf dem Quadratgitter untersuchen kénnen. Insbesondere sollen Sie zeigen, dass das
Ising-Modell auf dem Quadratgitter einen Phasentibergang aufweist: Unterhalb einer kritischen Tem-
peratur T, stellt sich — auch ohne dufleres Magnetfeld — magnetische Ordnung ein. Laden Sie das
Notebook herunter und bearbeiten Sie die Aufgabenteile (a)—(e).
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