
























































































































































































Institut für Theoretische Physik M. Zirnbauer
Universität zu Köln

1. Klausur zur Theoretischen Physik IV-a
17.02.2022 (WS 2021/22)

Hinweis: Die Bearbeitungszeit beträgt 180 Minuten. Die Aufgabenpunkte summieren sich zu
100. Benutzen Sie außer Stift und Papier keine weiteren Hilfsmittel! Es empfiehlt sich, zuerst
das Aufgabenblatt komplett durchzulesen. Bearbeiten Sie dann zuerst die Aufgaben, die Sie am
besten können. Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt. Viel Erfolg!

1 Kurzfragen (3 + 4 + 4 + 4 + 3 + 6 + 7 = 31 P.)
(a) Wie ist die Boltzmann-Entropie definiert? Welche Strukturen gehen in ihre Definition ein?
(b) Wie lautet die Gibbs-Duhem-Relation? Für welche Systeme gilt sie? Aus welcher Eigenschaft
der Entropie folgt sie, und wie?
(c) Warum haben Systeme mit thermischem Kontakt im Gleichgewicht dieselbe Temperatur?
(d) Wie lautet das Differential der freien Energie F (Helmholtz)? Welche Maxwell-Relationen
folgen aus d2F = 0?
(e) Wie hängt das Vorwärtsschieben einer Dichte mit dem Zurückziehen einer Funktion zusam-
men? Berechnen Sie φ∗ d

3k für φ : R3 → R+ , k⃗ 7→ |⃗k| ≡ k.
(f) Geben Sie eine kurze Herleitung des Planckschen Strahlungsgesetzes:

u(ω) dω =
~
π2c3

ω3dω

e~ω/kBT − 1
.

Begründen Sie hiermit das T 3-Verhalten der spezifischen Wärme für ein Photonengas.
(g) Beschreiben Sie alle Abschnitte des Carnot-Kreisprozesses im TS-Diagramm. Geben Sie eine
rechnerische Begründung der Formel η = 1− T1/T2 für den Wirkungsgrad!

2 Ideales Gas (kanonisch) (4 + 1 + 3 + 3 + 4 + 3 + 4 + 3 = 25 P.)
In einem Volumen V (im R3) befinde sich ein ideales klassisches Gas von N ununterscheidbaren
Teilchen bei der Temperatur T (kanonisches Ensemble).
(a) Berechnen Sie die kanonische Zustandssumme Zk für das ideale Gas.

[Zwischenergebnis : Zk =
(V/λ3T )

N

N !
, λT =

h√
2πmkBT

.]

(b) Woher kommt der Faktor 1/N ! im Zwischenergebnis?
(c) Berechnen Sie aus dem Ausdruck für Zk die freie Energie pro Teilchen, F (T,N, V )/N , im
thermodynamischen Limes N → ∞.
(d) Drücken Sie die innere Energie E durch die Zustandssumme Zk aus, und verifizieren Sie auf
diese Weise das Äquipartitionsgesetz für das ideale Gas: E/N = (3/2) kBT .
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(e) Welchen Wert hat das chemische Potential µ für das ideale Gas?
(f) Wie berechnet man den Druck p aus der freien Energie F? Leiten Sie aus diesem Zusammen-
hang die Zustandsgleichung für das ideale Gas her!
(g) Ermitteln Sie die Entropie S aus der Beziehung F = E−TS. Für welche Temperaturen wird
die so berechnete Entropie negativ? Wie ist dieses unphysikalische Ergebnis zu deuten?
(h) Berechnen Sie die isobare Wärmekapazität cP des idealen Gases!

3 Oszillatoren (2 + 3 + 4 + 4 + 2 + 3 + 1 + 2 = 21 P.)
(a) Vorab eine allgemeine Frage: wie lauten die Ausdrücke für die Wahrscheinlichkeitsdichten
ρmk und ρk im mikrokanonischen bzw. kanonischen Ensemble?
(b) Zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme Zk(β) durch Laplace-Transformation der
mikrokanonischen Zustandssumme Zmk(E) gewonnen werden kann.
(c) Berechnen Sie nun Zk(β) für N klassische harmonische Oszillatoren mit Hamiltonfunktion

H =
N∑
i=1

(
p2i
2m

+
m

2
ω2q2i

)
[Zwischenergebnis : Zk(β) = (β~ω)−N ].

(d) Bestimmen Sie Zmk(E) = ∆E
∫
Zk(β) e

βEdβ/2πi (Laplace-Umkehr) für E/N fest, N → ∞.
(e) Welche Energieabhängigkeit ergibt sich für die Entropie?
(f) Wiederholen Sie jetzt die Berechnung von Zk(β) im quantenmechanischen Fall (H → Ĥ).
(g) Über welche Temperaturskala geht das quantenmechanische in das klassische Ergebnis über?
(h) Was passiert mit der spezifischen Wärme bei kleinen Temperaturen?

4 Verschränkungsentropie (1 + 1 + 4 + 3 + 3 = 12 P.)
Sei ρ der Dichteoperator eines reinen Zustands mit Hilbertvektor |ψ⟩ im Hilbertraum H =
HA ⊗HB , HA = HB = C2 ⊗ C2.
(a) Wie definiert man den reduzierten Dichteoperator ρA?
(b) Wie lautet die Formel für die Verschränkungsentropie SE(A)?
(c) Zeigen Sie, dass für einen unverschränkten Zustand |ψ⟩ = |α⊗β⟩ ∈ HA⊗HB gilt: SE(A) ≡ 0.
(d) Begründen Sie rechnerisch die Symmetrieeigenschaft SE(A) = SE(B).
(e) Berechnen Sie die Verschränkungsentropie SE(A) für den Bell-Zustand

|ψ⟩ =
(
| ↑↑ ⊗ ↑↑⟩+ | ↓↓ ⊗ ↓↓⟩

)
/
√
2 .

5 Fermikugel (3 + 3 + 2 + 3 = 11 P.)
N Fermionen (ohne Spin; im Volumen V ) mit Einteilchenenergien εp = |p|2/2m besetzen im
Grundzustand (T = 0) die Fermikugel von Einteilchenzuständen mit Impulsbeträgen |p| < pF .
(a) Drücken Sie pF durch die Teilchendichte N/V aus. Was ergibt sich für die Fermi-Energie
εF ≡ p2F/2m? [Hinweis: benützen Sie

∑
p f(p) → (V/h3)

∫
d3p f(p).]

(b) Drücken Sie die Grundzustandsenergie E durch εF und N aus. [Ergebnis: E/N = 3εF/5.]
(c) Berechnen Sie den Druck p der Fermionen bei T = 0.
(d) Weisen Sie anhand von E = TS − pV + µN nach, dass bei T = 0 die Beziehung µ = εF gilt.
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2. Klausur zur Theoretischen Physik IV-a
14.03.2022 (WS 2021/22)

Hinweis: Die Bearbeitungszeit beträgt 180 Minuten. Die Aufgabenpunkte summieren sich zu
100. Benutzen Sie außer Stift und Papier keine weiteren Hilfsmittel! Es empfiehlt sich, zuerst
das Aufgabenblatt komplett durchzulesen. Bearbeiten Sie dann zuerst die Aufgaben, die Sie am
besten können. Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf einem neuen Blatt. Viel Erfolg!

1 Kurzfragen (3 + 3 + 6 + 4 + 4 + 5 + 6 = 31 P.)
(a) Die Gibbs-Entropie lässt sich zweimal definieren: ohne und mit Vergröberung. Wie lauten
die zwei Definitionen, und welcher qualitative Unterschied zeigt sich in der Dynamik?
(b) Wenn ein System A Teil eines abgeschlossenen Systems A⊔B ist, unter welchen Annahmen
wird dann A im Gleichgewicht durch das kanonische Ensemble beschrieben?
(c) Warum haben zwei Systeme, zwischen denen Teilchenaustausch stattfindet, im Gleichgewicht
die gleiche Temperatur und das gleiche chemische Potential?
(d) Wie lautet das Differential der freien Energie G (Gibbs)? Welche Maxwell-Relationen folgen
aus d2G = 0 (bei Verwendung von T , N , p als Koordinaten)?
(e) Gegeben sei eine Abbildung φ : Γ → M und ein Dirac-Maß µ =

∑
a∈Γwa δa auf Γ. Wie ist

das vorwärts geschobene Maß φ∗µ definiert, und wie lautet die resultierende Formel für φ∗µ?
(f) Welche physikalische Größe wird durch die Fermi-Dirac-Verteilung beschrieben? Geben Sie
eine Herleitung (der FD-V) für den Fall mit diskretem Energiespektrum!
(g) Charakterisieren Sie kurz (mit Skizze) den Joule-Thomson-Prozess! Welche Größe ist erhal-
ten, und warum? Was passiert für ein reales Gas an der Inversionstemperatur?

2 Ideales Gas (mikrokanonisch) (6+ 1+4+2+2+4+2+5 = 26 P.)
In einem Volumen V (im R3) befinde sich ein ideales klassisches Gas von N ununterscheidbaren
Teilchen im mikrokanonischen Ensemble mit der Gesamtenergie E und Energieunschärfe ∆E.
(a) Berechnen Sie die mikrokanonische Zustandssumme Zmk =

∫
Γ/SN

Ω δ(E − H)∆E für das
ideale Gas unter Verwendung der Formel vol(Sd−1) = 2 · πd/2/Γ(d/2).[

Zwischenergebnis : Zmk =
(V/λ3E)

N

N !

(3N/2)3N/2

Γ(3N/2)

∆E

E
, λE = h/

√
(4πm/3)(E/N) .

]
(b) Woher kommt der Faktor 1/N ! im Zwischenergebnis?
(c) Berechnen Sie aus dem Ausdruck für Zmk die Entropie pro Teilchen, S(E,N, V )/N , im Limes
N → ∞. [Hinweis : lnN ! ≈ N lnN −N . Zwischenergebnis : S/N = kB

(
ln (λ−3

E V/N) + 5/2
)
.]

(d) Ermitteln Sie die Abhängigkeit der Temperatur T von der inneren Energie E, und verifizieren
Sie auf diese Weise das Äquipartitionsgesetz für das ideale Gas: E/N = (3/2) kBT .
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(e) Was ist die physikalische Dimension von λE , und wie nennt man diese Größe?
(f) Berechnen Sie die freie Energie G(T,N, p) des idealen Gases! [Anleitung : Drücken Sie V mit
dem idealen Gasgesetz durch T,N, p aus.] Was ergibt sich für das chemische Potential µ?
(g) Berechnen Sie die isochore Wärmekapazität cV des idealen Gases!
(h) Wie hängt die isotherme Kompressibilität κT = −V −1∂V/∂p

∣∣
T

eines idealen Gases vom
Druck ab? Beweisen Sie die Relation cp/cV = κT/κS , und berechnen Sie hiermit die adiabatische
Kompressibilität κS = −V −1∂V/∂p

∣∣
S

! [Hilfestellung : cp = (5/2)NkB .]

3 Spins im Magnetfeld (4 + 2 + 6 + 3 = 15 P.)
(a) Zeigen Sie, dass die kanonische Zustandssumme Zk(β) durch Laplace-Transformation der
mikrokanonischen Zustandssumme Zmk(E) gewonnen werden kann. Wie lautet die Formel der
Laplace-Umkehrtransformation von Zk(β) zu Zmk(E)?
(b) Berechnen Sie Zk(β) für N klassische Spins si ∈ {±1} im Magnetfeld (B ∼ ε), mit Hamil-
tonfunktion H = ε

∑N
i=1 si .

[
Zwischenergebnis : Zk(β) =

(
2 cosh(βε)

)N].
(c) Bestimmen Sie Zmk(E) durch Laplace-Umkehrtransformation aus Zk(β) im Limes N → ∞,
für E/N fest. Welchen Wert β∗ hat β am Sattelpunkt? Welche Energieabhängigkeit ergibt sich
für die Entropie?

[
Anleitung : Verwenden Sie Ar tanh x = ln

√
1 + x − ln

√
1− x. Zwischen-

ergebnis : S(E)/(NkB) = ln 2− 1
2
(1 + x) ln(1 + x)− 1

2
(1− x) ln(1− x), x = E/(Nε).

]
(d) Für welche Energien ist S maximal bzw. minimal? Skizzieren Sie den Graphen von S(E)!

4 Verschränkungsentropie (1 + 1 + 4 + 3 + 4 = 13 P.)
Sei ρ der Dichteoperator eines reinen Zustands mit Vektor |ψ⟩ im Hilbertraum H = HA ⊗HB.
(a) Wie definiert man den reduzierten Dichteoperator ρA auf HA ⊂ H?
(b) Wie lautet die Formel für die Verschränkungsentropie SE(A)?
(c) Zeigen Sie SE(A) ≡ 0 für einen unverschränkten Zustand (|ψ⟩ = |α⊗ β⟩ ∈ HA ⊗HB).
(d) Begründen Sie die Positivität SE(A) ≥ 0 für den allgemeinen Fall (|ψ⟩ =

∑
|αi ⊗ βj⟩ψij).

(e) Nun sei HA = C2 ⊗ C2 und HB = C2. Berechnen Sie SE(A) als Funktion von θ ∈ [0, 2π] für

|ψ⟩ = | ↑↑ ⊗ ↑⟩ cos θ + | ↓↓ ⊗ ↓⟩ sin θ , wobei | ↑↑⟩ ∈ HA , | ↑⟩ ∈ HB , etc.

Für welche Werte von θ ist SE(A) hier maximal?

5 Kalte Fermionen (3 + 3 + 2 + 2 + 5 = 15 P.)
N Fermionen (ohne Spin; im Volumen V ) mit Einteilchenenergien εp = |p|2/2m besetzen im
Grundzustand (T = 0) die Fermikugel von Einteilchenzuständen mit Impulsbeträgen |p| < pF .
(a) Drücken Sie pF durch die Teilchendichte N/V aus. Was ergibt sich für die Fermi-Energie
εF ≡ p2F/2m? [Anleitung : Benützen Sie

∑
p f(p) → (V/h3)

∫
d3p f(p).]

(b) Drücken Sie die Grundzustandsenergie E durch εF und N aus. [Ergebnis : E/N = 3εF/5.]
(c) Berechnen Sie den Druck p der Fermionen bei T = 0.
(d) Weisen Sie anhand von E = TS− pV +µN nach, dass bei T = 0 die Beziehung µ = εF gilt.
(e) Begründen Sie qualitativ das Tieftemperatur-Verhalten cV = aT . Berechnen Sie den Koef-
fizienten a durch Sommerfeld-Entwicklung! [Anleitung : Verwenden Sie µ − εF ∼ O(T 2) und∫
R dε f(ε)/(e

(ε−µ)/(kBT ) + 1)−
∫ µ

−∞ dε f(ε) =
∫∞
0
dε

(
f(µ+ ε)− f(µ− ε)

)
/(eε/(kBT ) + 1).]
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