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1 Newtonsche Mechanik

1.1 Affine und Euklidische Raume

In Vorbereitung des Galilei-Modells der Raum-Zeit erinnern wir an die Begriffe des affinen Raums

und des Euklidischen Vektorraums.
_ Sei M eine Menge, V' ein reeller Vektorraum und

+: MxV —>M, (pv)—p+wo

eine Abbildung. Dann heifit das Tripel (M, V,+) ein affiner Raum, wenn die folgenden Axiome
gelten:

(i) p+(v+w)=(p+v)+w (fir alle p € M und v,w € V).
(ii) Zu jedem Paar (p,q) € M x M existiert genau ein Vektor v € V mit p = ¢ + v.

Die Elemente von M heiflen Punkte. Wir schreiben p—¢q := v und nennen p—q den Differenzvektor

zum Punktepaar (p,q). Unter der Dimension von M versteht man die Dimension von V.

_ Man beachte, dass hier zwei Operationen “+” im Spiel sind. Im Fall von v + w
meint das Pluszeichen die Addition zweier Vektoren des Vektorraums V. Dagegen steht das
Pluszeichen in p 4+ v fiir die Addition des Vektors v zum Punkt p, wodurch ein neuer Punkt p 4+ v
bestimmt wird. Das Axiom (i) besagt, dass die beiden Additionen im Sinne von Assoziativitét

miteinander vertriglich sind. (Ubrigens ist Addition von Punkten nicht erklirt.)

_ Man kann V' als Translationsgruppe auffassen und + : M x V — M als die
Wirkung der Translationsgruppe V' auf den Punkteraum M. Addition von v zu p bedeutet dann

Translation des Punkts p um den Vektor v.

- Die Menge aller Punkte in einer Ebene (des physikalischen Ortsraums) zusammen mit,

dem Vektorraum aller Translationen in dieser Ebene bildet einen 2-dimensionalen affinen Raum.
- Folgere aus den Axiomen (i) und (ii), dass fiir jedes Tripel von Punkten (p, ¢, 0) eines
affinen Raumes gilt:

p—q=(p—o0)—(qg—o).

_ Ein Abbildung f: M — N zwischen affinen Raumen heifit affin, wenn

sie affine Unterrdaume auf affine Unterraume abbildet. Das Bild eines Punkts, einer Geraden, einer
Ebene usw. unter einen affinen Abbildung ist also wieder ein Punkt bzw. eine Gerade bzw. eine

Ebene usw. (wobei Entartung zugelassen ist). Jede affine Abbildung f: M — N hat die Form

f(p) = f(o) + L(p — o).

Hierbei ist o irgendein ausgewéhlter Punkt (z.B. der Koordinatenursprung; siehe unten) und
L=D,f = D,f das ortsunabhangige Differential von f. Diese lineare Abbildung L zwischen den

Differenzvektorraumen zu M und N wird der lineare Teil von f genannt.
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_ Der reelle Vektorraum V' sei jetzt mit einer Abbildung
(,): VxV—-=R

ausgestattet. Eine solche Abbildung (-, -) heifit ein Euklidisches Skalarprodukt, wenn sie bilinear,
symmetrisch und positiv definit ist. Ein Vektorraum (V/ (-,-)) mit Euklidischem Skalarprodukt

heiffit Euklidisch. In einem Euklidischen Vektorraum existiert eine kanonische Norm,

[v] :== ++/(v,v) .

Man nennt |v| die Lange des Vektors v. Der Winkel Z(u, v) zwischen zwei Vektoren u, v ist erklért
durch

{u, v)
cos Z(u,v) = ol

Zwei Vektoren u,v mit der Eigenschaft (u,v) = 0 heiBlen zueinander senkrecht oder orthogonal.

_ Nach dieser Erinnerung an grundlegende Strukturen wiederholen wir

ein paar Aussagen zum praktischen Rechnen. Fiir unsere Zwecke sind Koordinaten x; immer
Funktionen

von dem Raum, fiir den sie als Koordinaten fungieren, in die reellen Zahlen. Jede Koordinate x;
hat als Funktion ein wohldefiniertes Differential dz; : M — V*, p — (dz;), .

Fiir das Rechnen in einem affinen Raum (M, V) +) eignen sich sogenannte affine Koordinaten.
Man erhalt solche, indem man einen speziellen Punkt, den sog. Koordinatenursprung o € M,
auszeichnet und eine Basis eq, ..., e, des n-dimensionalen Vektorraums V festlegt. Mit diesen
Daten werden die affinen Koordinaten x;(p), . . ., z,,(p) des Punkts p (also die Werte der Funktionen
x; : M — R auf p) durch die Gleichung

pzo—i—(p—o):o—i-in(p)ei
i=1

bestimmt. Andert man das affine Koordinatensystem {o;€1,...,e,}, so dndern sich die zugehorigen

affinen Koordinaten z;. Die Koordinatendifferentiale dz; sind von der Wahl von o unabhangig.

- Fiir einen affinen Raum (M,V,+) seien zwei affine Koordinatensysteme gegeben,

namlich {o;eq,...,e,} und {0’;¢€},... €.}, mit entsprechenden affinen Koordinaten x,...,z,

/

bzw. z,...,z!. Es existiert dann eine affine Abbildung f : M — M mit der Eigenschaft

J n-*

f(o) =0 und (D,f)(e;) = ¢} (fiir alle p € M). Die affinen Koordinaten héngen zusammen iiber
x; = fru, =alof.
Fiir o' = 0+ ), sie; und € = 3 e;Ly; folgt die explizite Umrechnungsformel

J J
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_ Sei nun (M,V,+) ein Euklidischer Raum, d.h. ein affiner Raum

mit Euklidischem Differenzvektorraum V. In dieser Situation versteht man unter einem Satz
kartesischer Koordinaten x1,...,z, affine Koordinaten x; : M — R mit der speziellen Eigen-
schaft, dass die Basisvektoren ey, ..., e, des zugrunde liegenden affinen Koordinatensystems eine

Orthonormalbasis bilden:
(€irej) = i,
also aufeinander senkrecht stehen und alle die Lange Eins haben.

In einem Euklidischen Raum hat man einen Begriff von Abstand zwischen zwei Punkten:

dp,q) =Ip—ql=Vp—-q¢p—q).

In kartesischen Koordinaten x; wird der Abstand d : M x M — R durch

1p0) = Y )~ i)

ausgedriickt. Aus der Koordinatenunabhangigkeit des Abstands folgt, dass die Matrix L;; fiir den

Wechsel zwischen kartesischen Koordinaten z; und 2 den Bedingungen

Z Li;Liy = 6y
=1

unterliegt. Solche Matrizen heiflen orthogonal. Sie bilden die orthogonale Gruppe O,, .

1.2 Galilei-Raum-Zeit

In der (nicht-relativistischen) klassischen Mechanik modelliert man die Struktur von Raum und
Zeit durch die sogenannte Galilei-Raum-Zeit. Dieses mathematische Modell taugt, solange die
Lichtgeschwindigkeit ¢ als unendlich grofl betrachtet werden kann, also fiir den Zweck der Beschrei-
bung physikalischer Vorgénge mit im Vergleich zu ¢ sehr kleinen Geschwindigkeiten. Das Galilei-
Modell wird verbessert durch das Minkowski-Modell der speziellen Relativitatstheorie und schlief3-
lich, in Anwesenheit sehr starker Gravitation, durch das dynamische Raum-Zeit-Modell der allge-

meinen Relativitatstheorie von Einstein.

_ Unter dem Galilei-Modell der Raum-Zeit (kurz: Galilei-Raum-Zeit) verstehen wir

einen 4-dimensionalen affinen Raum (M, V,+) mit zwei besonderen Eigenschaften:
(i) Auf V existiert eine ausgezeichnete Linearform 7, die absolute Zeit.
(ii) Der Untervektorraum Vo = {v € V' | 7(v) = 0} aller Raum-Translationen ist Euklidisch.

Die folgenden Erlauterungen sollen aufzeigen, was in dieser Definition steckt.

_ Affine Rdume (M, V, +) enthalten affine Unterrdume.

Die affinen Unterraume der Dimension 1 sind Geraden:

v:R—>M, s—A+4+sv (veV). (1.1)



Im Fall der Galilei-Raum-Zeit hat jede solche Gerade (fiir 7(v) # 0) die physikalische Interpretation
einer gleichférmig geradlinigen (oder unbeschleunigten) Bewegung. Der Begriff der gleichférmig
geradlinigen Bewegung ist im Galilei-Modell also invariant (d.h. koordinatenfrei) erkléart und somit
physikalisch sinnvoll. Zu seiner Definition — darauf sei hier explizit hingewiesen — wird weder die

absolute Zeit 7 noch das Euklidische Skalarprodukt (-, -) bendtigt.

Tragheitsgesetz. Dic affine Struktur der Galilei-Raum-Zeit gestattet es, das 1. Newtonsche

Gesetz (auch Tragheitsgesetz genannt) koordinatenfrei zu formulieren:

’Kréiftefreie Bewegung ist gleichférmig geradlinig. (1.2)

In Vorbereitung auf die nichsten Uberlegungen fiigen wir hier noch an, dass jedem Paar von
Punkten (A, B) € M x M eine (bis auf Reparametrisierung) eindeutige Gerade y54 : R — M

zugeordnet ist. Mit der Konvention v5 4(0) = A und y5 4(1) = B wird sie parametrisiert durch
vB,a(s) = A+ s(B — A). (1.3)

Absolute Zeit. Die “Punkte” der Galilei-Raum-Zeit sind natiirlich Ereignisse oder Weltpunkte,
die durch die Angabe von Ort und Zeit spezifiziert werden. Die Anwendung der Linearform 7 auf
den Differenzvektor A — B zweier Ereignisse A, B € M ergibt die objektive (d.h. vom Beobachter
unabhéngige) Zeitdifferenz zwischen A und B.

Mittels der absoluten Zeit 7 wird die Galilei-Raum-Zeit in 3-dimensionale affine Unterraume £
eingeteilt, in denen jeweils alle gleichzeitigen Ereignisse zusammengefasst sind. Man nennt jeden

solchen Unterraum FE auch ein Blatt der durch 7 gegebenen Blatterung der Galilei-Raum-Zeit.

Durch die Wahl (irgend-)einer Geraden, sagen wir v : R — M, s — o+ sw, erhalten wir eine

Eins-zu-Eins-Korrespondenz (s <+ E) zwischen R und der entsprechenden Blatterung durch
E,={AeM|17(A—o0—sw) =0} (1.4)

Per Definition von Ej gilt A — B € Vj fir (A, B) € Es x Es. Somit hat jeder affine Unterraum
E, € M den Vektorraum Vj als Differenzvektorraum, und das auf Vy gegebene Skalarprodukt
(-,-) stattet jedes Blatt (Es, Vo, +) mit der Struktur eines 3-dimensionalen Euklidischen Raumes

aus, d.h. die Operationen von Langen- und Winkelmessung sind auf jedem FE, erklart. All diese
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Blatter sind isomorph (d.h. identische Kopien voneinander), allerdings nicht kanonisch isomorph,

wie wir jetzt ausfithren werden.

_ Motiviert durch die Entdeckung elektromagnetischer Wellen (und

der Frage nach einem Medium, worin sich diese ausbreiten konnten, so wie es Druckwellen in einer
Flissigkeit tun) diskutierten Physiker in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts die mogliche
Existenz einer “Ur-Fliissigkeit”, des sogenannten Athers. Obschon die Ather-Idee nach experi-
menteller und theoretischer Falsifizierung verworfen wurde, soll hier gleichwohl angedeutet werden,
welche Konsequenzen die Existenz eines Athers fiir die Galilei-Raum-Zeit hitte.

Gébe es den Ather und seine Konstituenten, dann hitte man mit den Weltlinien der Ather-
Teilchen eine ausgezeichnete Form von gleichférmig geradliniger Bewegung (und somit einen Be-
griff von absoluter Ruhe). Die Ceradenschar der Ather-Weltlinien gébe der Galilei-Raum-Zeit
eine zweite, riumliche Blitterung (neben der zeitlichen Blitterung durch 7): jede Ather-Weltlinie
ware eine Gerade von Weltpunkten oder Ereignissen, die am gleichen Ort stattfinden.

Die raumliche Blitterung durch den Ather wiirde es auch ermdoglichen, jeder gleichférmig
geradlinigen Bewegung in invarianter Weise eine Geschwindigkeit zuzuordnen. Das konnten wir

dadurch bewerkstelligen, dass wir eine Projektionsabbildung o einfiihren:

7(v)

V=W U — U —— 1.5
o 0, VPV U (@) (1.5)
wobei 0 # u € V irgendein Generator der Schar von Ather-Weltlinien ist. Mit dieser Projektion

wiirden wir dann der gleichformig geradlinigen Bewegung g 4 durch A und B die Geschwindigkeit
v=o0(B—A)/T(B—-A) (1.6)

zuweisen. v hétte die physikalische Bedeutung von Geschwindigkeit relativ zum Ather.

SchlieBlich ergébe der in absoluter Ruhe befindliche Ather einen kanonischen Isomorphismus

s —s

Es—FEy, A= A4+u——r (1.7)
7(u)

zwischen jedem Paar von Blattern F; und Ey der zeitlichen Blatterung durch 7.

_ Nach diesem gedanklichen Ausflug kehren wir zur physikalischen Realitéit zurtick.
In der Physik ist man sich heute einig, dass (i) der Ather nicht existiert, (i) kein Zustand ab-

soluter Ruhe ausgezeichnet ist und (iii) jeder gleichférmig geradlinigen Bewegung nur eine vom
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Bezugssystem abhangige Geschwindigkeit zugeordnet werden kann. Diese Einigkeit beruht u.a.
auf der Erkenntnis, dass das Galilei-Modell letztendlich durch die Relativitatstheorie zu ersetzen

ist (wobei aber mit dem absoluten Raum gleich auch noch die absolute Zeit abgeschafft wird).

1.3 Galilei-Transformationen

Das Thema dieses Abschnitts ist eine spezielle Klasse von Abbildungen g : M — M der Galilei-
Raum-Zeit auf sich. Diese Klasse wird dadurch charakterisiert, dass ihre Elemente die invariant
erklarten Strukturen der Galilei-Raum-Zeit — namlich die affine Struktur 4+, die absolute Zeit
7 und die Euklidische Geometrie (-,-) von V{ — invariant lassen. Solche Abbildungen ¢ heilen

Galilei- Transformationen. In den folgenden Absétzen werden wir sie ndher beschreiben.

_ Wie oben erlautert wurde, ist das Galilei-Modell der

Raum-Zeit mit einer invariant erklarten affinen Struktur ausgestattet. Als strukturerhaltende
Abbildungen haben Galilei-Transformationen g : M — M alle affinen Unterrdume von M wieder
auf ebensolche abzubilden. Insbesondere miissen gleichférmig geradlinige Bewegungen (kurz: Ge-
raden in M) wieder in ebensolche tiberfiihrt werden. Jede Galilei-Transformation ist also affin.

Wie wir schon wissen, léasst sich jede affine Abbildung g : M — M in der Form
g(p) = g(o) + L(p — o) (0o € M Dbeliebig, aber fest gewahlt) (1.8)

ausdriicken. Hierbei ist L : V — V das Differential L = D,g von g.

- Zeige, dass das Bild einer Ebene

S:R*—= M, (s,t)=p+tsuttv (u,veV), (1.9)

unter g(e) = g(0) + L(e — 0) wieder eine Ebene ist.

_ Im Unterschied zu allgemeinen affinen Abbildungen unterliegen Galilei-

Transformationen g zweitens der Forderung, dass sie die absolute Zeit 7 (und somit auch die
durch 7 gegebene Blétterung der Galilei-Raum-Zeit) invariant lassen. Zwei Ereignisse A und B
mit dem zeitlichen Abstand 7(B — A) werden also auf zwei Ereignisse g(A) und g(B) mit der
gleichen Zeitdifferenz 7(g(B) — g(A)) = 7(B — A) abgebildet. In Formeln gilt (mit dem Hinweis,

dass 7 als Linearform auf V' nicht mit g sondern dem Differential L von ¢ zu transformieren ist):
L'r=71oL=r. (1.10)

Insbesondere dndert sich die Aquivalenzrelation der Gleichzeitigkeit von Ereignissen nicht, und

jede Raumtranslation v € Vj bleibt eine Raumtranslation Lv € V), also
LVy C Wy (1.11)

_ In Vorschau auf die Lorentz-Transformationen des Minkowski-Modells der speziellen

Relativitatstheorie ersetzen die Lehrbiicher oft L*r = 7 durch die schwichere Bedingung L*72 =



72, also L*1 = +7. Man erlaubt somit, dass Galilei-Transformationen die Zeitrichtung umkehren.
Ohne grofien Verlust verzichten wir hier auf diese Allgemeinheit und arbeiten nur mit dem or-

thochronen Teil der Galilei-Gruppe (ohne Zeitumkehr).

_ Wegen LV, C Vj ist die eingeschrankte Abbildung R = L|y, eine lineare

Abbildung R : Vy — V4. Die dritte und letzte Forderung an Galilei-Transformationen lautet,

dass die durch (, ) gegebene Euklidische Geometrie invariant bleibt. Man verlangt demnach
(Ru, Rv") = (v,v") (fir alle v,v" € Vp), (1.12)

woraus folgt, dass R eine orthogonale Transformation (oder Drehung) von Vj ist.

_ Wir fassen kurz zusammen. 1) Jede Galilei-Transformation g : M — M ist eine
affine Abbildung. 2) Der lineare Teil L = D,g transformiert den Unterraum Vy C V' réaumlicher

Translationen in sich. 3) Der eingeschrénkte lineare Teil R = L|y; ist eine Drehung.
- Zeige, dass die Menge der Galilei-Transformationen eine Gruppe bildet. [J

Um den Ausdruck fiir Galilei-Transformationen weiter aufzuschliisseln, bendtigen wir eine
Raum-Zeit-Zerlegung, d.h. eine Zerlegung von V' in Vj) und einen zu V komplementaren Vektor-
raum V; der Dimension Eins. Leider gibt es keine kanonische Wahl von V; . (Beachte: da das
Euklidische Skalarprodukt (-, -) zwar auf dem Vektorraum Vj der Raum-Translationen invariant
erklart ist, nicht aber auf dem Vektorraum V' aller Raum-Zeit-Translationen, haben wir keine
Handhabe fiir die Konstruktion eines orthogonalen Komplements von V in V. Abhilfe wiirde hier
der Ather schaffen ...) Um weiter zu kommen, miissen wir irgendein V; willkiirlich auswéhlen.

Wir setzen Vi = Ro fiir ein beliebiges, aber festes v € V' mit 7(v) # 0 und schreiben
V=Vy,®V, (direkte Summe). (1.13)

Physikalisch gesprochen bedeutet die willkiirliche Wahl von V; die Entscheidung fiir ein Bezugsys-
tem; genauer: die Auszeichnung einer gleichformig geradlinigen Bewegung mit Weltrichtung v.

Durch die Wahl (1.13) wird der lineare Teil L : V — V der Galilei-Transformation in vier
Stiicke zerlegt:

R, =0, 1. (1.14)

S w,

L’Vo—)VO = L{Vo—)vl L‘V1—>V0 = L‘V1—)V1 =

Die letzte (wie die zweite) Gleichung ist eine Konsequenz von L*7 = 7. In -haben wir

L= (Jg 11”) . (1.15)

_ Fiir den spateren Gebrauch seien hier zwei ausgesuchte Untergruppen der
Galilei-Gruppe erwéahnt. (i) Die Gruppe Euklidischer Bewegungen g (kurz: Euklidische Gruppe)

ergibt sich durch die Einschrankung w = 0 und die Forderung, dass g jedes Blatt der 7-Blatterung
in sich transformiert (also nur Raumtranslationen zugelassen sind). (ii) Die Wahl R = Idy;, zusam-

men mit der Forderung g(o) = o definiert die Untergruppe spezieller Galilei-Transformationen.
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Nach der Prasentation der Galilei-Gruppe und zweier Untergruppen aus invarianter Sicht wen-
den wir uns nun der Beschreibung in_zu. Sei dazu xg, x1,r9, 23 : M — R ein Satz
von Koordinatenfunktionen. Wir kénnen den Effekt einer Galilei-Transformation g rechnerisch
erfassen, indem wir sie auf die Koordinaten (anstelle des Ereignisraums M) anwenden. Bekannt-
lich geht jede Funktion f: M — R (so auch jede Koordinatenfunktion) unter einer Abbildung
g: M — M in ihren durch (¢*f)(p) := f(g(p)) definierten Pullback ¢*f iiber. Wir betrachten
jetzt also

g*xu:xuog (/’620717273) (116)

Fiir die Konkretisierung von g*x,, mittels der oben etablierten Eigenschaften von g ist es geschickt,

gut angepasste Koordinaten zu verwenden. Hierzu zunachst eine Vorbereitung.

_ Wir nennen ein affines Koordinatensystem {o; ey, €1, €2, e3} von (M, V, +) ein Galilei-

System, wenn die folgenden Zusatzeigenschaften erfiillt sind:
(i) 7(eo) =1, 7(e1) =7(e2) =7(e3) =0,
(11) <€i7 €j> = 61']' (”L,] = 1, 2, 3)

In Worten: die drei Vektoren ey, €5, e3 sind Raumtranslationen und bilden eine Orthonormalbasis

von V4. Der vierte Basisvektor ey bewirkt eine Translation der Zeit um eine Zeiteinheit.

ﬁ
NN

&

_ Die Wahl von ey bestimmt eine Raum-Zeit-Zerlegung V' = V;, & Rey. UJ

Wir wéhlen unsere Raum-Zeit-Koordinaten x,, (1 = 0,1,2,3) jetzt als die affinen Koordinaten
eines Galilei-Systems, und wir setzen Re; = ) . e;R;; und (Leg)|y, = >, wie; . Zudem bemerken
wir, dass gilt (dzg)e = 7. Mit (¢*dz,)e = L*(dz,)e folgen dann aus (1.14) die Gleichungen

g*dLEO = dl’o , g*dl'l = Z Rij diCj + w; dill'o . (117)
J
Integration dieser differentiellen Beziehungen fiihrt zum Ergebnis
g*xo :.T0+CLO, g*l’l = ZR” .Tj —|—wi LUO+CL¢. (118)
J

Die physikalische Bedeutung der Integrationskonstanten a, € R erschlieit sich aus

24(9(0)) = (9"x,.)(0) = ay - (1.19)

Die Zahlen q, sind also die Koordinaten (im gewéhlten Galilei-System x, mit Koordinatenur-
sprung o) des Galilei-transformierten Weltursprungs g(o). Anders ausgedriickt ist a; (bzw. ag) die

durch g bewirkte Raumtranslation (bzw. Zeittranslation) von o in Richtung von e; (bzw. eg).
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1.4 Newtonsches Bewegungsgesetz

Bisher haben wir mit dem vollen Galilei-Modell der 4-dimensionalen affinen Raum-Zeit gearbeitet
und die Nichtexistenz des Athers und einer kanonischen Raum-Zeit-Zerlegung stark betont. Um
die weitere Behandlung transparent zu gestalten, riicken wir von dieser umfassenden (und letzt-
endlich zu anstrengenden) Gesamtschau ab und lassen uns auf eine konkrete Raum-Zeit-Zerlegung
ein. Wir treffen jetzt also irgendeine feste Wahl V' = V; @ Reg. Auflerdem fixieren wir ein Blatt
Ey der m-Blatterung der Galilei-Raum-Zeit M und erklaren dieses Blatt zur Standardkopie des
dreidimensionalen Euklidischen Raumes: E3 = (Ey, Vo, +, (-,+)) € M. Mit diesen Festlegungen

haben wir dann einen Isomorphismus
E3 xR — M, (p,t)— p+teg. (1.20)

Uber diesen Isomorphismus entsorgen wir M und arbeiten fortan nur noch mit dem Raum-Zeit-
zerlegten Galilei-Modell F5 x R. Dabei kommt uns zustatten, dass wir den Ausdruck fiir Galilei-

Transformationen nach erfolgter (E3 x R)-Zerlegung bereits kennen; siehe (1.14) und (1.18).

Bewegung im F£5. Unter einer Bewegung eines Punktes (d.h. eines ausdehnunglosen Korpers)

versteht man primar eine differenzierbare Kurve
' R E3xRx>=M, s (p(s)t(s)). (1.21)

Jedoch ist diese Formulierung fiir diesen meisten Zwecke noch unnotig aufwandig. Um es einfacher
zu machen, identifizieren wir nach Reparametrisierung p(s) = v(t(s)) die Zeitkoordinate t mit s

und schreiben

v: R—= E3, t—7(t). (1.22)

So erhalt der Kurvenparameter ¢ die konkrete Bedeutung der physikalischen Zeit.
Die Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes ist dann die erste Zeitableitung

dry . y(t+h) = (1)
—(t) = lim - , (1.23)

A: R—=>Vy, t—

und die Beschleunigung der Punktbewegung ist die zweite Zeitableitung

d? t+h) —2v(t t—nh
4: R—=V,, t|—>—7(t):lin17(+) () + )

dt? h—0 h?

(1.24)

Das Bild von ~ in E3 heifit auch die Trajektorie der Bewegung.

N-Korpersystem. Im Nachfolgenden betrachten wir ein System von N punktférmigen Korpern
(oder realistischer: von Korpern mit vernachléssigbar kleiner Ausdehnung; kurz: Punkten), die
miteinander wechselwirken, also Krafte aufeinander ausiiben. Wir indizieren die Punkte durch
1 =1,2,..., N und bezeichnen die Masse des i-ten Punkts mit m,; die Bewegung desselben sei

durch eine Kurve v; : R — Ej3 gegeben. Die Bewegung des Gesamtsystems ist dann die Abbildung
R — By x By x - x By = (Eg)™,  te (n(t),7(t), ..., (t). (1.25)
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_ Fiir den Fall des eben eingefiihrten N-Korpersystems lautet

das 2. Newtonsche Gesetz (auch Bewegungsgesetz genannt):

mz<’71<t)7.> :Fi('yl(t)w"77N(t)"71(t)7'"77N(t);t) (izlv"wN)' (1'26)

Hierbei steht F; fiir die (fundamental als Linearform F; : 1 — R erklirte) Kraft auf den i-
ten Punkt. Nach dem Bewegungsgesetz ist diese Kraft gleich der ins Euklidische Skalarprodukt
eingesetzten und mit der (trdgen) Masse m; multiplizierten Beschleunigung des i-ten Punkts.
Die zur Zeit t wirkenden Krafte F; sind im allgemeinen abhangig von den Orten ~y,...,vyy der
Massenpunkte zur Zeit t, von ihren Geschwindigkeiten 4y, ..., ¥y zur Zeit ¢, und von der Zeit ¢

selbst. Von den Beschleunigungen und hoheren Zeitableitungen hangen die Krafte nicht ab.

_ Unter dem Zustand des N-Korpersystems verstehen wir die

Gesamtheit seiner Orte 71, ...,y und Geschwindigkeiten ~q,...,Jy. Mit dieser Vokabel (und
gewissen Einschrankungen an die Krafte, so dass der einschlagige Existenz- und Eindeutigkeitssatz
aus der Losungstheorie fiir Differentialgleichungen anwendbar wird) resultiert aus dem Newton-
schen Bewegungsgesetz das Prinzip der Determiniertheit: die Bewegung eines N-Korpersystems

ist durch seinen Anfangszustand (d.h. den Zustand zu einer Anfangszeit to) véllig bestimmd.

1.5 Galileisches Relativitatsprinzip

Ausgestattet mit dem in Abschnitt 1.3 erarbeiteten Versténdnis der Galilei-Gruppe (und unter Zu-
grundelegung des Galilei-Modells fiir den Raum und die Zeit) formulieren wir jetzt das Galileische

Relativitatsprinzip:

Die Naturgesetze sind Galﬂei—invariant.‘ (1.27)

(Galilei-Invarianz meint hier die Invarianz unter der Wirkung aller Galilei-Transformationen.)
Dieses Prinzip wollen wir anhand des Newtonschen Bewegungsgesetzes fiir N-Korpersysteme er-

lautern. Sei dazu
vt (), n(t) (1.28)

eine N-Korperbewegung, die dem Newtonschen Bewegungsgesetz gentigt, d.h. die Differentialglei-
chung (1.26) 16st. Dann verlangt das Galileische Relativitatsprinzip, dass mit der Bewegung -y
auch jede Galilei-transformierte Bewegung g o v eine Losung von (1.26) ist.

Um dieses Postulat konkret umzusetzen, miissen wir verstehen, was genau mit g o v gemeint
ist und was mit den Kréften F; auf der rechten Seite von (1.26) unter Galilei-Transformationen
passiert. Leider gestalten sich die notigen Erlauterungen etwas umstandlich, wenn wir an der ko-
ordinatenfreien Formulierung festhalten. (Wir haben die allgemeine Galilei-Transformation (1.8)
in (B3 x R)-Zerlegung anzuwenden. Das geht mittels (1.18) schneller als mittels (1.14), wo zum
angegebenen linearen Teil noch der konstante, translatorische Anteil hinzuzufiigen wére.) Aus
diesem Grund — und auch aus anderen auf der Hand liegenden padagogischen Griinden — begehen

wir hier den Stilbruch, zur koordinatenabhéngigen Formulierung zu wechseln.
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_ Seien also z,, die affinen Koordinaten zu einem fest gewahlten Galilei-

System {0;eg, €1, e2,e3}. Wir setzen zy = ¢ und schreiben (1.18) in Matrix- und Spaltenvektor-
Notation um:

gt=t+b, ¢g'x=Rx+wt+a. (1.29)

Die neuen Symbole stehen fiir

Ty Ri1 Ria Ris wq a1
x=|x|, R=|Rn Ryp Rp|, w=|w]|, a=|a], (1-30)
xs3 R31 R3p Rss w3 as

und b = ag. Natiirlich ist x ein Spaltenvektor von Koordinatenfunktionen, w € R?® hingegen ein

Spaltenvektor von Zahlen. Weiter setzen wir
r; =XO0"%. (1.31)

Per Konstruktion ist jedes r; (i = 1,..., N) eine Abbildung r; : R — R3. Die Geschwindigkeit ¥;

und Beschleunigung ; des i-ten Punkts werden jetzt ausgedriickt durch
() = (dx)e(Fi(t)), Ti(t) = (dx)e(5i(t))- (1.32)
Auflerdem rechnen wir die Kraftformen F; € V' in Spaltenvektoren F; € R?® um:
F;=: (F,,¢) und F;:=(dx).(F). (1.33)
Das Newtonsche Bewegungsgesetz nimmt dann die folgende Gestalt an:
m; t5(t) = Fi(ry(t),...,en(t), 71(2), ..., tn(t); 1) (i=1,...,N). (1.34)

Eine Galilei-Transformation g wirkt auf Zeit, Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung in dieser

Koordinatendarstellung wie

_ Wir sind jetzt fast soweit, dass wir eine konkrete Folgerung aus dem

Galileischen Relativitatsprinzip fir N-Korpersysteme ziehen konnen. Als letzte Vorbereitung
benotigen wir hierzu noch eine Definition: ein N-Korpersystem heifit abgeschlossen, wenn die
Krifte, die zwischen den N Korpern des Systems und weiteren (in der mathematischen Beschrei-
bung nicht explizit enthaltenen) Koérpern wirken, vernachléssigt werden konnen. Zum Beispiel
darf die Erde fiir manche Zwecke (wenn die Gezeitenwirkung des Mondes keine Rolle spielt, usw.)

in brauchbarer Naherung als abgeschlossenes N-Korpersystem betrachtet werden.

_ Die obige Rephrasierung des Galileischen Relativitatsprinzips,

namlich dass Losungen der Newtonschen Bewegungsgleichung (1.34) unter Galilei-Transformatio-
nen wieder Losungen ergeben miissen, trifft genau gesprochen dann und nur dann zu, wenn das

N-Korpersystem abgeschlossen ist. Unter der Annahme der Abgeschlossenheit stellen wir jetzt
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eine Bedingung auf, welche die Form der zwischen den N Korpern des Systems wirkenden Krafte
einschrankt. Dazu setzen wir die allgemeine Galilei-Transformation in Koordinatendarstellung
(1.35) in die Newtonsche Bewegungsgleichung (1.34) ein und multiplizieren beide Seiten der Glei-
chung mit R~!. Aus dem Galileischen Relativitatsprinzip folgt dann die Bedingung

Fi<I'1,...,FN,f‘17...,f'N;t) =

R 'Fi(Rr; +wt+a,...,Rry +wt+a, Rty +w,...,Rtn +w;t+D) (1.36)

an die Kréfte eines abgeschlossenen Systems. In der Tat wird hierdurch gesichert, dass zwischen
Losungen und Galilei-transformierten Losungen eine Eins-zu-Eins-Korrespondenz besteht, wie es
das Relativitatsprinzip verlangt. Mathematisch gesprochen besagt (1.36), dass die Krafte F;
dquivariant bezliglich Galilei-Transformationen (kurz: Galilei-dquivariant) sein miissen.

Zum Ausschlachten der Bedingung (1.36) ist es geschickt, 'Spezialisierungen auf geeignete
Untergruppen der Galilei-Gruppe vorzunehmen: (i) Aus der Invarianz unter Zeittranslationen
t — t + b folgt sofort, dass die Kréfte F; nicht explizit von der Zeit abhéngen. (ii) Aus der
Invarianz unter Raumtranslationen x — x + a folgt, dass die F; von den Orten nur tiber deren
Differenzen r; — r; abhéngen. (iii) Nimmt man jetzt noch die Invarianz unter speziellen Galilei-
Transformationen x — x 4+ wt hinzu, dann folgt, dass die F; auch von den Geschwindigkeiten nur
iber deren Differenzen r; — r; abhéngen. (iv) Aus der Aquivarianz beziiglich Drehungen R folgt,

dass sich F; kurz gesagt “wie ein Vektor transformiert”.

Erganzung. Um die letzte Aussage zu vertiefen, betrachten wir ein abgeschlossenes System von
2 Punkten, r; und ry. Infolge der Invarianz unter Zeittranslationen, Raumtranslationen und
speziellen Galilei-Transformationen existiert nach dem Obigen eine Funktion ® : R? x R?® — R3,

welche die funktionale Abhangigkeit von F15 folgendermaflen ausdriickt:
Fio(ry, 12,11, 19;1) = ®(r) — 19,1 — Ig). (1.37)
Die geforderte Dreh-Aquivarianz impliziert dann fiir die Hilfsfunktion ® die Bedingung
R®(u,v) = ®(Ru, Rv). (1.38)
Hieraus folgt (unter Zuhilfenahme der Theorie von Invarianten der Drehgruppe)
O (u,v) = upi(u,v) +vea(u,v), (1.39)

mit zwei drehinvarianten Funktionen ¢; (j = 1,2), die nur vom Abstand |u| = |r; — ry|, vom
Absolutbetrag der Geschwindigkeitsdifferenz |v| = [f; — f3| und vom Skalarprodukt (u,v) =

(r; — ry, ¥ — I'y) abhéngen. Im Fall einer geschwindigkeitsunabhéngigen Kraft resultiert
Fip = (r1 —12) (|11 — 12). (1.40)

Beispiel. Nach dem universellen Gravitationsgesetz von Newton wirkt zwischen zwei Punkt-

massen die Kraft

F12 = — Gm1m2 n-h (141)

|I‘1—I'23'
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1.6 Erhaltungssatze im abgeschlossenen N-Korpersystem

Nach dem obigen Ausflug in die Koordinatensprache setzen wir unsere koordinatenunabhéngige
Untersuchung von N-Korpersystemen fort und setzen Abgeschlossenheit fiirs erste nicht voraus.

Wie zuvor bezeichnen wir Bahnkurven mit ¢ — 7(t) € Es.

1.6.1 Impuls- und Schwerpunktsatz

Definition.| Ein Punkt der Masse m am Ort «(¢) mit der Geschwindigkeit v = 4 hat den Impuls

p = (mv,-). Der Gesamtimpuls eines Systems von Massenpunkten ist die Summe P =), p;.

Bemerkung. Geschwindigkeit ist ein Vektor (oder kontravarianter Vektor) v € V' im Vektorraum
der Raumtranslationen V ~ R3. Hingegen ist Impuls eine Linearform oder kovarianter Vektor,
p € V* (Dualraum). Fiir die invariante Paarung zwischen der Linearform p und dem Vektor v

schreiben wir

VixV =R, (p,v)—=pv)=p-v=pot, (1.42)

wobei im letzten Ausdruck die Summenkonvention gilt, d.h. es wird tiber das Produkt der Kom-
ponenten bzgl. einer Basis von V' bzw. der Dualbasis von V* summiert (a = 1,2,3). O

Das Newtonsche Bewegungsgesetz lautet p = F. Die Zeitableitung des Impulses ist also
gleich der Kraft (ebenfalls eine Linearform). Fiir ein System von N Massenpunkten haben wir N

Gleichungen
pi=F (i=1,...,N). (1.43)

Es ist nun zweckmafig, die auf den i-ten Massenpunkt wirkende Kraft F; in zwei Teile aufzuspalten:
einen internen Anteil, der von den iibrigen N — 1 Massenpunkten des Systems an den Orten v;(?)
(j # i) herrtihrt, und einen externen Anteil, der mogliche Kraftwirkungen von auflerhalb des
Systems berticksichtigt. Wir schreiben F;; fiir die Kraft des j-ten Punkts auf den i-ten Punkt.
Die auf den i-ten Punkt wirkenden externen Kréfte fassen wir in F,*** zusammen. Die Newtonsche

Bewegungsgleichung (1.43) fiir den i-ten Massenpunkt lautet dann

pi=Y  Fy+ F>. (1.44)
J#i

An dieser Stelle ist ein Einschub fallig.

Actio = Reactio.| In seinen Principia schreibt Newton: “Krafte treten immer paarweise auf.

Ubt ein Korper A auf einen Korper B eine Kraft aus (actio), so wirkt eine gleich grofie, aber

7

entgegen gerichtete Kraft von Kérper B auf Koérper A (reactio).” Diese Aussage heifit auch das

3. Newtonsche Gesetz. In unserem Kontext wird es durch die folgende Formel ausgedriickt:

Fij = —Fjil. (1.45)

Das dritte ist vielleicht das tiefste der Newtonschen Gesetze; jedenfalls behélt es (richtig inter-

pretiert) seine Giiltigkeit auch auBlerhalb des Giiltigkeitsbereichs der Newtonschen Mechanik.
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_ Fiir identische Teilchen folgt (1.45) aus (1.39) in Verbindung mit der Symmetrie

unter Teilchenaustausch.

_ Summieren wir nun beide Seiten von (1.44) iiber den Korperindex i und beniitzen

F;; = —F};, so erhalten wir
N
P=> F™. (1.46)
i=1
Die Zeitableitung des Gesamtimpulses eines Systems ist also gleich der Summe der auf seine Punkte

wirkenden aufleren Krafte. Da die aufleren Kréfte fiir ein abgeschlossenes System verschwinden,

folgt der Impulssatz:

‘Der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems ist erhalten. (1.47)

_ Der Schwerpunkt I" eines Systems von Massen my, ..., my bestimmt sich als Losung
der Gleichung

N
S miy - T) =0, (1.48)
i=1
d.h. die mit den Massen m,; gewichtete Summe von Differenzvektoren ; — I' verschwindet.

_ Durch zweimaliges Differenzieren der Gleichung (1.48) nach der Zeit und

Einsetzen ins Skalarprodukt entsteht (mit M = > m,; der Gesamtmasse)

(MT, ) = Z(mﬂz’ ;) = sz = ZFieXt- (1.49)

% 7

Offenbar bewegt sich der Schwerpunkt eines N-Korpersystems so, als ob alle Massen an ihm
konzentriert waren und alle aufleren Krafte an ihm angreifen wiirden. Fir ein abgeschlossenes

System (Et = 0) folgt I' = 0 und somit
I'(t) = T'(0) 4 t1(0). (1.50)

Dieses Resultat nennt man den Schwerpunktsatz:

Der Schwerpunkt eines abgeschlossenen Systems bewegt sich gleichformig geradlinig. ‘ (1.51)

1.6.2 Drehimpulssatz

In jedem Euklidischen Vektorraum V hat man durch die Operation des Einsetzens ins Euklidi-
sche Skalarprodukt einen kanonischen Isomorphismus zwischen Vektoren und Linearformen. Im

Folgenden bezeichnen wir diesen Isomorphismus mit Z; also

Z:V =V v (v,-)=Z(v). (1.52)

_ In aller Kiirze nehmen wir hier etwas vorweg, was im Kapitel tiber

starre Korper ausfiihrlich behandelt werden wird. Wie wir schon wissen, ist eine Drehung eine
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lineare Abbildung R : V — V, welche das Skalarprodukt erhélt: (Rv, Rv') = (v,v’). Betrachten

wir nun eine 1-Parametergruppe von Drehungen R = exp(pX) mit Generator X, so gilt
(e#Xv,e#%0") = (v,0) (1.53)

fiir alle Drehwinkel ¢ (und alle v,v" € V'). Indem wir diese Beziehung nach ¢ an der Stelle ¢ =0

differenzieren, erhalten wir

(Xv,v") + (v, X0") = 0. (1.54)

- Das Tensorprodukt V' ® V* taugt bekanntlich als Modell fiir die linearen Abbildungen
End(V). Zeige, dass jedes X € V ® V* ~ End(V) der Form

X=u®ZI{)—u oI(u) (1.55)

die Gleichung (1.54) 16st, also der Generator einer Drehung von V ist.

_ Wihle einen Referenzpunkt o des Euklidischen Raumes. Der Drehimpuls (bzgl. o)
eines Massenpunkts am Ort v mit dem Impuls p = Z(m+) ist der durch

(=pRq—TI(Q) @I (p), q¢=~—o, (1.56)

erklérte Tensor zweiter Stufe £ € V* ® V. Der Gesamtdrehimpuls (bzgl. o) eines Systems von N

Massenpunkten an den Orten 7; mit Impulsen p; = Z(m;5;) ist die Summe

L= ie = i (P ®a—Z(g) T '(03)), @ = —o. (1.57)
ot ﬁm .
o
\ \q)/ §® e
LGP

_ (i) Es ist zu beachten, dass der Drehimpuls iiber die Differenzvektoren ¢; = v, —o
von der Wahl des Bezugspunkts o abhingt. Andert man den Bezugspunkt, so dndert sich der

Drehimpuls. (ii) Mit der obigen Aufgabe (und der offensichtlichen Transkription V' «» V*) lésst
sich der Drehimpuls L € V*®@V ~ End(V*) als der Generator einer Drehung von V* interpretieren.
(iii) Der Drehimpuls ist in Euklidischen Rédumen beliebiger Dimension (nicht nur im Ej3) definiert.
(iv) Die obige Definition stimmt nur fiir Kréfte, die von der Geschwindigkeit unabhéngig sind.

Wir setzen deshalb im Folgenden geschwindigkeitsunabhéngige Krafte voraus.

- Im F3 hat man eine alternative Formel fiir den Drehimpuls. Zeige mit dem Ortsvektor
r; von Abschnitt 1.5 und dem entsprechenden Impulsvektor p;, dass der ebenfalls als Vektor

aufgefasste Drehimpuls 1; als Vektorprodukt geschrieben werden kann:
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Drehimpulssatz. Wir differenzieren den Drehimpuls des i-ten Punkts nach der Zeit. Von den
vier entstehenden Termen heben sich die zwei mit ¢; wegen Z(mg;) = p; weg. Unter Verwendung
von p; = F; resultiert

éi =pi ® ¢ —I(q) ®I_1(Pz‘) = Di, (1.59)

wobei D; das am Punkt ¢ angreifende Drehmoment bzgl. o ist:
Di=F,®q—T(q) L (F). (1.60)

Wir beniitzen jetzt wieder die Zerlegung der Kraft (F; =3, ; Fi; + ™) und summieren iiber i.
Zunéchst betrachten wir den Beitrag zu L = ) ¢; von den inneren Kréften F; :

Y (Fjoa—Ta) 9T '(Fy) =) (Fy© (6 —q¢) —T(a—¢) ®T(Fy)) .

i i<j
Der rechte Ausdruck resultiert aus dem linken durch Verwenden von Fj; = —Fj; und paarweises
Zusammenfassen von Termen. Dieser rechte Ausdruck verschwindet, denn fiir geschwindigkeits-
unabhéngige Kréfte gilt nach Gleichung (1.40) die lineare Abhéngigkeit F;; o< Z(¢; — ¢;). Somit

tragen nur die duferen Krifte zu L bei, und es entsteht
N
L=) D7, Di=F*®q-I(q)oI (F™). (1.61)
i=1

Die Zeitableitung des Gesamtdrehimpulses (bzgl. 0) ist also gleich der Summe der &ufieren Drehmo-

mente (bzgl. 0). Als Korollar folgt der Drehimpulssatz:

’Der Gesamtdrehimpuls eines abgeschlossenen Systems ist erhalten.‘ (1.62)

Aufgabe. Verschwindet der Gesamtimpuls P eines N-Korpersystems, so ist sein Gesamtdrehim-

puls L von der Wahl des Bezugspunkts o unabhéangig.

1.6.3 Energiesatz

Als letzten Erhaltungssatz des abgeschlossenen N-Korpersystems behandeln wir den Energiesatz.
Fiir diesen Zweck wollen wir annehmen, dass die inneren Kréfte konservativ sind. (Der Energiesatz
fiir den Fall allgemeiner Kraftformen wird in der Lagrange- und Hamilton-Mechanik aufgestellt.)

Wir setzen

Ej=—=(diUij) iy Uiv) =0(n—vl) (¢ Ry = R), (1.63)
wobei d;U;; das Differential der Funktion U;; : E3 x E3 — R beziiglich des linken Orts bezeichnet.

Definition.| Die kinetische Energie eines Punkts ; der Masse m; ist durch %mim 2 = %mi(%, i)

gegeben. Die kinetische Energie eines Systems ist 7' = 1 ZZ]\LI mg| 2. O

Durch Bilden der Zeitableitung der kinetischen Energie und Verwenden der Newtonschen Bewe-

gungsgleichung erhalten wir

N

N
d_T _ Z<m’%’%> _ ZFZ e (1.64)
i=1

=1
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Um den Beitrag von den inneren Kréften ), 4 Fij zu berechnen, bentitzen wir die Kettenregel:

(di Uij) (i) = (@) 1y, 0 d| @ =5 = —(d; Uji) (3, 0) -

Hiermit gilt

. . . d dU
ZFij Vi = o Z(dz Uig) iy - (i = V) = — Z(d@mwﬂ %’% — 5l = T
i#j i<j i<j
wobei U =}, _.Uj; die (innere) potentielle Energie des Systems heiBit. Insgesamt haben wir
dT/dt = —(dU/dt) + > F;™* - 4; oder mit der Gesamtenergie E =T + U:
dE
— = F& 5, 1.65
o 2 Rt (1.65)

Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie eines Systems ist also gleich der Summe der Leistungen

der duBeren Kréfte an seinen Punkten. Durch Spezialisierung folgt der Energiesatz:

Die Gesamtenergie eines abgeschlossenen Systems ist erhalten. (1.66)

Mitteilung. Es wurde gezeigt, dass abgeschlossene Systeme mindestens 10 erhaltene Grofien
haben; es sind dies die Energie F und die (jeweils drei) Komponenten des Drehimpulses L, des
Impulses P und des Schwerpunkts I' — ¢t Z~*(P)/M im Ruhesystem. Wie spiter im Kontext des
Noether-Theorems (“Symmetrien bedingen Erhaltungsséitze und umgekehrt”) erlautert werden
wird, erwartet man genau diese Mindestzahl — namlich zehn — wegen der Giiltigkeit des Galileischen

Relativitatsprinzips fiir abgeschlossene Systeme und der 10-Parametrigkeit der Galilei-Gruppe.

1.7 Hamiltonsche Systeme

(Auszug aus der Straumannschen Adaption, Seiten 35-50, des Textbuches von Arnold, Gewo6hnliche

Differentialgleichungen, Springer 1980.)

Definition. Ist auf einem Teilraum M C R” ein zeitabhangiges Vektorfeld X gegeben,

X: MxR—=R" (x,t)— X(zx,t), (1.67)
so heifit die Gleichung & = X (x,t) — in Komponenten ausgedriickt:

;= Xi(x1, ..., 2, t) (1=1,...,n), (1.68)

ein dynamisches System. Eine differenzierbare Abbildung v : I = [a,b] C R — M heifit Ldsung
des dynamischen Systems, wenn fiir alle ¢ € I die Bezichung 4(¢) = X (y(t),t) erfiillt ist. Der
Graph von 7 heifit dann eine Integralkurve des Vektorfeldes X. [J

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen sind Differentialgleichungen von zweiter Ordnung in

der Zeit. Jedoch nehmen sie die Form eines dynamischen Systems geméafl der obigen Definition
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an, wenn wir sie folgendermaflen aufschreiben. Wir verwenden die Koordinatendarstellung von

Abschnitt 1.5, also r; = x o ; und p; = m,r; . Die Bewegungsgleichungen lauten dann
rZ:pZ/mZ, pi:Fi(rl,...,rN,pl/ml,...,pN/mN,t) (lzl,,N> (169)

wir jetzt di 0 1,...TN,P1,...,PN ZU €i 0 7
Fassen wir jetzt die Groflen rq,...ry,p1,. .., u einer GroBe = € R zusammen, so entsteht

ein dynamisches System (1.68) mit n = 6.

Der Raum, den die Gesamtheit aller Orte und Impulse durchlauft, heiit Phasenraum. Der
Phasenraum hat immer gerade Dimension: n = dim M = 2f. Die Zahl f der Ortskoordinaten
heifit auch die Zahl der Freiheitsgrade. Fiir ein System von N Punkten im FEj ist f = 3N. Fir
ein System von N Punkten im E3 mit Zwangsbedingungen (siehe spéter) ist f < 3N.

Definition. Fin Vektorfeld Xy der speziellen Form

X, _ (2. om _oH _oH
A Oxfﬂ"”’@mf’ 61’1’”'7 8xf

(1.70)

mit H einer differenzierbaren Funktion H : U C R?/ x R — R heifit Hamiltonsch. Das zugehorige
dynamische System & = Xy (z,t) heiit Hamiltonsches System (mit Hamilton-Funktion H).

Beispiel. Ein System von N Punkten r = (rj,...,ry) mit Impulsen p = (pi,...,py) und

konservativen Kraften F; = —grad, U ist Hamiltonsch mit der Energie
= |p|*
H t) = - U 1.71
i) = > L) (1.71)

als Hamilton-Funktion. In diesem Fall hangt H nicht explizit von der Zeit ab.

Als besonders einfachen Spezialfall betrachten wir den harmonischen Oszillator fiir f = 1. In

diesem Fall sind die Hamilton-Funktion H und das Hamiltonsche Vektorfeld Xy gegeben durch

2
P moo 9 OH oH <p 2 )

H(q,p) = —+ — , Xp=|—/—,—7)=(—,— . 1.72

(@,p) = 5~ + 5w H <8p 9 W'y (1.72)

Das dynamische System ¢ = p/m, p = —mw?q erkennt man nach Elimination von p als die

Bewegungsgleichung ¢ = —w?q des eindimensionalen harmonischen Oszillators mit Schwingungs-

frequenz w. Das folgende Bild deutet das Vektorfeld Xy graphisch an:
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_ Das dynamische System zu einem zeitunabhéngigen (bzw. zeitabhéngigen) Vektor-
feld X : M — R" (bzw. X : M x R — R") heifit autonom (bzw. nichtautonom). Unter
dem erweiterten Phasenraum versteht man das direkte Produkt M x R. Ist v : I — M eine

Integralkurve von X, so heifit die Punktmenge {7(75) ‘ tel } C M eine Phasenbahn.

/ Integralkurve (=Graph vony )
[
Phasen- t
bahn —
\—V‘J
V I

_ Jedes nichtautonome System & = X (z,t) hat im erweiterten Phasenraum M x R

die autonome Erweiterung i = X (z,t), t = 1.

_ Gegeben sei ein zeitunabhangiges Vektorfeld X auf M C R" und ein Punkt z( €
M. Unter einem lokalen Fluss, der durch das Vektorfeld X in einer Umgebung von xy bestimmt
wird, versteht man ein Tripel (I,Up, ¢), das aus einem Intervall I = [—¢, +¢|, einer Umgebung U

von o und einer Abbildung ¢ : Uy x I — M besteht, wobei die folgenden Eigenschaften gelten:

(1) Fiir festes ¢t € I ist die durch ¢,(z) := ¢(x,t) definierte Abbildung ¢, : Uy — ¢(Uy) C M

ein Diffeomorphismus.

(2) Fiir festes © € Uy ist die durch (t) := ¢(z,t) definierte Abbildung v : I — M eine Losung
von & = X (z) zur Anfangsbedingung ~(0) = x.

(3) Es gilt (lokal): ¢s(¢¢(z)) = dsre(x).

(i) Eigenschaft (2) impliziert insbesondere ¢(x,0) = z, d.h. ¢y = Id.

(ii) Wenn wir eine feste Zeitspanne ¢ vorgeben und fragen, wohin ein beliebiger Punkt = € U
in dieser Zeitspanne unter der durch & = X (x) determinierten Bewegung wandert, dann
liefert ¢y = ¢(e,t) hierzu die Antwort: x +— ¢y(x). Wenn wir andererseits einen festen
Punkt x vorgeben (zur Zeit t = 0) und wissen wollen, welcher Phasenbahn er folgt, dann ist
dies gerade die Kurve v(t) = ¢(z,t). In diesem Sinn beinhaltet ¢ die (lokal) vollstédndige

Beschreibung der Losungen von & = X (z).

(iii) Eigenschaft (3) sagt aus, dass die Diffeomorphismen ¢, eine (lokale) 1-parametrige Gruppe

mit neutralem Element ¢y bilden.

(iv) Das Wort “Fluss” erklart sich daraus, dass wir die den Integralkurven von X folgende

Bewegung von Punkten x durch M als das Flieflen einer Stromung auffassen kénnen.
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(v) Mitteilung. In der Theorie der Differentialgleichungen lernt man, dass das Vektorfeld X

einen lokalen Fluss in einer Umgebung jedes Punktes zy € M bestimmt.

_ Der auf einem affinen Raum durch das konstante Vektorfeld X (z) = v bestimmte
Fluss ist ¢(x,t) = x + vt.

_ Der durch das Hamiltonsche Vektorfeld Xy = (p/m, —mw?q) des eindimensionalen

harmonischen Oszillators bestimmte Fluss ist

(g, p,t) = (q coswt + ?_in wt , —mwq sin wt + p cos wt) ) (1.73)
mw

Das “Flieflen der Stromung” sieht hier folgendermaflen aus:

p/m

-
]

wq

NS

1.8 Autonome Hamiltonsche Systeme mit einem Freiheitsgrad

(Straumann, Seiten 50ff.)
In Vorbereitung auf das eigentliche Thema dieses Abschnitts _Wir die Losung v eines

autonomen Systems fiir n = 1,

T = X(z) (1.74)
zu einer Anfangsbedingung ~y(to) = x .
(i) Wenn X (z9) = 0 gilt, dann ist die Losung durch ~(t) = zo gegeben.

(i) Sei jetzt X (x) # 0. Wegen (to) = X (x¢) # 0 existiert nach dem Hauptsatz tiber implizite
Funktionen die Umkehrfunktion ¢ = 7(x) zu = v(¢) in einer hinreichend kleinen Umgebung
von zy . Diese Funktion erfilllt d7(z)/dx = 1/X(x), und Integration dieser Beziehung liefert

T(z) — 7(70) = %

zo

(1.75)

Damit ist das Problem der Lésung von (1.74) auf eine Quadratur (d.h. die Berechnung eines

unbestimmten Integrals) und die Umkehrung einer Funktion zuriickgefiihrt. [

Nun betrachten wir das zur Newtonschen Bewegungsgleichung mg = F'(¢q) aquivalente autonome

System
. p .
=L = F(q). 1.
i=—, p=1I) (1.76)
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Mit F(q) = —U’(q) und H(q,p) = p*/2m + U(q) wird dies zu

OH oH
g op’ P dq (1.77)

Wenn wir jetzt noch x = (¢, p) und Xy = (0H/0p, —0H /0q) setzen, dann nimmt dies die Gestalt

& = Xpy(x) eines autonomen dynamischen Systems fiir n = 2 an.

_ Sei E die Energie langs einer Losung ¢ — v(t) des Hamiltonschen Systems, also

E(t) = (Hon)(t) = H(q(t),p(t)). (1.78)

Die Zeitableitung E (ausfiihrlich: totale Zeitableitung) der Energie ist

dE_@H,+8H.+8H_8H8H+8H _OH _0 (1.79)
it ag TP T o Tag ap T ap \aq) '
Es folgt der Energiesatz FE(t) = (H o)(t) = const; oder in Worten:
’Die Energie eines autonomen Hamiltonschen Systems ist erhalten. ‘ (1.80)

_ Die Punktmenge {(q,p) € R? | H(q,p) = E} heiit die Niveaukurve von H zur
Energie E. (Fir f > 1 spricht man von Niveauflachen der Energie.) [

Mit Hilfe des Energiesatzes und des Begriffs von Niveaukurven kénnen wir die Losungen von (1.77)

mit dem eingangs beschriebenen Verfahren konstruieren. Dazu vorweg noch die

_ Sei f: M C R"™ — R eine differenzierbare Funktion. Ein Punkt x € M, in dem gilt
(df). = 0, heiit kritischer Punkt von f.

_ Offensichtlich fallen die Nullstellen des Vektorfeldes Xy mit den kritischen
Punkten von H zusammen. In einer Umgebung jedes nichtkritischen Punktes (qo,po) ist nach
dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen die Energieniveaukurve glatt. Lokal kénnen wir dann
die Gleichung F = H (g, p) nach dem Impuls oder dem Ort auflésen, p = f(q, E) oder ¢ = g(p, E),

und die Auflésefunktion in die erste bzw. zweite Gleichung von (1.77) einsetzen:

oH oH
] = — E d )= —— E),p). 1.81
0=, (@ /(@ 5) oder p=—7"(s(a.L).p) (1.81)
Beide Probleme sind von der eindimensionalen Form (1.74) und lassen sich somit wie oben be-
schrieben durch Quadratur und Umkehrung einer Funktion 16sen. Das erste Verfahren funktioniert

fiir po # 0, das zweite fiir U'(go) # 0.

_ Einen Uberblick iiber das qualitative Verhalten der Losungen liefert das so-
genannte Phasenportrdt. Zunichst einmal erkliren wir den Definitionsbereich M C R? der
Hamilton-Funktion zum Phasenraum des Hamiltonschen Systems. Fiir eine Losung t — ~(t) =
(¢(t),p(t)) von (1.77) zur Anfangsbedingung (qo, po) zur Zeit to liegt y(t) fiir alle Zeiten ¢ in der
die Anfangsbedingung (qo, po) enthaltenden Zusammenhangskomponente der Energieniveaukurve
zu B = H(qo,po), d.h. die Phasenbahnen fallen mit den Zusammenhangskomponenten der En-

ergieniveaukurve zusammen. Fiir die Phasenbahnen bestehen demnach folgende Moglichkeiten:
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(A) Die Phasenbahn fallt mit einem kritischen Punkt zusammen.
Andernfalls ist die Phasenbahn eine glatte Kurve, welche

(B) geschlossen ist, ohne durch einen kritischen Punkt zu laufen;
(C) beidseitig ins Unendliche lauft, ohne einen kritischen Punkt zu treffen;
(D) einseitig ins Unendliche lauft und im Endlichen in einem kritischen Punkt endet;

(E) beidseitig in einem (nicht notwendig demselben) kritischen Punkt endet.

Bemerkungen. Der Fall (A) entspricht einer stabilen oder instabilen Gleichgewichtslage. Im
Fall (B) ist die Bewegung periodisch. In den Féllen (C) bis (E) erreicht oder verldsst die Losung
v(t) den kritischen Punkt nicht in endlicher Zeit. O

Die folgende Figur zeigt das Phasenportrat fiir H(q,p) = p?/2m + U(q) und U(q) wie skizziert.
Die Niveaukurven sind gegeben durch p = j:\/ 2m (E -U (q)) und die kritischen Punkte von H
durch p=0=U'(q).

AAAAIYYYY

Das Verhalten in der N&he eines kritischen Punktes (qo,po = 0), U'(¢o) = 0 untersuchen wir

gesondert. Dazu entwickeln wir U(q) in eine Taylorreihe um g = qo:

U(a) = Ulan) + 5 U"(ao) g = ao)? + - (1.82)

Wir betrachten nur den nichtentarteten (generischen) Fall U”(qy) # 0. O.B.d.A. wahlen wir gy = 0
und U(qo) = 0. Die qualitativen Ziige des Phasenflusses nahe (g, po) = (0,0) werden dann richtig
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erfasst, wenn wir U(q) = kq*/2 setzen. Die Niveaukurven zu H(q,p) = p?/2m + kq?/2 sind
Ellipsen (bzw. Hyperbeln) fiir £ > 0 (bzw. k < 0).

k>0 k<0

)
&

N
PN

Der singulére Punkt A; (bzw. As) heifit auch elliptischer (bzw. hyperbolischer) Fixpunkt von Xpg.

Schwingungsdauer. Wir betrachten jetzt eine geschlossene Phasenbahn (Typ B von oben), d.h.

die Situation sei wie in der folgenden Skizze:

U(q)

da OB q

Die durch E = U(g;) bestimmten Punkte g4 und gp heiflen Umkehrpunkte. Die Dauer eines voll-
standigen Durchlaufs der Phasenbahn — z.B. ausgehend von (¢,p) = (¢a,0) iiber (¢g,0) zuriick
nach (q,p) = (qa,0) — heiBt Schwingungsdauer, 7. Als Funktion der Energie ist sie gegeben durch

ap(E) p
7(E) =2 d . (1.83)
2
wiey \m(E=U@)
Aufgabe. Die Phasenbahnen eines Hamiltonschen Systems mit Hamiltonfunktion
2
H(q,p)zg—erU(Q), Ulg) =aq", he2N, a>0, (1.84)

sind fiir alle Energien E > 0 geschlossen. Die Schwingungsdauer 7 variiert in diesem Fall mit der
Energie wie E~2%&. Insbesondere ist die Schwingungsdauer fiir den eindimensionalen harmoni-

schen Oszillator (h = 2) von der Energie unabhéngig: 7(F) = 27/w, mit der Oszillatorfrequenz

w = +/2a/m.
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1.9 Das Zweikorper-Problem mit Zentralkraften

Wir untersuchen hier die Newtonschen Bewegungsgleichungen

(mﬁ17'> = 9, <m2"§/2,-) = Iy, (1~85)

fiir ein abgeschlossenes System von zwei Punkten 7 (¢), 72(t) € E3 mit Massen m; bzw. ms . Dabei
treffen wir die Annahme, dass die Krafte Fio und F5; nicht von der Geschwindigkeit abhangen;

nach Abschnitt 1.5 sind sie dann von der Form

Fio = —Fy = —(diU)y, 5, = (d2U)r, 105 Ul71,72) = oI — 2l)- (1.86)

Wegen Fis o (71 — 72, ) spricht man auch von einer Zentralkraft.
Aus Abschnitt 1.6 wissen wir bereits, dass fiir solche Systeme zehn Erhaltungssitze gelten.
Durch konsequentes Ausnutzen all dieser Erhaltungssétze lasst sich das Problem der Losung der

Bewegungsgleichungen wieder auf Quadraturen zuriickfiihren.

1.9.1 Abtrennen der Schwerpunktbewegung

Der erste Schritt zur Losung besteht in der [Separation|von Schwerpunkt- und Relativbewegung.

Dazu erinnern wir an die Definition des Schwerpunkts I' durch
mi(y —T) +ma(y2 = 1) =0

und fithren den Orts(-differenz)vektor ¢ der Relativbewegung ein:

q="—"2- (1.87)
Die Umkehrtransformation hierzu lautet
m m
=D 24 . _p_ ™4 (1.88)
my + Mo my + ma m,
5
Q)
bl({) q({]
m

Nach dem Schwerpunktsatz fiir abgeschlossene Systeme (sieche Abschnitt 1.6.1) bewegt sich der

Schwerpunkt geradlinig und gleichformig: I' = 0. Hieraus folgt durch zweimaliges Differenzieren

der ersten Gleichung in (1.88) die Beziehung 4; = (m; + mz)~'my ¢ und somit

.. mim
<77/lq7 > = F’7 m = m, F = F12, (189)

wobei m die reduzierte Masse heifit. Da iiber die Schwerpunktsbewegung mit T'(£) = IT'(0) 4 ¢ T'(0)
bereits alles gesagt ist, verbleibt nur das Problem der Losung der Gleichungen (1.89) fiir die

Relativbewegung. Dieses ist losbar, weil neben der Energie auch der Drehimpuls erhalten ist.
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1.9.2 Invariante Ebene der Relativbewegung

Wir erinnern daran, dass der Drehimpuls L = L® von der Wahl eines Bezugspunkts o abhiingt.

_ Unter dem Drehimpuls der Relativbewegung versteht man den Gesamtdrehimpuls
LM beziiglich des Schwerpunkts I' = I'(t).

- Im betrachteten Fall von 2 Massenpunkten driickt sich der Gesamtdrehimpuls L = L1
beziiglich des Schwerpunkts I' durch

L=p®q—I(q) @I '(p) (1.90)

aus, wobei p = (mq,-) = Z(mgq) der Impuls der Relativbewegung ist. [J

Wie wir bereits wissen, gilt fiir ein abgeschlossenes System mit beliebig (aber fest) gewéhltem

Bezugspunkt o der Drehimpulssatz: L = 0. Aus der Transformationsformel
L =L 4L P [{t)—0)—ITt) —0) I Y(P) (P=p+p2) (1.91)
folgt mit P oc Z (F), dass auch der Drehimpuls L) der Relativbewegung erhalten ist: %L(F M) = 0.

- Verifiziere £ L") = 0 durch direkte Rechnung ausgehend von (1.90). O

Ab jetzt schreiben wir fiir den zeitlich konstanten Drehimpuls der Relativbewegung kurz L =
LT®) Wir betrachten nur den Fall L # 0 (denn andernfalls liegt geradlinige Bewegung vor und
wir konnen direkt so verfahren wie in Abschnitt 1.8.) Aus Abschnitt 1.6.2 wissen wir, dass der

Drehimpuls L : V* — V* als infinitesimale Drehung aufgefasst werden kann, also als Generator

einer 1-Parametergruppe von Drehungen R = e*’.

_ Im Fall von V ~ R? existiert zu jeder infinitesimalen Drehung L : V* — V* eine
Orthonormalbasis { f1, f2, f3} mit der Eigenschaft

Lfi=flL|, Lfs=-hlL|, Lfs=0. (1.92)

_ (i) Der Beweis dieser Tatsache wird im Kapitel {iber starre Korper geliefert. (ii)

Wir nennen die skalare GroBe |L| den Betrag des Drehimpulses L. (iii) Die Orthonormalbasis

{f1, f2, f3} ist nicht eindeutig bestimmt. Basisunabhéingig erklart ist der Kern von L,
A=kerL=R- f3, (1.93)

der wegen e*’ f3 = f5 die anschauliche Bedeutung einer Drehachse hat. Ebenfalls basisunabhingig

erklart ist das orthogonale Komplement von A, also die zur Drehachse A senkrechte Ebene,

At =spang{fi, fo}. O (1.94)

Nun folgt aus der Erhaltung des Drehimpulses L, dass auch die zu L assoziierte Ebene A+

erhalten ist, also nicht von der Zeit abhangt. Diese Ebene — genauer: ihr isomorphes Bild
E=T"YAYHcV (1.95)
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im Vektorraum V ~ R? der Raumtranslationen — nennen wir die invariante Ebene der Relativbe-

wegung; oder kiirzer: die Bewegungsebene, E.
- Jeder zu ¢ und Z7'(p) senkrechte Vektor in V' steht senkrecht auf E. [

Im Umkehrschluss folgt, dass p und Z(q) auf A senkrecht stehen, also in der invarianten Ebene
At liegen. Da die Linearformen p und Z(q) wegen L # 0 linear unabhiingig sind, spannen sie A+

auf. Die Bewegungsebene E wird durch die Vektoren ¢ und Z-!(p) aufgespannt.

>~

A e, = I-I({b)

-r

ot =
® i P
|:T]| = Q|(n E I (|Fl(ﬂ|)
q,®
1.9.3 Reduktion auf Radialbewegung 9, ® @)
Es ist nun zweckméfig, den zeitabhangigen Impuls in zwei orthogonale Anteile zu zerlegen:
p(t) =por(t) +py(t), pL(t)-qt)=0. (1.96)
p| bzw. py ist also die zu Z(q) parallele bzw. senkrechte Komponente von p.
- Das zeitabhangige Orthonormalsystem
Z(q(t)) pL(t)
|9(2)] pL(t)]
spannt die invariante Ebene A+ auf, und es gelten die Relationen
Lfi(t) = f2(0)|L],  Lfa(t) = = fr(®)[L], [L] = |q(t)| [pL(t)] = const. (1.98)

_ Die Gesamtenergie abgeschlossener Systeme ist bekanntlich erhalten.

Diese Aussage gilt fiir jedes Galilei-System, insbesondere gilt sie im Ruhesystem des Schwerpunkts.
Wir bezeichnen die Gesamtenergie im Ruhesystem des Schwerpunkts mit £ = F,.

Mit P = p; + p2 = 0 und p; = Z(myy1) = Z(mq) = p berechnet sich der kinetische Anteil von

Bt 70 2 2 2 2 2 2
1 1

i I N 2 Ty VN (1.99)

2mq 2mo mip Mgy 2 2m 2m 2m

Die Gesamtenergie ist
pl?

E=Fq.=— . 1.100
= 2 o(lq) (1.100)

Wir setzen jetzt r(t) := |q(t)| und 16sen die letzte Gleichung in (1.98) nach |p, | auf. Beniitzen wir

auch noch |p || = m7, so entsteht fiir die Gesamtenergie der Ausdruck
m .9 |L|?
E = 5" +V(r), V(r)= Sy + o(r). (1.101)

Die Funktion V(r) heiit das effektive Potential der Radialbewegung. Sie beinhaltet neben dem
eigentlichen Potential ¢ noch das Zentrifugalpotential |L|*/2mr?, welches abstoBend wirkt und fiir

r — 0 divergiert.
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Offenbar wird die gestellte Aufgabe durch das Ergebnis (1.101) auf ein autonomes Hamilton-
sches System mit einem einzigen Freiheitsgrad r reduziert. Letzteres ist von dem in Abschnitt 1.8

behandelten Typ und also iiber den Energiesatz durch Quadratur losbar:

/dt: \/g/\/%vm (1.102)

Aufgabe. Der in der Bewegungsebene E rotierende Differenzvektor ¢(t) = 71 (t)—72(t) tiberstreicht

in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

1.9.4 Untersuchung der Bahnkurven

(Arnold, Seiten 34 ff.)
Wir wéhlen feste Werte fiir den Betrag [ = |L| des Drehimpulses und die Energie £. Man kann sich
dann die zeitliche Anderung von r leicht veranschaulichen, indem man den Graphen des effektiven

Potentials V(r) zeichnet. Die nichste Figur zeigt V (r) fiir den Fall von ¢(r) = —a/r (o > 0).

V(] 12/ 2mr2

Alle Bahnkurven zu den vorgegebenen Werten von |L| und F liegen in dem durch die Ungleichung
V(r) < E definierten Gebiet. Auf dem Rand dieses Gebiets gilt V(r) = F und somit 7 = 0, d.h.
die Geschwindigkeit in Radialrichtung verschwindet dort. (Jedoch ist die totale Geschwindigkeit
der Relativbewegung auf diesem Rand im allgemeinen von Null verschieden.) Die Ungleichung
V(r) < E legt ein ringformiges Gebiet 0 < r; < r < ry < oo (oder mehrere solche Gebiete)
fest. Gilt 0 < ry < ry < 00, so ist die Bewegung beschrankt und spielt sich innerhalb des Rings
zwischen den Kreisen mit Radien r; und 79 ab. Der Verlauf einer Bahn ist in der nachsten Figur

skizziert:

Apozentrum Apozentrum
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Wir bezeichnen den Winkel zwischen ¢(0) und ¢(¢) mit ¢. Da dieser Winkel eine monotone
Funktion der Zeit ist, konnen wir ihn zur Parametrisierung der Bahnkurven verwenden. Die
Bestimmung der (auf die Radialrichtung projezierten) Bahnkurve r(y) erfolgt am schnellsten

direkt, indem man die Zeit eliminiert:

dr 7 mr: . mr? |2

PR AT E@—me (1.103)

was auf die folgende Quadratur fiihrt:

/ﬁ¢=|M dr (1.104)

Vem ) r2\JE—-V(r)

Wahrend sich der Winkel ¢ monoton andert, oszilliert r periodisch zwischen r; und r,. Die

Punkte, wo r = ry (r = ry) gilt, heiflen perizentral (bzw. apozentral).

- Jeder Strahl vom Nullpunkt der Bewegungsebene E durch einen perizentralen oder

apozentralen Punkt ist eine Symmetrieachse der Bahn. [J

Die Bahn ist im allgemeinen nicht geschlossen: der Winkel Ay zwischen aufeinander folgenden

Perizentren und Apozentren ist durch

L dr

gegeben. Der Winkel zwischen sukzessiven Perizentren ist doppelt so gro. Die Bahn ist genau

Ap = (1.105)

dann geschlossen, wenn 2Ap kommensurabel mit 27 ist, d.h. fir 2A¢ = 27m/n mit m,n € Z.
Fir r; = ry liegt Entartung zu einer Kreisbahn vor.

Wir betrachten jetzt noch den Fall ro = co. Wenn lim, o, ¢(7) = ¢oo < 00 gilt, existieren Bah-
nen, die ins Unendliche reichen. Im Fall von £ > ¢, > —o0 ist die asymptotische Geschwindigkeit
endlich: 7oo =/ 2(E — o).

_ Es ldsst sich zeigen, dass ¢(r) = —a/r und ¢(r) = ar? (jeweils mit o > 0) die

einzigen Potentiale sind, fiir die alle beschrankten Bahnen geschlossen sind.

1.9.5 Kepler-Problem

Hier geht es um die Bewegung eines Planeten um die Sonne. Dazu spezialisieren wir zum Newton-

schen Gravitationspotential,
o
o(r)=——, a=Gmimy>0. (1.106)

G ist die universelle Gravitationskonstante. Das effektive Potential V' (r) wurde bereits oben

skizziert. Die minimalen und maximalen Radien r; und r5 sind die Losungen der Gleichung

L2
Evi) =24 M

ri o 2mr?’

Bei der Spezifizierung dieser Radien sind drei_zu unterscheiden:

(1.107)
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i) E=0: r =|L]*/2ma und ry = cc.

(i) E>0: r=—(a/2F)+ /(a/2E)%+ |L]?/2mE und ry = 0.

(iii) 0> E > Viun = —ma? /2L . rio = —(a/2E) £ \/(a/2E)? + |L|]?/2mE.

Fir F > 0 sind alle Bahnen unbeschrankt; fiir 0 > E > V,;, liegen beschrankte Bahnen vor, von
denen wir unten sehen werden, dass sie alle geschlossen sind; fiir £ = Vj,;, ist die Bahn zu einer

Kreisbahn mit Radius r; = ry = —a//(2FE) entartet. Das Integral

. ~1/2

L] [ ds a |[LP\T

p(r) = ¢(ro) = Nl Al Gt (1.108)
0

lasst sich analytisch berechnen. Hierfiir ist es geschickt, dimensionslose Grofien einzufiihren. Wir

definieren eine charakteristische Lange p durch |L|?/mp* = a/p und setzen s = p- & und E =
e-a/2p. Offenbar ist £ eine dimensionslose Lénge und ¢ eine dimensionslose Energie. Zu beachten
ist auch, dass £ > Vi, der Ungleichung e > —1 entspricht. Mit der Variablensubstitution & = u~!

wird das obige Integral dann zu

Tac 2 o\ P g

u
—_ €+__— = —_—— ]_.]_09
/62( § 52) //\/5+2u—u2 ( )
ro/p p/r

Nun erganzen wir quadratisch: € + 2u — u? = (¢ + 1) — (1 — u)?. Mit der Definition € + 1 = »?
und der Substitution v = (1 — u)/n geht das unbestimmte Integral in [ dv/v/1 — v? = arcsinv + ¢

iiber. So gelangen wir zum Resultat

¢ — o = arcsin (n~' (1 — p/r)) . (1.110)

Durch Auflésen nach r folgt

1/2
p L]? |L[?
= = — =(1+2F . 1.111

Nach Ubergang zu kartesischen Koordinaten sieht man sofort, dass die durch r(¢) beschriebenen

Bahnen folgenden Typs sind:
(i) Parabel fir n =1 (oder E = 0);
(ii) Ellipse fiir 0 <n < 1 (oder Vi, < E < 0);

(iii) Hyperbel fiir n > 1 (oder £ > 0).
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2 Starre Korper

In diesem Kapitel studieren wir die Kinematik und die Dynamik starrer Korper. Insbesondere
untersuchen wir den kraftefreien Kreisel.
2.1 Exkurs iiber die Drehgruppe

Wir erinnern vorab an ein paar Definitionen aus der linearen Algebra. Im Folgenden seien alle

Vektorraume reell und endlich-dimensional.

(i) Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum und Q2 € Alt" (V') (Q # 0) eine alternierende n-lineare

Form. Dann ist die Determinante einer linearen Abbildung A : V — V erklart durch:
Q(Avy, Avg, ..., Avy) = Q(vg, vg, ..., v,) DetA. (2.1)
Det A héngt nicht von der Wahl der Volumenform €2 ab.

(ii) Seien U und V' Euklidische Vektorraume, also reelle Vektorraume mit Skalarprodukt (-, - )¢
bzw. (-,-)y. Dann ist die zu einer linearen Abbildung L : U — V' adjungierte Abbildung
LT : V — U definiert durch:

(v, Lu)y = (Lv,u)y fiir allew € U, v € V. (2.2)

Im Fall von U = V lassen sich L und LT direkt vergleichen. Gilt L™ = L (bzw. LT = —L),
so heilt L symmetrisch (bzw. schief).

Aufgaben. (i) DetA” = DetA. (ii) Jeder linearen Abbildung A : V — V wird durch die
Wabhl einer Basis {eq,...,e,} von V bekanntlich eine Matrixdarstellung zugeordnet durch Ae; =

> €iAij. Aus der Definition der Determinante durch Gleichung (2.1) folgt der explizite Ausdruck

DetA = Z sign(ﬂ) Aﬂ(l) 1AW(2)2 tee Aﬂ—(n)n (23)

TI'ESn

als Summe iiber Permutationen. (iii) Zu jeder linearen Abbildung L : U — V zwischen zwei
Vektorraumen U und V existiert die transponierte (oder kanonisch adjungierte) Abbildung L :

V* — U*. Sind U und V Euklidisch, so gilt mit dem Isomorphismus Zy : V — V* v — (v, )y
L' =T; oL oTy. (2.4)
(iv) Fiir ein Produkt AB linearer Abbildungen hat man
(AB)" = B"AT,  Det(AB) = DetA - DetB. (2.5)

Definition. Sei V' ein Euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt (-, -). Die orthogonale Gruppe
(oder Drehgruppe) O(V') besteht aus den linearen Abbildungen R : V' — V', die das Skalarprodukt

invariant lassen:

(Ru, Rv") = (v,0") fiir alle v,v" € V. (2.6)
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Die spezielle orthogonale Gruppe (oder eigentliche Drehgruppe) SO(V) C O(V) ist die Unter-
gruppe der Drehungen R mit Determinante Det R = 1.

_ Die Elemente R € O(V) werden durch die zu (2.6) dquivalente Bedingung
RTR = 1d charakterisiert. Fiir jedes R € O(V) gilt DetR € {#1}. Die Elemente mit DetR = —1

heiflen uneigentliche Drehungen. Im Folgenden interessiert uns hauptsachlich die Drehgruppe fiir

V ~ R3. In diesem Fall ist die Spiegelung R : V — V, v — —v eine uneigentliche Drehung.

_ (i) Fir einen Euklidischen Vektorraum V' endlicher Dimension liegt eine lineare
Abbildung R : V — V genau dann in O(V), wenn gilt RRT = Id. (ii) Ist Re; = >, e;R;; die
Matrixdarstellung von R € O(V') beziiglich einer Orthonormalbasis {ey, ..., e,}, so gilt

(R™Yi; = Ry (2.7)

_ Fiir eine Kurve (—e,¢) — O(V), t — R; durch Rt|t:0 = Ry betrachten

wir die durch

. d
A=Ry' R, (2.8)

t=0

definierte lineare Abbildung A : V — V. Wir translatieren also die Kurve durch Linksmulti-

plikation mit Ry ' in eine Kurve v : t + Ry'R, durch das neutrale Element Id = (0) und bilden

dann die Ableitung A = 4(0). »
Rs Ro

ufd Lo

. R,
‘\-h—» R,

Wir behaupten, dass A schief ist. Zum Nachweis differenzieren wir die Identitit Id = R; 'R, nach
t an der Stelle ¢ = 0 und erhalten:

d

0= %R;l Rt R;'R,. (2.9)
Hiermit berechnen wir nun ausgehend von A = R lRo die adjungierte Abbildung:
. d .
AT = RI(R;HT = ER;l o= ~Ry'R, = —A. (2.10)
t=

Selbstverstandlich ist es unbedeutend, wo differenziert wird (in ¢ = 0 oder anderswo). Insge-
samt wird also jedem Paar (R, R) eine schiefe lineare Abbildung A = R™'R zugeordnet. Diese

Zuordnung heifit (in einem etwas allgemeineren Kontext) die Maurer-Cartan-Form.

_ Der Vektorraum aller schiefen linearen Abbildungen A : V — V wird mit

dem mathematischen Symbol so(V') bezeichnet. Auf ihm existiert die folgende Zusatzstruktur.
Fiir zwei lineare Abbildungen A : V — V und B : V — V definiert man eine dritte lineare
Abbildung, den sogenannten Kommutator [A, B]: V — V durch

[A,B] = AB — BA= —[B, A. (2.11)
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Sind A und B schief, so gilt das gleiche fiir ihren Kommutator [A, B]:
[A,B]Y = BTAT — ATBT = BA - AB = —[A, B]. (2.12)

Der Kommutator ist also eine antisymmetrische bilineare Abbildung |-, -] : so(V)xs0(V) — so(V').

Dieses nichtassoziative Produkt (oder Lie-Klammer) [-,-] erfiillt die sogenannte Jacobi-Identitdt
[A,[B,C]] = [[A, B],C] + [B, [A, (] (2.13)

und macht so(V') zu einer Lie-Algebra.
Das charakteristische Polynom x(\) = Det(A-Id — A) zu einem Element A € so(V) ist gerade

zw. ungerade) in gerader (bzw. ungerader) Dimension n = dim V:
b d der (b der) D dim V
x(A) = Det(\ - 1d — AT) = Det(\ - Id + A) = (—1)"x(=\). (2.14)

In ungerader Dimension n folgt x(0) = 0 und somit dimkerA > 1 fiir jedes A € so(V).

_Wir erinnern an die kanonische Identifikation

VoV S End(V), u® fr L, Lv=uf(v). (2.15)

Jede schiefe lineare Abbildung A : V — V lésst sich in der Form A = L — LT fiir eine lineare Ab-
bildung L : V — V darstellen. Mit der Identifikation (2.15) und dem Euklidischen Isomorphismus

Z:V — V* kénnen wir L und A wie folgt ausdriicken:

L= u®I(y), A=L-L"=) (4 ®L(v;) —v; ® L(u;)). (2.16)

(2

_ Die lineare Abbildung A von (2.16) wirkt natiirlich geméafl der Formel

Aw = Zz(ul (v, w)y — v; (U, w)). (2.17)

- Sei Alt*(V*) der Vektorraum der alternierenden 2-linearen Formen V* x V* — R; er

wird aufgespannt durch die aufleren Produkte u A v fiir u,v € V. Die Zuordnung
Al2(V*) = s0(V), uAv—=u®Z) —v® I(u) (2.18)
ist ein Isomorphismus (von Vektorrdumen). Insbesondere gilt
dimso(V) = dim Al*(V*) = in(n—1)  (n=dimV). (2.19)
_ Fiir eine Orthonormalbasis {ey,...,e,} von V liefert die Definition
Jij=e,0I(e;) —e; @L(e;) (1<j<i<n) (2.20)

eine ausgezeichnete Basis von so(V). Die Elemente .J;; heiflen Generatoren. Wendet man die

Generatoren auf die zugrunde liegende Basis an, so erhalt man
Jij €L = €; <6j, €k> — €5 <€i, 6k> = eiéjk - ejéik. (221)
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Es folgen die Kommutator-Relationen
[Jijs Jia] = Ojdiv + dudj — O — i - (2.22)

Das negative Quadrat des Generators J;; ist die Orthogonalprojektion auf die von e; und e;

aufgespannte Ebene £;; :

i
2.1.1 Infinitesimale Drehungen in 3 Dimensionen

Im Rest dieses Abschnitts beschéftigen wir uns mit dem fiir starre Korper relevanten Spezialfall der
Drehgruppe SO(V') zum Euklidischen Vektorraum V ~ R? der Raumtranslationen. Wir beginnen
mit einigen Aussagen iiber die Lie-Algebra so(V).

Im Fall von V = R3 verwendet man die Kurzschreibweise so(R?) = s0(3). Die Dimension der

Lie-Algebra s0(3) ist 3 - (3 — 1)/2 = 3. Beziiglich der Standardbasis

1 0 0
€1 = 0 s €y = 1 s €3 = 0 s (224)
0 0 1
hat man den Satz von Generatoren
0 1 0 -1 0
Jn=e@I(er) —er®ZI(ex)=|1|®(1 0 0)—|0]®((0 1 0)=(1 0 0],
0 0 0 0 O
0 0 —1 0 0 O
J31: 0 0 0 5 J32: 0 0 —]. . (225)
1 0 0 01 0

- Im R3 kennt man das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) R* x R® — R3. Dieses
nichtassoziative Produkt verleiht R?® die Struktur einer Lie-Algebra. Die Abbildung

a 0 —c b
R* = s0(3), [b]—=|c 0 -a (2.26)
—b a 0

ist ein (nicht kanonisch erkléarter) Isomorphismus von Lie-Algebren.

_ Das charakteristische Polynom y(A) = Det(\-Id — A) zu A € so(V) fiir

dimV = 3 ist, wie oben gezeigt, ungerade, also von der Form x(\) = A3 + c\A. Wenn A von der
Null-Abbildung verschieden ist, dann fiihrt die Annahme ¢ = 0 schnell zu einem Widerspruch. In

diesem Fall gilt also ¢ # 0 und kerA ist eindimensional. Sei nun imA das Bild von V unter A.

_ (i) Die Teilraume kerA und imA sind A-invariant, orthogonal und spannen V' auf:
V = kerA @ imA. (2.27)

(ii) Die Einschrankung A’ = A| » von A auf die Ebene £ = imA (fiir A # 0) ist schief beziiglich
des auf E eingeschriankten Skalarprodukts von V. (iii) Jedes v € F ist orthogonal zu A'v € E.
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_ Wir betrachten jetzt die eingeschrankte Abbildung A’ = —(A’)T genauer.

Vorab stellen wir fest, dass A" (iiber R) nicht diagonalisierbar ist; in der Tat gibt die Annahme
A'v = M fiir v # 0 sofort einen Widerspruch zur Orthogonalitdt von v mit A’v. Als néchstes
bemerken wir, dass (u, A'u) = 0 durch die Substitution u = A'v die Relation (A'v, A’(A'v)) =0
nach sich zieht. Wegen dimF = 2 folgt die lineare Abhéngigkeit von v und A’(A'v). Jeder Vektor

v € E ist also ein Eigenvektor von A, Letzteres erzwingt, dass A’ ein Vielfaches der Eins ist:
A” = M dp. (2.28)
Der Eigenwert A ist immer negativ, denn
Aof? = (v, A%0) = —(A'v, A'v) < 0. (2.29)

Nun bilden fiir ein beliebiges, fest gewéhltes v # 0 die Vektoren e; = v/|v| und ey = A'v/|A'v|
eine Orthonormalbasis von E. Mit der Definition |A| := /=X = |A’v|/|v]| folgt

A'el = GQ‘A’, A/€2 = —61|A|. (230)

_ Wir fassen zusammen. Zu jeder Abbildung A € so(V), A # 0, fiir dimV = 3
existieren die folgenden Daten: eine positive Zahl |A], eine zum Kern von A orthogonale Ebene
E =1imA (mit Orthogonalprojektor, fiir den wir die Bezeichnung Il einfiihren) und ein Generator

J = A/|A| € s50(V) mit Quadrat J?> = —IIg. In diesen Daten ausgedriickt hat A die Normalform
A=Al (2.31)

Die im Generator J kodierte geometrische Information besteht aus einer Nullachse (kerA = ker.J)

und einem von zwei moglichen Drehsinnen (Je; = e; oder Jey = 7).

I 9

ds S

O T . ¥

2.1.2 Eigentliche Drehungen in 3 Dimensionen

Nach der obigen Diskussion von infinitesimalen Drehungen A € so(V') wenden wir uns jetzt den

endlichen Drehungen R € SO(V') zu. Als erste Aussage zeigen wir:

Jede eigentliche Drehung in 3 Dimensionen hat eine Drehachse. (2.32)

Gemeint ist, dass jede Drehung R € SO(V) fiir dimV = 3 einen invarianten Vektor besitzt, d.h.

einen Vektor v € V mit Rv = v. Zum Beweis betrachten wir wieder das charakteristische Polynom
x(A) =Det(A-1d — R) = A\* + ... — DetR. (2.33)
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Aus x(0) = =DetR = —1 und y(+00) = 400 folgt aufgrund der Stetigkeit der Funktion A — y(\)
die Existenz (mindestens) eines Eigenwerts im Intervall (0,00). Sei A > 0 dieser Eigenwert:

Rv = M. Mit der Relation (v,v) = (Rv, Rv) = A*(v,v) schlieflen wir dann \ = +1.

- Der Raum der invarianten Vektoren von R € SO(R?), R # Id, ist eindimensional.

_ Wie lasst sich die Drehachse zu einem vorgegebenen R finden?

Nun, man 16st eben die Gleichung Rv = v. Alternativ folgert man aus Rv = v die Gleichung
v = R~'v = RTv und erkennt, dass jeder invariante Vektor v = Rv im Kern der schiefen Abbildung

R — RT liegt. Die Drehachse von R fillt also mit der Nullachse von R — RT zusammen.

_ Aufbauend auf der Normalform (2.31) fir A € so(V') geben wir eine Normalform
fiir eigentliche Drehungen R € SO(V) an (immer unter der Annahme V' ~ R3). Sei dazu A die
schiefe lineare Abbildung

A=YR-R"=|AlJ (J?=-1lp). (2.34)

Mit Hilfe der Orthogonalitatsrelation RTR = Id = RRT verifiziert man leicht, dass der Kom-
mutator von S = %(R + RT) mit J verschwindet, d.h. es gilt SJ = JS. Hieraus folgt nach
kurzer Rechnung (oder durch geometrische Uberlegung), dass die symmetrische lineare Abbildung
S = ST eine Linearkombination der Orthogonalprojektoren auf die Drehebene E und auf die

Drehachse (oder Nullachse von J o A) sein muss:
Szcl'HE+CQ‘(Id—HE). (235)

Fiir v = Rv = RTv auf der Drehachse hat man Sv = v und IIgv = 0 und somit (durch Koef-

fizientenvergleich) ¢, = 1. Insgesamt entsteht also der Ausdruck
R=YR+R")+LR-R")=S5S+A=1d—1g+c1p+]|A|J (2.36)

Mit JT = —J ergibt sich durch Nullsetzen des Koeffizienten von I in R R—1Id = 0 die Beziehung
cZ + |A]> = 1. Demgemif existiert eine eindeutig bestimmte Zahl ¢ € [0, 7] mit ¢; = cos ¢ und

|A| = sin . Hiermit erhalten wir schliefllich die folgende Normalform fiir R :
R =1d — Ilg + cos(p) g + sin(p) J. (2.37)

Die Geometrie auf der rechten Seite dieses Ausdrucks ist klar: 1d — Iz projeziert auf die durch J
kodierte Drehachse, und die verbleibenden zwei Terme bestimmen eine Drehung durch den Winkel

¢ in der zur Drehachse senkrechten Ebene £ mit dem Drehsinn von J.
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- Es gilt die Formel R = exp(¢J).
_ Sei e3 ein Einheitsvektor auf der Drehachse von R € SO(V), V ~ R?, und

{e1, e = Jey} eine Orthonormalbasis fiir die zur Drehachse R - e3 senkrechte Ebene E. Dann gilt:
Rey =ejcosp+egsing, Rey = —ejsing+eycosp, Res=e;s, (2.38)

oder in Matrixdarstellung beziiglich {e, €5, e3} als Standardbasis von V = R?:

cosp —sing 0
R=|sinp cosep O0]. (2.39)
0 0 1

2.2 Kinematik starrer Korper: Winkelgeschwindigkeit

Wir betrachten im Folgenden zwei mathematische Idealisierungen realer Korper, die wir den star-

ren Korper nennen:
(A) Ein System von N Punkten mit Massen my, ma, ..., my, deren Absténde konstant sind.

(B) Eine starre Massenverteilung p.

) V (8)

Die Gesamtmasse ist M = S_~ m,; im Modell (A) und M = Jgs p im Modell (B).

_ Der koordinatenfreien Untersuchung der Kinematik und Dynamik starrer

Korper legen wir den dreidimensionalen Euklidischen Raum Es mit Differenzvektorraum V ~ R3

zugrunde. Zur Buchfiihrung tiber die raumliche Lage des starren Korpers treffen wir als erstes die
Wahl eines Aufpunkts, d.h. eines ausgewéhlten, mit dem starren Korper fest verbundenen Punkts.
Der Ort des Aufpunkts zur Zeit ¢ sei mit «(t) € E3 bezeichnet. Da alle anderen Punkte ~;(t) des
Korpers (1 =1,..., N im Modell (A)) mit dem Aufpunkt a(t) starr verbunden sind, ergeben sich
ihre Ortsvektoren bzgl. a(t) aus (ein und derselben) Drehung R(t) : V' — V der Anfangsdifferenz
7:(0) — a(0); somit gilt v;(t) — a(t) = R(t)(7:(0) — «(0)), oder in aufgeléster Form

7i(t) = a(t) + R(t) (7(0) — a(0)). (2.40)

Das Paar (a(t) — «(0), R(t)) einer Translation a(t) — a(0) € V des Aufpunkts zusammen mit
einer eigentlichen Drehung R(t) € SO(V') bestimmt zu jeder festen Zeit ¢ ein Element der Gruppe
Euklidischer Bewegungen. Der Konfigurationsraum (d.h. der Raum der verallgemeinerten Ortsko-

ordinaten) des starren Korpers ist also die Euklidische Bewegungsgruppe. Er ist sechsdimensional.

_ Fiir die optimale Wahl des Aufpunkts sind dynamische Aspekte zu be-

riicksichtigen. Ist das System abgeschlossen, d.h. wirken auf den starren Korper keine aufleren
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Krafte, so wahlt man fiir den Aufpunkt am besten den Schwerpunkt. Wird der starre Korper an
einem seiner Punkte festgehalten, dann liegt es nahe, diesen ausgezeichneten Punkt als Aufpunkt

zu wahlen. Aus rein kinematischer Sicht ist die Wahl des Aufpunkts allerdings willkiirlich.

- Andert man den Aufpunkt (z.B. in o statt o), dann wird (2.40) zu

%ilt) = o/ (8) + R(t)(7:(0) — a(0)),  /(t) = a(t) + R(t)(a/(0) — (0)).

Der translatorische Anteil der Euklidischen Bewegung wird also geandert, wahrend der Drehanteil
R(t) gleich bleibt. Wie wir schon wissen, gilt die letztere Eigenschaft ganz allgemein fiir den

linearen Teil (oder das Differential) jeder Galilei-Transformation; vgl. Gleichung (1.8).

_ Nun setzen wir ¢(t) := 7;(t) — a(t), ¢ := 7;(0) — a(0) (fiir irgendeinen

Punkt 7; des starren Korpers) und bringen (2.40) hiermit in die Form

a(t) = R(t)q. (2.41)

q(t) = w(t)q(t), w(t) = RORE). (2.42)
Mit dem gleichen Argument wie in (2.10) von Abschn. 2.1 ist w(t) = R(t)R(t)~" : V — V schief:
wt)! = —w(t) € s0(V). (2.43)

Diese schiefe lineare Abbildung w(t) heiBt die momentane Winkelgeschwindigkeit des starren
Korpers. Wir betonen, dass w(t) wie R(t) invariant erklart ist und insbesondere (wie R(t)) nicht

von der Wahl des Aufpunkts abhéngt.

_ Zur unmittelbaren Deutung von w nehmen wir den Aufpunkt als ruhend an (oder
besser: wir betrachten die Bewegung des starren Korpers aus der Perspektive des Aufpunkts). Wir
setzen also a(t) = a(0) = const in Gleichung (2.40). Die Geschwindigkeit ¢ = wq ist dann identisch
zur totalen Geschwindigkeit des Korperpunkts «y(¢) mit Ortsvektor ¢(t) = v(t) — «(0) relativ zum
Aufpunkt (die Indizierung durch i wird hier unterdriickt). In dieser Situation hat die uns als

Normalform bekannte Zerlegung

w(t) = |w(t)] J(t) (2.44)

die folgende Bedeutung. Betrachte die von J(¢) bestimmte Gerade
D(t) = a(0) + R - ker J(t) (2.45)

durch den ruhenden Aufpunkt a(t) = «(0). Der Ortsvektor ¢(t) = v(t) — a(0) jedes Punkts
v(t) € D(t) liegt in der Nullachse von J(t). Alle solche Punkte haben Geschwindigkeit §(t) = 0
und befinden sich somit in einem Zustand momentaner Ruhe. Die Gerade D(t) ist also die
momentane Drehachse des starren Korpers. Punkte 7(t) ¢ D(t) haben eine Geschwindigkeit
F(t) = |w(t)] J(t) q(t), die senkrecht zur Drehachse und senkrecht zum projezierten Ortsvektor
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g q(t) steht. Der Betrag der Geschwindigkeit ist das Produkt |¥(t)| = |w(t)| |l gw q(t)| aus
dem Betrag |w(t)| der momentanen Winkelgeschwindigkeit und dem Abstand |[II1gq) ¢(t)| von der

momentanen Drehachse.

Hinweis. Man nennt w = RR~' auch die Winkelgeschwindigkeit beziiglich des raumfesten Sys-
tems. Hingegen heift & = R~ R die Winkelgeschwindigkeit bzgl. des kdrperfesten Systems. Diese
Sprechweisen machen Sinn, wenn alle Groflen beziiglich eines raumfesten bzw. korperfesten Koor-

dinatensystems ausgedriickt werden (was wir hier nicht tun, da wir koordinatenfrei arbeiten).

Drehimpuls. Wir suchen jetzt noch den Anschluss an eine uns schon bekannte Grofle. Fiir
diesen Zweck muss vorab geklért werden, wie man ein Element A € End(V*) mit einem Element

B € End(V) paart (dabei ist eine Normierungskonstante zu wéhlen). Die richtige Antwort lautet
A(B) = 1Tr (A'B), (2.46)

wobei Tr (A'B) die Spur der linearen Abbildung A*B : V' — V bezeichnet. Hiermit berechnen wir
nun die Paarung des in (1.57) definierten Drehimpulses L € s0(3)* mit der Winkelgeschwindigkeit
w € s0(3). Mit Hilfe der Relationen (p; ® ¢;)' = ¢; ® p; und Tr ((¢; ® p;)w) = p;(wq;) erhalten wir

L(w) = 3Tr sz wa;) ZI @) (W' (p)) - (2.47)

Der erste Term ist gleich der kinetischen Energie T' des starren Korpers:

% sz(qu) = % Z(mz%v qu Z mz‘%’Q (248)

%

und auch der zweite Term gibt diesen Beitrag:
- Z I QI WI pz Z mz qi, qu =+ Z m; <MQia qz> =2T. (249)

Insgesamt haben wir also L(w) = 2T. Dieses Ergebnis macht deutlich, dass Drehimpuls und
Winkelgeschwindigkeit in derselben Beziehung zueinander stehen wie Impuls und Geschwindigkeit:
die Paarung der einen Gréfe mit der anderen ergibt jeweils die (verdoppelte) kinetische Energie.

2.3 Kinematik: Tragheitstensor

Den nachfolgenden Betrachtungen legen wir fiirs erste die mathematische Idealisierung (A) zu-
grunde. Fiir die Geschwindigkeit des i-ten Punkts des starren Korpers ergibt sich durch Bilden
der Zeitableitung von (2.40) der Ausdruck

Yi(t) = a(t) + R(t) (7(0) — a(0)). (2.50)

Ein zentraler Begriff in der Theorie des starren Korpers ist der des Tragheitstensors. Um ihn
einzufithren, betrachten wir (2.50) zunéchst fiir &(¢) = 0, d.h. der Aufpunkt befinde sich in Ruhe.
Mit Gleichung (2.42), also mit 4;(t) = w(t) ¢;(¢), haben wir dann (wie oben)

N
1 , 1
=3 > milql? = 5 > malw(t) ai(t). (2.51)
=1 A
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Wie zuvor sind ¢;(t) = 7;(t) — a(0) die zeitabhéngigen Ortsvektoren beziiglich des Aufpunkts.
Offenbar ist die kinetische Energie T' des starren Korpers eine iiber die Ortsvektoren ¢;(t) explizit
zeitabhéngige quadratische Form in der Winkelgeschwindigkeit w(¢). Um zu einer zeitunabhéngi-
gen Form zu gelangen, wechselt man von der “raumbezogenen” Winkelgeschwindigkeit w = RR™!
r “kérperbezogenen” Winkelgeschwindigkeit @ = R~'R mittels der Relation |w(t)¢;(t)] =

|w(t) ¢ (0)]: X
OO (2.52)

Etwas anders aufgeschrieben haben wir
| U
T = éf(w(t),w(t s Zmz <£Qz 77% > (253)

_ Die (zeitunabhéngige) symmetrische Bilinearform
I®=1:50(3) xs0(3) = R, (&n)— I(&n), (2.54)

heifit der Tréagheitstensor des starren Korpers relativ zum Aufpunkt o. (Wir erinnern daran,
dass der Aufpunkt in den Ausdruck in (2.53) iiber die Ortsvektoren ¢; = v; — « eingeht.) Seinen
Wert I; = I(J, J) auf einem Generator J € s0(3) nennen wir das Trdgheitsmoment beziiglich der
J-Achse (d.h. bzgl. der Achse durch « in Richtung des Nullraums ker J).

_ Alternativ lasst sich der Tragheitstensor als quadratische Form auffassen. (Ubrigens
ist I differentialgeometrisch gesprochen eine linksinvariante quadratische Form auf dem Tangen-
tialbiindel von SO(3).)

_ Zum Generator J = —J7 € s0(3) einer Drehung berechnen wir jetzt das

Triagheitsmoment [ beziiglich der J-Achse, wie folgt. Wie zuvor sei J2 = —IIg. Dann ist
Iy =1(J,J) ZmZ|qu| = Zmz i, JTJq;) = Zm (qi, 1 g;). (2.55)
Beniitzen wir jetzt noch [Ip = 1% und 1% = (=J?)T = —(J7)? = —J? = I, so erhalten wir
I;= Zmi (0 Mg qi) = Zmi (g g, g g). (2.56)

Im Modell (A) resultiert hiermit die Formel
T= %]J| Wi, Iy = Zmz‘ 7, = gpgl, (2.57)

wobei die Groflen r; die Abstédnde von der Drehachse sind. Im Modell (B) ist die Summe {iber
i = 1,..., N natiirlich durch das Integral gegen die Massendichte p (mit dem Quadrat r? des

Abstands von der Drehachse als Integranden) zu ersetzen:

I;= / r?p. (2.58)
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Satz von Steiner. Wir fragen nun, wie sich der Tragheitstensor I unter einer Verschiebung
des Aufpunkts andert. Diese Frage hat eine einfache Antwort, falls wir vom Schwerpunkt I'
als Aufpunkt zu einer beliebigen Stelle o als Aufpunkt iibergehen. Seien also I und I die
Trégheitstensoren beziiglich I' bzw. a. Mit o« = I' + a erhalten wir im Modell (A)

FEm) =3 mi(e (=T~ ) (v—F—a)>
_Zmi<§(% Zmz@’a n(v —T))+M(¢a,na).

Die beiden mittleren Terme in der zweiten Zeile verschwinden wegen > .m;(7; — ') = 0 per

Definition des Schwerpunkts. Es resultiert somit die Formel (Steiner)

(&, m) = 1M(En) + M{¢a,na). (2.59)

Als spezielle Konsequenz hat man: ist |a, | = |lIga| die Linge des auf die Drehebene E (J? =
—Ilg) projezierten Differenzvektors a = o — I', so héngen die Tragheitsmomente beziiglich der

Drehachse J wie folgt zusammen:
I =1 4 Mla, 2. O (2.60)

Befindet sich der starre Korper in Bewegung, so sind seine Tragheitsmomente beziiglich raum-
fester Achsen J im allgemeinen zeitabhangig. Hingegen ist das Tréagheitsmoment beziiglich jeder

korperfesten Achse zeitunabhéngig. Mit elementaren Methoden der linearen Algebra zeigt man:

Satz. Fiir jeden starren Korper existiert ein Orthonormalsystem von kérperfesten (Dreh-)Achsen

J, (v € {21,13,32}), welches den Triigheitstensor 1(®) = I (zum Aufpunkt «) diagonalisiert:

I1(J ) =100, 3T0(JLJ,) = 0. (2.61)

Definition. Wihlt man den Schwerpunkt I" als Aufpunkt, so heifien die Zahlen [, (v € {21, 13,32})
die Haupttragheitsmomente und die Drehachsen J, die Haupt(tragheits)achsen des starren Korpers.
Den starren Korper mit drei verschiedenen Haupttragheitsmomenten nennen wir den unsym-
metrischen Kreisel. Sind zwei Haupttragheitsmomente gleich, spricht man vom symmetrischen

Kreisel. Der total entartete Fall von drei gleichen Haupttragheitsmomenten heift der Kugelkreisel.
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_ (i) Im Fall des symmetrischen Kreisels und des Kugelkreisels sind die Haupttrag-
heitsachsen nicht eindeutig bestimmt. (ii) Jeder starre Kérper mit kubischer Symmetrie (z.B. ein

Wiirfel) ist ein Kugelkreisel.

_ Um moglicher Verwirrung vorzubeugen, gehen wir jetzt zu einer aufwandigeren

Notation fiir den Trigheitstensor iiber. Wir schreiben I = I¥ fiir den bislang betrachteten,
korperbezogenen (und zeitunabhingigen) Trigheitstensor. Mit I® = I*® bezeichen wir sein
raumbezogenes (und i.a. explizit zeitabhingiges) Analogon. Zwischen I und I besteht der

Zusammenhang 7 (w,w) = I (&, @) oder (mit wR = R = R®)
I%(6,m) = I"(R™'¢R, R~ R), (2.62)

was die explizite Zeitabhingigkeit (iiber R = R(t)) von I? sichtbar macht.
Nun legen wir den Aufpunkt a in den Schwerpunkt I' des starren Korpers, und wir erinnern

an die Beziehungen
() =T(t) + R(t)(%(0) =T(0)), 4 —T=w(y—I)
Die kinetische Energie T" des starren Korpers hat dann die Zerlegung
T=T+1T,, (2.63)

wobei T; = lM )2 die kinetische Energie der Translationsbewegung des Schwerpunkts und 7, =
1 (w,w) = LI%(@,®) die kinetische Energie der Drehbewegung um den Schwerpunkt ist (also
mit dem Schwerpunkt als Aufpunkt in der Definition des Triigheitstensors I = ). Die Zerlegung
(2.63) ergibt sich durch kurze Rechnung:

. . 1
= %M|F]2+Zmi <F,w(% —F)> —|—§Zmi}w(% —F)|2 =T, +1T,.

Der Mischterm verschwindet wegen » . m;(y; —I') = 0 per Definition des Schwerpunkts.

_ Der Drehimpuls L = L(® des starren Korpers relativ zum Aufpunkt o hat
die Zerlegung

L=1L+L,, (2.64)

wobei Ly = P ® (I' — a) — Z(I' — a) ® Z7*(P) der Drehimpuls des Schwerpunkts I' relativ zum
Aufpunkt o und L, = L™ der Drehimpuls des starren Kérpers relativ zum Schwerpunkt I ist.

Der Nachweis gelingt wieder durch kurze Rechnung:

L= Zu@qz ZIqZ )® I L (p) Zml 4+ @G- (T—a)+(—T)) —...

:MI(F I — o —i—Zml (%—F)—...:Lt—i—Lr.

Auch hier verschwinden die Mischterme wegen >, m;(y; — ') = 0 = 3, m;(%; — I).
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Durch die gleiche Uberlegung wie am Ende von Abschnitt 2.2 zeigt man L, (w) = 27} . Hieraus
folgt mit 7, = $1%(w,w) die Bezichung

L, = I (w,-). (2.65)

In diesem Kontext fungiert der Triigheitstensor als symmetrische Abbildung ¥ : s0(3) — s0(3)*,

welche die Winkelgeschwindigkeit w € s0(3) in den Drehimpuls L, € s0(3)* umwandelt.

2.4 Der freie Kreisel: geometrische Konstruktion

In Abwesenheit von aufleren Kraften bewegt sich der Schwerpunkt des starren Korpers geradlinig

und gleichformig: I' = 0. In diesem Fall gilt:

d d
S Ti=0, — L=0. (2.66)

Aus den Erhaltungssitzen fiir Energie (7' = 0) und Drehimpuls (L = 0) folgt dann:

d d d d
“r="(r—-17)= L= (L—1L,)=0. 2.
dt " dt( 1) =0 dt " dt( 1) =0 (2.67)

Fir das Folgende ist es geschickt, den Bezugspunkt o mit dem Schwerpunkt I' zu identifizieren.

Dann ist T, =0, L; = 0und T, =T, L, = L. In diesem Fall lassen sich die Erhaltungssatze fiir

die Energie und den Drehimpuls,
2T = I'(w,w) = L(w) = const, L = I(w,-) = const, (2.68)

in der folgenden Weise geometrisch deuten.

_ Die Losungsmenge (fiir w als Unbekannte) der Gleichung L(w) = const

ist eine Ebene, P, im 3-dimensionalen Raum der Winkelgeschwindigkeiten w € so(3). Da der

Drehimpuls L nicht von der Zeit abhangt, ist diese Ebene P invariabel, d.h. zeitunabhéngig.

_ Der Energiesatz, 27 (w) = I(w,w) = const, hat als Losungsmenge (wieder
fiir w als Unbekannte) eine elliptische Fliache, das sogenannte “Energieellipsoid” FE(t). Da der
raumbezogene Trigheitstensor 1% = I mit der Zeit variiert, ist die Lage des Energieellipsoids
nicht invariabel, sondern zeitabhangig. Allerdings ist die Gestalt des Energieellipsoids invariabel,
denn die Eigenwerte der raumbezogenen quadratischen Form w + [(w,w) = I"(RT'wR, R7'wR)

sind unabhingig von der Zeit gleich den Haupttrigheitsmomenten I,, des Trigheitstensors I = I¥.

_ Die momentane Winkelgeschwindigkeit w(t) unterliegt also zwei Bedingun-

gen: einerseits liegt sie in der invariablen Ebene P, andererseits in der formfesten aber posi-
tionsvariablen Fléache des Energieellipsoids E(t). Wie stehen nun P und E(t) zueinander? Wegen
L = I%(w,-) = (dT), ist die Tangentialebene von E(t) im Punkt w(t) parallel zur invariablen
Ebene P. Da w(t) sowohl in P wie in E(t) enthalten ist, folgt aus dieser Parallelitét, dass sich P
und £ in w(t) und nur in diesem Punkt beriihren. Da w(t) zudem in Richtung der momentanen

Drehachse (im Ortsraum FEj) zeigt und die gleiche Drehachse (nach Ubertragung in den Raum
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50(3) der Winkelgeschwindigkeiten) die Bewegung des Energieellipsoids steuert, ist der Punkt w(t)

der Beriihrung von P und E(t) momentan in Ruhe und es gilt (Poinsot):

Das Energieellipsoid rollt ohne Schlupf auf der invariablen Ebene. ‘ (2.69)

Kommentare. Die Kurve, die durch den Beriihrungspunkt auf dem Energieellipsoid beschrieben
wird, heifit Polkurve. Die entsprechende Kurve auf der invariablen Ebene nennt man Spurkurve.
Bei gegebenen Anfangsbedingungen ist es ein rein geometrisches Problem, Spurkurve und Polkurve
zu bestimmen. Damit kennt man die Bahn ¢ — w(t), ohne den zeitlichen Verlauf zu ken-
nen. Fir den symmetrischen Kreisel ist das Energieellipsoid ein Rotationsellipsoid, und Polkurve
und Spurkurve sind Kreise. Das Energieellipsoid des Kugelkreisels ist eine Kugeloberflache. In
diesem Fall folgt aus der geometrischen Konstruktion von Poinsot: w(t) = const; ein kréftefreier

Kugelkreisel rotiert also immer um eine feste Achse mit fester Winkelgeschwindigkeit.

Mitteilung. Wie nach der analytischen Losung im Abschnitt 2.5 klar sein wird, ist die Polkurve

geschlossen, wahrend die Spurkurve im allgemeinen nicht geschlossen ist.

2.5 Die Eulerschen Gleichungen

Als Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Eulerschen Bewegungsgleichungen des starren Korpers

benutzen wir den Impulssatz und den Drehimpulssatz in der Form
MD =F©Y [ =D, (2.70)

wobei F(&) die Summe der duBeren Krifte und D = D™ und L = L") das gesamte Drehmoment
bzw. der gesamte Drehimpuls beziiglich des Schwerpunkts I' sind. Die Gleichungen (2.70) konsti-
tuieren ein System von sechs Differentialgleichungen zweiter Ordnung in der Zeitvariablen ¢ fiir die
verallgemeinerten Koordinaten des starren Korpers, namlich fiir das Element (I'(t) — I'(0), R(t))

der Euklidischen Bewegungsgruppe.

["Jbertragung. Es ist zweckméBig, die Gleichung L = D ins korperfeste System zu iibertragen.

Dazu fithren wir den kérperbezogenen Drehimpuls L ein durch

L(@)=Lw)=LROGR™) = ITr (R'L'R®), (2.71)

2
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mit dem Ergebnis L = R'L (R')"!. Analog hat man fiir das korperbezogene Drehmoment die
Ubertragungsformel D = R*D (R')~*. Hiermit berechnet man

_ . d _ d~ ~. . N
D=RL(@R)" =R~ ((Rt)*lLRt> (R)™ = 2L+ LR(RY)™ = R(R) 'L, (2.72)
Mit RY(R')~' = (R™'R)! = & erhalten wir dann die Eulersche Gleichung:
d ~ -
—L—|w,L|=D. 2.
AR 273)

In Komponenten. Scien J, die Hauptachsen und I, = I'X (J,,J,) die Haupttragheitsmomente

des starren Korpers beziiglich seines Schwerpunkts. Wir entwickeln nach der Hauptachsenbasis:

w—Zwyy, L=— ZL”, L@) =Y L&, D=-YD,J,. (2.74)

Fiithren wir weiter die Strukturkonstanten f, ,\ der Lie-Algebra so(3) ein:
EAE Z Ty Foon s (2.75)
so konnen wir die Eulersche Gleichung folgendermafien in Komponenten ausdriicken:

L.+ > fua @y Ly=D,. (2.76)
VA

Aus L = I5(&%,-) resultiert die Proportionalitét L, (t) = I, &, (t). Somit sind (2.76) drei nicht-
lineare Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit fiir die drei Komponenten w, der kérper-

bezogenen Winkelgeschwindigkeit. Wir bringen sie in die folgende Endform:

d . L—1, ~
i 0+ 2 S BAD B == = Dult)/ D (2.77)
17

Hélt man die Losung ¢ — @, (¢) der Eulerschen Gleichungen in Hénden, so bestimmt man die
Kurve ¢ — R(t) durch Lésen der Gleichung R(t) "' R(t) = Y. @, (t)J,

Strukturkonstanten. Als Vorbereitung fiir die folgenden Betrachtungen geben wir eine explizite
Beschreibung der Strukturkonstanten der Lie-Algebra so(3). Dazu erinnern wir zunéchst an die
Generatoren Jop, J3; und J3y von (2.25). Um uns vom Zwang der Indexordnung zu befreien,

vereinbaren wir J;; = —J;;. Aulerdem vereinfachen wir die Indexnotation mit der Konvention
Jn=1J3, Jp=J, Jiz=.J. (2.78)

Es sei betont, dass hiermit keine Wahl einer Orientierung von V' ~ R3 getroffen wird. Tatsichlich
mag die zugrunde liegende Orthonormalbasis {ey, €5, €3} rechtshindig oder linkshéndig sein. Aus

der Definition J;; = e; ® Z(e;) — e; ® Z(e;) folgt jetzt
[J1, Jo] = [Js2, J13] = —[J13, Ja2] = —J12 = Jo1 = J3. (2.79)
Analog erhélt man [Jo, J5] = J; und [Js, Ji] = Jo. Insgesamt haben wir somit
f3,12 = fi,23 = fo,31 = +1, f3,21 = fi,32 = fo,13 = —1. (2.80)
Alle anderen Strukturkonstanten (mit doppelt oder dreifach vorkommenden Indizes) sind Null.

46



2.5.1 Kraftefreier symmetrischer Kreisel

Hier und in den folgenden Unterabschnitten betrachten wir den_ FE) = 0 und
D = 0. Als erstes behandeln wir das relativ einfache Problem des symmetrischen Kreisels.
Wir iibernehmen die fiir die Generatoren soeben getroffene Indexkonvention Jy; = J3 und

schreiben fiir die Haupttragheitsmomente entsprechend
Lo=1In=1I3, In=Ip=101, Iz=hLh=1I. (2.81)

Fiir den symmetrischen Kreisel mit Iy = Iy # I3 (und I; # 0 # I3) vereinfacht sich die dritte

Eulersche Gleichung zu % w3 = 0 an, woraus die Konstanz von ws folgt. Wir setzen

I3 — I I3 -1
Q=0 =2 = =L = const. (2.82)
L 2
Dann lauten die verbleibenden zwei Gleichungen:
L) = 0B, L B(1) =15 (2.89)
di w1 = (09)) s di %) = w1 . .
_ Die Gleichungen (2.83) haben die allgemeine Losung
wW1(t) = wy cos(QU + @), wa(t) =wysin(Qt + @), (2.84)

wobei w; und ¢ Integrationskonstanten sind. Offenbar gilt: |©(¢)]> = (©3)* + (wy)? = const,
und w fiihrt eine sogenannte reguldire Prdzession mit konstanter Winkelgeschwindigkeit Q2 um die

Figurenachse f: Js3 aus.

_ In der Naherung, dass die Erde als kraftefreier symmetrischer Kreisel

angeschen werden kann, prizediert der kinematische Nordpol (in Richtung der raumbezogenen
Winkelgeschwindigkeit w) um den geographischen Nordpol (in Richtung der korperfesten Figu-
renachse f = e3) mit der Periode Ty = 21/ = (2m/ws) - I1 /(I3 — I;) ~ 300 Tage, aufgrund
von (I3 — I,)/I; ~ 1/300 (Abplattung der Erde). Etwas Ahnliches wird auch beobachtet. Die
Amplitude der Prazession ist sehr klein: kinematischer und geographischer Nordpol sind nie weiter
als 4.5 Meter voneinander entfernt. Die Bahn ist aber sehr unregelméaflig, und die mittlere Periode
ist ungefahr 430 Tage. Diese Abweichungen von der Eulerschen Vorhersage werden verschiedenen

Storungen zugeschrieben (atmosphérische Bewegungen; Erde nicht starr).

_ins raumfeste System. Wie sieht nun die Bewegung aus raumfester Sicht aus?

Um diese Frage zu beantworten, bringen wir die Vereinfachungen ein, die sich aus I; = I, fiir den
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kraftefreien symmetrischen Kreisel ergeben. Die explizite Konstruktion der Drehoperation R(t)
als Losung der Gleichung R'R =& = >, Wy, lésst sich dann vermeiden.
Wir bemerken, dass wegen Zl = Ly, Zg = [hwy = 1wy und Zg = I3wz = Lws + (I3 — I1)ws

die drei schiefen linearen Abbildungen Js3, w, L'e 50(3) linear abhéngig sind:
Ila + (I3 - Il)@3J3 = Z zl/Jl/ = _zt- (285)

Daher sind sie koplanar, d.h. sie liegen alle in einer Ebene.

Nun gehen wir zum raumfesten System iiber:
w=ROR', f:=RfR', L'=RL'R" (2.86)

Da die Operation X — R XR™! eine lineare Abbildung ist, iibertragt sich die Eigenschaft der
Koplanaritiit von f, &, Lt auf f, w, Lt. Die GréBen w(t) und f(t) sind zeitabhéngig, hingegen ist
der Drehimpuls L € s0(3)* (und somit auch L' € s0(3)) zeitunabhéngig.

Aufgabe. Das zum Euklidischen Skalarprodukt (-,-)y auf V ~ R3 passende Skalarprodukt auf
der Lie-Algebra s0(3) ist (A, B)eoes) = 31t (A7 B); vgl. Gln. (2.61) und (2.46). Ist J € s0(3) ein
Generator (J? = —IIg) und A € s0(3) eine beliebige schiefe lineare Abbildung, so liefert

A=A, + A, A =-[J[LA], A =A+1[J[JA] (2.87)

die Orthogonalzerlegung von A in zwei Komponenten, die zur J-Achse senkrecht bzw. parallel
stehen (A, bzw. A)). Der senkrechte Anteil hat die Lénge (oder Norm) |A, | = |[J, 4]|. (Hinweis:
fir B = [J, A] ist die Abbildung B+ [J, B] eine Isometrie, d.h. es gilt |[J, B]| = |B|.)

Satz. Dic Figurenachse f(t) = R(t)fR(t)' und die momentane Winkelgeschwindigkeit w() des
kréftefreien symmetrischen Kreisels liegen zu allen Zeiten koplanar zum (kanonisch adjungierten)
Drehimpuls L € so(3)*, um den sie eine regulire Prazession mit konstanter Winkelgeschwindigkeit

Q, ausfithren. Q, ist der Koeffizient b > 0 in der Zerlegung w = af — bL'/|L]|.
Beweis.| Die Linge von w ist erhalten: |w(t)| = |R(t) @(t)R(t)™| = | &(t)] = const. Ebenso sind
die Winkel zwischen f, w und L' erhalten, denn die Paarungen

iTr (L'w) = L(w) = 2T = const und  $Tr (L'f) = L(f) = Isws = const (2.88)

sind zeitunabhéngig. Folglich tiberstreichen w und f Kegel um Lf. Dabei bewegen sie sich mit der
gleichen Winkelgeschwindigkeit, €2, , da Koplanaritat zu allen Zeiten vorliegt. Zur Berechnung

von (2, beniitzt man f = RfRfl — RfRflRR”, also

f=wfl. (2.89)

Nun sei Jy, := —L*!/|L| die invariable Drehimpulsachse und f, := —[J, [/, f]] die zu J, senkrechte
Komponente von f. Da 2, per Definition die Winkelgeschwindigkeit der Rotationsbewegung von

f1 ist, haben wir

Q,(t)

_fwl Hw<t>af<t>%>_ (2.90)

@ (e, £(@)]
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s w(t)

Nufahoushc&tﬂ fw
P
Aus der Zerlegung w = af + bJy, folgt dann sofort Q, = b. Mit |[w(t), f(¢)]] = |[@&(¢), ]7]| =w| =

const und |fy (¢)| = |[J1, f(t)]| = const folgt auBerdem €,.(t) = const. [

Die Aussage des Satzes ist in der obigen Figur dargestellt. Dort erkennt man neben dem
Spurkegel (w) und dem sog. Nutationskegel ( f) auch noch das auf der invariablen Ebene P rollende
Energieellipsoid E von Abschnitt 2.4. Beachte, dass der Kosinus des Winkels zwischen —L* und
w wegen 3 Tr(L'w) = L(w) = 2T > 0 immer positiv ist.

Bemerkung. Im allgemeinen gilt €2, # €.

2.6 Unsymmetrischer Kreisel

Wir gehen dhnlich wie bei der Poinsotschen Konstruktion vor, nur arbeiten wir jetzt im korperfesten
System. Die Eulerschen Gleichungen (2.77) haben fiir D = 0 zwei Konstanten der Bewegung, die

beide quadratisch von @ (oder Z) abhéngen: zum einen die (doppelte) kinetische Energie,

L} 2 2
oM=2+2+2 2.91
I + I * I3’ ( )
und zum anderen das Langenquadrat des Drehimpulses,
L2 =12+ L2+ 12, (2.92)

Offenbar liegt L im Durchschnitt eines Ellipsoids und einer Sphare.

Bahnkurven von L. Um die Struktur der Durchschnitte zu untersuchen, fixieren wir den Wert
von T (und somit das Ellipsoid) und variieren den Radius |L| der Sphéare. Die Halbachsen des
Ellipsoids sind /271, > /2T1, > /2115, wenn wir 0.B.d.A. die Anordnung I; > I, > I3 > 0
annehmen. Ist der Radius |L| der Sphére kleiner (oder grofier) als die kleinste (bzw. grofite)

Halbachse, so ist der Durchschnitt leer und es existiert keine reale Bewegung zu diesen Werten
von 7" und |L|. Wenn der Radius der Sphére gleich der kleinsten Halbachse ist, dann besteht der
Durchschnitt aus zwei Punkten. Vergrofiern wir den Radius, so dass v/2T 13 < |L| < /2T, , dann
entstehen zwei geschlossene Kurven um die Enden der kleinsten Halbachsen. In der gleichen Weise
bekommen wir fiir |L| = /2T, zwei Punkte als Durchschnitt, und fiir /2T, < |L| < /2T1I;

zwei geschlossene Kurven in der Nahe der Enden der groflen Halbachsen.

Aufgabe. Fiir |L| = /2T']; besteht der Durchschnitt aus zwei Kreisen.
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Dynamik. Jedem der sechs Enden der Halbachsen des Ellipsoids entspricht eine stationare Losung
L = const von (2.77). Fiir eine solche Lésung ist & zu L (und somit w zu L) parallel: der Kérper
rotiert dann mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um eine seiner Hauptachsen Ji (k = 1,2, 3),
die in diesem Fall raumfest ist. Eine solche Bewegung nennen wir stationdre Drehung. Aus der
Bedeutung der diskutierten Durchschnitte als Bahnkurven der Bewegung von L folgt nun sofort
ein qualitativer Unterschied zwischen den beiden Féllen k£ = 1,3 und dem Fall & = 2 (siehe die
obige Graphik). Die stationdren Drehungen um die groite und kleinste Halbachse (k = 1,3) des
Energieellipsoids sind stabil in dem Sinn, dass eine kleine Storung der Anfangsbedingung klein
bleibt fiir alle Zeiten klein. Hingegen ist die stationédre Drehung um die mittlere Halbachse (k = 2)

instabil; eine kleine Storung bleibt nicht klein, sondern wéchst an (bis zu einer Maximalamplitude).

Aufgabe.| Verifiziere diese Aussagen iiber (In-)Stabilitdt durch eine analytische Diskussion der

Eulerschen Gleichungen fiir Anfangsbedingungen in der Nahe der 6 Enden der Halbachsen.
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3 Kleine Schwingungen

(Arnold, Seiten 98ff.) In diesem Abschnitt behandeln wir lineare Hamiltonsche Systeme. Solche
Systeme lassen sich in geschlossener Form 16sen (sie sind, wie man sagt, integrabel.) In vielen
nichtlinearen Problemen liefert eine lineare Naherung qualitativ richtige oder zufriedenstellende
Ergebnisse. Selbst wenn das nicht so ist, kann die Untersuchung des linear gendherten Systems

ein niitzlicher Schritt auf dem Weg zum Verstandnis des nichtlinearen Problems sein.

3.1 Gleichgewichtslagen

Fiir ein autonomes dynamisches System
T = X(x) (3.1)

heifit ein Punkt xy des Definitionsbereichs von X singuldr, wenn gilt X (zq) = 0. Da fiir singuléres
xq die konstante Abbildung ¢t — x(t) = zy die Bewegungsgleichung (3.1) 16st, nennen wir xy auch

eine Gleichgewichtslage des dynamischen Systems.

Im Folgenden geht es um autonome Hamiltonsche Systeme mit Hamiltonfunktion

H=T+4+U: MCR/ xR R,

1 (3.2)

k=1
fir f Freiheitsgrade (oder verallgemeinerte Ortsvariablen) ¢ = (g1, ..., ¢s) mit kanonischen Im-
pulsvariablen p = (py,...,ps). Die Koetlizienten iy, von T sind die Matrixelemente der inversen

Massenmatriz. Die kinetische Energie ist positiv: 7> 0 und 7' = 0 < p = 0. (Eine kinetische
Energie von nichtdiagonaler Gestalt ist uns schon in der Theorie starrer Korper begegnet.)
Die verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢, .. ., g5 des Hamiltonschen Systems berechnen sich

als Ableitungen der Hamiltonfunktion nach den kanonischen Impulsvariablen:

o = apk ;ukl (k=1,...,f). (3.3)

(Die Begriindung hierzu wird in der analytischen Mechanik nachgeliefert.) Die Impulskomponen-
ten py, ..., pr haben Zeitableitungen, die durch die verallgemeinerten Krafte, namlich die partiellen

Ableitungen der Hamiltonfunktion nach den verallgemeinerten Orten, bestimmt werden:

pk:—a—H (k=1,...,f). (3.4)

Ay,
Die Gleichungen (3.3) und (3.4) bilden ein dynamisches System der allgemeinen Form (3.1).

Fakt. Ein Punkt (¢°,p®) € M ist eine Gleichgewichtslage des durch (3.2) definierten dynami-

schen Systems genau dann, wenn gilt: (i) p® = 0 und (ii) ¢® ist ein kritischer Punkt von U.

Beweis. Eine Richtung (<) ist klar. Fiir die andere Richtung (=) bemerken wir, dass fiir jede

Gleichgewichtslage (q(t), p(t)) = (¢, p(0) = const gelten muss:

oH — (@9, pM =0 (k=1,...,/). (3.5)
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Wegen der Positivitat der inversen Massenmatrix verschwinden die partiellen Ableitungen nach

den Impulskomponenten nur fiir p{© = 0. An dieser Stelle gilt aber

a_H(q(O)’O) _

_ (0) )‘
Oqr Oqy

(q

Es folgt somit die Bedingung (dU) w0 = 0.

3.2 Stabilitat von Gleichgewichtslagen

Wir untersuchen nun die Bewegung zu Anfangsbedingungen in der Néhe einer Gleichgewichtslage.

Definition. FEine Gleichgewichtslage xq eines Vektorfeldes X heifit Liapunov-stabil, falls es in
jeder Umgebung U von xy eine Umgebung V C U von z( gibt, so dass fiir den Fluss ¢, von X
gilt: ¢(z) € U fir alle z € V und ¢t > 0.

A,

Ein Liapunov-stabiler Punkt x

u

Fakt. Betrachte das Hamiltonsche System (3.2). Wenn ¢(®) ein striktes lokales Minimum der
potentiellen Energie ist, dann ist die Gleichgewichtslage (¢{*),0) Liapunov-stabil.

Beweis. Wir setzen h := U(¢'?)). Durch geeignete Wahl von £ > 0 konnen wir diejenige Zusam-
menhangskomponente der Menge {q | U(q) < h + ¢}, die ¢(©) enthilt, beliebig klein machen. Die
entsprechende Zusammenhangskomponente Zy des Gebiets {(¢,p) | H(q,p) < h + €} im Phasen-
raum ist dann eine beliebig kleine Umgebung des Punkts (¢,p) = (¢(?,0). Z, ist aber aufgrund
des Energiesatzes unter dem Phasenfluss invariant. Deshalb verbleibt jede Phasenbahn (g(t), p(t))
in der Nihe von (¢®,0), wenn die Anfangsbedingung (q(O),p(O)) nahe genug bei (¢(?,0) liegt.

3.3 Linearisierung

Wir kehren zum allgemeinen System (3.1) zurtick. Bei der Untersuchung der Lésungen von (3.1) in
der Nahe einer Gleichgewichtslage benutzt man oft eine lineare Approximation, wie folgt. Taylor-

Entwicklung des Vektorfeldes X um die Gleichgewichtslage xq liefert:
X(z) = (Dyy X)(z — 20) + O ((x — 20)?) (3.6)
und mit K := D, X erhalten wir fir y := x — 2 das linearisierte dynamische System
y = Ky. (3.7)
Das linearisierte System hat den Vorteil, dass sein Fluss sofort angegeben werden kann:

t2 3
qﬁt:exptK:Id+tK+§K2+§K3~~. (3.8)
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Wie “gut” ist nun diese lineare Approximation? Falls die Gleichgewichtslage zy Liapunov-
stabil ist, verweilt die Bewegung fiir alle Zeiten in der Ndhe von z( (sofern die Anfangsbedingung
nahe genug bei x( liegt), und die lineare Approximation gibt eine qualitativ richtige Beschreibung.

In Abwesenheit von Liapunov-Stabilitdt wird nur die Kurzzeitdynamik richtig wiedergegeben.

_ Wir wenden uns jetzt wieder dem Hamiltonschen System mit Hamiltonfunktion
(3.2) zu und linearisieren die Bewegungsgleichungen um eine Gleichgewichtslage, die wir 0.B.d.A.
am Punkt ¢(® = 0 annehmen. Dazu geniigt es, die kinetische Energie T' = % >k M (q) pr i durch

0

ihren Ausdruck fiir ¢ = ¢(°©) = 0 zu ersetzen,

1
=3 ; 12 0) Pr (3.9)

und die potentielle Energie quadratisch zu nahern,

1 0*U
Uz =3 ;Bkl Gk @, B = (HessU)y(0) = 9anda 0). (3.10)
Die Matrix K des linearisierten Systems hat in diesem Fall die Gestalt
0 At : 1
K = B 0 mit A = (u(0)) und B = (Bu), (3.11)

und der Phasenfluss ergibt sich zu

¢ =exp (tK) = cosh(tK) + sinh (tK)
_, sin (tvVBA1)
cos (tV.A-1B Al — ==
B (tv ) e
(VAR ,
—BM cos (tV/BAT)
A-1B
wobei cos VX = 3°°° (= X)"/(2n)! und v X “sin VX = Yoo o(=X)"/(2n+1)! durch ihre Poten-
zreihen erkléart sind. Ein anderes Verfahren zur Konstruktion des gleichen Phasenflusses ist Thema

des néchsten Abschnitts.

3.4 Normalschwingungen

Wir betrachten jetzt das Problem kleiner Schwingungen, d.h. von Bewegungen des linearisierten

Hamiltonschen Systems (3.2) mit Energiefunktion

f f
1 o 1
H=T+U, T=§E A qrqr U:§E Buakq . (3.12)

k=1 k,l=1
Hierfiir ist es zweckméBig, die kinetische Energie T" als quadratische Form in den Geschwindigkeiten
dr (statt den Impulsen pj) auszudriicken. Die Umrechnung erfolgt mit py = >, A ¢, wobei
Ay = (1) (0) die Matrixelemente der Massenmatriz in der Gleichgewichtslage ¢(® = 0 sind.

Pr=> AuG=-Y Bua=F (k=1,..f). (3.13)
! .
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Um sie vollstandig zu 1sen, ist es giinstig zu abstrahieren. Sei {ey,...,es} eine Basis des Vektor-
raums R7. (Beachte, dass auf R/ keine Euklidische Struktur vorausgesetzt wird!) Wir definieren

zwei symmetrische Bilinearformen A, B : Rf x Rf — R durch die Forderungen
Alex,e) = Aey,ex) = Ay und  Bleg,e;) = Ble,ex) = By (k,l=1,...,f). (3.14)
Wir setzen ¢ := Z£:1 qrer und konnen hiermit 7" und U koordinatenfrei aufschreiben:
T =3A(¢,q) uwnd U =1B(q,q). (3.15)
Da die kinetische Energie positiv definit ist, wird durch

ein (Euklidisches) Skalarprodukt auf R/ erklirt.

- Es existiert eine beziiglich (-, -) 4 orthonormale Basis {ey,..., €}, welche die quadratische
Form B auf Diagonalgestalt bringt: B(eg,€;) = Aoy . (Die Zahlen Ay heiflen die Eigenwerte von
B relativ zu A.)

_ Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Im ersten Schritt konstruiert man eine A-
Orthonormalbasis {€3,...,¢;} von R/. Das Vorgehen hierbei ist iterativ. Man beginnt mit irgend-
einem Einheitsvektor €; € R/, (€1,€1)4 = 1. Die Wahl von &; bestimmt eine Orthogonalzerlegung
R/ = Re;®V;. Im orthogonalen Komplement V; von €; wihlt man dann einen zweiten Einheitsvek-
tor ey, der wiederum eine Orthogonalzerlegung V; = Reé, @ Vs bestimmt. In V5 wahlt man dann es,
usw. Auf diese Weise entsteht ein Fahne von Vektorraumen Rf DV, DV, D ... D VieiD V=0
und gleichzeitig eine Basis {€1,ea, ..., €}, die orthonormal beziiglich (-, ) 4 ist.

Im zweiten Schritt des Beweises betrachtet man die Matrix ]§kl = B(eg, €;) der symmetrischen
Bilinearform B in der gewahlten A-Orthonormalbasis. Ein Ergebnis der linearen Algebra besagt,
dass diese symmetrische Matrix durch eine A-orthogonale Transformation auf Diagonalgestalt

gebracht werden kann; d.h. es existiert ein Basiswechsel e, = ), Ry ¢ mit den Eigenschaften

A(@k, @) =Y Riw Rurbpor = O,

[
B(@x,&) = Y Ruw R B(@w, er) = Mbu -
KU

_ Werden die Matrizen von A und B in der Ausgangsbasis {ey, ..., es} mit A = (Ay)
und B = (By;) bezeichnet, so sind die Zahlen A, die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
X(A) = Det(B — A\A).

- In der Basis {e, ..., er} gilt: (B—AA)(€x, €) = (A\x—A)dg. Die Determinante der Matrix
von B — A in dieser Basis ist somit [/_, (Ax — A), mit den Nullstellen A = A (k=1,..., f). Das

Verschwinden der Determinante ist eine FEigenschaft, die nicht von der Wahl der Basis abhangt.

_ Die Determinante einer linearen Abbildung L : V — V ist bekanntlich basisun-
abhéngig erklart; sieche Gleichung (2.1) vom Anfang des zweiten Kapitels. Nun wird aber durch
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eine symmetrische Bilinearform () auf V' kein Endomorphismus von V' definiert, sondern eine lin-
eare Abbildung @ : V — V* v Q(v,-). Um die Determinante einer solchen linearen Abbildung

zu definieren, bendtigt man zwei Volumenformen, eine auf V' und eine zweite auf V*:

Qv+ (Qer,...,Qer) = Qy(er,...,er)Det(Q). (3.17)

In Abwesenheit von zusétzlicher Information (z.B. durch ein fundamentales Skalarprodukt) ex-
istiert keine kanonische Wahl fiir (die Normierung von) €y und Qy«. Deshalb ist Det(Q) nur bis

auf die Multiplikation mit einer beliebigen (positiven) Konstante erklért.
_ Die Basisvektoren ey, ..., ey geniigen den Gleichungen

(B= MA@ ) =0 (k=1,.... /) (3.18)

Diese Aussage folgt aus dem Verschwinden von (B — A\ A)(€,¢) = 0 fiir alle k,l =1,..., f und
der linearen Unabhangigkeit der Vektoren ey,...,e;. O

Wir bezeichnen die Koordinaten von g = Z£=1 qrer beziiglich {ey,...,€;} mit @, also ¢ =
Z£:1 Qrer . In diesen Koordinaten haben 7' und U die Diagonalgestalt

T —

N —

f f

: 1
SQ, U=3> Mm@ 3.19
k= ‘ 2k;:1 * ‘ ( )

1

Das System von Bewegungsgleichungen zerfillt daher in f entkoppelte Gleichungen:

Qr=-MQr (k=1,...,f). (3.20)
Fiir jedes der eindimensionalen Systeme (3.20) sind_zu unterscheiden:
(i) A =w? > 0; die Losung ist Q = ¢; coswt + ¢y sin wt.
(ii) A = 0; die Losung ist Q) = ¢1 + cof (“neutrales Gleichgewicht”).
(iii) A = —v? < 0; die Losung ist Q = ¢; cosh vt + ¢y sinh vt (“Instabilitit”).

Zu jedem positiven Eigenwert A\, = w? gibt es also eine Losung q(t) = (¢; coswyt + o sinwyt) €,

oder in den urspriinglichen Koordinaten,
q(t) = (c1 cos wyt + co sin wyt) {l(k) (l=1,...,f), (3.21)

wobei fl(k) die Komponenten von €, beziiglich der Ausgangsbasis {ej,..., e} sind.

_ Die periodische Bewegung (3.21) heifit eine Normalschwingung des Systems mit
Hamiltonfunktion (3.12), und die Zahl wy heiit charakteristische Frequenz. [J

Wir beniitzen dieselbe Terminologie fiir nichtpositive Eigenwerte, obwohl die Bewegung dann

nicht periodisch ist. Mit dieser Konvention konnen wir kurz zusammenfassen:
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(i) Das Hamiltonsche System mit Hamiltonfunktion (3.12) hat f Normalschwingungen, deren
Richtungen paarweise orthogonal beziiglich des durch die kinetische Energie bestimmten

Skalarprodukts (-, -) 4 sind.

(ii) Jede kleine Schwingung ist eine Summe von f Normalschwingungen.

Anleitung. Gegeben sei das linearisierte System mit Hamiltonfunktion (3.12). In der Praxis geht

man am besten folgendermafien vor.

(A) Berechne das charakteristische Polynom x(A) = Det((Bw — AA))) und bestimme seine
Nullstellen, A =\, (n=1,..., f).

(B) Fiir jede Nullstelle \, 16se das lineare Gleichungssystem

f
S (Bu- A& =0 (k=1,.... /). (3.22)

=1
(C) Normiere (falls gewiinscht) das System von Eigenvektoren §l(n) durch

f
> An&ME" = b (3.23)

k,i=1

Dann sind w, = v/, die charakteristischen Frequenzen, und die Vektoren e, = Zlf:l l(n)el

definieren die Richtungen der Normalschwingungen.

3.5 Beispiel: Gekoppelte Pendel

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir zwei gekoppelte, ebene Pendel mit gleicher Lange [ und
verschiedenen Massen m; und msy . Die Pendel befinden sich im Schwerefeld mit Erdbeschleunigung
g und hangen in der Gleichgewichtslage senkrecht nach unten. Die Kopplung erfolgt iiber eine
Feder mit Federkonstante . Als verallgemeinerte Ortsvariablen verwenden wir die Winkel ¢; und

g2 der Auslenkung aus der Vertikalen.

Die Energiefunktion ist:

2

l . . o
H = §<m1 @i +ma2q3) + gl(mi(1 — cosqr) + ma(l — cosgn)) + §(d(q1, Q@) — do)2 (3.24)

mit d(q1,¢2) = (({cos g1 — lcos g2)* + (do — Ising; + Isin q2)2)1/2 dem Abstand zwischen den zwei

Pendelmassen. Linearisierung um die Gleichgewichtslage ¢; = g2 = ¢ = ¢o = 0 gibt
I? -2 -2 gl 2 2 al? 2
H = E(ml qd1 + Mo q2) +§(m1 qd1 —i—m2q2) +7((]1 —QQ) . (325)
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Hiervon lesen wir die Matrizen der kinetischen und potentiellen Energie ab:
_(ml® 0 _ (magl + al? —al?
A= ( 0 m2l2> , B= ( —al? magl + al?® ) (3.26)

Nach kurzer Rechnung finden wir
Det(B — M) = (my + my) 12 (m<g —N)2 +al(g — Al)) (3.27)

mit m = myms/(my + my) der reduzierten Masse. Die Wurzeln der Nullstellen dieses Polynoms

sind die charakteristischen Frequenzen:

w1 =g/l, wy=+/g9/l+a/m. (3.28)

Durch das Losen der linearen Gleichungen (B — w2.A) ™ = 0 fiir n = 1,2 erhilt man die Rich-

tungen der Normalschwingungen:

ny_ (1 2) _ [ M2
) — (1) ) <—m1> | (3.29)

In der ersten Normalschwingung pendeln die beiden Massen in Phase. Die charakteristische Fre-
quenz ist in diesem Fall gleich der Frequenz, die jedes Pendel alleine (ohne gegenseitige Kopplung
durch die Feder) hétte. In der zweiten Normalschwingung schwingen die Pendel gegenphasig,
wobei sich die Amplituden der Auslenkung invers zu den Massen verhalten. In diesem Fall ist die
charakteristische Frequenz durch die riickstellende Kraftwirkung der Feder erhoht.

9
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4 Networks

In this chapter we develop some parts of discrete exterior calculus, introducing the laws of elec-

trostatics, Kirchhoff’s rules and certain types of networks along the way.

4.1 Chains on 1-complexes

The basic objects in discrete exterior calculus are (differential) k-complezes. For the moment we
look only at the simple case of 1-complexes (k-complexes with & > 1 will be introduced later).

These are made up of vertices (or 0-cells) connected by oriented edges (or 1-cells, or links).

- In the following example of a 1-complex K, there are 3 vertices A, B, C' and 4 oriented
edges «, 3,7, 9:

C

A B

B

Orientation of an edge means a sense of direction (determined pictorially by an arrow).

- In discrete exterior calculus, the vertices of a complex K are regarded as the basis vectors
of a real vector space Cy(K'). Thus the elements ¢ of Cy(K) are linear combinations of vertices
A; with real coefficients ¢;: ¢ = >, ¢;A;. Such formal sums are called 0-chains. Similarly, the
oriented edges of K are regarded as the basis vectors of a real vector space C1(K). Its elements are

formal sums > ;15 ay of oriented edges «; with real coefficients r;, and they are called I-chains.

_ Every 1-complex K comes with a linear operator

9: CL(K) — Cy(K), (4.1)

called the boundary operator of K. The boundary of an oriented edge is defined to be the end
point of the edge minus the starting point. By linearity, this defines 0 on all of C;(K).

- Recall the complex K shown above. There we have

da =B — A,
Ia+p)=0a+08=(B—A)+(C—-B)=C- A,
da+p+7)=0,

I+ —v)=—20v=2C - 2A.

Notice that, if da = B — A (as in the example), then d(—«a) = A — B by the linearity of 9. Thus,
in going from « to —« the starting point A and end point B switch roles, and we should think of

—a as being the same edge as a but with the orientation (i.e. the sense of direction) reversed.
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A A

Kirchhoft’s first rule. Let [ be the electrical current low in an electrical circuit K, and let us
consider [ as a 1-chain on K, viewing K as a 1-complex (by assigning orientations to the wires of

the circuit). In formulas:

=% 1, (4.2)
J

where v; are the (oriented) wires of the circuit K, and the real coefficient I; is the current flowing
along ;. (I; > 0 means that the current is flowing in the direction of the chosen orientation
of ~;, whereas I; < 0 means that the current flows the opposite way.) If the current flow is
stationary (i.e. both the current density and the charge density are constant in time), then the

law of electrical current conservation applies and is succinctly expressed by Kirchhoff’s first rule:
ol =0. (4.3)

Example. Consider again the complex K of the previous example. The current in that case is a
sum of 4 terms:

I = IaOé —+ [5ﬂ + I,y’}/ + [55

Computing its boundary we obtain

oI = I,0a+ 1306 + 1,0 + 1,06
= I,(B—A)+13(C - B)+ I,(A-C) + I;(C — A)
= (—Io+1,—5)A+ (I, —Is)B+ (I —1,+ 15)C.

Because of the linear independence of the “vectors” A, B,C' — recall that they furnish a basis of
the vector space Co(K) by postulate — setting dI = 0 is equivalent to setting the coefficients of
each of A, B, C' to zero:

=0 <= —I,+1,—I;=0, Io—I3=0, Ig—L +1;=0.

The equation I, = Ig obviously means that there is as much current flowing into the node B as
there is current flowing out of it. The other two equations mean the same thing for the nodes A, C'.
This is just the statement of current conservation: for every node N in a circuit with stationary
current flow (and no charges piling up at the nodes) the current flowing into N exactly balances

the current flowing out of V.

4.2 Cochains and coboundary operator

Recall from linear algebra that every vector space V' comes with a dual vector space V*. The
elements of V* are linear functions f : V' — R. By this token, given the vector space Cy(K)

we have the dual vector space of linear functions f : Cy(K) — R. The latter is conventionally
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denoted by C°(K) = Cy(K)*, and its elements are called 0-cochains. If c is a O-chain of K and f

is a 0-cochain of K, we write
(f,e) (4.4)

for the value of f on c. By linearity, a O-cochain f is completely determined by its values on the

O-cells (the vertices) A; of K. Such values are alternatively written as

(f, A = F(A)). (4.5)

We also refer to the (non-degenerate) linear mapping C°(K) x Co(K) — R by (f,c) = (f,c) as

the pairing between 0-cochains and 0-chains.

_ The electric scalar potential (also called the electrostatic potential in the present
context) ® assigns to every node A; of an electric circuit K a real number ®(A4;), namely the value
of the potential at that point. The function ® can be viewed (and this is a view we will often

take) as a 0-cochain on K regarded as a 1-complex. The value of ® on an arbitrary 0-chain is

<q>, > ciAl-> - Zc O(A;). (4.6)

While it may seem odd to the novice that we view the electrostatic potential as a function not
just on points but on arbitrary 0-chains, this point of view is often quite useful. One-
of this viewpoint is the following. Let p = >, p;A; (a 0-chain) be the electric charge density of the
circuit K — here we assume that all charges sit on nodes and the amount of charge on the circuit

node A; is p; . Then the pairing between ® and p is (twice) the electrostatic energy of the circuit:
(.p) =D pi (A). (4.7)

_ Just as Cy(K) is associated with its dual, C°(K), the vector space of 1-chains C(K)
is associated with its dual vector space, C*(K). The elements of C''(K) are called 1-cochains.
The pairing between a 1-cochain w and a 1-chain ¢ is still denoted by (w, ¢), and for the value of

w on a l-cell v; we still use the alternative notation

(w,75) = w(v))- (4.8)

_ To every edge (or link) 7; of an electric circuit K we associate the voltage

V(;) along ;. We can view this association as a function V' : v; — V(v;) € R, which linearly
extends to a function V : Cy(K) — R. Thus V is a l-cochain, V € CY(K) = C1(K)*. In a
resistive network (see Section 4.4 below) with current I =3, I;~; the pairing of V' with I,

<V7 [> = Z [j V(,Yj)v (49)

has a clear physical meaning: it is the power dissipated by the network.

60



_ We now recall another general principle from linear algebra: given a linear

mapping L from a vector space V into a vector space W, there exists a canonically defined linear

mapping L' : W* — V* called the canonical adjoint of L. It is defined by
(L'w,c) = (w,Lc) (weW?* ceV). (4.10)

The canonical adjoint is sometimes called the “transpose”: if one introduces bases vi,vo,... of V
and wq, wo, ... of W and expands Lv; = Zj w;L;;, then the matrix of L w.r.t. the dual bases of
W* and V* is the transpose of the matrix of L: (L');; = Lj;.

_ Application of this general principle to the boundary operator

0: C1(K) — Cy(K) (4.11)
yields a linear operator (the canonical adjoint or transpose of 0)
d: C°(K)— CY(K), (4.12)

which is called the coboundary operator. The boundary operator 0 is a very intuitive object, but
what is the intuition for the coboundary operator d? We will see that d is the discrete variant of

a differential operator (hence the notation d). First we give a concrete example illustrating d.

- Consider once again the complex K of the example given in Section 4.1. The matrix
of 0 w.r.t. the (ordered) bases A, B,C of Cy(K) and «, 3,7, of Cy(K) is

Since d is the canonical adjoint of 0, its matrix w.r.t. the corresponding dual bases is obtained by

transposition:
-1 1 0
0 -1 1
1 0 -1
-1 0 1

If A*, B*,C* and o*, *,~*,0* are the dual bases of C°(K) and C'(K), this means that
dA* = —a* + " = o7,
dB* = a* — 7,

since dA} = . aj d;; .

_ Here comes the general rule for the linear operator d. (Of course, by linearity it
suffices to specify d on some basis of C°(K).) We adopt the convention of denoting dual bases

with an asterisk. Let then p be any vertex of K. To compute dp* we look for the oriented edges
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of K that have p as a boundary point. Let o;,,...,a;, (Bj,,...,05;,) be the oriented edges that
end (resp. begin) on p. Then

k * * * * * *
dp —Oézl—f—Odw—f—...—f-Oézm— jl_ﬁj2_..._ﬁ'n.

_ Why did we say that the coboundary operator d resembles a differential

operator? Consider d on a network of linear structure:

(4.13)

A A; Az

) o3

and compare dAj5 = aj, — a3, with the derivative of a smeared J-function:

The similarity should be clear.

_ We will put the coboundary operator to many good uses in the

sequel. A first application is as follows. Consider, once again, the complex of the example in

Section 4.1. Expressing the potential ® in the basis of characteristic functions A*, B*, C* we have
O =P(A)A"+P(B)B*+D(C)C". (4.14)
We then compute the coboundary of ®:

d® = ®(A)dA* + &(B)dB* + &(C)dC”

(4)
= Q(A)(7" —a" =)+ (B)(a" — ) + B(C) (0" + B — ")

= (2(B) ~ B(4)) a” + (B(C) — &(B)) 5 + (B(A) — 2(C)) 7" + (B(C) — @(A)) 5"

By the definition of ®, the potential difference ®(B) — ®(A) is the negative of the voltage along
a: V(a) = ®(A) — ®(B). Similarly, V(5) = ®(B) — ®(C), and so on. Thus we see that

V =—do. (4.15)
This corresponds to the equation E= —grad ® of vector calculus.

4.3 2-complexes: dod = 0

The complexes K under consideration so far were built from vertices and edges only. Now we

add another element to the setup: oriented faces (or 2-cells). Beside the vector spaces Cy(K) and
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C1(K), we then have the vector space of 2-chains, Cy(K’). The boundary operator 9 : Cy(K) —

Co(K) naturally extends to a sequence of linear operators
Co(K) -2 CL(K) -L Co(K). (4.16)

Example. The following 2-complex is obtained by still taking the 1-complex of the example in

Section 4.1 and sewing in two oriented faces, denoted by “red” and “blue”:

)
C

The boundaries of the two oriented faces of K are
d(red) =a+ B+, OJ(blue) =—vy—4.
Notice that the boundary of each of the two boundaries is zero:

(000)(red) =0(a+pB+v)=B—-—A+C—-B+A—-C=0,
(00 d)(blue) =0(—y—9§)=C—-A+A—-C=0.

This property is not particular to the special 2-complex under consideration, but will always be
true for any ‘“reasonable” complex (think about it, and you’ll see that it’s true!). Hence the

following definition is rather natural.

Definition. A k-complex (for k € N) is a sequence of vector spaces Co(K), ..., Cr(K) connected

by linear operators (the boundary operator),
02 Cy(K) <& Oy (K) & - & Oy (K) <2 OW(K), (4.17)

such that 0o d =0. O

Now, given a k-complex (of chains) we immediately get another k-complex (of cochains) by

dualization:
COK) -5 oK) L L oY R =D eRK) Do (4.18)

Indeed, from 0 o 9 = 0 we deduce that
<ddw,c> = <dw,0c> = <w,8ac> = <w70> =0 (4.19)
for any w € C*(K) and ¢ € Cy,2(K), so the coboundary operator d satisfies

dod=0. (4.20)
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_ Consider some 2-complex and recall the electrostatic law V = —d®;

in words: the voltage is (minus) the coboundary of the potential. Applying d to both sides of this

equation and using d od = 0 we get
dV =0 (Kirchhoft’s second rule). (4.21)

What does this mean? The equation dV = 0 is equivalent to <dV, c> being zero for every 2-chain
c. But <dV, c> = <V, 8c>, SO

AV =0 <= VceCyK): (V,0c)=0. (4.22)

Any 1-chain OJc consists of boundary loops, so the statement dV = 0 is equivalent to saying that
the voltage V vanishes along any such loop. For example, the boundary of the red face in the

example on the previous page is a + 3 + 7, and Kirchhoff’s second rule states that

(V,0(red)) = V(a) + V(B) + V(7) = 0.

- Show from the definition of the coboundary operator by <dw, c> = <w, 8c> that d :
CY(K) — C?*(K) is computed by the following rule. Let 1, 7o, ... be the oriented edges of K and
denote the element dual to v; by 7}, as before. To compute the coboundary dv; we look for the
(oriented) faces that contain 7; in their boundary. Then dv; is the sum (with signs) of the duals

of these faces, where the plus/minus sign is used if the orientations agree/disagree.

- For the 2-complex K from the beginning of this subsection we have

da* =red”, dp* =red*, dvy* =red® — blue*, dé* = —blue”.

4.4 Resistive networks

Let K be some 2-complex with a number N; of 1-cells v1,79,...,7n,. Place resistors with re-
sistances R; on N; — 1 of these, and on the residual 1-cell place a current source (i.e. a battery,
say with voltage Via). What you get in this way is called a resistive network. We assume that
the resistors and the battery are connected by perfectly conducting wires via the 0-cells of K
(the nodes of the resistive network). The situation is illustrated in the next diagram, showing a
2-complex on the left-hand side and a corresponding resistive network on the right-hand side.
Now let the resistive network be in a stationary state. This means that everything is constant
in time (except for the state of the battery, which is gradually getting discharged), and there is a
certain time-independent electrical current flowing in each 1-cell v; of K, i.e. in each resistor of

the network. These (local) currents I; determine a 1-chain

N1
I=> Iy (4.23)
j=1

called the (global) current. Assuming the resistances R; and the battery voltage Vit to be given,

our goal will be to compute the /; and hence 1.
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2-complex K

resistive network

There exists 3 sets of linear relations, which altogether determine the global current /. The
first set is given by Kirchhoft’s first rule: 91 = 0. As was explained earlier, it expresses the law
of current conservation at the nodes. The second set relates the currents I; to the voltages V; by
Ohm’s law: V; = R;I;. Viewing the resistances as a mapping R : Ci(K) — C'(K), we write
Ohm’s law in the succinct global form V' = R I. The third set of relations is given by Kirchhoft’s
second rule, dV = 0. Its meaning, as we saw, is that the voltage about any boundary loop of the

network vanishes. In summary, the equations of a stationary resistive network are
dV=0, V=RI, 0I=0. (4.24)

In the absence of a driving term, the solution of these equations is the trivial one, I = 0 = V.
The solution becomes nontrivial if we take one of the voltages, say V; = V/(v;), to be exter-
nally prescribed, by forcing V; = Via . Of course, if we then insisted on prescribing the ratio
Voatt/Inatt = Vj/1; = R;, the system would be overdetermined. To allow a solution to exist, we

have to treat the current I, drawn from the battery as one of the unknowns of the problem.

Solution strategies. We distinguish between two basic strategies for solving the equations of a

resistive network:
1.| Node potential method:

(i) Solve dV = 0 by making an ansatz for the potentials at the nodes: V = —d®.
(i) Express the current by the potential: [ = —R™!d®.

(iii) Determine the unknowns in ® from the equation 0 = I = —9R~'d®.
2. Mesh current method:

(i) Solve 01 = 0 by setting [ = 0H, with H an unknown 2-chain.
(ii) Express V by H via Ohm’s law: V = ROH.

(iii) Determine H from the equation 0 = dV = dRJH.
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We are not going to enter into an explanation as to whether/why these two methods always work
(this is done at length in the textbook by Bamberg & Sternberg: A Course in Mathematics for
Students of Physics, volume 2, Cambridge University Press, 1990). Instead, we content ourselves

by illustrating them at the above example.

Node potential method. The first remark to make here is that the electrostatic potential ¢
never is uniquely determined: if ® solves V' = —d® for a given V', then so does ® + const. We
fix this arbitrariness by setting (any) one of the node potentials to zero. For the network at hand

(which is the example network given at the beginning of this subsection) we choose ®(B) = 0.
Since Viay = V(o) = ®(B) — ®(C'), we then have

P =P(A) A" — Voars C" + @(D) D*
with unknowns ®(A) and ®(D). Application of the coboundary operator gives the voltage:
—V=d® =Q(A)(—F" — 7" = ") = Viawr (" + 8" + ") + ©(D) (0" + " — ¢").

The 1-cochain V' so obtained automatically satisfies Kirchhoff’s second rule.

Next we use Ohm’s law to express the current by the unknowns:

[ =R = Laua + Ry (Vo + ©(A)) B+ R;1O(A) y
+ Ry (®(A) — ®(D)) 6 — R-'®(D) e + R, (Voare + ©(D)) .

Finally, we take the boundary of the current /, and organize the answer by nodes:

oI = ( — B! (Vi + ©(A)) — R-'B(A) — Ry (B(A) — cI)(D)))A
+ ( — Tyu + B D(A) + R;lcb(D))B
 (Touee + B3 (Vs + ©(A)) + B! (Vo + ®(D)) ) €

+ (B (@(4) ~ #(D) = B ¥(D) = B (Vi + #(D)) ) D.

It would now appear that the system is overdetermined, as there are 4 equations to satisfy with
3 unknowns, namely ®(A), ®(D) and Ip,.. Fortunately all of the equations are not independent:
if Kirchhoff’s first rule is satisfied at all nodes but one, then it is automatically satisfied also at
the last node. To see why this always holds true, let f € C°(K) be some constant function,
f(A)) = f(As) = ... = f(An,). Evaluating such a function on the 0-chain 01 we are guaranteed
to get zero: < f,ol > = <d fil > = 0, as the coboundary of any constant function vanishes (recall
that d “differentiates”). [Another characterization of the situation is to say that the boundary
operator 0 : C1(K) — Cy(K) of a connected network fails to be surjective by dim coker 0 = 1.]
Thus <f, 8]> = 0 or, equivalently, > ,(01); = 0. And, indeed, if we add up the coefficients of the
nodes A, B,C, D in our example, we do get identically zero. Therefore, we may delete (any) one
of these coefficients, and solve the remaining 3 linear equations from 9/ = 0 for the 3 unknowns
D(A), ®(D), and Tpag-
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Mesh current method. The resistive network under consideration has three 2-cells, which we
chose to denote by red, blue, and green. Thus, the vector space Cy(K) is 3-dimensional and the

most general ansatz for H reads
H = H,eq - red + Hyjye - blue + Hgreen - green

with unknowns Hyeq, Hpie, and Hgreen. An expression for the current I results on forming the

boundary of H,
I =0H = Hred(7 -0+ 8) + Hblue(_ﬁ +0 + 90) + ngeen(a — & (,0)
From this we get the voltage 1-cochain V' by using Ohm’s law:

V= RaH - V:batt ot — Rﬂ Hblue 6* + RW Hred ’7* + R6 (_Hred + Hblue) 0"
+ Re (Hred - ngeen) 6* + ch (Hblue - ngeen) 90*-

Here we isolated the battery 1-cell a and set the coefficient of the dual element a* to Vi, in
keeping with the setup specified at the outset.

In the next step we compute the coboundary of V:

dV = (R'y Hred - Ré (_Hred - Hblue) + Rz—: (Hred - ngeen)) red*
+ (Rﬁ Hblue + R6 (_Hred + Hblue) + ch (Hblue - ngeen)) blue*
+ (%att - Re (Hrcd - ngccn) - Rga (Hbluc - ngecn)) green*-

Imposing Kirchhoff’s second rule, dV = 0, we then obtain 3 equations for the 3 unknowns Heq,

Hyue, and Hgeen. These equations can be arranged in matrix form as follows:

R, + Rs + R. —R; —R. Hyeq 0
—R; Rg+Rs+ R, —R, Hype | = 0 ;
_RE _Rga RE + Rgo H, green _Vbatt

which is a linear system of the type Ax = b. The solution z = A~1b always exists here, since the
symmetric matrix A formed from the resistances is positive and hence invertible.

Let us end with a word on the physical meaning of the 2-chain H = ), H;>;. Ultimately,
we will recognize H (from Ampere’s law) as the magnetic excitation (or, rather, as the 2-chain
model thereof), but for now we will simply say this: Hj, can be viewed as the partial current (or
mesh current) circulating around the £ face. In our example, this is clear from the relations

Ia = ngeena I,B = _Hblue7 Iw = Hreda ](5 = Hblue - Hred7 Lp = Hblue - ngeen7 Ia = Hred - ngeen-
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4.5 Capacitive networks

In the previous section we took a 2-complex K and placed resistors on its 1-cells to form a resistive
network. Now we do the same thing using capacitors instead of resistors. Thus, let there be some
2-complex with 1-cells v; (j = 1,...,N;). On each of these we put a capacitor, denoting the
capacitance on the j™ 1-cell by C;. The capacitors are connected to each other via the nodes of
K. An example of such a capacitive network is shown in the next figure. We will use this example

for illustrative purposes below.

A e B B D Ca o
2—complex K capacitive network

_ To get started, let the network be in a neutral state. This means that we took
care to discharge all the capacitor plates (in case they had been charged earlier) and there are no
superfluous charges on the nodes either. Starting from this neutral situation we then prepare the
network in a specific charged state by transferring charges (usually, electrons) between the nodes
of the network by using, say, a battery. After that process there is a nonzero amount of charge on
each node, although the total charge (summed over all nodes) still vanishes since all we did was to
instigate internal charge transfer. To do the book keeping, we assemble all the information about
the node charges into a 0-chain p = vazol piA;, with p; being the charge transferred onto node A, .
The vanishing of the total charge — referred to as global charge neutrality — implies < fyp) =0 for
any f € C°(K) with constant values on the nodes.

_ The extra charges placed on the nodes will not stay there, as such a con-

figuration would not be energetically favorable. Rather, the positive and negative charges forced
upon the nodes will seek to recombine so as to restore the original state of local charge neutrality
(the state of minimal electric energy). They are prevented from doing so by the insulating layer
between the two plates of each capacitor. Thus the node charges move to the capacitors and
accumulate on the capacitor plates. After a brief transient period of charge redistribution the
capacitive network will have settled down in a stationary state, which is the energetically lowest

configuration accessible in the presence of the constraints posed by the experimental setup.

_ The capacitors are now charged — each of them by some

pair of charges (Q;, —();) on opposite plates. Our goal is to compute these capacitor charges Q;,
given the capacitances C; and the data about the charge transfer between nodes, p. For that
purpose it is convenient (and also natural) to assemble the information about the charge state
of the capacitors into a 1-chain: @) = Z;V:ll Q; ;- Now by the definition of what is meant by a
capacitor with capacitance C;, the charge @; on the j™ capacitor is accompanied by a voltage

V; = Q;/C; between the plates of that capacitor. All these voltages determine a voltage 1-cochain
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V=> Vi This concludes our discussion of basic definitions and setup, and we can now turn

to formulating the algebraic problem to be solved.

_ The equilibrium state of the capacitive network is determined by three

sets of equations:
—-0Q =p, Q=CV, dV =0. (4.25)

The last set is familiar: it is Kirchhoff’s second rule, stating that the sum of the voltages around
any boundary loop of the capacitive network vanishes. The middle set encodes the information
about the capacitances of the network. We define C : C'(K) — Cy(K) to be the linear operator
with the property Cyj = Cjvy; (j = 1,..., N1). The “global” equation () = CV then succinctly
summarizes all the local relations @); = C;V; .

The first set, —0Q) = p, expresses the fact that all capacitor charges stem from node charges.
The minus sign in the equation invites some explanation. What enters here is a sign convention
for making the assignment of a pair (();, —Q;) to a pair of capacitor plates. The convention is
that as we follow along the directed 1-cell 7;, the first capacitor plate we encounter carries charge

Q; , and the second one charge —Q); . To illustrate, consider the node B of our example:

-Qs

+Qs
5
@ | Ps B
+Qul |-Qu B +0Qsl -0p

Charge conservation means that pp = —Q, + Qs + Qs , and this equals —(9Q)p because

—Qa+ Qs+ Qs = —Qa(0a)p —Qs(98)s — Qs(09)5
= —(0(Qua + QpB + Q7 + Q59)) p = —(9Q) 5.

Given a set of node charges p, how do we solve the equations of a capacitive network for )
and V7 As with resistive networks, there exist (at least) two major strategies. The first of these

proceeds by reduction to Poisson’s equation and will now be described in some detail.

_ Just as in the node potential method of Section 4.4, we start by solving

dV = 0 through the introduction of a potential: V' = —d®, thereby obtaining an expression for
the capacitor charges as ) = CV = —Cd®. Inserting this expression into —0Q = p, we get an

equation solely for the unknown potential:
0Cdd = p. (4.26)

The operator on the left-hand side,
A = —0Cd, (4.27)
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is called the Laplace operator of the capacitive network. Using it, we can write the equation for

® in the concise form of Poisson’s equation:
—AD = p. (4.28)

What can we say about the existence and uniqueness of solutions to Poisson’s equation? To
give some sort of answer, we need a few basic facts about the Laplace operator A. First of all, note
that A = —9Cd is a linear mapping from the vector space W = C°(K) into the dual vector space
W* = Cy(K). It therefore makes sense to ask whether A is symmetric. Indeed, the canonical
adjoint of any linear operator L : W — W* is still a linear operator L' : W — W* and one may

compare L with L'. The operator L is called symmetric if L = L.

_ The Laplace operator

A=-0Cdd: COK) — Cy(K) (4.29)

of a capacitive network is symmetric: A = Al

- Consider first the capacitance operator C : CYK) — Cy(K). If U = >-;Ujnj and

V=3, V;v; are any two 1-cochains, we have

N1
(U,.CV)=> C;U;V; = (V,CU). (4.30)

j=1
Thus C is symmetric. Now let f and ® be any two functions (or 0-cochains) on K. The proposed
statement then follows from a one-line computation using the fact that the coboundary operator

d is canonically adjoint to the boundary operator 0:
(f,A®) = —(df,CdP) = —(d®,Cdf) =(®,Af). O (4.31)

_ In order for the solution of Poisson’s equation —A® = p to exist and

be unique, the Laplace operator would have to be bijective. Unfortunately, A : C°(K) — Cy(K)
is neither injective nor surjective. Indeed, the coboundary operator d annihilates the constants, so
A = —0Cd has a nonvanishing kernel; and any boundary in Cy(K) is annihilated by the constant
functions ((f,0Q) = 0 if df = 0), so A also has a nonvanishing cokernel.

If the network K is connected, as we shall suppose henceforth, the constant functions f € C°(K)
are the only functions annihilated by d. If all capacitances are nonzero and positive, the same

holds true for A. The kernel of A is then one-dimensional:
dim ker A =1, (4.32)

and to improve the situation concerning the existence and uniqueness of solutions of Poisson’s
equation, we may proceed as follows. Let Z°(K) denote the one-dimensional vector space of

constant functions f € C°(K), and By(K) the vector space of boundaries in Cy(K)
Z(K) = {f € COK) | df =0}, By(K) = {c € Co(K) | 3y € Cu(K): c= o). (4.33)
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Given Z°(K) we may pass to the quotient C°(K)/Z°(K), the vector space of 0-cochains modulo
the constants. [More formally, C°(K)/Z°(K) is the vector space of equivalence classes [f] given
by the equivalence relation f; ~ fy < fi — fo = const.] The space C°(K) / Z%(K) can be viewed
as being dual to By(K). Indeed, if 0Q € By(K), then <f, 8Q> = <f + const, 8Q>, so the value of
an equivalence class [f] € C°(K)/Z°(K) on 0Q is well-defined, and [f] lies in the dual of By(K).
Conversely, any linear function on By(K) is easily seen to correspond to a unique element of
CY(K)/Z°(K). Moreover, the pairing between C°(K)/Z°(K) and By(K) by ([f],0Q) — (df,Q)
is non-degenerate. A particular consequence of all this is that the two spaces have the same

dimension:

dim By(K) = dim C°(K) / Z°(K). (4.34)

Consider now the Laplace operator [A] obtained from A : C°(K) — Cy(K) by restriction:
[A]: CUK)/Z°(K) — By(K), (4.35)

which is well-defined since A annihilates Z°(K). By construction, the restricted operator [A] has
zero-dimensional kernel and hence is injective. The operator [A] is still symmetric — this follows
by essentially the same argument as for A. As a result, injectivity of [A] also implies surjectivity
of this operator, so [A] is a bijection and possesses an inverse [A]~!. Thus the restricted Poisson

equation has a unique solution:
—[A@l=p = [¢]=—[A]p. (4.36)

Physically speaking, two aspects are of importance here. For one, Poisson’s equation —A® = p has
a solution if and only if p is a boundary, i.e. if the total charge on the capacitive network vanishes.
[The condition p € By(K) is equivalent to >, p; = 0.] Thus it was by no means accidental that
p was constructed by internal charge transfer starting from a neutral network: this setup was to
ensure global charge neutrality, p € Bo(K), which in turn guarantees the existence of a solution
of the network equations.

The second aspect of importance is that the solution spaces of —A® = p are always of the
affine form @+ Z"(K'). Thus solutions come as one-parameter families (parameterized by Z°(K)),
and to make the solution unique we should mod out the constants Z°(K). An alternative recipe

is to pick some node, say N, and remove the indeterminacy by setting ®(N) = 0.

Weyl’s method of orthogonal projection. After this discussion of the solution strategy via
Poisson’s equation, we briefly touch on a second strategy, which will be seen to have some similarity

with the mesh current method for resistive networks:

(i) Pick any set of capacitor charges @)y € C1(K) that satisfy —0Qy = p. (Such a set exists if
p € Byo(K), and is usually easy to find.)

(ii)) Make the most general ansatz for Q:

Q=CQo+Q1,
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where the 1-chain @) is subject to the condition 0Q; = 0 (to preserve —0Q) = —0Qy = p).

(iii) To satisfy Kirchhoff’s second rule dV = 0, choose @; in such a way that V = C7!Q =
C1(Qo + Q1) becomes a coboundary: V = —d®.

The last step — known as Weyl’s method of orthogonal projection — deserves some [explanation.
Let the vector space of closed chains (or cycles) in C(K) be denoted by Z;(K), and the vector
space of coboundaries in C*(K) by BY(K):

ZI(K)={ce C(K)|dc=0}, BYK)={weCYK)|3f e CUK): w=df}. (4.37)

BY(K) is the annihilator space of Z,(K): a coboundary df € B!(K) gives zero on every 1-cycle
c € Z1(K) and (by general principles of linear algebra) every annihilator of Z;(K') must be of that
form. To establish the mathematical basis of Weyl’s method, consider the inner product (-|-)¢ on
C'(K) defined by
(U|V)e:=(U,CV). (4.38)
This is a positive symmetric bilinear form, by the symmetry and positivity of C.
Given BY(K) C C'(K), we can ask: what is the orthogonal complement of B'(K') with respect
to this inner product? The orthogonal complement certainly contains the vector space C™'Z;(K),

for the inner product of df € B'(K) with C~'y € C™'Z;(K) always vanishes:

(dfICY)e = (df,~) = (f,07) = (f,0) = 0. (4.39)

Because B'(K) is the annihilator space of Z;(K), the dimensions of this pair must add up to that
of C*(K), and since C : C*(K) — C{(K) is an isomorphism, we infer that

dim B'(K) + dimC™'Z,(K) = dim C'(K). (4.40)

Thus the dimensions match and we conclude that C™1Z;(K) is precisely the orthogonal comple-

ment of B(K) with respect to the inner product (-] -)¢:
CY(K)=BYK)®C 'Z(K). (4.41)

Having established this orthogonal decomposition, we take 7 to be the orthogonal projector

7: CYK) — BYK). Then, if Vj = C7'Qy (and —0Q, = p), Weyl’s method of solution is to put
V= n(Vp). (4.42)

Indeed, V € B'(K) by construction, so Kirchhoff’s second rule (dV = 0) is satisfied. Moreover,
since

V= Vo= —(1-m(V) € CZi(K), (4.43)

we have V =V, +C71Q; = C71(Qp + Q1) with Q1 € Z,(K). Thus —0Q = —9(Qo + Q1) = p still
holds, and Weyl’s answer V' = 7(V;) solves the equations of the capacitive network. Because the

solution for the voltage (as opposed to the potential) is unique, it is the solution of the problem.
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4.5.1 Math tutorial: quotient of vector spaces

Given a vector space V' (over K = R, or K = C) let there be a subvector space U C V. By
definition, the quotient space V /U is the set of equivalence classes [v] = [v+ U] (for v € V') defined
by the equivalence relation

V1 ~ Vg <= V1 — U2 € U. (444)

Any element vy € V such that [vy] = [v] is called a representative of the equivalence class [v] € V/U.
The quotient space V/U is another vector space (still over K). The operations of addition and
scalar multiplication on V/U are defined by

[v] + [V'] = [v + V], A ] = [\l (4.45)

One easily verifies that these definitions are independent of the choices of representative. The

vector space dimension of V/U is

dim V/U = dimV — dim U. (4.46)

‘Bxample & exercise. Let V = R? (with K = R), and let U = R-u C V where u € R?,

u # 0. Then the quotient vector space V/U is two-dimensional. It can be visualized as the space
of straight lines in R® which are parallel to the line U = R - u. Such a space of straight lines

has the structure of a vector space because straight lines can be added and multiplied by scalars.

How?

4.5.2 Math tutorial: annihilator space

Let V' be a vector space (still over K = R, or K = C), and let V* be its dual vector space. By the
definition of V* we have the canonical pairing V* ® V' — K by evaluation f ® v — f(v). Now let
U C V be a subvector space. Then the annihilator space U+ C V* is defined to be

Ut={feV*|VueclU: f(u)=0}. (4.47)

Thus U+ consists of the linear functions f € V* that annihilate every vector v € U. The

dimensions of U and U+ are related by
dim U+ = dim V — dim U. (4.48)

Indeed, U~ is canonically paired with V/U.

_ Given the ambient vector space V' (and its dual V*), the correspondence

U <+ Ut is a one-to-one correspondence between subvector spaces. Thus when dealing with, say
a linear form f € V*, we have the option of visualizing it via (K- f)* (actually, as an element in
V/(K- f)* dual to f). This is the fundamental idea behind our scheme of “visualization” of forms
which was introduced in the Lecture Course on Mathematical Methods (winter term 14/15). Can

you fill in the details of how this goes?
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4.6 Boundary-value problems

In this section we continue our study of capacitive networks. What we have investigated so far
were isolated networks. We assumed the distribution of node charges p € By(K) to be known and
held fixed, and we viewed the electric potential ® (and the derived capacitor voltages V = —d®
and capacitor charges () = CV') as the unknowns of the problem.

A different though related type of question arises if we connect some of the nodes to the
external world, thereby enabling charge flow into or out of the capacitive network. Such a change
in the physical setup results in a reshuffle between the knowns and unknowns of the mathematical
formulation of the problem. There will still be nodes where the charge is given and the potential is
to be determined. However, there will now be some other nodes — those connected to the external

world — where what we prescribe is the potential, and what we seek is the charge.

Basic setting. As before, we are given some complex K with capacitances assigned to its 1-cells,
and what we are looking for are solutions of Poisson’s equation —A® = p with network Laplacian
A = —0Cd. The new feature is a split of the set of nodes into two subsets: interior (i) nodes, and
boundary (b) nodes. Mathematically, this means that we are given vector space decompositions
Co(K) = C{K) ® CP(K) and C°K) = C%(K) & C"P(K) (direct sums).

For example, in the network used for illustration in the previous section, we could take the
interior nodes to be B and D, spanning the vector space Cid(K). The remaining two nodes, A and

E, would then be boundary nodes, spanning the vector space CP(K).

E

Problem posed. The general question we can ask in such a setting is this: given p € C}(K)
(charges in the interior) and ®® € C'%P(K) (prescribed potential on the boundary), what is the
potential in the interior, ®¥ € C%(K), and the charge distribution on the boundary, p® &
CP(K)? In other words, given p® and ®®) we are to find @@ and p® from the condition that
® = oW + d®) and p = p¥ 4 p(*) satisfy Poisson’s equation —A® = p. By linearity, this general

problem decomposes into two complementary subproblems:

(i) In a Poisson problem, one specifies some charge distribution p in the interior, while setting

®®) = ( on the boundary nodes.

(ii) In a Dirichlet problem, the prescribed data is the boundary potential ®®)| while the interior

is free of charges: p() = 0.
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In both cases the unknowns to be determined are the potential in the interior, ®@, and the
boundary charges, p®.

A standard tool in the construction of solutions for both types of boundary-value problem
is the Green’s function, which we are now going to define. For that purpose, let A be the

restriction of the Laplacian A to the interior of the network:

A s CUK) -5 ONK) -5 Oy (K) -S CUK). (4.49)

Note that this is not just the Laplacian of the network truncated to its interior part, as the

intermediate spaces C'(K) and C(K) are the full spaces of 1-cochains resp. 1-chains of K.

_ If K is a complex with a decomposition Cy(K) = CH(K) ® CP(K) into an

interior and a boundary part, the Green’s function G for K is a function on pairs of nodes
A, B~ G(A,B) € R, (4.50)
with the properties

(i) (—AuG)(e,p) = 1-p for every interior node p (and Ay acts on G(e, p) viewed as a function

of its first argument with p being a parameter);

(ii) G(A, B) = 0 if at least one of A, B is a boundary node.

_ The Green’s function G exists and is unique provided that the

capacitance operator C : C*(K) — Cy(K) is positive and dim CP(K) > 1 (i.e. there must be
at least one boundary node). In the proof one first shows that Ay : C%(K) — Ci(K) is an
isomorphism under the specified conditions. The existence and uniqueness of the Green’s function
G then follows because G is essentially the inverse of —A;;. We add the trivial remark that G
depends on the choice of boundary: if we change the decomposition Cy(K) = Ci(K) & CP(K),

then the Green’s function changes.

_ From the definition of the Green’s function we see that ® = G/(e, p) solves the
Poisson problem with interior charge distribution p@ = 1-p. Thus, G(A4,p) is to be interpreted
as the value of the electric potential at the node A that results on placing a unit charge on the

interior node p when all boundary nodes are grounded.
- The Green’s function is symmetric: G(A, B) = G(B, A).

- Consider the capacitive network displayed at the beginning of the section. A quick

computation shows its restricted Laplacian to be
~Aipy = (Co +Cs+C5) BRIB-Cg(B@D+D®B)+ (Csg+C,) D@ D. (4.51)

The tensor product notation simply means that A ® B : C'° — Cj is the mapping ® — A - &(B)

(evaluation on the second factor). We see that A, is symmetric, as expected on general grounds.

75



By definition, the Green’s function (restricted to the interior) is given by inverse of the matrix of

_Aint:
G(B,B) G(B.D)\_ (CatCy+Cs —Cy \ ' (452)
G(D,B) G(D,D)) —Cj Cs + C, ' '
Solution of _ Since G/(e,p) solves the Poisson problem with data p =1-p,
it is clear by linearity that the solution for the potential of the general Poisson problem with data
P =3 py - pis
o = Z G(e,p) pl(,i) . (4.53)

interior

_ To find the corresponding boundary charge distribution p(® we simply apply

the (full) Laplacian to the potential and evaluate Poisson’s equation on the boundary. Restricting
the 0-chain (AG)(e,p) to the boundary and expanding it as
(AG)(e,p)™ = > R-Kg(p) (4.54)
boundary
with real coefficients Kg(p), we obtain

P == Krlp)p. (4.55)

interior
The coefficients Kr(p) organize into what is called the Poisson kernel of the complex K. The
Poisson kernel obviously has the following physical meaning: Kgr(p) is the influence charge that
accumulates on the boundary node R if a negative unit charge is placed at the interior node p and

the boundary is grounded.

_ We turn to describing the solution of the Dirichlet problem in terms of the

Green’s function and the Poisson kernel. To that end, we need to develop some further theoretical
background. Recall that the network Laplacian is symmetric: A = A'. Thus if ®, &’ (not a

derivative) is any pair of potentials, we have
<<I>’, A<I>> = <<I>, A<I>’>. (4.56)

Now let p = —A® and p/ = —AdP’ be any two solutions of Poisson’s equation. Then the symmetry
of A\ entails

(9, p) =(®,p'). (4.57)
This identity is referred to as Green’s reciprocity theorem. (Note that no reference is made here

to a choice of boundary for K.) With p = —0@Q and p' = —0Q)" a related statement is
(V',Q)=(V.Q’"). (4.58)

Solution of _ Green’s reciprocity theorem opens a quick path to the solution
of Dirichlet-type problems as follows. We decompose both sides of Eq. (4.57) into an interior and

a boundary contribution:

S V(A pa+ > PB)pp= Y A+ Y. O(B)py. (4.59)

interior boundary interior boundary
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Next, let @, p be the solution of a Dirichlet problem and @', p’ the solution of a Poisson problem.
Both terms on the left-hand side of Eq. (4.59) then vanish; the first one does so by p{) = 0 (Dirichlet
problem), and the second one by ®® = 0 (Poisson problem). If we now take the Poisson data
to be p/y = d4,,, then by inserting the known solution pf, = —Kg(p) for the boundary charges of

the Poisson problem, we deduce

oV(p)= > "(R)Kx(p). (4.60)

boundary

Summary. We see that the Poisson kernel plays a double role in the theory. On one hand,
in a Poisson problem it determines the boundary charges in terms of the interior charges. In a
Dirichlet problem, on the other hand, it expresses the potential in the interior by the potential on
the boundary. As we have shown, this double role is a consequence of Green’s reciprocity theorem.

In conclusion, we have:

Poisson problem: pg) =— Z Kr(p) pg) :

interior

Dirichlet problem: @ (p) =+ >~ 0®(R) Kg(p).
boundary

Of course, given the solution for the potential we can easily compute the boundary charges of a

Dirichlet problem from p = —A®.

Example. To illustrate, consider an arrangement of three concentric conducting spheres (in
relative isolation) with radii 74 < rg < r¢. Place a charge pp on the middle sphere and connect
the inner and outer sphere to the ground (this is a Poisson-type problem). We then ask: what are
the influence charges ps and pc on the two grounded spheres? This question has a quick answer
using Green reciprocity. Before disclosing it, let us construct the answer from the full formalism.

We map the system of three concentric spheres to a capacitive network with three nodes
A, B,C. The nodes of the network are arranged in sequence, with a 1-cell o connecting A and
B, and a 1-cell 7y connecting B and C'. From elementary considerations, the capacitances to be
assigned to these 1-cells are C, = 4meo(r;' —rp') "t and C, = 4meo(ry' —rg')™t A and C are

boundary nodes, B is an interior node.

'%B
|
|

From rotational symmetry, it is clear that the capacitive network faithfully reflects the physics
of the system of spheres. The answer to the question posed can then be found by applying the

general machinery: we write down the interior Laplacian Ay, find the Green’s function G(B, B)
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by inversion of —Aj,, and compute the Poisson kernel coefficients K 4(B) and K¢ (B). The result

for the influence charges is

C C

pa A(B) pp Coio, P e c(B) pp o’ (4.61)

Short cut. Here is how to get this answer more quickly. Instead of attacking the Poisson problem
directly, we first solve the corresponding Dirichlet problem. Thus we prescribe potential values
®(A) and ®(C) and set pp = 0. Since there is now zero charge between the inner and the
outer sphere, the intermediate potential ®(B) must divide the interval between ®(A) and ®(C')

according to Coulomb’s law:

®A)—®(B) 1 —ry  C,

= = . 4.62
(B) - () 1y — 1t Co 462
From the solution of this equation for ®(B),
C C
®(B) = ®(A) 57— + ®(O) 57—+ 4.6
(B) = $(A) - + 0(C) - (4.63)

we read off the Poisson kernel K4(B) = C,/(C, + C,) and K¢(B) = C,/(Cy + C,). Green
reciprocity then immediately returns our answer (4.61) for the boundary charges p4 and p¢ of the

Poisson problem with interior charge pp .
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Bitinearitit budeutet hier: (fo,p) = (o, fp) = £ (o) (fe R0, Fusktion).

Voluw ndickte = dvol Luuéarmh n— Forwm ).

'Pbl.jsfiol: M= E, wit hartesischu Koordiuaten X,y,2: Rowstoute Fuabbion anit Werk 4

(&x,dy) = (ix,d}.) = (d-,,dz) = O/ (dx, dy) = (iy,dy) = (d;},dz) =1 d

dvol = |dx Adyl\d\i‘ :

For 1‘) € Qk(M) o{c-Finitri‘ man *?> €S':1“_k(M) durch die ?Dﬂ'lll“uha

okA*[‘: = (0(,(‘:) dwvot ‘E&r alle Dter(M).

GQenauso ‘Fﬂ} FG E).h[M)/ wit Eladw.l.“s *[‘oGQn_h(M\ .

Ei&uxscka{?hn. B oaxps = paxx.
@y %4 = dvol  xdvol= 1.
() *({u): ,F-Hx,
G o= (3Tl SY(E,).
M= E, auit ortho gonali Koordinaten .
Kortesische Koordiuaten x,y,2:  *dx = [dy;\da;'@ usw.
Kuglhoordivaten 1,8, ¢ xdr = [rdd A rsiddp,;R] w.
deuu dr, +d®, rsinddd ist wie dx, dy, dz &%k&udi&u Drfkommoﬁs),ahm :

27 Linderk sordine ten atuwso ces



5 4 ElQektrisdhes Fold eiuer Puuktl&duu&
Luduu& 9 O 0&1:;

i‘F : E‘ﬁ_) R Abstand vou P also qi)(.P’) = |T’_T”|'

'Raumﬂiuhtl%om . T‘F € Ell(EQ 'Ruumw{uhd{-’orm b?ﬂl. P WARNUNG: das Subskn";f P
hot hier niekd die iw Kouwtext
1w kuﬂt%ﬂrdiuuhu bidj" P T = [d@r/\ Siu%dd)‘, ;’P\:I .

f von Forwew Ubliche %tdufuué.

in hortesischen Koordiuoten :
. (x-x@) [dy Adz,R] + (y-y@) [deAdx;R] +(2-2) [dxA dy ;]
' (x> -y + (-2¢0)*) 7

Eiémscka]ctgh von T (4) T? ist d!'Fiuitl‘t“ O.uF E3\{1:} und 14&11% dort d‘[l,: 0.

(3) XTP = by ( %&sd«ﬂ.ﬂssl—ut Hach S, umsckﬂl"ﬂ' P )
S die &u;,m Oriuh'u-uua_ vou S Zti&f vow P noch qupeu.
G T —x de (x- X(p)) *dx + (y— y®) xdy + (2—2(9)) wdz
((x=x@) (y=y@)* + (2-2)*) 7

Eektrische Fold storba - E =

P Fold tines Punkk 1': aunt Luduua q
Elektrischa Eh-e&u.ua_: D=

Nackweis. dE = d? (—i' %)) = 0 (m%m dr=0)

e,
_D=l*£? = g, *EBE /
Y r; °

SdD=ED=&5T 1211: (? A d_D:S-/
u M M U ethatt p U

('Du* direkte Nockweis vou dD :S‘ lr]cnrr.ltr{‘ ehuas D{s"ﬁkuﬁoutui’kﬂ)rﬁg.\

Visuuﬂisitrm\a .




55 Ahsckﬂussbtiiu&uuﬁm an Ciuer Gnnz{'ﬁch

Medinw 2 Greuzfloche S (it aur;mroriuhuuu&_)
(2. Vokuuw) %@ frigt Hiculodungsdiclde o
E(l) -D{l’ 6
’ ®
@@ ¥
edivw 4
e (28, Metalbdeper)

E{l‘ '-D(l‘

-Dt-Finiﬁon \Non o (uualmcll 2- form ) :
Tc S Tt der sz-{-‘ll;.cht S.

Q1] = owﬁa&mmm& wid = -FYF .

Anseh Luss btdl'hdm&nu .
E[a‘ . := Oruzwert vou E  bai )\lwt;h_ruua an S vow Medivw J her.  Qunanmso ‘F‘l:r .
E® g™ E, st stebig )
S; ‘fnha ’ S; ‘tnha ( ‘l'u-u& " &
.D(z\ {11’ + & (’D hot Srm“ )
5;‘[’%& S}{’M& h’“& ﬁ

WARNUNG. \‘m‘:’ﬂ* der Mahrioﬂ.dhickuua D= SO*E b\om?o\\dw{r Dt“"& Zu E‘P“‘P (= Normaﬂhowrauuh) .

Nockweis. 1 bdieb«‘ae ’I’ut%m der e\r-mt-FQﬂaLl A\
Vordicke T 20 tiwer dunwen Schicld T& uw T [SckitH‘diﬂh& E).
Denutze E-D = jg '
; Te
'J:m Liw!_s £E— 0 F"‘&" mit -315 — Tm— Tm (= 0) dil rD\QQ.o:['l‘nw

Jostnls-tmfp - o= -l

T e 40 s S

Da 1cS bd.';dia dm&u-t werdw Row 'F"%f .dz)__bm| - .
S

Die ﬁl,.ru&“a far E verloutt ohutidh (amggeiend vow dE=0).



50 Mtssvarsckﬁ{:t ]Cl:tr D s
Gtﬁtbuu Flockh S it &uf‘nn.r Ol’im{‘i[ruu& ) } l } ’{

Au‘f&ubtuhlwa._ Musse dew oQebbrischon Fluss S'D dorck © / 7{ f, *
s

L&Suu& (awit der Maxwel schow Methode dtr%owlﬂphﬂru) .

1. Tn de Wubstah ciwe Mepsoude hemtelun . Dit Soude beskeht ous 2wei duuuen Mthlhgrtauu Si,
die S exabt nmcl\&.biﬂu!;f siud . Die Metollborper M_Dtchuua bringen  elektische Neutralitat
herstellen wud die Soude 0w dew Ort der Muswa 'kr&h.sr[)or’do.nn.

L. e zuu hl.i'a.lhgr‘nr om Musort S voueinauwder freunen . Deide sivd jetzt anhdtu (wi{' gluicken
%Lhﬁ&f obur uuterschiedlickiwn Vorzeichu der L&du.uﬁ). Die Guamﬂadmé QLS'] auf Jm;ugﬁm
MmhlhénPu Wessen  aus dew der Vektor dur a‘..falrt_u Oril_u‘l'icmua vou S ktr&usiﬁa‘l‘ (S*)/

Anicht hiutiuﬂi&’l‘ (S_). “tnu*at'om‘s Q[S] = i-D .

'E)t%rﬂ.m{uua der Mussvonchalt. Metalborper dm Gﬂu‘ekqtm‘cu siud 4w dhrew Tnweru Fquf-ru‘ (E= 01
Wl An Auesen heit elebfischar Feld storhe Qi buul\huui&!.udc Km@lr &uF die wobilew Lndmaj_
H%u wirkt wwd der K‘")tfnr somit mickt iw stotischu Ghich,&miau sein Rauu . ULﬁLn D= €, % E
'{w.fh‘a‘grt E=0 auch D=0. Das eloktrische Fld aw Messort $ wird durch Obtr{'ﬁgmc_hta—
Qo,duuﬁ_lu MF deu “L‘hlh-.gr‘)trn <t O_llauckirw{- ( siehe die Foa_&uu:lt ‘-Fi&ur). Unter Btr&chsf:lﬁh&un&

der Orio,u{-um&svor&ubm misst mou wit der Ladma;mm&( Q[S] Jrnou den elebtrischw Fluss jD

Ll
s

(it dew ridu:h'&uk Vorze cheu ) .S




5‘} Toissou— Ghickma & Lﬂpﬂ@ca—optmfor
Lose dE=0 durch dw Ausate E=— d§ .
Mn&riaﬂﬂﬂudmma i D= goxE=-¢,%xd3.
Cor.tu.f:sch: Guer A dD = — €, cl*d§ = g .

Auwtwdm des Sterusperoton @ buidw Sciten ergibt
3 i q

_ Aé = *S) /¢, (’Poissou— G.l.uckuua)

matt

A= %dxd ( LCLT)Q..&U_— OP._m{-ur ouf 'Rmb.ﬁou_u).

LaPQau— OPo.ra{-or in Rartesisechen Koordina fow
d3 = dx+a§d7+a§dz.
dy
*dd = 3§ [d Adz. 'R] + —r[d:‘./\clx 'R] + 33 [olx/\dy 'R]
_ ‘& 5 3%
dxd§ = (a_xﬁ a‘?l*a?) dl

y LR N |
*d*d§=ﬁ_§+%+%f alse A= BK‘+W’-+B_E“
L&Pﬂau— Oftrm{-or An Kuﬂt!hm\'dim{-m_:
13 = 2 des a0 s
%xd3 = Tg [rclﬁ/\l‘&m&d? 'R] + ltfi [rswbdoadr,R] + r.‘z‘m&% [deA +do R].
dxdd = ( ) rism&%? 3 Sinb a—i sﬁ%) [dl’/\dﬁ/\dtp’-?\].

1
sind -
_ § b§ 1 bli

_ 1_1 e 1 ) IR
o= ™ Br+r1.sm5‘39'sm&3 T sl e

% [drado A di{’.'P\] =

L;-suua der Poisson- Gfleidauu& T Ial(, dass P Vorﬁl_ﬂtbw ist.

— | —

Poteutial Ciwer 'Puuh{*laduu& 9 aw Ot P’: § = '1-1‘5 5 ( %(on\ = 0)‘

[ I

odler: é(r) = e, ;i’,(r‘ - li—‘l’E.,' rP(Pr}

n Potentiol wiwer Lmduuﬁsurh&uua mit Dichte 3 (durch Liveare me&uduuu&) :

f §
éL") - e, IT},




5% Muw?ouumcumg (Bartesisch)

Laﬁu..a;dacut p bekawt. Ale Ladungen onthaltew dn beschrauktem Gebict U, 2m. U= Bylo) .
Ziel: bueckne dos Potential  (p) = 1 ji ur Orte weid auperholb von U.
P~ e, )R f P P
>
() = dist (+,p) = \’Z (%)= Xa(p))l = \""1(?) _lg Xy (p) Xi(+) + £(:)
Ahutnduua der ’rarlor— Eu%wid:.tun&
- a 1 2 3
(1+a) — 1_I + 3 + 0(a®)
auf das ’P\I.zifnh. der Ab.&aadsfuuhhou &raibt
RN ( . AE-23 i) %) )—!&
ol r(p& £ip)
I. |r )
= IJ
_.leviuim, die Mul{-ie]:gﬂuoutu{t :
Monupnlmoutwl’: q("): Sug (Gtsamf{adun&)‘. Skolar
_Di?on:-mtn{—: qgn = S Xi_g (1' = 1; 1;3); Vektor
w
th(lr—ufnluoutn{' : clf:) = su(xi X~ % 8‘.\ rl) % 57wm'|?isch.r Tewsor l.Sh.«F(/. spurloy .

Doun kot wman -F:\r das elebirische Shahrfotu{-iaﬂ. die (hu@.ﬁ?d—) Ehfuichluué_

@ 2 (n Xt M % X
= L XX 4oL,
g = 3 ¢Z=. 1 ZJ LT



519 @Ohdw‘tr‘fﬂu(z&ab-w
Gebiet U (ius&mweu k&uﬂmo\/ &'r%tscu.msu,- hOm?ak+) mit Rauwd U,
Povssou— Problew : &qubu\ ist ?=|= 0 Cbu'F U\ wd @=0 GM«F dU.

Dariehlet — Problew: &qﬁtbu\ (st g: 0 cw-F uvau  wud é:l: 0 &AA.‘F dU.

Gousueld wird 1w budew Féllew - g GMF MU uad § Ow{, u\au,

MeHadisel ﬂdd wom %mma vor uWie -F(‘;.r b.aPaai’n'ut Netzwerhe .

591 Greensehe Funktion
Zuw Qebict UcEy wud dew Loplowe—Opurater A existurt tine eindeuti bustiwute
Greeusche Funkbion G: UxU— R, Sieist defimiert durdh die Fordurugiu
() AG(,p) =0 ouf UN1pl
(i) G(-,P)|Bu: 0.
() AG(,p) - u,1TrP ist sequler i p .
Tuterpretation. G(A,BY/e, Ast das elektrische Skolarpotutiol aw Ort A weuw sich 4w Punkt B
tia  Biukeitloduug befiudit und dar Roud U grerdet axt.
lA..'Hqua_ Die Greeusc Fuubtion 2 B dist sywwmetrisch : Q(A,B) = G(B,A).

('E)tuqis mitels Greewscher 'D\téi‘pr-oai-!-&{- S%“‘" g(m = 51’;(&)9(#\ ; siehe unhu),
“u u

L(I;'swa des Poissou— Problews {—-1: é: é(?) = %0 LG(P:")E .

Duispiel. U= Holbraww  (mickt Rowpokt; deshalt Voriekt !) z

s

Sei U= \T.)G E«sl EC»I:')ZOS, M = Xy - Ebeue .

Greeusche Funkbion wiliels Trick (“'Tbilollndm-ﬁswd-kode'):

>y
sep= i (E-8), yan

E(P’): - 3(‘3), X(—P') = X(P)/ 7(P’): y(P) X

P q=-1 (‘bilailacluuc.}\
Nochweis.  (4) AG(.fP)é/O o.uF U\h}‘/ deuu A%p’: 0 auf U.
.. B _ . 4
(54 (r? $')|"y-E—Bluc 0 A 6(,P§|m_0.

() AG(C,PY - o = ot istYhegulir auf U.
P P

'Ea.wtrkuua. A'u-(: dler &urd.du Xy— Ebewe S0wwelt sich eru Konhnuuw vou IuFluszadm&‘.u o, die

die Lnduug 1 P abschirwen . Aus §7wm‘l?:'g&n1ud.w ist der Effett dlieses Koubtinuwumes (ﬁuF u)
exokt &-ﬂticl\. dew EF&H (auf W) eiuer tinzigen Tbildhduua A »P'.



Lg'suuﬂ des (Pﬂ'isSbh-Pn)"uh_ms F!:r Q= R|§ll‘

G(-’ 1:) /50 = elektisclus S{Zﬂﬁn.hlao“'m‘l‘inﬂ (El'hlnu'h Q&duud tp , Rawd vou U dur&tf).
A —4GE,p) /e, = olekirische Feldstirhe (...).

W
A —%4G(,p) = olekirische Flussdickte (oo

D=—*d6(of P)
Ansck&ssbtdiu&uué (wit D=0 auprerhole vou w) " »
N 1:%tk!kﬁnduua}dickﬁ (-..): g = KﬂlG(’,P) F
Prisson- Kern . Flr étdtu Punkt pe U hoben wir also eine un&Lmdt 2— Forw —*JG(-,P) = k,q’)
Ou.L-F U. Die iuordvum& P—’r Kk® luli[':;’c der Prisson— Kern des Gebiets U wt Rawd JU.
1;:\{11*1:&{'&{1“: der Prisson— Kern |<(f') qst &lnick (_m'nus) der ﬂﬁekuﬂatlmﬁsslickh (au{l der Grtut-FQ&du 3[1))r

die sick Ciwstellt | wweun eine Eiul«ti‘hﬁ.&duu& au Ot P satzet uwd U &urid* ist.

ikeds Au{’-bm eines L&dkl&qsﬁbhﬁn&ums P Qus ”Pukmdm&m an ol Orten * €U orhalten wir

(dul-du Livrare _(’.u?q.nloui{-iou dev Eiuﬂl,lau'tsql noele Obleuu Elatbuis F«r lT) -Fu'lr einen (Q&J\dﬂlaunt’r Be M

Op = — iukgjg (Lc';suué des Prissou — Problews 'P‘"’ o).

\)u-aﬂ.ur.h it &ual.o&u Formel -{-&r huPaa{-“u Nautzwerbe :

?lb =-> klb(P) R ('Prismu— kerw K .
i

ﬁu‘spigﬂ . Holbrouwm z2 0 (uit ol.ﬂ.u) .

) 1 1 1
0= —edotpf, = oy )| = s (o)
ou Xy - Ebeue Xy—Ebuue
o , [JXAJZ;'R] o 2(p) [JXAJy;'R]
- G((z-zq;))—(z—z(p\) I‘; - TIE (( ~ )1 ( B )1 2 )3/1 :
2=0 x=x(p)) + Ly -y +2(p

Aufgabe . () For U ko i JK® =1
ulgebe . Fr U houpakt gt ) K

G) Stiwwt das auch noch fir U= Hotbrauwe (230) 2



5.9.2 Oreensche Tdonbitiaton
’DtFiuim. Lin Shaﬁn.rpndub.’( (voue Euhlidisd-..u-rﬂ,) {—:1: 1- Porwwm U\/[‘: Dqu Wu:

(x| [},)u = Jw\*[’a = é (é.o"‘p") dvol (Rartesische knu.\Pm.-.uLhu ;, [53.

Pkysih.aal‘sclu 'E)ulr_uha.u&: 220 (E,E)u ast die Eu.laig des Lektrisdun Fetdes in U

Setze Oﬂ=df wad [’5: && ('Fuuh{'iouw F, 8-)
(4f, dg), = gudf;wcla_ - [ud ($edg) - [u; dedy .
Es fo%t

(df, dg), =}£ frdg - L{*A& (4. Groewsche Tdeutitat) |

E mia awstoowseheun wnd Q)ltichuuﬂm subtraliieren Q-;bt

\[ (-F*d& - &*J{;) = {E (-F*A& —&*A.fr) (_l. Graeusche Tdentitat)

Louuuy des Divicktat ~Probtows fir § .
Sei Byl Kugtl it Miketpunkt p and Rodius £ (buhsich.h’&i- st £50).
Vorvende 2.Grieusche $4. wit £= 9= G(,p) wed Gebit U\ B, ).
Dit reckte Seide dor 2,654 verschuiudet Wegun A$ =0 (Diricktet- Problew)
uud Ae(-,,,)= 0 auf UN{pY > UNB(p).

Uit 3 (UNB, (@) = 2U — W, (p) (2~ Kehe it duprar Oriextitrung )
-f—ol%f fio die Qinke Seite

[(Bxdae,p - Ge,pxdd) — [(BxdGC,p) - GE,pxdd) = O
M \Tbg(fﬂ

Do zuweite Terw venchwindet Wegen G(./P)| =0 Dor vierte Torw vernschuwindet {we Limes £ 0,

wul  Fdche (_}‘hs(p)) ~ et wnd G(-, P)|}12> (P"~ % Dur datte Torw:
~ fi *dGe p) = — = =30 | = = 3.
g0 miq% F H" &Y(p : P E wlm 2 ¥
Do ente Teru: [é*dﬁ('/ p) =~ Eé K® ( Prisson- Kerw K).
M U

Er&n_'oh.is; §(P) = }Sé K ( Ll?rsuu& des Diricktet - Problows {-:.r §)

Ul_r&ﬂ.tidu it Mal&dtr Forwel {—f«r hnT:cLEi'Hu Ntz weabe

§(P) = Z é(ﬂ) le(P) ('Prissou— karu k\.
T



Grewnscha ﬁtzipmt{t‘at.
Es seien §"; 3@ Potustiol funktionw wit A3P=0 (i=1,2) auperhale vou U.

Dawn gitt S}“’Qﬂ’ - ju§‘” o | Fe pP=—exABY (i=1,2).

Peutis. j§(l)?(1) _ 805 F0ded 3° = on AFONdB® = e, S EOA hE® — 5 ORENC
u

E, E, E, E,

Awf&abm_ Verkurzte Hll‘ati'[‘una_ der L;ma& des Diricklet - Problews wiltels Greeuscher 'thq‘farnz-i{-ﬁf'.

k.ualﬂ U= 15“(0) it Mﬂhﬂpuul& o (ko—ordl’unhuun?r'wé) and Radius M.

Durechue die Greensche Funbtion G(', P) zu U ‘FA’ 13 € Tba(ﬁ)

Anifhe Qs %ildl&duuﬁswtﬁoh (ktﬂ.viu) .

Sei dazu P" der Punbt MF dem Strold A

VOn&durcLP it r—(&:L

. 1 - R/G
Daoun ﬂaﬂ'. ‘;;(') = F;t o.uf M.

Deueis. Dreiech (0pA) ist akulich zuwm Dreiech (6Ap"). Es 1001&)(

|A_P!‘/rfpr):|A_P|/'R und Soant L—ﬂiﬂ:m.

Platzien Ditd hdu_u& 9= -R/fp aw Ort 13’.

N Ausdr‘uch -('l:'u- dit Groensche tuuh}imx: G(',P) = ﬁ(% - %) , |ﬁ||: ‘R/f(‘:) .

Btme_rhuua Zu 1 heoretischaw H«'u{—ua_mud: houForm Akbiﬁdm&u
Au%ubl,, (4) Vuifiiiu{ G(A,B) = 6(n,A). () Deechue den b.\qdm'n'&tn Toisson- ke .

5.10 Euet—ﬂitb Li-ra_ck_l-uuﬁm
ErmiHh die 0lektroxtatische Euuau Qlues Sz‘s{'uu,s vou N 'lbunlz{-{kalu.ma U

d
Pun h+wm&_ q, aw Ort Py bewirkt elekische Fldstarke E® = q—fl_’-'_; ;;h :
LZp \

Bf]’u&t Zuei te 'thﬂaiu% 9y Qus dew Unend Lichow oun den Ort Pa-

P
N Arbut wu - — ‘11\{ [m{Q #o, |1:||1_‘1;2| -

ot

Tbn'uﬂt i e ?kuhfhim%_ Ch von o mach P A Acbuit \:\ll% + \'Jl'b'



Prozedwr {—-al-{rsd*m ve.  Gusamtarbet Fllr N ?uuhtﬁaimﬁtu ist Suwue tber
N(N-1)/2 Paar:

N
‘ _ ; by — 1
And s %L.sckntbu: W= %; §U(P‘) ‘1; / é( )() T e, % |._}P,| '

ﬂblr&cw.% Euwm Lmduu&showi‘inu.u_m ( L&imﬂtu *Vtrsckmitr'l",- Reine Punbte MLL!M):

W =138

\:J durch dos wloktischy Fold awsdricken :
W=1[3dD =-1[dgrp = L]END.

Deachte: WS 0. "Huﬁtalu Rauu W auwch l.u&uh‘v werdeu -

ke rchied : l:l cwthatt nghh.m.)ﬁio.M‘l?aﬁt!

kaFa zitdh hot ffizienten.
Dotrachte N elobbische Leiter ub,.,,uu .
Uy

5, = & G ). G- 0.

~

W=1[3¢ = {Z@LQ;. Dricke Q (_LMLM% acf W) durck Potutiale aus,

N
Pol—u.Ha,Ll. Vﬂl‘qlﬁ&w N —Dq'r‘i('.l-.h.{'— ﬁ‘bl‘»’-&m Q-U.-‘F Eg\{ IEI u} .

1

N
N é([’) = Z éé kﬁ’(P) y ‘t'u{‘td_rﬂt-{‘tl* Prisson— karn: K&(P) = —5 *de(./f,) )
0= -duy
Al&s dLr (Pol-n_u-l-.‘a_o_{»uuh.HOM @ ht;hu.lu WE 4w tlu- bLhauu{-Lu Nliso_ @.i buh‘w.mm:

D=-gxdd =- E°Z§&*‘“‘<&
i

Ny G‘i = S‘D = - EDZ §d’ S *CU(& = ZCIJ éi . S.,muw. vie dar Grumduu?wuh.ﬁon
d 2 ¢

o w;

K&f\a}i%&hhotﬁ'—&ituhk: C‘J =~ & S

wdK, = - g, S*dki = C,
0

i
W,
i

Ergebie - W = 12Ci% 3
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