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b Maguatrstativ

6.1 Uberblick

ARtewe:  wwoguetihe Feldstabe B (2 Form vow geradew Typ)
maguetisde Ertquug H (1= Forw vow wugeraden Typ),

el ektrische Steomdichte i (2— Forw vow unﬁtmdu Tﬂ:).

Glsd-ze : Ao = 0 (" Raiuwe mm&mﬁsekm MOqua&_" ),
dH = 4 (" Ampu-ﬂ;ckn.s Gasebz " ) ,

D= M % H (" l&a{en’aﬂ&l!{dxuu& " ) .

Tbtmnrhuu\dm: A) AmPu{— G'.:L wut a;u,-& ine shatischa Limes (_D= 0).
1) Afo.sU-( d/=\0 d& =0 ("St\‘-‘amtrkuﬂhua") .

b.2 Vismﬂjsitmna

Ul‘t&ll‘l\.oluua . Gjhrh_ompb.x k ( Zelew mit 1wl Oﬁm{‘itl’wﬁ \ ,

duoler ,(oup!.u: ’E ( Zollew auit ('lu.rsucr OI"I‘ULHU‘W@ \ .

T&uhln&iscl«n.?&&rumg_: Ch(k) ® Ch(l() — MR p

C® W — §m,
C

Schuibpaarung - CrE® et — R (hin: d=3)
y ® @ — g'gnca .

I<ansuisclur iaouor‘ah-‘smu: 'L: Ch(k) — C&_h(‘lz)

wird bestimmt durch die 'Forelt.rmué gm = g‘]:(c) AQ ({»J.r alle Test-h-kokopen &)) .
c

Taballe (itl‘t{- d=23).

phys.Gripe | Visuolisieruug | Bitd | Reckuen | duals®itd | Koutinuum
D Ci (k) { C*(R S (E)
E C,(F) (k) A oW (A
§ Co(k) - C*(K) € (Ey
B Cy (R C*(k) /o7 | QNEY
H ) | L7 | 0'(E)
/ C1 (k) A C* (k) Q*(Ey)




Vlmusckauﬂickuu& der Mmayd‘nf-nﬁschu Gesetae .

db =10 : die {1-keke 1€ C‘(Q) st aucl‘lnsw (ro_ulln) ; odar :

dive =0

w&aMLHSCL\L Flussliniew hoben kReiwu A""F"‘“a_ sud Ruw Ende .

iH = 4 H dil 1_ k-l!'t H € CQ(K\ &U"‘ wa&ud-n‘scl\m E"N.&uua uitd Llr&nd[{*
rot H :é'
vou dur 1- Kehe 4 e Ci(k) dur lkiischan Stroudichke .

'E)q:lu\l*{-} : die (Rus:—) Liniew vou B shehon senkreckt auf dew @
(Eﬁ-t_a,u_u.&s—) -FL&LW Vou H.

'Bm.,r{auué, Die Geomatic des Raumes ﬂdd‘ amur . die hafm‘nlahjckuua Qn.

6.% Tnueres Produkt

1- form D<=ztxi_alxi .
. kou‘hm&hou 2u ﬁaullh'ou N(\l) = Z Oti\fl'
Vektorfeld v = > v' 9,

Neue Notation: o(v) = 1(v) &  und

Eru&iﬁru,ué 2u lincartw Ofu-o.'hr () : Qh(M) — .Qk_1(M)

00s  Anti— Derivation (d.k. Llibru‘zrc.qt( wit alterwicenden Vorzeickew ) :
d[afu)

(W (oap) = (o) ap + D aa () p)

o _ g L dyd =
Bms':uﬁ. B= '% 131-‘] dx‘Adx! = - t% 134:' dx‘Adx? ( ®ij == Bji) :

1(\')13 = % Z B‘J (V‘ko—dXtV‘) = Z (ZV‘B“J)ko'
1.d d i

’Rn%aﬂ. e = vy, .0
TR freie Argumeute (&-Forw w)

Au{-ao.h Visuaﬂisitruuﬁ des Opuo.i-on AW) dw Kok bitd.



6.4 Lorewtz- Kraft

Lﬂdum& q Qm Ort P wit Gesdawiudiﬁhuit v er-Fu.Lkrk die (Lortuh—) Kroft

= q(E-wB)|. 7-q(E-0B)

Tn ( {qtucl welchew) Koordinatew :
D=2 B dxindxd

g 4 S (E.)—zui'&.()).
E= > Ejdd TP
d

'Bumkuua, B = (]’ -paﬂs v Para.ltf 2u den Flusslivien vou '[5

:F'l’&&l.-. Wie stelit's hier it dew (uws aus dor Mechouik behauuten) Relotivitdhpriuzip 2

A Des Retahvitibpriuzip gitt (alirdiggs Lovute stoh Gatitei) wud hot folgende Kousequene:
Fuertiolsystew /[ Brobackter 1. h.mm;rh.\../@mmw 2.
v=o ( Lodung et E®=o0, Lodung (o miogn. Flussbivien) 4u Brutguug it Guschuindigh it v

o 5. N ten s aien ©
B Zuluual,kmaﬂ)a (P wsliview W Ruke) (thﬂ_a:l*ivir'l-;h?riuz-? N 13(1)= 0= :F(') (krn{i'l- iwwer woch Nuk)
o _ o ick
N FTP=0 (’( -Fl‘alu Nul) 3 E(ﬂ = ) 13)(1).

Dwmu& (Vuruqéuakm des Iudukﬁous&udm): dit b der 'Ewuu&uua WQ&MEHM Flusslivien b erstrichawes

(4wF-'uihs.‘wuﬂ.w) Foche siud (ab.‘l-udlz) Tlachuustiche der eliktischu, Feldstarhe |

0.5 Messvorschrift FL’« ®

l’\&ag,..l,hsch 1:!1&&*1.&.?'!4 15/ .FQ&CLJ_ T it dnuweru Oﬁ'mﬁlmu& , @

woguetischo Flus duh T: - F,(3) = [B
z

Messung vou ‘J“E)‘
5

1. Teite die Rawdlivie von & in 2w Holfhou ¥4, ¥e (a—‘lt"d‘ h“&) wit 38 =gy, .

5
2. Vu{%l sﬁnmf'ﬁ\hmtlu kobel ({Eexibnﬂ Qc'ma_; ¥y - C
¥, & by
3. ’E)!.ul&t Kabil (lu.i -Ftﬁdtknﬂkuem Teststowm 1+0 Afi

und {»tﬁdtktﬁhuu Position w A) C — sida Sk.m)

VO Au{-&u&svgrﬁnuf ¥ [o“.uas S Zuw Eu&verﬁnu{l ¥ und wnesse die dabu verrichbete Arbait W,

'E)Lk&u?fuua : \\i/i = J'p.) .
z



Bawtis. Parawekision > Ol'iluh'(mds‘fﬂu durch [0,1]1 — E, , (s){') — GP(s,%ﬁ,
wit ¢(s0) = §,6; 251 = 5,0, 9td) =A, ¢0,O=C.
Dabu i te [0,1] der Ztih{:ummd‘r und S € [0/1] die Kablkoordiuate , dh, g — lp(s}k)

rPo.rn.md?isiu-f den ,(alnﬂvuﬂmg za Zoit +. Es ﬂ‘&‘ |%‘P(5,'t)| = v = Coust.

Douu warkd 2ur Zﬂ.ﬂ' ‘f M«F do.; (in'Fu'ui{-tsima[l) knbtﬂ:‘wmﬁ VOwma 'Pwh.f IP(S, f) Zliua Punll.’l’ (P(S+SS}{)

dic (‘iu.\cl'aﬂ:ls{mnfl) Lnuufehr-a{f-r -1 Q]b'?(s,ﬂ (f—slp(s})/ -) §s

Die Vlm)«icbma dieses Kobdshidhs um dew (iufiuiter.) Trawslotiousvektor ;l?lp(s,{*) it {-&r Ao Cinfiuites.)
Fuitschrk 3t erfordert die Burgie  + y! 13)\‘,(5,0 (f—s‘p(s,ﬂ/ f?qﬂ(s,{r)) §s St

j)iq_aummh_ 2w vernichteude Acbut W lHiL‘l' sich durch J’ru{!ﬁm‘h‘au:
11

W =171 5 E'E)?(,‘a(:—srp(s,%)/ %tp(s,ﬂ)ds dt = j'pa =
2

0 0

Banarkuua. Auu der (RtPurmf?isitrmasiuvarimz dus fnﬁar—ds -{;o["f, dars die Arbiit W miclt Vou der
Scl\uliahu{— do KaLn“u.aﬁ.ma &I.krr.uat wnd ouch aickt vou due Dihaits dos Kabdvelouls £ Zeitun

0c¢ctet, U.-eua& sind  wwr der Aw.’;aues— Wud Eh&vuﬂnu? wud dass die Kobdsttew A uud C

{—!. nLQ thalten werdo. ><|

6.6 Unendlich -Q_O:Mal; &u-cuh Stvowlinit

Sﬁﬂmll‘uit j - 1 K (S‘tmw. 1, Ga_rr_\da K ) . I\H
T+ 2,
Aunsatz -‘1:} die Mu\a_w'l—isch Emﬂuu&: u U

_ 1N
H= N Zl z‘-’ ( Holbebeuwen Z;‘/
. alie it Roud 3=y ).

Ditser Ausate u—{l&llf oF{i(u:icHia‘ek das Aw{:m— Gesets. /\

Tw Limes N> & (u.ud bui roﬁ-tinuss-,mmﬁ‘mbw Ahoﬂ"dhuua_ doet H—ﬁ@btbtutu\ atu o oh

dn = 0/ deww die durch 15:/"‘,,*“ Ui el fen Liu(l.u.sfach{ vou T {'&%_Lu tich +owdiln

Zu %ue,Llrsstum (um die Sowmadue ituh‘ulu‘.) KoreisQiuien Zusawweu.

Ausdricke iu Z7Liudtrho—ordn‘ua_hu Ly 9}, z (fur ¥ = z- Ackse ) :

H= % [ﬂle; R} (dluu es siud N Hﬂﬂhl:u-tuf éldl ait Faktor :UN, uber die 'Q)ﬁl.hll:.uat 2n 2w verheiley )
Bopxh A B =5 4,0



b? Ahsckemsblﬂiuﬂw&w au erzfeackl_u
Hir bufackbu wir S«'M‘l’iuuw’ wo Showfluss ww Auwrholl tiwe Haock (awicht in offenen 3-dineusiow ol

Gldu‘tl'u‘) S{'O.ﬂ-Fiutld- odw Jalw'pﬁl; in a;wl-u* N&hmu& so wodiliot werdes Rouww. Das {J»Lrl‘ Buwm ‘E)a.en‘ﬂf der

Limienstouwdickte R (verhatt sick 2w eQokbischu S%Micldté so wie die :Fﬂ_s.ekzulaolwﬂsdid‘ﬁ o
2 ekrischan Laaw..a‘dccul F

(Test-) Feaehe S verloufe tausversoll zur (Grewz-) TRl T (s.Ditd ).

SCLL\;HUM’! %: Sr\i 17&&! Elu‘l.‘u-! Orill\HU‘Mé (E%l > s M
S

und dwduziert durch dic Empm On‘ui—itrm& voun S).

%uﬁmmw&s&ﬁtitl\uu& -F:-r ko L‘h = Bgsa, .

At —DiFﬁr—Lw&iolForm ist b eine 1- Form Ca.,{l ) vom uuetmim Tn;

Tw Kekwbitd ist f eive {- kete (inE) wit dwweser Orimfiv_rmd.

Auscuausbgd;..&w&u,. Greuzflache & verlowfe Zuwischan Gebitt/Medivn 1 und Qebiet/ Medivw 2 .

Die ks T tage die Liniewshowdite k€ QU(T). Dawn habuu wir:

(a) Hm@ springt (durch ) ww k,

() B*‘“a ist stetig durch .
%lu&rhwé_ HM,'B% weit jewdits dew 2w T tomgentiotu Awttilt. Verwoge der an-udzmkwa
B= e H tuprict E*‘“‘a der Norwalkowponeute HM.

Tw 'Foﬂé,tuulm erllostern wir dic Ah&tl\lkllbldl.ud_uu& (o .

K edfon bitd |

Cz“’ HO — 7O g®
§
e = ¥ = Pyt ?l H® = 1@ g® CAWPW.:) 1(0 N 1(,_\ _1.
. k=g .
) o _
Spesial fale €5 HO = ] g0 H® =0

R
R R=1y R=1%
H(i): 0 H(i‘l ://j o®

Tu Katkil wit Difforeutial Forlul.u'.
Hm = Gruzwert von H boi kuu&hrmé ou odlie Flache T vow Qebiet (€= 4;1_),

Anschlussbedingung : Hm H(m unterscheiden sich um + R .
7 ’ N Welches Vorzeichu ?

Uwm das -ﬁdd:i&z Vorzeichw 2Zu tmiﬂt&k, %tuﬂ.&{- s, i w:;&lir.Ls{' ll'u{llldu_ Gtuotion 2u befrochte :
7



Kartesische Krordivate Xy, 7 :
Gm%FQ&cLL . 2=0,

Gebit 4 250, @

Qebick 2 2<¢O0.

R
H(ﬂ _ ﬂy(l) [clx,.'lﬂ (R= reckk Haud) i '
HO _ x{ﬂ [dx,- |_:| (L= Linke Houd) X @

T T
e
|

dx ] .

A HO L 1O (FO-F®) [a0 2]

x

~

GUz = dxa\d’ h = Ex |:d)(,- Gui]

\Kouvuuh‘au: |:E guz E] =

—_— . "Zuent x T ey
/- d.nuu'y“

Koordinatew freie forwhtieruué .
Wakle tine Rauww - Oriudumu& OI'E!'€ {'R/ L} und sdhze .H(i] _ [H(i.); O"Ea] .
Wakte eine sz{&&m—ﬁﬁwﬁem& Ory aud setze R = [Ef. Or:] :

v
Wokle tinen zu S touwsvenolw Vekbor ¥ auit (Orz; \J £ OI-,E1 (E.‘Qa. @Ofi Z R = OrE).

bmrhuu& Dic Girofoen ﬁu: A® wnd R siud (vow der Orfu;h‘tmasual\l Qbkgad-idd 1- formen auf 2.

~

HO = B wd BO = H®  fals v vow Gebiek 2 2uw Gebick 4 2igt

HD o BO pud BO = {O

Setze

Soust.

Dauu a,it‘l- : ﬁ(ﬂ_ ;' &) _ E .

b.3 Maﬂw{-us{a{-isdu Au{:&abu wit EukQidischan S7mmofriu

o Unendlich Qﬂuua, , &tl"md_l_ Strowmlinie (/ s. Abschu. GG)

Unendlich Q.W.&&tf &u-ach Sf:ult: 2

')&%( = chorak teristisehe Fuuktion {'r&r
des 27Q|'u&ll‘qtb4‘dr der Sf)u!.l ta (Hub)
1

H= % Xz [dz,R] ,

N 1 (Steow)
E = )‘%XE?! dKAdy .
A

. Au{-&abt: Zuu Parodhb. s‘l"romF&hnuit Elenen

. Au%&ah: Sfauh in Tor—us&tomd?ie.




E)thrhu.&&, Dass die odrigus Au{Z&clru. Leiekt 4w guekbesww Forme Lobrar sind fi:&t in ol Fllew

an dar Exisbenz tive 1-Porameter — SvmeﬁQ&nwm Vou Euhfidisdou Tblmﬁm-tq.u‘. (also TromsQatiowm
risr Drehumgen ), die duc By jeunits dw 2= dimcensionale Bldhr eictelt (Bl tno Holbebo )
wnd 2war 51, das jede Stowlinic in 4 BRak Ligt. Tu tiner solehw Sitwakion Last sick die 3~ dim au-
siowale w«dq,._d;-u{—n_{iseh AdenLt owf eiw Uufachere A‘wpaa[u iv L Dintusisnue (&ua.ur: irﬁmd—

Qinue %laﬂ) reduzieren. (@. : Wi 2 ‘

l&aﬁuhxfmtih i 2 Dimeusiowwn .
D ist dwmer woch 2= Form vow geradu Ty ((wegue D(E)= 0 ist dB=0 outomatisch erfite).
H: 0-forw _
i Ao Vow uadu-ulu e ; dl-l=3,
Doskeht die tlihwische SFouwdichte aus tiner tuzigwm Stowliie 3= Ty (wit dp=0),
witche  das (orteutivrte) Gebict & aweschliefpt (wit 3==) , so ist H glrich T wmal

der (Psn.ut!uskaf_o.mu) chorakferistischun Fuuktion 2 X .

Auf&abt (d= ). Sa ée f)_:(El\ 2wt &lalﬂ Strowdichte it h.ou.m?uh"'tm 'r.-aqw Avndk cli= 0.
Wie Activwt wouw doww H oums  dH =&' (Eur (pxo.udbtdiu&ma_ H= 0 iw Uutud!-idwu) 1

(H«'uueis; dos Vorﬂdum ohet der %ul-immwa tiwes Pofeutiols 2y tinew Rouservativeu kn—«fl{cﬁ&)

6.9 Mesvorscheift {»ﬁ: H
Sn_i % Qive Kurve iw E.‘,' mit &urgtur On'l.uﬁtruu&, L/

Deachte : e Foll eiver solebum Kurve Roun Mo miclh vom ihrew Aur-m-a wnd/oder Bade Sfredu.n_

/ﬂ

d
Das ‘(uwmiu{t&mﬂ jiH luifb'l‘ die waﬂu{-iseh_ Sfo.uuuua Qt.lk&s E

Stokdessen hat E 2wl 'R&mlpuuhh, vou dewen eiwar rchthaudic uwd der ondew Qu‘ulzsl-.&koljﬂ ist,

AquJms{-Llwua: L(tsmua der wa&_m\d-isckm SPamu,u% LH ,
¥

La'suaa (thlﬂa Zur Messumg vou SSD i ltels M ewell'selar —DG‘P{:[Q«PQ&H{h) :
4. Suf:r-uﬂlihudu Vollrokr (diwu) der Kurve % noch inedew .
2. Das SLVR a_u{'mndmﬁsiarzu ('z‘!u-o—fitltl Tutud\') und o den Mussort ? "rn'udu.

3. Dan um des SLVR zikulicwuwdew GesawtstHow 15 ALLSSAM -
(it VorzeichwRouvention ‘F':':[S ﬂtmﬂ.ﬁ dor Zitkulation vou %)
9



Erﬁuhmuau. Wir ndhomen hier o, Rass sich der Sufmhihr iw du- sog. Nl.i"'amr—'Pko.u befivdet .
(Des heipt insberoudene, dase dit Stirky dee 20 meessendun Maguaflds tinen drestivmten Rrikisehun
Wert mickt gberschreiten darf) A dor Obu{—lﬁdu. des Sm‘oroﬂtihu Fﬂiai‘y’f dauu (b zu einer amim.n
E.;..Ldm&ﬁlf.q) tiv  elktndur (Supra-)Stow. Aus Unergetischune Grinden stelt sich die Sapra—
Stroudickte 3, gunan 50 ain, duss die mogockische (Grsaut-) Ermeguug fw Funven du Supraleiten

zw Null &uuo.clu{' wird : Vor Mef schritt 2 wach Mpschei 2

\ @}\@}
@

(vorker
™eweis. Notatiow: H=H ’ )/

He = dor vow Smfmst«nu vorwrsachte Btiﬁaé 2w w_o_aud‘ndn.ea. E‘l"-!awua

die 2u wessende mu&M{-isch Emaw&

H+ HS = die atmmh m&uhmh Emauuq-
1;“ Tuwern dos Su,r,ml!.ihrs (dit Kurve g O.iu&ueklns!_k) &\Qf H+ H:‘ =0.

Es fotgt jiu = -jius = _Sifh‘ =-1,.

w_ruaqg dor Ans&hs:ba&-‘n&uaa 2wischen Hs and der LiniewsFowdiclte R
Quf derOlberfefele des Supraleiters.

%Lwhmam. Aus dor Mussvorschnft -Fﬁ.r H Lttt man divkt das natirliche wothewatische Mok f\"r H ab:
Als Sumuwe vieler 'Tailtfamuuﬁm ist die mam_hsr.h_ SPauum& Qin Ih{-t&rnl. Damit dos [Kurven —
{nhﬂraﬂ [_H Unwei el Arar dl{—iuierl’ werden Raw (Oluu Hiwzunahue vou Zusataliclus Infomn.l'iou
¥

Wit Qakwd.tome-fﬁtf die hier au sich mickt kiu&d&;rl*) )! wuss H Qine 1— Forwm sun . Zur Qr‘udud—idu..
:I:U{'ltﬁ,uua_ des Vorzeicheus -{'lfu- duw &l.lu.l,&stu!h. Stroms Is L-Lk.sfi&l--wau tiue Ol’iluﬁl‘l‘wﬂsh-mwl.wh‘ou,-
diese wird amit der Wakl eines Zirhulotiowssiuues nr-&r die Kurve % ath—nﬂfu. Die Iu{—tﬁrn:h‘ou:—
Qinie % "ml&{— dew noch ko'huudi& Line &u[!»m/‘bausummh Oﬁlk*l'lruu&. Siuuvoll ols Iu’n&raudzu

«fﬂr iuh%rah J:_H wit Fousversal orienticter Kurve E sind wwsr - Formen Vow wqqr-o.clm T)’P‘
Es fotgt He Q'(Ey).

%) S . .
Williow v. Ockhaw (13.Jkd):  PRINCIPIA NON MULTIPLICANDA SUNT PRAETER NECESSITATEM.
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Notur der e lobtomognetischun Fldgropun.  Mit dur gleicken Argumentsweise wie o H folgert
won aus dw Messvonchriftew {lr E, D, B, H die natirlickn Modele fi alle Feldgrdpen:
Ee Q'(E,) (gerade -Fora),  De Q°(E) (uugerade 2-For),

Be Q(E) (gerade 2-for), He Q'(e) (uuﬁtmi! 1~ Forw ) .

?kﬁih&ﬁisck& Diweusionen .

1. Absolute Diwension. Als So{-or{'iat kousafrutuz doer a’muliﬂu. utssvoucLﬁ{lt hat aman

[E] = 2/ D] = Laduuy

a Lo.duu&’ 3
[B]=ik—+:?3, [H] = Strowm .

1. Relative Diweusiou . Wakee knrdiuahJ.Fuukfiauw XV it le,s.-biwo_u:inu Lt;uxdt,

— : i _ Eklla-t'l. _ : . a Loduw
E_Z Bt n [E]= Codung- Lauge / D—%Dﬁ [dxindsi; 0c] n [Dy] = Z54

. Enuryni >
B:E Bta dxindxt 7 [13131 = Shuljn;';?t&cl\; / H=Z Hi[dxi; 04"1 Ny [H‘] = S‘frouu.

< "
i< =1 Lmﬂm

Auf&&bt. Was dst hier 2u &Mhm/ weun die Raumdimension micht ﬁhick 3 4st?

3. Einhuiten.
[Dy ] Loduwg® Kopazitat -n ¢
[EJ = - = —3— = /s € = 8385y 10" 7,
[Eh] Energie- l.a.uan La.wal / 0 d
— [‘E’i.i ] Enega _ Tnduktiviot _ -7 &
[f'“] B [HJ - 511-»..?-13“&. - l.a';at ;Mo T e do T G
. "n L —
(s, ,,)Vl] = %ﬁ— , (%) = 2,48.. 0’ B (l.ickiauckui«di&hti‘f)
1 Lodung? _ Strom A -2 ¢
[(8"//“’) J = Elu.lajt.:qqzﬂi{r_ STnhMuu& / (Eu//"‘o) = 0; 265y » 10 i .

1

Mitteitu u&. Leituwert — Quantum (—* Quanten — Hal :{-'Fdx{') = % wobu

4

e = 1, 602..* ‘IO_H C (Lﬂduu‘g des Eﬂ.lkt?aws-)

h= 66210 " Js  (PRonck'sches Wirkuugs uanctuw).
(afm)" = L. L 1 (Feinstukturkoustaute)
ol T RN s ¥ T g ns riou .
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b6.10 Dualitat Zwischiw Elebto- 4nd M&amd'ns{a-kk

Doispiel . Elokt gstatife: hugduﬁﬁn:
—DT ol schickt Steowschleife

|
Beueckue E, D Bareckue B, H
Qe ktvischy Lmlunasd{d‘tt der _D:'Palsdddd:: elektrische Skowdichte der S‘I‘!‘Ow&&hifl:
P =vdxS it v= Dipolwowtut /Fiche j=7y wit y=3T, S= [z or]
(lu‘u: Or=R)

Ansotz : D=vxS + D, -

Aus d_ng -FBQ&{— ti_D|=0. A =0.

&,E= xD= S+ «D, . MH=*E>

Aus dE= 0 {olat d*D1 = —pdS Aus dH=i {-0231' dxD = /“ai 3

Diesellea Gﬁtickuauam et diesellen erv.w.am Duslalls {lo%f

- 1_[15

TR P .Or]

Strowadkdeife /

Deackte: dS fr S als 1- Forw Qubprickt genou (0w Vorzeichun wecksed ) 38 {—&r S ols 1-Kake,

i

dow  [a = [do L 2y ndo d1Or0 , s 109 = 416).

s 5

WARNUNG: wmeist siud wir ScLEauP{é und wuutencheiduw micht zwischae ¢ wnd ':I_(ﬁ .

'thkmu&. Wir berechuen das eQeRtrische Skaﬂ-n.r?ohwl:ial § der Dipolschickt wit dar aus der

Eckteostotik Abekaucen Llnrsuu&s{:ormtq F:u- die Poisson— (bhid‘wé ( Zu §(e¢>) =0 ):

9 vd*1(s) v 1 v
‘55(?) = S = S = oo | m e = S(—dl)mns)
bwe e, i Y L ¥ [
E LA o B P L) £, P TE £ P
_ v S de, _ v S de, _ v E T
= e JI®OAXTPE = — | x TP = =) B
bre, E, o Yws, 3 i ) : b

Somit st q)(.l;) dlu‘el\ der elektischen Sfuuma_ \E_: wol dew

Rouwmwinkel /'H't/ water dewn die Flacke S vowm Puukb P Qus &lsdu.u wird .

Nack der olrigem Dualitat Fol&t/ dass olas hqﬂ«d:isch (Pseudo-) Sﬂnln.l?o{'u{:ial ¥ (H=4% auf EB\S)

dor S"'romsdmltiFt 4: 1}5 aﬂtid\ T wol duw (P\&uwul'uh.&/lp-r is‘t; wnter dew die Schhifcx a.lsl.Lu\ wird .
12



VU’GJQ.U.:UM.Mu.&. S&i \? Qlue S{kauﬁﬂ. L&.duuasditut it g g =0 .
E!

(Hl.{nu der Bepabcud‘r Von Ok Verwtisen Wit om{l weiter ’E)m]oe.u, dic unten d-.!n-uld' werdew )
Down wiklew wir eine w':ducu Cinfaca (J?F.-s:k uu&mt&d Wektische Em&w& D, , dic das
Gouppsche Geselr i+ D, = p. Fr dus Restfed Dy =D-D, folyun dit Gleickuagen
dD=0 wund dxD, = d« (D-D,) = ¢dE - d«D, = - d«D, .

Dises Bleichungssystewe 4Dy =0 dE; = ~dwDfe, (E;=»Dyfe,) wird wit dur Tdeutifikation
Dy =g [®,0r] (o Wakt eiwr Oriuntieruug Or und @iner Koustonten g dur Diwension ;,::—:*“3 )
B AB=0, dh=j wit j=-(gp)" [AD, 0] | oo ciur moguetistobuclu Aufgate.

L

BO.iqu‘aE . $

l(ondtusa'b)r aus [
2wei diuwen Pladten —Do

Q

Gtamrickfuu‘%. Das _Dunﬂih;.hnr&umtu{" ‘Fuub.‘houiu{’ natirlick aueh iu der cudive Qﬂ'—ld’uu&
Aus&tku\.d Vo AM«Fu-t— Gusetz dH =&' mat tner siuauu:-u\ Sowdichie 4 (%Us}:&ioﬂ aw den ﬁbwa!u
Zur VorQuuu&_: Cll:..uu.t Q&)\d.l. %Du!'t/ i= wd*ﬁ ) NELL& MmO Gine Sa'uduu.tt wnquhselu_ El‘ﬂﬂ-uua’ H:,
wit do El‘dtuscka{f{' dHo =3 (a\‘m 13)&:134':1: Hu = 'tu-rg) . R das (QuﬁFc.bl H1 = H-H, 'Ft&i‘
dHy= 0 ad 4% = — o duet, (By= pxhy).
Nack Wakl etwer Rauw- Orimﬁo.rma_Or wnd einer Koustauten % St mau wicder

D= 3 [‘&1;07} , E= -X-_D/Eo wud orhatt das Qebtmtatischy Problew

dE=0 uwud tl"D=g wit g:—hﬂ[dxl-’ro’.Or].

S sdekk wan 1'!.'3./ dass das A.u{l,tuf-tli (131/ H1) de Qﬁk&u& ) %auh &ﬂ.zick dewe Fd vou Zuu

an den SPuhutM!u‘ ePl'si'l'inuitrflu FPthk:H_&dum&_u ist ( g=c‘ [J\%’.Ol’] p ¢|= —Mm).

13



0.1l Laptace- Operator auf Forwen
Aul den h- Forwen i einew Raww M wit Hodge= Oparator % hotw wir das Skolarprodukt
(e, p) = iouw[%.
(L5t M ~ickthowpakt, so verliugue wir, dass sindesteus eivar der Faktortn o, f Rowpakien Trige- hat.)
Hrauit defiuiiron wir don 2w Gupose Abtiibung 42 () — O (W)
adjungierten Oparator =8 : OF(M) — QM) (fir ko 1) in du bebordes Weise
(u, dw) = (- dot, w) fir alle se QF (M) wnd @ e QY'(W).

Explizit : (- S, ) =

Te——

xAaxdw = Jolm;mo& = —(—1)'*'*(") S 0 A dx o
M M

= (—ﬂk j*'u*o&/\*m = (—1)Irl (£1ol*o</m).
M

Hierous Qesew wir ab: | 8 = R (ouf k- TFomen) .

Dur 5o nle,{»iuiu-h OFem’cor 3 kurgt ko—Alr&il-wa_ Beackte: d*=0 ~ 61=0.

Defiuition ( Laflm:: - Ofu.m{'or auf Differewtiol f—omgu) :

A:5d+d5

B&au?fun&‘ Tu kartesiscwe Koordinaten X‘ﬂiﬂt:
A(S o dineadd) = 5 (Do) demoads®.

Dedis flr k=1, M=E, .
d(§a) = (0 f) dyadx + () dzadx .
S (fdx) = —xd (34 [de; L] + 4 [dy,R])
= =% (O34 [dxade; L] +3)f [dyade; L]
%4 [dendy, ] + 334 [dcaay,m] )
= -0, d + () dx + () dx = (33, 4) de

5({4)() =+ xo\*({:clx) = *o‘(f[cly/\dz;‘lz}) = %f .
A8 (f) = (N 4)dx + O ) dy + (0 4) de .

Es foE&t A(Eﬂlx) = (5&+d5)(¥dﬁ<) = (‘oif +}§£+\’;f)dx = (Af)dk.

14



Vtr&ﬂu‘ck mit Vektorkatkul .
k=0 (&uhh'outu) . A =84 = div»&m&

k=1 (1-Formew): A = 54 +48 tubsprickt A = —1oterot + gradodiv (auf Vektorfelden) |

0.12 Vaktorpoteutiol uud Coulowd - Eichung

Lose jetat dB=0 durck dun Awsabz B=dA (A "Verhrpotential oder Eickpoteution).
Die 1-forw A dist aickt cindeutig hestimut : B = dA=d(A+4f), Fuuktion § ee iy
Coutoub— Eichung = $A =0 (& dxA=0).

dn’\r;\=0

Auf&ah_ Noruw QE{& sich 2u Wradr{uem T fuauer 0w A -Fiutlu‘, das die Coulouwds— El‘ckuna tr-Faﬂf?

?ﬁiuou—eﬁuchuu& -Ft':\r A
Foj = p,dH = dx = dxdA A Jokd = xdxd A = —3¥dA.

EJ‘FITJH’ A di{ COuhwir— Elt‘.ll.‘rtdwﬂma_ §A=0 / 8o Ilo.uu —dSA =0 O.ALF der rechten S!i'h L\quuﬁl.-F:.&{’ HU"I!UL,

uud s &eé*r

-AA= Mo*i |- (Uat. wit Elehtostotik : — A& = *g/fn )

T Rartesisch Koordiuateu ( A= z A{dxﬂ zup&ut dice G)!.Liclu.w& Gtu&{'a A EA, dx, = 2 (AA,) dx,
tw > Poisson- G-leickuudm for die Kowfmuﬁu vou A: — AA; = o (%3); (i=123).
p e — (*a)t d vol
Liug: A= Eﬁs 2 dt.

Au{’-&ah Tu Rartesnche, Koordinate it (*3) dvol = jAdx; .

1y A-Q{'Lm&'{‘i\ll I_;'swas{ormd: A (P) = 5 4—‘*’8
&Flﬁﬁlc—al. 1:1:!' Lnt Sﬁowﬂi&il j: 16 L.a:l‘mm‘ A‘(P): ;%?’ gd‘T’:

Mulﬁfnlmhidxluu&. Gelt aunlné Fum Vorﬂg.km in dor Fabtostatih : Showdickde Lokalisiet iw Gebict U ;

U zukot um knrdihnfmwupmé_} 'Bu!rtd\.fm&y[;mk‘t‘? ueit %wk&% Von 'L(

1 X :
Aup) = S( ;> B 0 ) adn = 0+ > Sa,\mxk -
begtn jja\dxl=—jx,~dé =0
El‘ﬁtqn\is: Ah= 7%_ ! ?s"‘th"'"' mait "‘ﬂ&:ié"*!d"‘k ==y .

‘Dtr Schil.{-s,wuﬂiﬁ‘sch. TQI&SQI' Zwtiter S‘l‘u{g N: _M‘Ifl LLl.l'f:f d&! A0 qpetische %0&“0[14[&{' der S“?ﬂm\ll.l’{'(‘lfmd J

( Er abuelt du seiwer anathewatischtn Nokur iew Drehiupuls )
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Aufﬂnh. Heot 3 die PL.’sihaUscfu 'E)td!_u{-tmg Gar Masstnstroudichte , 50 siud Lkl: Jé‘“‘"dﬂ

die kowfoumﬁu dus 'aniun{ouQus (&ls Blowent vou AUZ(‘W})) der U&musi?amvuhiﬂmé.

( Hiuweis:  Masseudiclte $, Massenstowdickte ] und Guckm‘u&%ku'hftﬂ v L&u&m Zusowuen Wha J:((\r)g )

() 12 Tndukbiouwskofizicntun

k(ll-tiﬁwug. Dit i Wogatfetd eutholbene Energie 4st

E"“‘G" = 17 g'l?)/\H ('E:uus Arenitet Ldukh‘ouulsdz; uird sT:B.Rr k,qck%dqlt).

U&l\u tu Vth‘l’orqao*u-h‘&ﬂ (B=JA\ e EM‘G": lzgﬂlAAH = %KAA&H = 1?
vt we= LEAD = (8
:F‘l:tr@-l‘k S,s-l:tu vou N Smmhuiu ( j: Z 1%’&) Qrkaﬂ' Mo

=

= 12 RJA

¥k
Naw drichen wir A (u. CDuan’J—Ea‘cLuu&) als Suwwe vber die N Strowlinien owus:

N dx;
A"(ﬂ = % 21! ET‘
=1 § P

Efl.ud'm in duw Oll"&u‘ Auwsdeuck lla-i#t d&m Qine &Mmm( ajnr (P&CLM_ E{{ ’ K[ O Stﬁinuilu .
Zur Notation des —an‘mﬂa‘uﬂa_mis (ka Yo € E;x E;) verwwndeun wir Rartesische Koordinaten X,

iw Binkew Faktor By wed x) dw teckben Fakbor By, Es foggt

- 1 g = M M uhtiousRoethzicn
F—..n&, 1%'-&:1#.11 t Lp,[ %B{B‘E m (Lul Rtiowskoeffizient ).

Beackte: die Sa!hhudukﬁouhn&;ﬁmhu Lu druuijitm awn du wcaHuwatischeu Idtaﬁésiemua vcmé_
ols S?;h.u von Strowlinien . (Iu diesem Fol wouss div endliche Dicke dos s‘homf&kmim Dralts

l-erﬂ.ck.sidd:i&f wordew. )
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7‘ Eﬂah‘hoo{-{umk: Gmddud-h
}1 Imiuk{iouqudz

[fb] _ Euu—aig )

haamhm Fldstarke D e -D-!'(Es) , A = 0 Strow

’

Elekbineke Fldatihe E € D(E) (Stabn: dE=0), [E] = Fme
“J
Tudubbougucts (difleicts Forw) dE = - (T'amcln),/ 1831) .
rn{E= _.TE:

LA erd:.b-i&w {(Wﬂll‘unhu S :

t

D= > B d5iady ,
14 B‘- Eal —Ba E‘. = — E"é .
E = Z Ei d;‘

Tubegrierte Forw: gga E = — H L) E
)N b%

Tu Wortew: div elektisdae Qiu&spauuuu& Liu&‘ DT st &lti:k Mmiuue  der Zti'l-a&i{-mé_ du
m&&m_i—isr.km Pl dwdd 2.

Tw ket tnitd (dw Ey): A-Kebe 1_-_")/ - kete E (a.lulif: aack r.'m[’nm- Oﬁtuﬁtma\.

'-Dll" 'p»-av.d dtf 1— k{k Vou E ot &R-Litk dluu Nt&mf‘iuu« d.;r ztth‘&;{‘m& Cln-l‘ ‘l— kq_lk Nou Bn;

VE=-0,
1l.lusfmﬁou .

Yoo s b= %(SFS;) Se Zg
S=E S Tk E_ 4o £=-0

'In{-crrr{{-n{-iou. Utr&!e_id\ anit dor kou{-iuu.i{'n'.hé_ludnm& % ﬂ[? = —%3 (nthkbisclu anlma it ermlhu")
M A
M&&truﬂ: dic Iul-erfrd'-thou des .l’,uduh{-ious&ud-hs als l(nud:iuui*ih&_!udxmé pre ﬂ% = —t{) E

3

<

=
it der Dwfuu& (‘l'u Kowdrination wit dB=0): "mnqul'isdu.r Fluss ist trkaﬂ.{'u.,
1u Edu-ﬂ{l-i&uu& do Intdlichen Vﬂl‘s’nﬂuu& , dass » aus wm&mﬂsm Flussibinien auFGJ-m.ck ist,

'E)QCLC"\.&: E=—dE Ve ﬂlr_’J = Ccoust .

Mele 2uw IMukHOns&ud‘z 1w Abschnit ;."f.
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1.1 Awpen— Maxuell - Gesete

Pupin—Gudde dH = § orfardot dj=dH =0 wid wid ickowstet , e dj=—p 4 0.
Bubockhug: dj=—f = -dD A 4(j+ D) = 0.

Deackte §, D€ 0O'(e) , 4] = (0] = Stow.

Deispicle
fur 4(j+ D) = 0.

4+15=0

L&dm\ﬁsﬁ?uum ar biwe isn‘bdrz
Ew"ﬂnduué_ eines Koudewsators shrahlende f,—rnd.’aak{-iu Quete

Awru{— Maxwd- Gusetz  (differeticke Form) : dH = i+ D (Mnxml{f ca. 1865) .

rot H z+5

“-icL{-iGe kouse1utu1 (&-iah .\Fﬁkr\ + Excstesz tuhmmamhm W liw (olmu AM/ l-uhri&/ ) .

Tu L-L&'dri&u.. Koordinaten ;i (mi{ H = Z Hi. [d‘;i/_ Or] € fl‘(Ea) und Quaha -F&r i/ ~D)

kot wan )i Hi _)jHi. = j'ii + ‘D‘a (wakte n den Awsdrichw f&r- H, i, D AiLﬂﬂud.L 'Ra.umorit.wl-'o.ma),

',[uh_&mrh%rw: §)H=ﬂ\(g+D) . E
S S

T Wortew: dic ua&«ndﬂch 'Rl‘u&s[amwué !.aha_s S st &ha‘ck do Sawinar aus L&dmﬂ_thM uud

Vl.l'sclu'tﬂmaaalshm (= HD) durch S.

kebewtnitd . 2~ Kebe H ; A- kopen 3,—[.3 (élulif: ik et Oﬁthﬂtma‘ .

"D Raud dar 2- Kok vou H ot a_hi'»'t dus (‘l‘ﬁhﬂ.’-ﬂw) 1- Kete du Smmwme vou i nud b':

YH=4+D
Il[u,s‘ha{'im. _i’_——e H = g?z
BZ=[§;¢—?‘: % @ D= (%-%) IHLj+D
+ oy, =
s i= i (p-r)

18



}3 I..it-AlrQu’{—ou»
Cegebac sei Vektorfeld v auf Rouw M.

:Dl.r Rl..us dts vtjth'r-l:luu v 4st C[l'[ 1— P&I"ﬁmlhrdruflal, Vou Arlrhﬁdwcju‘ @t: M—) M

. , d
(Quo =3, 90q= e ) wit dr Bguadeft 3 ¢,(p) = v(gp).

Eriuumué: Zurtck zithae vou R- Forwen mikhls einer A"ﬁ"‘um& '+ .
Fuuktion {» (k=0) : “”*ﬂF = ‘F""‘f , also ("”*‘F)(P) = AF(*’/(P)) .
t-Forw B (=) ¢ (YE) W) = Em((br.r)@).

Es gt A (ou\rﬂ = (¢'x)a (/\Pr:) .

Dt{»iuih‘nu (Ul— Alrl'.il‘w&uur h-TForw ) ?ivm = :_‘t CP:CO
=0

Aus dor Relation A (o(/\[") = ('\F'ol)A(AF'P) {vg!;ﬂ{- :H'Fgr’l’/ s Z, Ciw Derivehiu at) alio

der Lu_i(m‘z-'l_’rucbuktnq-l Gtm'tai‘: ;Cv(w\r,\ = (xqot) AP+ xAXp .

Cortou - Formel : Ivz ) ed + dean)

Btutiu‘tidtail : ﬁu‘dn/ dast 4(v)ed + dot(v) tine Demvabion 4t 4md a.uf TFunk Houu {: umd

exaktew 1- Formen dla_ auit 'Iv almrLius'l-l'mmi-.

e b tntd . E&ai& 0{: () = 'L[q!t(ﬂ) .

Rechuerischer Nackweis : EI(%@)’\“ L Sw = Sq:‘w = XI(C)A{*M = Strf(q’ftl(c)/\w)
M 9, () c M M

= Sq’fal(f)/\w = qull(c)/\w .

LAY M
Diffeenziens nach + aw der Stete £=0 trgitt —ivI(c) = %| qfi Tl) = %| T( q;&(c)) )
t=0 t=0
. . o P Fat(c)-c = =
1y th— A‘&!!l*‘uu& a..uf kﬂ.ﬂ'(k H 'f\‘c = Ap‘,[’u:o T = C

Vlﬁ{*"“‘*‘“ e S[Jtiitl{*ll c=p (?uuH Pe E3)= _f"’P = - (1(\0d + dt(ﬂ) P =- d1(v) P = )1(\1)]3

= Qim —P—E( k) -
at-s o at :
A’““'-“d”»“é : ha&.,h'ﬂ:aﬁh : Tubaunde Toueu Eektronm
(v=0) / W#$0)
Qﬂlkt{sdu !._Q_d umngsdichle = + = 0
Nj \ §+ §- (dDi _ Ri)'

olebfischy Steowedichle j= wv=0)p, + 1.(\!]8_ = t(v)g_ £ 0.
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v Geschusindighaitsvektorfetd flor dic - I<eke vou D_ ("elebvisde Puclivinn folgon dun tlekbvischin Lodungun”)

Alls si statiousr (A Madmi'ntaﬁk): b_ = — of,vD_ = 0.

B {uu&: H=- A(v) D Ast Lg-sw»a des Awfut— Gesebaes.

Bueis : dH=- 4D = -L,D + 4 dD =D+ y = j.

151{51:4!@ 1. &lrmﬁ. Strowliuic i: 15 (6 = &—ACLJ()_

Z;Qimrhmdamhu. D =- % [Jctmnlz;‘k] =-D, (e Qektische Emﬁwa e Ll‘uitulndm&
Quf dor 2-Ackie )
V:—|V|§i. H=-1nD = %[.{4,;1;}/ 1= &M

-

N
151:'31;4& 1: ch\&Q, &arw{t Sl-mh (Symmmmchn. = &—Ache)’ 3= ; 133, %}q

27 Qindarl cordivaten .

D_ = % ’\27( [OI‘PA di;ﬂ} = - D+ (QQ.!.'?."?;SCLL Eru%uuq e s komo@m Mlﬁo.h‘u Q&admu‘ E;L‘mllrmmﬂ!s

b4

(E&k%um3 bii zusotrlidar Anwesewhet iwr ({*ib.h'vm) Liwiew (ﬁcﬁu\\{aduu& auf der Sl,Mm'i?f[&cLu).
Gtmkmdﬂhzihuekhrﬁu Vv = —cobé (kru‘s{a-ulumz r.o\

_ &
H=-1nD = % [dz;‘k]/ 1= 1—:

E)tuuhuue: die -;ihh'vt Gcﬂtuladma QuF du 2-Acdae st ohue kousu]utkz thu é:t(\ﬂg_/ weil v dort Null of.

Pesumie wnﬂm{-us{:nhsch t‘twudmdm (;l{‘i{': vmiu{—'n.cut Notatiou g_ =% p D =D )

Zu Vorqad—drtum é wokle J und v (wo{—ivur-l- dureh die voreu'\Tuuh T:Lr.ihu[u'sdq Si’cuah'ou) so, dats dil‘l-

4: V) g Su D die elekkisel Emﬁm& des ebkbostobsdn Prodlews ait Lﬂ.dwu%sdithk_ S Setze v {-M‘{’

Zu Cinewm Vt.k-!-or{d& Vit et Ei‘ﬂunkn& ;[v]) = 0. Daun Lust H=-uwD das Aw?m— Gesete .

Au\t&uh_ huber welelur 'E’l_dl’vﬁ_wé auw v nrfﬂﬂt B = pxH = - px VD die thickuué dn =0 ?
Hivwds . Die durch %4lv) = E(w) * dt_.{ll'nilr-*h -Form x 4st x= <V,-> . (l—Hu Arezeichucct

£(x): Qt > Q%' dew Othhr der :lu.r:!.HA kulﬁf».!jha{-iuu it X, also  €(x p = ou\"b . )

Dvu&uisdu_ Vtmﬂﬁmuurwa. Sai D| Liw, Wektriscle Erw.&w«a Zur Lﬂdmﬁsclitld‘t [ |
t=0 t=0
(also dD= § Aufm‘asai{- +t=0). T e de:l'-nr-FtU Vv oaeit Huss @, setze

Dl = ¢, D] wnd = ¢* . Douu wrfilw j=4w)p wnd H= -« D
[ = 5D] kg = gtg ] Deeufie - g
das Aw.]aut— Maxwel- Gusetz dH = 3+'D .
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}. 4 All&Lmu‘u. Forw dus Iuduhh'ous&ul_{'?:es
Vektorfetd v amit Huss g, , 2eitlick verdudetide Hoc 2, = ¢, (Z).

@({) = ﬂ B (wnd‘,.,_{,-ml..w Fluss durch Z,() .

t

Bk dit Zitoltitung: & D) = HB + 5 j]%s - _J:PE + l_]n@;‘ (2,B)
- Jae + ﬂdm& = - $(e-wd).
% 2, 2,
Erdrlq"“'ih ﬁ @(t’) }z‘(E -L(V)B

T Wortew: dic &ummm& des mogrekidun Husses duwrdh 5,
ist dlu‘ck dor  elektpuwotorischan Kraft (E.M.k.) Q;.uas Bzr.

Tbemn_rhuua‘ Manche Lelibicher wenneu E‘-d = E- D u diesem Kowtext das "iuduzierte" elikdrische TFeld.
Diesewn Srm%ﬁmek wolew wir wus Mmickt MseLﬂith, deuuw or verwischt dew luterclied Zwiscluw €€ekisclos

wund wua«..ul-ucw Feldstarke  ( sicla auiack dew Abschuwitt aber pelobivishsche Kovariouz

, Wo wir Qeruen m_rdu.u

duss und wie sick B and B bei viwew Weelaed des %thn?shm Antivauder ﬁm:fnmfm )

Blis-]:u'&; sobherende LlH‘LrSC.LQ.!j{l iwm Rowtouten M&MLU (1.5:0).

o === %(f’) = %(0) ws(wtﬂr)

Die UK. — 7o é({') cj) B
Artuirht einen Uuhuls‘bom quw dar Lll'{lﬂcl\lu'ft,..

Uuhr{—.lumh 'E)luerkuué. Die l\omudugm Muuﬁ—GhitkMd,m (dE =-D wd dp = 0/ oder

df =0 «F-L =D+ Eadt ) sind Anvorout wuter Aelie In‘d_u.- D-{ﬁ‘-ﬂ.ﬁmur?kiswgu von Ravwe und Zoit.
Duslull- Aeitt der ok jv'tiaLritlrtu Sackverhalt ouch dauw uuvu;.nhrl', Weuw F i Qinew butlxhwidhu
B!zuaur{-m Loekochbet wird . Zuw T:‘:U;Pu‘cﬂ Lot waom in dew it dor Llil-uscl-.'.uLFL sobivrenda Bthau?s{-u«

Big=-1»® =0 (Nl&ux v=10, th Rowstaut) ; dau[ld: dib‘ éd‘%i‘ E+o0 (mﬁu‘ 15:|= 0).

'}.5 Eh.uausa,‘cz
T tlthbomad«..d-u‘sch Feld steckt Ewau.
Brgiedidde :  w= 7 (EaD +BAH) € O(E),

Ehu;aitsk-omolickh: s = EaAH € ff'(E;) ('Po?rd:iu —'Fom).
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w=EAD+DBAH = E/\(dH—é) + (-dE)AH = —J(EAH) - E/\é
Tn Albwesewkeit vou &(Eadmu Materie (a: 0) hat man also @ = —ds .

Duarch iwh.qru‘l-iau I TSN lxd.ulnau Geiet V E3 -}ol&l’

%t N“ - _(ﬂm (Tntogratforu des Buergiesatees sun Vakusew ).
v

WV

In A“wul.ul‘.ti{“ vou |aterie (34; O) &.i!,t w+ds = — EA& . Inhd_ritrh_ Forw :

&it Nvu + ] s = —NEAé (’Biﬂo.uz der We_wa,‘g wV = — Ltisfu.u& des Feldes

v V mhrknh.ri!.én\/).

'EDti-vlaq‘lQ: S‘I?omsckhifa i ektrisclun Tld
i< > Enk 3

7‘6 S'Fuﬂe 1w Bue%uué: 'D\tﬁd'ivil-r‘thriuzip

Wir Aretrochben eie Qm&({, éo_ro.&z, 5t?owF\:.LuudJ_ 31: wle aait %liuhrsrum{'ﬁt e die z- Achere.
T 'Ru(\q-’skm (18—0) doer &P,‘.h_ dobe wir: PO - @ ,,\(m CleCl7 , ,)\(m — @(Ll_xz_yl) ,

Ho — %’t“,&m ["*1;1)‘] , éun _ %ﬂ [da‘“”;\ &1;11] ‘

Nuw su die wah iw Zustomd der ﬂhi&{-armiam &o.mclb’m‘ay_\ ‘E’)Lul%uua (18—1) wit Guschwiudigheit

v=Ivle . Tn Ditderu:
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Tu Formele :

D = by clxo\dyf E=an)D = vibx dy

H= ll*o*fb: %K[&z;ﬂ]/ D=¢xE = Eolvlbx[‘iz,\g{g;p\]/

R=4dD = ¢,lvib g—';\ dvol | § = dH-D = }%[&x.«o\z;ﬂj - solvllb% [dka\dz;'ll] :

Blu;rhuu&m‘ 4) Die charekterishische Fuwkbou X des S‘bul-l-uﬁtln'ds 1st E:tihirkgma.fé.

Tue Golitui- Modell der Rovuw- Zeit orwarket avan X = @(E— (x—lwlt)"—y"). Dic lkm&u&fcu.sﬁrh b
muss Rowstout seiun, wul mcow sowst {.nc!maw aud Sty owe fw Tuwern (“) des S‘)ul&uqq!n‘th Lake .
J—) Die %ezitkm& E=1(0D {'oﬂ&f auws dew nt[u.h‘ui‘l‘ghrn'uz-ip . T do Tat wirkt MF Qine

du TS0 tulunde Ttsfy-n_dmé g die  Naulhreft g (E""— 1(0)?)(0)) =0 (m,%u =0 O), wed davee
wuk die Tuﬂndma nach dew Relotivitbhprinap Quck iw TS-1 Rraftfri seiw ; also L‘(E —(0)B) = 0.
3) Dic VuscLalm.assbmclchh Lerechuet pich wie {..eaf . -D= va = glvlb (,‘fvﬂ [dzA le,.‘rl]

wd X = aW)dx = v %

Du de En&lwa dur e»{n&g.,. Fornele hslan wrir f.r(uu.[‘zl:/ doss die N&‘i‘wamh (L\.itr: olle Ghickmalu dur
Ehh-’ﬁoi«,mik) moch duw 'Rtln{'ivi{;&hfam 2ip A ollun Imr'[-ialsys{-!_mu &hicL Lowden . Unaer fmﬂ,nrmdu
Era*!m.n wt, dogs 4m TS—1 Lﬂdwrddr_hh g# 0 Vor’.ita{’/ ol il die Lm{madmut T 13—0 Vursclurindat.
U&A ut Clmnm_ 2u doolbe T War auaﬁrsum dic Situation Zundelat <w Qolitui- Medell der Rouw- Zut .
Dazw voralr zwu Vﬂrkl'ﬁ{'lma’u.‘ .

\Iar!rtru'l-ma 1. Du Wdzwa du Relobivitdbprinzips 4ind 2w Siektutisen mdglich (wwan Aprickt
monehmal vou posiver bzo. akbiver Trausfonuation ).
Zuw Giwan Rownw e bretomin oot FL7¢ikob‘sch Prozese (wie die WlHiitoie asmioer Spuke )
Cine duvariante | vow albu Bubucktern Usgelik Exituz 2ukowut [ duskesoudsn Lotsu sich
PH&ML&L{ Prozene foordinatufru ‘LQJ‘{'O&I'&FILILM umd Clmuo!.aaa‘,.imu.
Zur Dudrtibumg der Spube iw 150 (=040 wiklu uir dam Gu augupaates Koordicabu o
xm, f", z("; . Do ﬁhgacw& Vou Uiktw '.[uri-ioll.;as{-uu dws  Qudest Aat bol..‘dhok tim Koordivatu—
Foawsformation . Wir wissue) wie diver Koordinatenuehael dw Golitei - Wodell auumickt :

dx® = dx® — |y| dt® dt©® — dt‘”, d)'m — dy(n} dz® = 4. .
Diue icktweie (" pasive Trasforuwabion’) it plyeikalid watielids
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Zum omdarem kdunin wir 9 voruhan, don wir ain tniiges Koordiabuayibun X,y 2; ¢ fatlaguu

wnd olles 4w disiun k.nri.'uhw:?siw. oucdrickun . Do Weduel z2undaw Ihu-l'i&hr{n.uw wird jetat

als A—Wum& (" akbive Tramelormation” ) N M My (M.* = EyxR) andgefont, welehe dic
nubade Spute iu die gleidformig awnd guodlivig dewgle Spule dhbofilat.

Der Muulmd Ao My M, vou Witpuktu (odar allgumeinr : vou Welteeku ) ewhprdd die

die Abitdum g 41 QR (my) = QF(m,) (‘Rlnkzua wit dar invenue Aty ) vou  Koordiaten-
funkbiouew (R=0) oder algumsiar vou h-Formu . T Golili- Model duubou wair -

F1 ) = dx—leldt, () = dt, 4TEy) = dy, 47 We) = de

Die 2uei Sicldweisun 4ind matlumeabisde quivolint . Wit machin w dm frlgandae die 2ueike 2utipue,

WQ e -Qudn,h. Veﬂu‘b in {Qlﬂ‘t\ﬂtm& umd Nohd'l‘u u'.u-z-riual'.

Vorbenituug 2. Da wir vorbubse, Ukt~ Abtitdumgon A1 (M) & (M) cwe b,

wff-i.Ll&u aich die ?k?a-ilzuinel-.u. Gnlar:w 2u Nlﬂ“&r{:{&m iu 9."‘(“,‘_) Aszu. ﬁ!(M*‘ Euw.uauwhpcau..

Der ﬁ"'"'ﬁ"“‘a 2ur Roum— Zeit Mq_: E3><R LrFordu—f Zudue Qi A—Md&&um& das A—H.u{-w«qsln&nﬁu
: bl y g v . )
Wir 4eboeiben. & = d + dr A V3 Fur die a.«.[bm_ Ablitun, in Romm umd Zut.

1. Dubechtvng: © and E gl 2wsommu = F= B+ Eady € QM) F ekt B Feldatdrhe
Eaargse l\hl"tu;

Skow Ln.imé ’

Die waoqmm MM—GMM&“ 'E) +dE=0 2wmd dB =0 4ud oh.ﬂw'vn.h...'l* Zu

(auud ?&rmla?—?onu) ad hat die aksotute I‘:L’fihah‘ml.t Dinewdion ['F:I =

aF =0

2. Bulradd-uua; 9 »u.mlé' &IJ«.;M ZuLomm b ¢ 3:?—3‘/\&{ ¢ f)_b(M*), Dic mﬁ,unu.lo_ - Form a

‘Lu'f&i 'Va’um#am'. Sie hat die adsotute (:H-rihnﬂ_nd..n Dimension I:a} = Ln.dwm&

Die Konbinuithhgluickung P +dj =0 4t dquivelut 2u [ 4] =0

Goligei— Medeh 2 War Gnu!..,;—'l'rﬂm-a{-omiwu dae ?mdny—ﬁam Voun Zuwstand der Rube (1(01) iu daw
Zuatosd d"”b"“‘&"""ﬁ: T = *—1%(0] - ,,Flt'&{o) — b(o}nf'"(q\{o]olx)i\iy — 5(0)7\ (dx — vl dt) Aﬂly
wit KZ 'F”‘)‘(o) = ®(L1— (¥-|\f|t)1—}(1) . Hrerews Lo wir o B = bm‘x dx A&y wnd

= |vl 5(0)'\ 47 , W mit dew Ojﬂ'iaw. Awsdricku Fsr E), E Mukm{:, Wl bm = b
(wos 4ick 41-:5.{1: ali anhalttras horowmtelin uird), So wuit, so gut ..
a({e{ Gltb'l.d—HMfomiwu wir 4u do a&a.okm Weue daw Viowstrow :
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4170 = 1 (-30dt) = - "’%ﬂ [a,:”(dn\“") Az R Ade.

Mit dar Rechuaregd 44 = & 41 (Gupoue Ablitumy vertauddt sit Rackzug von Formen )

erbalie wie 1170 = - %‘ [dm\z\olz;ﬂ] Adt 11 J -

An divsr Stele sl 151 Vo o Gravioendon Probtu : wqu 4 (db) = b du Golitsi - Moda
bt §@=0 4w 1-0 wrigerlich 2w g = 0 dw T8 e Uidenpruch 2ur Vorkinage (4iele oben)
der M schu Thaorie. Wewn wir o Relabivitbhpanzie (et Imh‘ahrhu it Wm&.&‘) ettt

Wollw , awissae i tuctueder die Maxwel'sela Thaorie sder das Galiti — Modal dar Rowwe - Zuit aufgebun .

Mickoushi— Model. Da die Maxwd'sche Thaorie nackwtislich abimut st eiu wewes Moded frir die

die Rovw- Zeit wat Pumm kmrﬂjkm{mfmrﬂm&ﬁom Zuiachun Iwﬂ'l‘lldyal-mm 2u whwickels .

Wit wrir us dam Kopitd debor Nuwbowlde Madanik urisie dst dar Bigrf dor gleidfmigu 4nd goradlingu,
B«.ue.‘..& in dar &R.’m Stukbs dor Gelili — Rown - Zut /{nﬂfﬁ,‘.w S Vgt balbu trir fart
(jdafaie mtomge aligunin— celativitich. Effbt venadlinglber sind) wd wrdebivw M, ol
i Rosm. Guusht it daw Gue  offin /d-ﬁ-‘»(dum& 4 My My ke doe die ndaade

Spube (£5-0) dn die borgghe Spule (15-1) &mﬁ.a. Dozw mockin wir dun Awsate

' (d) = ocde + pdr, 4 (dy) = dy,
' (de) = oAb+ P, 4 (de) = de,

Dosit die {‘ranmierl-t S?nh ‘\{a_l* ?im: K {-n:":&cj\LnL dxe Guthd{nd-iﬂ&d‘l' [v] 4u R\buw«& dur Fm{-wu.
X= Adue dut, wun glbn s (= - |vlx, oo 4" (dx) = o (de = Ivldb) . Dk Wrerbrugen
dir enbspreckudun Bubrackbung vou Goliti- hodel aeba 1 down aofoct ' FO= ) wem x=

Eutsdheidend 434 }d—z{- die Q!cbnma_fu:r dew Vierenkou :

(o) — B ;
177 = - laaden]a gty
= - "E [(&\4- X dd) A clz;'h.] A (o(”al{f+[5’olx)

= - %ﬂ [da\Aolz;Tl] A ody - % [\%«d?/\clz;ﬂ] A ['J"dx - %’[5\&{1\&1;‘&] A{‘fdx.

Veruidh, it dua Mascird = berechubius Aradmek for ] zeigt, dom wide dit geurvmadde Gluddut
4';"*3(01 = J uluhl,{'! weomn Wb 4ctzon tx": X = %1 Amd [';;: _}"DEoWI %‘_

Tuaguomt arhabion wi oleo 47" (dx) = ot (dx - Ividr), ' (d) = o (db - poglvide) .

Der Poarewater o= b M.qu-Ln ante s bechinent |

bl
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P)u&u!d-m&. A q—"‘(dx) = o (dx - |vIdt) foeg:

-1
B = o (x=IVIt) + comt, amd b Voliadt sckavn wir Couck = 0.

Hicowit Arerechmn wir “ P =5b “'& dw\dy = b “ O(L- m(x—l‘lt)l—yl) alsmdy
2 foe-v-y) daady = 6 f(@axndy = [0,

D&rwnsmi-heh Fluss diwrch dune Sruﬂmclmmdmd'ﬁ bt also in IS0 wnd TS-1 dem aﬂ_ﬂd‘m Wt |

Das divs kein Zk?al Ld’, Aomden Jume Q'ﬂtwu aa‘!t/ wolue wirt wun o-loukin.

Al Norberituug haprechun wir du amolegu Fab der dekfischan Ladung .
Wir Setvochton tin maudich Lok olisiurte Ludmd-smi-u‘(u% (2.B. win ﬂgLulu.u adiwarzu LNL) mai
Viverstow J. Tossnd zu J Wo kb wir Qe Ntﬂ-r;kmuu.d‘ﬂmmj X< Mq’ (cf{!.,..) , o anmpp (&\ e X.

Dann u&“.m wir Zwel M—Zﬁ%— krordiul-tudr.m: (waLi' ud{‘ww.b.z

g—> Im:—l-im!arl-uu ) muit Zeitkoordinaten 19t 19 tad sz
\ ] x(a) _ ]] e X 90 = 1 (i=12).
X J:E:wjg;\h?t> XE:] ' F | (F }
JITMLITATA Dic euhprechundes Baskackher ermibl fir die Guiouuladung die Werke
sRzEimininl Q¥() = (-)
L bt

Man Zeigl Qm('ﬁ aT) = Qm(-r) = @(U:
Qren -0 = 3-03 = §2 = Ja= fa-
W v

x's‘ﬁ'l_ X}j x}"‘br x’l!-l|
durch Hn’ut&am vou %dhiﬁwr Wo a: 0.

Wit dem &Quej-.w. Jdtramucl‘ Add won 'Q(n: @(n.

Wieldigu Fazit: die Guioutlodumy dst wiekt s toitunobbaugly | goudens amch wods i ale Burbackter glaick.
("Huw ut dic Lnalma.eauddi vor Ihl—ma.ra’dau whl"‘;“ﬂ"& und L‘lhﬁ‘l\mﬂ.%i&f wie Wit G Buvpid
dur Sfuh iw Rub uad %lhﬁdwa’_duv’aw «hm.)

Bine i Wututlichue idewkisde Argumndation futot 2w dum Brgebuis, dat der guonds anaguebisehe Flow

Zeitunabhdugiy tnd bumkhmam@ ut . Damosi Y tne deidimewsionole u-!;h%:mmﬂ,&w&

der Wlthistoric dos utidimusivnatin: Spubesquanduits (wortu der guioube mmagnebudue Fuan wuclabun i) |

Aty wieaebar i Yo o= 1’ peY | €@ =1) (=12 wd 3% =7 ==
e Y©

Wit 2uvor ( et it dF=0 etet 4)=0) Zigt wau , don & @‘(TH\T) = @m( ) = @‘”

(hun%&uaﬂ‘& vow der Zit)  awd @U]_ é(ﬂ (mmﬂw& v Protrackter ) |



Bt verblibt duwomar wrde dic Dushimming dus bilincg am besbiumbun Poraschn o in du Ausolrlckn o 4740

wad AI’_I'LNﬂ. H’itfh Wk Wir 2usotz Licke iufomah‘ou drauzichun wd vumim, don acbo do ekt
Wik

Ln.dm& wnd  dun wnrd-mlq. Flwn ( [?] = Ln_&:j) Cive Weitert Iuh&rnQa'uvaru'auh Cxistert :

duas “irhmeﬁuh&ﬂﬂ S.

Hd'ukr&rwsl. T der Lﬂ&l‘ﬂm&g— Mechomik werden wir Lerwen :
8

Iud.u Qua.«hwwLaMilt Lannt ML, dow die u"&wé- an Bl day ?MFJM w“kma'srruwu‘hm:

'])L.,«i’cabwl- hdoaham it . Aw divin (wd audern) Brindue ist des mr{wﬂa-&n{'tral Au variawt (l.l..
vou Dubadder awmd J(ﬂrddua{-uu?ﬁcm ma%& ) |

qu‘rkwas'{-u,\.kkmd das I-L.Hﬂwtamm Fde: ¢ SE.IL = J (EA_D — BAa H)Aolf: .

Wir wabtun dic charakderishioda Frnkdin X© das Wligoriels dar Spule Jebet wndlide v Roww wd 2t
(A Atchuside foktou 4 - Rickbung wd Euitrichtung aufocuan).
T Reduspatns (£5-0) dor Spube drerechuc wwir

= 5 (- BUHO ) adt = (bm) H&n dvol, adt ,

wd i 151 rgibt sieh SE-M‘: (| "€, b - —) E)(o\vaﬂ dvol, = dwval, Adt .

N st e di Zuablolivks Torderung , daer dic Tuvariaut der Uiking S0 = S, sickt e Pl das
d&kﬁawnﬁw_&d‘& T4 e, Aomdam Ouch f::r die Makerie (»tmll ouden Egd,\FqUu\ ﬂd&u wus . E4 f—p!ﬂ‘r/

doss echen die imdividiebin Foktorn fuvariont 4un oo :

[ON 1
a (;_0) — |v|’gabl_ )‘bTo ammd Extﬂ’&vaﬂ*:b&d\m?*.

A der unha Gh)dm“& dedvgirt wmon & = b@ = (1 - |v| E‘,}A‘,) Vl_
Mit c:= (eo/u,,)_"" luten woir domn das falgunde Ergabis Fir die trtforivha Krodinahudoontio

i Minkstc — Moded dor Rowon- Zuit -

vl ¢ i
'{f_ﬁ(dx) = dx - IV; ¥ = Cozh® - dx - siuh© - Cdi’/
1 -
! | | tanwe = ¥
- vl
u}a’"(cd&')z cdl’=cdx = - siuh® - dx + coho - cdt,

=
‘ ( Loreutz — Trawsforuaatin)

Peoehbt: im michtrdatvviciachun Linas % «1 auLl' das want Tm-cf-nma{-imau;h i doa albe (Gnﬂilu'— Moded) Cber.
27



Wie dbeprifun dic Suvarione dee Weltvolimumns unter dar otrigue Lonts - Traw fonuation :

Vorbctodbung . 4 (dxacdt) = (coh® - dx + siune - cdb)a (siuno - dx + cosho - cdb)
= (cono - siuko) deacdt = dxacdt.

Hiermit verdizow wie 4" dvol, = dvel,  amd

S)(dvol!* = S "*)((w) dvol, = E)(“” * dwvol, H)(@ J\vaﬁ*.
M,

'~|" (Hif) My
61-:)1:!‘“: L Tlutcation " |V| 2
> passive Tromsfomation
a&hnTmFomaﬁon

Lamamkmhw&iim. Notetion dxzdxh' cd‘tzdxo/
%= ¢, %%E -

Dy (e)) = cmho -, +siuh0 - Q,,
D*['(Qo) = siuh®-Q, + Czh® - Q, .

Lo, = Dy (4e,-1¢,) = ,coth® + Q, sinh® - T(Qy 5iuh® + ¢, coth®) = €, (Cosh® -7 siwh®) + ¢, 0

A 2 lreatimsn  dass Orke 2 = o, (ceho - sih0y _ %
ﬂﬂ-tiol‘.a.m Zuimdmu.nmwdm A T = Suh® 1 Ccozh® Cozh® *
~ cozh®
Ao 1
{ = TS (La.nduukm'l-rnhh'n)

Zeitditatatio . Dy (1-¢,) = @, 5ik® + cozhO - Q, .

Bﬂu{u: /’Zu‘k, dic {w de Beobockier wokrnd
Liuu 27&.!4‘.; oler Ea‘dudu‘f venkielt |

.ulwm. iw %lu‘éuu_a atLLM. Qa.udqmu-" (Zu‘l-di&h{-iou) .

Ex?uim'{tlg 15u-l-c:.+“<m,a Duiw Mhﬁ“‘ & rsmniscdur S‘bo.l.m M‘F die. a..uf;u( Er-dd-mufur{ werdew wea.
L‘-ﬂom (Ml’!&r{_ l—-d-twlinu.cr: ~2.2%x10 Au) oPr'ndM&u‘l’ Tw Golitsi — M odel hokw diese Ltq,au.m e
i st LMFa'I:u_cb. Nou Mmuﬂ.Q cT, = 6.6 x 10% m , Wes viclt awarcielt  wnm di (hoobes) Flacndidhte dur muf dor

Eriw&u{?&u aun konnaundon M&mm 2 urfelaren .
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?? Ntuw«{uw& ({-ﬂ_r ) wd Miwkourki- bbb

b=3 =2 (de) :_Eioau‘;. = -t de(dh-g) = - L dedam + L dey
Milbplizie st egn, = 55 A 528 + duda® = podeg

Pundze %dx® = — D wund sbtohine 8% = 0. Mt A= 84 +4d3 f"&*’ d o

(é%t_ﬂ)szf‘“d*& (wa«ldiw&f»ﬁrg).

Speziele L;tm& iw Voku (3=0): D= {(x-ct) dxady .

Verifikation 2—153 = {_T?lf”(x—c{)dx/\d-’ = (A{)(x—cf)omd7 = An (V).
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#.11 Elektrodynamik in Materie

Motivation. Die Gleichungen der elektromagnetischen Theorie zusammen
mit dem Kraftgesetz fiir bewegte Ladungen geben im Prinzip eine vollstéindi-
ge Beschreibung elektromagnetischer Phinomene im Rahmen der klassischen
Physik. Thre Giiltigkeit setzt jedoch voraus, daf} in die inhomogenen Maxwell-
Gleichungen wirklich alle Ladungen und Strome eingehen — die in Materie auf
atomaren oder mikroskopischen Skalen existierenden eingeschlossen. Dieser
Umstand nimmt der oben formulierten exakten Theorie ihre Vorhersagekraft,
denn die atomaren Ladungsverteilungen und -bewegungen und ihre Reakti-
on auf elektromagnetische Felder sind im allgemeinen zu kompliziert, als daf§
wir hoffen konnten, sie im Detail zu erfassen. Zudem erfordert ihre korrekte
Beschreibung den Formalismus der Quantenstatistik, der den Rahmen dieser
Vorlesung bei weitem sprengt. Um das schwierige Problem der Berechnung
atomarer Prozesse von unserem eigentlichen Ziel, ndmlich der Vorhersage
makroskopischer elektromagnetischer Phinomene, abzutrennen, fithren wir
Niherungen ein und formulieren eine Mazwellsche Theorie in Materie, welche
die mikroskopischen Details auf einfache Weise beriicksichtigt. Unser Vorge-
hen wird dabei so sein, dafl wir im ersten Schritt ein exaktes Umschreiben der
elektromagnetischen Theorie vornehmen. Im zweiten Schritt fithren wir dann
ein Raum- und Zeitmittel durch, das die in Materie rapiden Schwankungen
der elektromagnetischen Felder auf mikroskopischen Skalen eliminiert, und
ersetzen die Materialgleichungen durch phinomenologische Beziehungen.

Wir beginnen, indem wir eine Aufspaltung der Ladungen und Stréme in
zwel Anteile vornehmen:

ext mat

p=p""+p™", und j=j""+j

mat

Den jeweils ersten Summanden nennen wir den externen Anteil, den zweiten
den Materieanteil. Generell haben wir uns vorzustellen, daf} sich die externen
Ladungen und Stréme auflerhalb der Materie befinden oder jedenfalls durch
dufleren Zugriff manipuliert werden kénnen. Im Unterschied hierzu ist der
Materieanteil der sich jenseits unserer Kontrolle befindliche Anteil, welcher
sich in Reaktion auf die Kraftwirkung elektromagnetischer Felder in Materie
einstellt. Die Aufspaltung in zwei Anteile ist nicht immer eindeutig, sondern
muf der jeweiligen Problemstellung angepafit werden. Eine sinnvolle Aufspal-
tung erfiillt die Kontinuitéitsgleichung

p'ext + djext =0.

Es folgt dann mit p + dj = 0 auch die Kontinuitétsgleichung fiir Materie-
ladungen und -stréme. Wir vereinbaren auflerdem, iiberschiissige Ladungen
immer als extern zu z#&hlen, d.h. p™® verschwinde nach Integration iiber den
gesamten von Materie erfiillten Raumbereich.

Elektrische Polarisierung. In einem polarisierbaren Medium bewirkt die An-
wesenheit elektrischer Felder eine Umorganisation der mikroskopischen La-
dungen. Zwei Mechanismen sind zu nennen. Zum einen kdnnen durch die
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Kraftwirkung der elektrischen Feldstérke Ladungen, die sich sonst neutralisie-
ren, gegeneinander verschoben werden, zum anderen richten sich permanent
getrennte Ladungen, z.B. Molekiile mit einem statischen Dipolmoment, lings
des elektrischen Feldes aus (Abb. 1.13). Die Umorganisation von Ladungen

D

> i

\./-/

*
@S’ @ _?w
- > :

Abbildung 1.13. Polare Molekiile (z.B. in einem L@sungsmittel) richten sich im

elektrischen Feld aus. ~y
Pe Q(E)

wird durch die elektrische Polarisierung P, eine 2-Form, quantitativ erfafit.
Fiir eine beliebige orientierte Fliche S definieren wir |, ¢ P als die gesamte Ma-
terieladung, die infolge der Kraftwirkung der elektrischen Feldstérke durch S
“hindurchgeschoben” wurde. Dabei zdhlen wir die Materieladung relativ zu
einem lokal neutralen Referenzzustand in der fernen Vergangenheit. Ist V ein
dreidimensionales Gebiet mit Rand 0V, so folgt:

+ + + + 4+

wot . P wat

/ mat Qmat( ) _ P:—/dP. & e——0 ¢
|4 ov |4

Das Minuszeichen erkliirt sich aus der Tatsache, daB} das Hinausflie en posi-
tiver Ladung durch 8V eine entsprechende negative Ladung in V' zuriicklifit.
Die Beliebigkeit von V resultiert in

pmat = —dP.

Uberdeckt V den gesamten materieerfiillten Raum so ergibt sich wegen
P = 0 auflerhalb der Materie die Gleichung Q™**(V) = — [, P = 0, d.h.
die gesamte Materieladung verschwindet in Uberelnstlmmung mit der oben
getroffenen Vereinbarung.

Magnetisierung. Das magnetische Analogon zu einem elektrisch polarisierba-
ren Medium ist ein Material, das sich unter dem Einflufl einer magnetischen
Feldstirke B magnetisch ordnet. In der Atomphysik lernt man, daf der orbi-
tale Drehimpuls und der Spin von Elektronen in ungeséittigten Atomhiillen
Ursache eines atomaren magnetischen Dipolmoments ist. In einem simplen
klassischen Bild kénnten wir uns vorstellen, daf} die Elektronen der Atomhiille
sich auf elliptischen Bahnen bewegen, was einem atomaren Kreisstrom, und
somit einem magnetischen Dipolmoment entspricht. Diese
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atomaren Kreisstrome werden durch die Kraftwirkung der magnetischen
Feldstérke polarisiert, d.h. sie richten sich im Feld partiell aus und addieren
sich zu einem lokalen Gesamtstrom, dem sogenannten Magnetisierungsstrom.
Zur quantitativen Beschreibung dieses Sachverhalts fithren wir die Magneti-
sierung M, eine 1-Form, ein. Sie ist durch die Forderung definiert, daf} das
Linienintegral f7 M fiir eine beliebige Kurve ydem um + zirkulierenden Ma-
gnetisierungsstrom gleich sei (Abb. 1.14).

Abbildung 1.14. Das Linienintegral f_y M ist gleich dem um ~ zirkulierenden
Magnetisierungsstrom.

Zur Herleitung)einer zu p™® = —dP analogen Formel fiir ;% betrach-
ten wir eineforientierte Fliche S und berechnen den gesamten Materiestrom
I™3%(S) durch S. Dabei ist zu beriicksichtigen, daf} zu I™2*(S) neben dem Ma-
gnetisierungsstrom auch der von der zeitlichen Anderung von P herriihrende
Polarisierungsstrom beitrigt. Es gilt daher

s ot Js as s

woraus die folgende Gleichung resultiert:
o =P +dM .

Man iiberzeugt sich leicht, daB dieser Ausdruck zusammen mit jenem fiir p™¢
die Kontinuitéitsgleichung fiir die Materieladungen erfiillt. Wie P verschwin-
det auch M auBerhalb der Materie.

Mathematische Argumentation. Vom didaktischen Gesichtspunkt leidet un-
sere Darstellung unter dem Mangel, daf} sie ein gewisses Verstindnis der
Atomphysik sowie einiger Begriffe wie des elektrischen und magnetischen Di-
polmoments voraussetzt. Wir
wollen deshalb als zusétzliche Information anbieten, dafl die Gleichungen fiir
die Ladungs- und Stromdichte in Materie auch mathematisch gut motiviert
sind

, und zwar wie folgt. Als topdimensiona-
le und deshalb geschlossene Form mit verschwindendem Raumintegral besitzt

36



p™3t ein Potential: p™# — —dP. Nach obiger Diskussion wird P als die Po-
larisierung identifiziert. Wie p™2% ist auch die 2-Form j™4¢ — P geschlossen:
d(j™ — P) = —p™at 4 ™3t — (), Folglich ist sie nach Poincaré auf jedem
sternférmigen Materiegebiet exakt, und wir kénnen j™2% — P = dM setzen.
Das Potential M 18t sich wie oben erliutert als die Magnetisierungs-1-Form
auffassen.

Mazwellsche Theorie in Materie. Es sei betont, dafl die Polarisierung P im
allgemeinen nichtlokal von E abhingt. Anders ausgedriickt wird P,(...,t)
nicht nur durch E am Ort a zur Zeit ¢ bestimmt, sondern auch durch die
Werte von E zu fritheren Zeiten ¢ < ¢ und anderswo im Raum. Die Ur-
sachen dieser Nichtlokalitdt sind die Triigheit und endliche Ausdehnung der
Materieladungen.'* Um die nichtlokale oder funktionale Abhsingigkeit der Po-
larisierung von der elektrischen Feldstéirke evident zu machen, schreiben wir
auch P[E] fiir P. Ahnlich wie P[E] in nichtlokaler Weise von E abhingt,
so ist auch M ein im allgemeinen nichtlokales Funktional der magnetischen
Feldstirke B, und wir schreiben zur besonderen Betonung dieser Abhiingig-
keit M[B] fiir M.

Wir koénnen jetzt die Materieladungen und -stréme zugunsten der Pola-
risierung P und der Magnetisierung M aus den Gleichungen der elektroma-
gnetischen Theorie eliminieren. Dazu definieren wir die 2-Form D = D + P
und die 1-Form ‘H = H — M. Die Groflen D und H sind Hilfsfelder ohne di-
rekte physikalische Bedeutung. Sie geniigen den modifizierten inhomogenen
Maxwell-Gleichungen dD = p — p™3t = p** ynd

dH=j+D—-dM =j+D— j™ ==t L D,

in die nur noch der externe Anteil der Ladungen und Stréme eingeht. Aufler-
dem treten an die Stelle der Materialgleichungen im Vakuum die Beziehungen

D=¢g*E+P[E], und H=up;'xB-M[B].

Diese Gleichungen driicken die Hilfsfelder D und H durch die elektromagne-
tischen Feldstiirken E und B aus. Infolge der Eigenschaften der Funktionale
P[E] und M|B] sind sie im allgemeinen zeitlich und riumlich nichtlokal, ani-
sotrop (in Kristallen), inhomogen (in ungeordneten Medien) und nichtlinear
(in Ferroelektrika und Ferromagneten). Zusammenfassend haben wir das fol-
gende Gleichungssystem der Maxwellschen Theorie in Materie:

inhomogene Material- homogene
Maxwell-Gln Gleichungen Maxwell-Gln
dD = pext D =gy x E + P[E] dE = -B
dH=7*+D | H=p;'*B—M[B] | dB=0

4 Die rdumliche Nichtlokalitiit ist typisch von atomarer Dimension, wihrend die
Nichtlokalitéit in der Zeit durch atomare Schwingungsdauern bestimmt wird.
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Phinomenologie. Die obige Reformulierung der Maxwellschen Theorie ist ex-
akt und deshalb genauso schwierig zu behandeln wie die Theorie in ihrer ur-
spriinglichen Form. An die Stelle der Berechnung von p™2 und j™* tritt jetzt
das dquivalente Problem der Berechnung von P[E] und M [B]. Die Niitzlich-
keit der Umformulierung besteht darin, daf sie sich gut fiir die Einfiihrung
von Niherungen eignet. Zu diesem Zweck fiilhrt man zunichst eine Mitte-
lungsprozedur durch, um die rapiden zeitlichen und rdumlichen Schwankun-
gen auf atomaren Skalen zu eliminieren.

Die Mittelung vereinfacht die komplizierten
funktionalen Abhingigkeiten P[E] und M[B] und 148t uns die Materialglei-
chungen durch einfache “makroskopische” Beziehungen ersetzen.

Homogenes Dielektrikum. Im Fall eines homogenen Dielektrikums gilt per

Definition des dielektrischen Tensors ef; = —e¥;

Dij(p,t) = €0 /Ooo (/ZE%(P—O ,t —8)Er(e,38) dm) ds .
k

Fiir ein isotropes Medium im statischen Limes reduziert sich e, zu einer
einzigen skalaren GréBe &, und wir erhalten die simple Materialgleichung

D =¢cpexE.

Homogenes Magnetikum. Im magnetischen Fall ist es Konvention, die Feld-
stirke durch die Erregung auszudriicken. Die Materialgleichungen in linearer
Nsherung lauten dann

Bij(p,t) Zuo/ooo (/Zufj(p—o ¢ — 8)Hg (e, 5) &m) ds .
k

,ufj = —,u;?i heiflt der Tensor der magnetischen Permeabilitiit. Im isotropen
und statischen Limes resultiert wieder ein sehr einfaches Gesetz:

B =pouxH.

Fiir 4 > 1 wird B, die totale magnetische Feldstirke in Materie, relativ zum
guBeren Feld B®** = ug x H verstirkt. Das magnetische Medium heifit in
diesem Fall ein Paramagnet. Im umgekehrten Fall (0 < p < 1) liegt ein Dia-
magnet vor. Supraleiter, die ein #ufleres Magnetfeld vollstindig verdriingen,
sind perfekte Diamagneten (u = 0).

Ohmsches Gesetz. Die Gleichungen der Elektrodynamik in Materie eignen
sich besonders gut zur Beschreibung von Dielektrika und magnetischen Ma-
terialien. Anders ist die Situation in metallischen Leitern. Die vollstéindige
Abschirmung dufierer Felder im Gleichgewicht entspricht einer divergenten di-
elektrischen Konstanten (¢ = 00). In Metallen bewirkt die Anwesenheit eines
elektrischen Feldes (im quasi-stationsren oder dynamischen Fall) mehr als nur
eine elektrische Polarisierung. Die Kraftwirkung der elektrischen Feldstéirke
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beschleunigt die Leitungselektronen, und dissipative Prozesse, wie z.B. Kolli-
sionen mit dem Atomgitter, bewirken dann eine Relaxation (iiber Zeitskalen
der Gréfenordnung 10~1%s) zu einem stromfiihrenden Zustand, der durch das
Ohmsche Gesetz

j=oxE

bestimmt ist. Die Materialkonstante o heifit die elektrische Leitfihigkeit. Sie
hat die physikalische Dimension [g] = Strom/(Spannung x Linge). Zum Bei-
spiel hat Kupfer bei T = 300K (Zimmertemperatur) die elektrische Leitfihig-
keit o = 5.7 x 107(Ohm x Meter) . Dabei ist 1 Ohm = 1 Volt/Ampere die
Einheit des elektrischen Widerstandes im SI-Mafsystem.
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8 Lagrange-Mechanik

Bei der Untersuchung mechanischer Systeme ist es haufig niitzlich, zu krummlinigen Koordinaten
iberzugehen, z.B. zum Zweck der Berticksichtigung von Zwangsbedingungen. Die Newtonschen
Bewegungsgleichungen haben den Nachteil, nur in Galileischen Koordinatensystemen ihre einfache
Gestalt mg; = F(q, ¢,t) anzunehmen. In den folgenden Abschnitten entwickeln wir die Lagrange-
Formulierung der Mechanik, mit der Lagrange-Funktion als zentraler Grofle, die eine viel groflere
Freiheit in der Koordinatenwahl lasst. Insbesondere gestattet sie eine durchsichtige Formulierung
des Zusammenhangs zwischen Symmetrien und Erhaltungssitzen (dessen Behandlung wir aller-
dings auf das Kapitel tiber die Hamilton-Mechanik verschieben). Ferner ist die Lagrange-Funktion

die fundamentale Gréfe in der relativistisch kovarianten Formulierung der Quantenfeldtheorie.

8.1 Variationsrechnung

(Arnold, Seiten 55ff.) Die Variationsrechnung beschéftigt sich mit den Extrema von Funktionen,
deren Definitionsbereich ein unendlich-dimensionaler Raum ist: eine Menge von Kurven. Solche

Funktionen heiflen Funktionale.

Beispiel. Als Beispiel fiir ein Funktional nennen wir die Eigenzeit des Minkowski-Modells der
speziellen Relativitatstheorie. Dazu beobachten wir (aus der Sicht eines Inertialsystems) die Be-
wegung eines Teilchens v : I — FEj3 im Zeitintervall I = [to, t;]. Das Eigenzeit-Funktional ordnet
der Bewegungskurve 7 diejenige Zeit 7[v] zu, die auf einer “inneren Uhr” des Teilchens wéhrend

des Zeitintervalls [to, t1] des Beobachters verstreicht:

) = / VIS TAm)ePt. (8.1)

Im nichtrelativistischen Grenzfall (|§| < ¢) gilt 7[y] = t; — to (absolute Zeit; unabhéngig von 7).
Fiir relativistische Geschwindigkeiten |§| ~ ¢ ist die Eigenzeit des Minkowski-Modells kleiner als
die Zeitdifferenz t; — ¢y des Galilei-Modells.

Allgemeiner ist ein Funktional ® eine Abbildung von einem Raum von Kurven nach R.

Differenzierbarkeit. Dem Folgenden legen wir einen affinen Raum (A, V ~ R" +) mit Norm-
funktion | - | : V — R zugrunde. Neben v : I — A betrachten wir eine zweite Kurve 5 : [ — A
und erkldren h : I — V als die Differenzfunktion h(t) = 4(t) — v(¢). Als Funktionenraum fiir

b (1)

;h(t) .
RO
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dieses Inkrement h wihlen wir den Banachraum C°(7, V') aller stetigen beschriankten Funktionen

h: I — V mit Norm ||h|| = sup |h(t)]. In diesem Kontext heifit ein Funktional ® differenzierbar
tel

(in 7), wenn sich die Differenz ®[7] — @[] wie
Oy + ] = ®[y] = Flvy, bl + B[, ] (8.2)

schreiben lasst, wobei F' linear von h abhéngt und R starker als von erster Ordnung mit h gegen
Null geht; d.h. falls |h]| < e, dann soll gelten: |R[y,h]| < Ce* mit o > 1. Der lineare An-
teil, F', heifit die Variation von ®. Man schreibt auch F[y, h] = (D,®)(h) und nennt D.,® die

Funktionalableitung von ® in ~.

_ Die Variation eines differenzierbaren Funktionals ist eindeutig bestimmt.

_ Fiir die klassische Mechanik sind (Wirkungs-)Funktionale der Form
t1
St = [ L(0.5(0).1) de (8.3

to
von Interesse, mit L einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion L : A x V x R — R. Wir
statten den affinen Raum A (“Ortsraum”) mit affinen Koordinaten z; : A — Raus (i = 1,...,n).
Die induzierten Koordinaten fiir V' (“Geschwindigkeitsraum”) bezeichnen wir mit (dz;), =
(unabhéngig von a € A). Unter der Bedingung v € C*(I, A) (also v stetig differenzierbar) gilt:
- Das Funktional S[y] = f L(7,7,t)dt ist differenzierbar und hat die Variation

t1
oL d 0L " OL t
Fly,h] = /Zl <8_xi — Ea_> h; dt + (H a—j:ihi>
to - -

(8.4)

to

_ Das Symbol 4 < steht fiir die totale Zeitableitung, d.h. fir die Ableitung nach der

variablen Zeit der Kurve ¢ +— ~(t):

/Zh jtgf dt = /Zh - (8:1:1 ~y(t), w),t)) dt. (8.5)

Dagegen stehen 0L/dx;, OL/0t;, OL/0t fiir die partiellen Ableitungen von L nach seinem ersten,

zweiten bzw. dritten Argument.

-des Satzes. Wir entwickeln das Wirkungsfunktional bis zur linearen Ordnung in hA:

Shy+ 1] - B = /ﬁ(uv+hw+hw—wa¢0w

g ” oL . )
= / ( +%hi)dt+0(h).

Hieraus liest man ab:

: oL oL - )
Flvy, h] = /t Z (8_352- hi + 7. hi) dt und R[y,h] = O(h?). (8.6)

47



Partielles Integrieren liefert

t1 t1
" OL . ", d oL " 0L
/Za—%hidt:—/Zhiaa—@dH <i15_i"ihi>

fo =1 fo =1

t1

to

und somit die Behauptung.

_ Ein differenzierbares Funktional ® heifit extremal in ~, wenn F[y, h] fiir alle h

gleich Null ist. Hiermit kommt man zur folgenden Aussage.

- Auf jeder eingeschrankten Menge von differenzierbaren Kurven, die durch zwei fest gewahlte
Punkte v(ty) = ap € A und v(t1) = a1 € A laufen, ist das Funktional S[y] = til L(v,4,t) dt genau

dann extremal in v, wenn langs v gilt

0L _doL

_ Mit T(t) := (y(t),7(t), t) lautet die Bedingung ausfiihrlich geschrieben

(t=1,...,n). (8.8)

OL d (0L .
(&EioTy) (t)—a(ajioTy) (t) =0, t € to,ts], i=1,...,n. (8.9)

Eine Beweisrichtung des obigen Satzes (<) ist trivial. Der andere Schluss (=) folgt mit der

Einschrankung an die zuldssigen Kurven (h(tg) = h(t;) = 0) aus der Formel (8.4) zusammen mit
_(der Variationsrechnung): Verschwindet fiir eine Funktion f € C°(I,V*)
das Integral ftzl > fi(t) hi(t) dt fir alle h € C*(1,V), so gilt f =0 (Nullfunktion).

- Das Eigenzeit-Funktional des Minkowski-Modells ist 7[y] = [, /1 —|y/c|?dt. Wir
verifizieren, dass die Extrema von 7 fiir fest vorgegebene Randpunkte (y(to) = ap und (t1) = ay)

gleichférmige und geradlinige Bewegungen sind. Wir haben L(v,%,t) = y/1 — |¥/c¢|? und

oL _, 0L _ —i/c? dOL  —H/ A 3/

a. — Y . T 7 5 1+ Aas AT - 3
Ov, 9k \T-[eP ddk JT-[jeP @ T

Wie man sieht, verschwinden diese Ausdriicke fiir 4 = 0 (keine Beschleunigung). Umgekehrt folgt

(8.10)

aus der Forderung der Extremalitét von 7 (bei fest gehaltenen Randpunkten)

3

O:Zf'y.(aL _i@_L) :M (8.11)
— Ox; dtox; 1= |7/c|23

und somit (,%) = 0. Nullsetzen des letzten Ausdrucks in (8.10) ergibt dann 4 = 0.

_ Die Gleichungen (8.8) heiflen die Fuler-Lagrange-Gleichungen zum Funktional S[y] =
j;';l L(~,%,t)dt. Der Ausdruck auf der linken Seite von (8.8) heiit die Fuler-Ableitung von L.

8.2 Lagrange-Systeme

Es soll nun erlautert werden, was der Inhalt von Abschnitt 8.1 mit der klassischen Mechanik

zu tun hat. Wir betrachten ein mechanisches System von N Punkten (alle im Ej3) mit Massen
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my,...,my an den Orten ~y,...,vy und konservativen Kraften mit potentieller Energie U :

E?()l) X ... X EP(,N) — R. Wir vergleichen die Newtonschen Bewegungsgleichungen

mit den Euler-Lagrange-Gleichungen

ddL  OL

— =  =1,.... N 1
gior, or, LN (8.13)
zu einem noch zu definierenden Funktional
t1
Shl= [ LOw(0.- w0 A0(0) - An(e)1) (8.14)
to

Hier verwenden wir die Schreibweise 0L/0r; = (OL/0x;1,0L/0x;2,0L/0x;3) mit x;; : E3i) —R
( = 1,2,3) den kartesischen Koordinaten des i-ten Punkts. 0L/0r; ist analog erklért.

zu den Randwerten 7;(ty) = a((]i) und v;(t1) = al’ (¢ =1,...,N) sind Extrema des Funktionals

S = ftzl L dt (mit denselben Randwerten fiir die zulédssigen Kurven), wobei L = T'—U die Differenz

von kinetischer und potentieller Energie ist.

_des Hamiltonschen Prinzips. Nach dem zweiten Satz von Abschnitt 8.1 ist lediglich
zu verifizieren, dass die Gleichungen (8.12) und (8.13) dquivalent sind. Dies sieht man aber sofort

aus L /0t;0 Ty = (m;¥;,-) und L/0r; = —0U /r; fiix Lo Ty = 13N my |32 = U, - .., )
_ Die Grole L =T — U heif3t Lagrange-Funktion, das Integral S = j;tol L dt Wirkung.

_ (i) Die Bezeichnung “Hamiltonsches Prinzip der kleinsten Wirkung hat his-
torische Griinde. Besser wire “Hamiltonsches Prinzip der extremalen Wirkung”. (ii) Dass die For-
mulierung des Prinzips der kleinsten Wirkung die Teilchenorte zu verschiedenen Zeiten vorgibt und

festhélt, widerspricht scheinbar dem Geist der Newtonschen Mechanik, wo ja der Anfangszustand,

also alle Orte und Geschwindigkeiten zur Anfangszeit, vorzugeben sind. Eine tiefere Einsicht in
den Sinn des Wirkungsprinzips gewinnt man erst im Licht der Feynmanschen Formulierung der
Quantenmechanik. (iii) Der hier eingefiihrte Formalismus ist u.a. deshalb niitzlich, weil sich die
Bewegungsgleichungen fiir eine sehr grofle Klasse von mechanischen Systemen in der Form von
Euler-Lagrange-Gleichungen zu einem Wirkungsfunktional mit Lagrange-Funktion L schreiben

lassen.

- Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld. Die Newtonschen Bewegungsglei-

chungen lauten hier
<m;§/(t)7 ' > =ec E’y(t) —€ B’y(t) (7(25)7 ')a (815)

wobei F (B) die elektrische (bzw. magnetische) Feldstarke ist. In der Elektrodynamik zeigt man,

dass E und B sich folgendermaflen schreiben lassen:

B=dA, E=—dé— aa—f : (8.16)
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mit einer differenzierbaren Funktion ¢ (dem elektrischen Skalarpotential) und einer 1-Form A

(dem Vektorpotential). Wir behaupten, dass

L(Y(1)4(8),8) = ZHO]” = eo(r(8),8) + e Ay e(3(0) (8.17)

als Lagrange-Funktion fiir dieses System taugt. Zum Nachweis stellen wir die zugehorigen Euler-

Lagrange-Gleichungen durch explizite Rechnung in kartesischen Koordinaten x1, x5, 3 auf:

J=1

. ddL . d . 94 . 0A
(ii) p  oTy—m%—i-e%Ai—m%—l—e(Za—%vj—l—W).

Wie immer ist 7; = z; 0y und %;(¢) = (dx;) (¥(t)). Die Gleichung 4 9L = I Jautet demnach

) 0 OA, 2L (04, 0A; ,
i=e|l =5 — - i\ 5 — =ek; — Bji s
e e( 0z, ot ) 6;% (axj o)~ © 6;% y
was mit der i-ten Komponente von (8.15) tibereinstimmt.

_Wir betonen, dass sich nicht fiir alle mechanischen Systeme eine Lagrange-

Funktion finden lasst. In dieser Vorlesung werden nur solche Systeme betrachtet, fiir die eine

Lagrange-Funktion existiert. Solche Systeme nennen wir Lagrange-Systeme.
Wir fragen nun, wann zwei Lagrange-Funktionen L; und L, dieselben Euler-Ableitungen be-

sitzen und somit zu denselben Euler-Lagrange-Gleichungen fiihren.

- Die Euler-Ableitungen zweier Lagrange-Funktionen L, Ly : U x R/ x R — R mit einfach
zusammenhingendem Definitionsgebiet U C R/ sind genau dann identisch, wenn die Differenz

L, — Ly die totale Zeitableitung einer Funktion M : U x R — R ist.

- (<) Sei Ly — Ly = dM/dt. Integration tiber die Zeit liefert

ty ty
ta ta

Die Euler-Ableitung einer Lagrange-Funktion L ist gegeben durch die Variation des Funktionals

tp

la

ftib L dt unter der Nebenbedingung, dass am Rand t € {t,, %} nicht variiert wird. Wegen dieser
t
" nicht zur Euler-Ableitung bei, und es folgt sofort die Behauptung.

la

(=) Sei jetzt die Euler-Ableitung von G := L; — Lo gleich Null. Als Konsequenz des ersten Satzes

Bedingung tragt der Term M

von Abschnitt 8.1 ist dann das Integral

/ttb G (o (1) + ht), 4(2) + ht), 1) dt

von h unabhéngig, vorausgesetzt es gilt h(t,) = h(f,) = 0. Diese Unabhéngigkeit ermdglicht

die Einfithrung einer Stammfunktion M fiir G. Dazu fixieren wir eine Anfangszeit ¢, und einen
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Anfangsort ¢, . Fir beliebige Enddaten (¢, g,) wiahlen wir dann irgendeine differenzierbare Kurve

t — y(t) mit y(t,) = g, und y(t,) = ¢, und setzen

Mlant) = [ GO050.0d

Auf diese Weise wird eine Funktion M : U x R — R erklart. Fiir die totale Zeitableitung dieser
Funktion gilt dM/dt = Ly — Ls, denn

Dar(y(ty.t) = 2 / G (1), (), 7) dr = G(7(8), 4(0). 1).

et a .
Beispiel: Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld. Die durch (8.16) gegebenen Felder £

und B bleiben unter sogenannten Fichtransformationen
Ix

(x zweimal differenzierbar, sonst beliebig) ungeéndert, was man mit d> = 0 und d o % — % od=20

sofort einsieht. Die Lagrange-Funktion (8.17) &ndert sich dabei um eine totale Zeitableitung:

ox ox .\ _ dx

weshalb die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen unter Eichtransformationen invariant sind.

In (8.15), wo nur die “eichinvarianten” Grofilen F und B eingehen, ist diese Eigenschaft explizit.

Notation. Bislang haben wir zwischen den Koordinatenfunktionen fiir Ort (x; : E3 — R) und

Geschwindigkeit (#; : V ~ R3> — R) und den Komponenten einer Bahnkurve [;(t) = (z; o v)(¢)]

4
di

und deren Geschwindigkeit [¥;(t) = % (z; 0 )(t) = (dzi)y)(¥(t))] sorgféltig unterschieden. Wir
werden uns jetzt dem iiblichen Gebrauch anpassen und diese Unterscheidung nicht langer strikt
aufrecht erhalten. Fiir die Orte eines Lagrange-Systems mit f Freiheitsgraden schreiben wir in
der Regel ¢ = (q1,...,qr) und meinen damit je nach Kontext ganz simpel den Ort oder aber
die Orts-Koordinatenfunktionen oder aber die Komponenten des Ortsvektors einer Bahnkurve
t — (t). Fir die Geschwindigkeiten eines Lagrange-Systems mit f Freiheitsgraden schreiben wir
i.d.R. ¢ = (¢i,-..,q4s) und meinen damit je nach Kontext die Geschwindigkeit oder die Koordi-
natenfunktionen der Geschwindigkeit oder die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors 4(t) der

Bahnkurve.

8.3 Invarianz unter Punkttransformationen

Wie verhalten sich die Euler-Lagrange-Gleichungen unter [Koordinatenwechsel?| Als grundlegende
Eigenschaft verlangen wir von jeder Lagrange-Funktion, dass sie eine koordinatenunabhéngige
Bedeutung hat. Fiir die schon angesprochenen Beispiele, insbesondere fiir L = T — U, ist diese
Eigenschaft offensichtlich. Wir deklarieren sie hier als allgemeines Prinzip.

Die koordinatenfreie Bedeutung der Lagrange-Funktion L tbertrigt sich auf das Wirkungs-

funktional S = [ Ldt. Die Euler-Lagrange-Gleichungen folgen aus S = [ Ldt per Variation
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unter Nebenbedingungen. Da auch die letztere Operation koordinatenfrei erklart ist, haben die

Euler-Lagrange-Gleichungen immer dieselbe Form, unabhangig von der Wahl der Koordinaten.

_ Eine Abbildung U x R — U x R der Form (g,t) — (gp(q,t),t) heifit

Punkttransformation. Nach dem oben Gesagten behalten die Euler-Lagrange-Gleichungen unter

Punkttransformationen ihre Form.

- Teilchen im Zentralkraftfeld, L = im|x|* — U(|x|), in zwei Dimensionen. Die Einfiihrung

von ebenen Polarkoordinaten durch
X1 =Trcos¢, xy=rsing,

fiihrt auf L = $m(r? + r2¢?) — U(r). Die Euler-Lagrange-Gleichungen in diesen Koordinaten sind

doL oL P
a—af——ar—()—mr—mr¢ +U'(r) und
doL 9L . d, .

das 96 VT @)

Die zweite Gleichung besagt, dass der Drehimpuls [ = mrzgﬁ erhalten ist. Wenn wir ¢ =[/mr? in
die erste Gleichung einsetzen, dann entsteht
l2

mit+V'(r)=0 mit V(r)=U(r)+ 53

Dies ist die in Abschn. 1.9 ausfiihrlich diskutierte Bewegungsgleichung fiir die Radialkoordinate 7.

_ Wir vereinbaren die folgende Sprechweise. Ist L(q,¢,t) die Lagrange-Funktion

eines mechanischen Systems, so nennen wir g, (k = 1,..., f) verallgemeinerte Koordinaten, gy
verallgemeinerte Geschwindigkeiten, OL/0q, =: py verallgemeinerte Impulse und OL/Jqy, wverall-
gemeinerte Krdfte. Eine verallgemeinerte Koordinate heifit zyklisch, wenn die Lagrange-Funktion
von ihr unabhangig ist.

Im obigen Beispiel ist der verallgemeinerte Impuls zur Winkelkoordinate ¢ gerade der Drehim-
puls. Wie man dort sehen konnte, folgt aus der Winkelunabhangigkeit von L die Erhaltung des
Drehimpulses. Dies ist ein allgemeines Resultat: der verallgemeinerte Impuls py, zu einer zyklischen
Koordinate gy ist erhalten (p; = const), denn

doL 9L

= Gon = o = (8.20)

Dk
8.4 Zwangsbedingungen

In vielen physikalischen Systemen lasst sich eine grobe Einteilung der wirkenden Krafte in zwei
Kategorien vornehmen: “stark” und “schwach”. Zum Beispiel sind die chemischen Bindungskrafte
zwischen den Kohlenstoffatomen eines Diamanten sehr viel starker als die auf die Einzelatome
wirkende gravitative Anziehung durch die Erde. Wie man in einem solchen Fall, wo eine klare
Trennung zwischen “starken” und “schwachen” Kréften vorliegt, vorzugehen hat, ist Thema des

gegenwartigen Abschnitts.

52



Wir wollen von der Annahme ausgehen, dass infolge der Wirkung der “starken” Kréfte die
Bewegung eines Teils der Freiheitsgrade des mechanischen Systems auf eine sehr kleine Umge-
bung eines bestimmten Unterraums des Phasenraums eingeschrankt wird. Zum Beispiel andern
sich unter normalen Bedingungen die Abstande zwischen den Kohlenstoffatomen in einer Dia-
mantstruktur nur geringfiigig als Funktion der Zeit, wogegen der Diamant als ganzes relativ leicht
beweglich ist. In diesem Fall ist es eine fiir viele Zwecke verniinftige mathematische Idealisierung,
den Grenziibergang zu unendlich starken Bindungskraften durchzufiihren und die Relativbewe-
gung der Kohlenstoffatome tiberhaupt zu unterdriicken.

Das Beispiel des Diamanten deutet einen allgemeinen Mechanismus an, wie “starke” Kréafte zu
einer Einschrankung der Bewegung der konstituierenden Massenpunkte fiihren. Ein einfaches und
pragmatisches Vorgehen besteht nun darin, die Einschrankung der Bewegung durch die Vorgabe
von sogenannten Zwangsbedingungen zu bewerkstelligen. Im genannten Beispiel wiirde man als
die Zwangsbedingungen die Gesamtheit aller Bedingungen wahlen, die die Relativpositionen aller
Kohlenstoffatome festsetzen. Weitere Beispiele flir mechanische Systeme, bei denen sich eine

Behandlung mittels Zwangsbedingungen empfiehlt, sind:
(i) Die Bewegung eines Punkts (oder mehrerer Punkte) verlauft auf einer vorgegebenen Fléche.
(ii) Gasteilchen, die in ein Volumen eingeschlossen sind.

Im Folgenden steht n fiir die Zahl der Freiheitsgrade vor Beriicksichtigung der Zwangsbedin-
gungen (also n = 3N fiir ein System von N Punkten im R3). Wir bezeichnen mit A C R" den
Ortsraum des mechanischen Systems ohne Zwangsbedingungen und mit x1,...,z, : A — R die

Gesamtheit der Koordinaten.

Definition. Eine (zeitunabhéngige) Zwangsbedingung heifit holonom, wenn sie sich als Gleichung
f=0 (8.21)

mit einer Funktion f: A — R ausdriicken lésst. Fiir die weitere Behandlung (s.u.) verlangen wir

zudem, dass f differenzierbar ist und das Differential (d f), fiir kein a € f~1(0) verschwindet.

Beispiel. Das ebene Pendel unterliegt der holonomen Zwangsbedingung f = 2% + 22 — I = 0.

Das Differential d f = 2(x1dx; + xodzs) ist tiberall auf der Kreislinie f = 0 ungleich Null.

Figure 1: Ebenes Pendel
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_(rollende Scheibe). In dieser Vorlesung werden nur holonome Zwangsbedin-

gungen diskutiert. Ein einfaches Beispiel fiir ein System mit nicht-holonomen Zwangsbedingungen
ist das folgende (s. Goldstein, Mechanik). Betrachten wir eine Scheibe, die auf der horizontalen
xy-Ebene rollt. Sie sei gezwungen, sich so zu bewegen, dass die Ebene der Scheibe stets vertikal
ist. (Die Scheibe konnte eines von zwei Rédern sein, die auf einer gemeinsamen Achse ange-
bracht sind.) Zur Beschreibung der Bewegung kann man als Koordinaten die zwei Koordinaten
x,y des Scheibenzentrums, einen Drehwinkel ¢ um die Scheibenachse und den Winkel 6 zwischen
Scheibenachse und, sagen wir, der y-Achse wéhlen.

z

éw

X
Vertikale Scheibe, die auf einer horizontalen Ebene rollt.

Infolge des Zwangs (die Scheibe rolle ohne Schlupf) ist der Betrag der Geschwindigkeit des
Scheibenzentrums proportional zu gb v = aé, wobei a der Radius der Scheibe ist. Der Geschwindig-
keitsvektor steht senkrecht zur Scheibenachse: & = vcos#, y = vsinf. Kombinieren wir diese

Bedingungen, so erhalten wir zwei Differentialgleichungen als Zwangsbedingungen:
dxr — acosfdp =0, dy —asinfdp =0, (8.22)

und diese konnen nicht integriert werden, ehe man das vollstandige Problem tatséachlich gelost hat.
Solche nichtintegrierbaren Zwangsbedingungen sind nur spezielle Falle nichtholonomer Zwangsbe-

dingungen; die Zwangsbedingungen konnen auch in Form von Ungleichungen auftreten.

_ Im allgemeinsten hier betrachteten Fall liegen r holonome Zwangsbedingungen

vor:

fi=...=f=0. (8.23)
Die Funktionen f; : A — R seien geniigend oft stetig differenzierbar. Wir wollen annehmen, dass
die Zwangsbedingungen unabhangig sind, d.h. es gelte

{(df1)ay---,(dfr)a} linear unabhéngig (8.24)

fir alle Stellen a € A im Losungsraum von (8.23).

_ Vom Newtonschen Standpunkt aus gesehen signalisiert die Existenz von Zwangs-
bedingungen die Anwesenheit von sogenannten Zwangskrdften, die dafiir sorgen, dass die Bewe-

gung des mechanischen Systems auf der durch (8.23) festgelegten Teilmenge von A C R™ verlauft.

54



Gébe es diese Krifte namlich nicht und verschwéanden auch alle anderen Kréfte, so wére die Be-
wegung der Punkte gleichformig und geradlinig und konnte im allgemeinen nicht die Bedingungen

(8.23) erfiillen.

_ Die Zwangskrifte sind per Postulat idealer Natur: sie leisten keine Arbeit, d.h. sie
“stehen senkrecht” auf der durch (8.23) ausgezeichneten Teilmenge des R”, auf der die Bewegung
verlauft. (Eine prézise Formulierung dieses Sachverhalts wird unten im d’Alembertschen Prinzip
gegeben.) Bezeichnen wir die Summe der inneren und/oder auleren Kréfte, die das mechanische
System antreiben, mit F' und die Zwangskrafte mit Z, so lauten die Newtonschen Bewegungsglei-

chungen

Die Notation ist hier so gewihlt, dass fiir ein System von N Punkten im R?® (n = 3N) gilt:

my = mo = ms3 = Masse des ersten Punkts, my = ms = mg = Masse des zweiten Punkts usw.

- Beim ebenen Pendel wirkt zusétzlich zur Schwerkraft F' eine Zwangskraft Z in Richtung
der Pendelachse; genauer: die Ebenen der Kraftform Z liegen tangential zum Kreis des Pendels,

und zwar mit solcher Starke, dass die entsprechenden Ebenen von F' genau neutralisiert werden.

F+Z

F=mg (Schwerkraft)

Figure 2: Ebenes Pendel (nochmal)

_ Die Beschreibung der Bewegung des Systems anhand der Gleichungen (8.25) ist
unokonomisch: sie erfordert mehr Koordinaten als wegen der Existenz der Zwangsbedingungen
(8.23) notig ist, und sie involviert die (zunéchst) unbestimmten Funktionen Zj. Es liegt auf der
Hand, welches Ziel man hier verfolgen sollte: man wird versuchen, zu f = n — r Bewegungsglei-
chungen fiir f verallgemeinerte Koordinaten iiberzugehen, wo die Zwangskrafte nicht mehr in
Erscheinung treten. Fiir den Fall holonomer Zwangsbedingungen lasst sich dieses Ziel in der Tat
erreichen. Wir geben zunachst die Vorschrift an, nach der man in der Praxis vorgeht, und schicken

eine Begriindung hinterher.

_ Gegeben sei ein System mit Lagrange-Funktion L : A x V xR — R.

Wir bezeichnen mit M die Lésungsmenge der holonomen Zwangsbedingungen (8.23),

M:={a€A| fyla)=0k=1,...,r} (8.26)
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(A) Parametrisiere M durch eine differenzierbare Abbildung p : U — M mit U C R/, f = n—r;
d.h. (frow)(q) =0 fur alle g € U und k = 1,...,r. [Dies funktioniert im allgemeinen nur
lokal. Die lokale Existenz von ¢ aber ist durch den Satz iiber implizit definierte Funktionen

und die Rangbedingung (8.24) gesichert.]

(B) Eine Kurve v : I — U wird durch ¢ in eine Kurve ¢ o in M abgebildet. Definiere die
Lagrange-Funktion des Systems mit Zwangsbedingungen, L : U x R/ x R — R, durch

L(y(t), (1), 1) := L((¢ 0 M)(t), g (¢ 0 7)(1).1). (8.27)

(C) Wihle einen Satz von Koordinatenfunktionen ¢i,...,qf : U — R and stelle die Euler-

Lagrange-Gleichungen zu L auf:
d (0L oL
— =)= (k=1,... . 8.28
i (50) =5 (h=1ep (829
Bemerkung: Folgt man dieser Vorschrift, so sind die Zwangsbedingungen identisch erfiillt, und

die Einfithrung von Zwangskréften ertibrigt sich.

Beispiel: Ebenes Pendel. Hierunter verstehen wir bekanntlich einen Punkt mit Masse m, der sich
unter dem Einfluss der Schwerkraft auf einer Kreislinie M im R? bewegt. O.B.d.A. wihlen wir M
als die Losungsmenge der Gleichung 22 +z3—1% = 0. Zur Implementierung dieser Zwangsbedingung

parametrisieren wir M durch Skalierung als Bild der Einheitskreises S* = {q € R? | |q|* = 1}:
o: St =M, q~lq. (8.29)
Die Lagrange-Funktion L = %m(m% + 22) + mgx; reduziert sich dann zu
L(g,d1) = LUlq, 14,£) = bmIZlgP? + mglqs. (8.30)

Als Koordinatenfunktion fiir S* empfiehlt sich ein Winkel 6, sagen wir ¢; = cos @, ¢, = sinf. Mit

dieser Koordinatenwahl wird die reduzierte Lagrange-Funktion ausgedriickt durch
L = 1mi*0® + mgl cosf . (8.31)

Die Bewegungsgleichung fiir 6 ist die Euler-Lagrange-Gleichung

d oL OL o .
%%_%_O_ml 0 4+ mglsing .

Aquivalent gilt § = —w?sinf mit w = \/g/1 .

8.5 Begriindung der Gebrauchsanweisung

In diesem Abschnitt begriinden wir, warum die Gebrauchsanweisung richtig ist (Arnold, Seiten

91ff.). Der Einfachheit halber betrachten wir ein autonomes System mit Lagrange-Funktion

m

L== 22— U(z), |i]*>= ;xg (8.32)
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Wie zuvor gelten die r zeitunabhédngigen holonomen Zwangsbedingungen (8.23). Die Newtonschen

Bewegungsgleichungen (8.25) fiir eine Bahnkurve ¢ — I'(¢) lauten in diesem Fall
(mI'(t), ) + (dU)r@) = Zrg (8.33)

mit Z der Zwangskraft.

_ Zu jedem Punkt a € M im Losungsraum der Zwangsbedingungen definieren

wir jetzt einen linearen Raum,
T.M = {€€R" | (dfr)al€) = 0; k=1,...,7}. (8.34)

T, M heifit der Tangentialraum an die differenzierbare Mannigfaltigkeit M im Punkt a.

_ die Zwangskrafte leisten keine virtuelle Arbeit,

Zo(§) =0 fiir alle &€ T,M. (8.35)

Im Visualisierungsbild fiir Linearformen koénnen wir auch sagen, dass die (Hyper-)Ebenenschar

der Zwangskraft Z in jedem Punkt a € M tangential zu M liegt.

_ Das d’Alembertsche Prinzip ldsst sich nicht aus (8.23) und (8.25) deduzieren,
sondern muss hier als zusatzliches physikalisches Postulat investiert werden. Es impliziert, dass
das System auf dem durch die Zwangsbedingungen (8.23) eingeschrankten Konfigurationsraum,
namlich auf M, “ideal gleitet”, dass also insbesondere Reibungsverluste — die ja in realen Systemen

immer vorliegen — vernachlassigbar sind. Mit (8.33) konnen wir anstelle von (8.35) auch schreiben:

(mT(t),€) + (dU)r (&) =0 fiir alle € € Ty M. (8.36)

_ Sei nun ¢ : U — M, q — ¢(q) die parametrisierende Abbildung von

Schritt (A) der Gebrauchsanweisung, und

Te: UxR/ — TM
(¢,9) = (#(q), Dyp(q)) (8.37)

die zugehorige Tangentialabbildung. Wie in Schritt (B) bilden wir
L:=LoTyp. (8.38)

- Sei v : I — U eine differenzierbare Kurve und I' = o oy : I — M ihr Bild unter .
Fiir I = [tg, ;] schreiben wir v(¢;) = ¢¥) € U und I'(t;) = a¥V) € M (j = 0,1). Dann sind die

folgenden Aussagen zueinander dquivalent:

(i) Das Wirkungsfunktional S[y] := [ " L(v(t),5(t))dt ist extremal in v auf der durch y(ty) =

to
¢ und 7(t;) = ¢V eingeschrinkten Kurvenmenge.

(ii) Das d’Alembertsche Prinzip (8.36) ist erfiillt.
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_ Es wird also die Aquivalenz des d’Alembertschen Prinzips zum Hamiltonschen
Prinzip der kleinsten Wirkung (fiir die Bewegung auf T'M) behauptet.

-des Satzes. Die Extremalitét von S in « bedeutet

t1

0= D,5(h) = 2 / L(7(t) + £ h(t), 3(t) + £ h(t)) dt

Um diese Bedingung auszuwerten, gehen wir zu I' = ¢ o v iiber:
p(v(t) +eh(t)) =T(t) +e&(t) + O(?),
P(1(t) +eh(t)) =T(t) +££(t) + O(?),
wobei £(t) := (D, ) (h(t)). Dann entsteht:
0=D,S(h) = d% /: L(T(t) +&(t), D(t) + e£(t)) dt _
— d% /totl (%m\l'“ +efl U+ 55)) dt _
- [ (i) - et
o= / ((m',€) + (dU)e(©)). (8.39)

Da h(t) beliebig gewéhlt werden kann, ist auch {(t) € Ty M beliebig. Damit folgt aus dem
Verschwinden des Ausdrucks in (8.39) das d’Alembertsche Prinzip in der Form von Gleichung
(8.36) und somit die Aquivalenz von (i) und (ii). m

Hiermit ist aber jetzt die Richtigkeit der Gebrauchsanweisung gezeigt, denn aus dem Hamil-

tonschen Extremalprinzip fiir S, (i), folgen die Euler-Lagrange-Gleichungen (8.28).

8.6 Parametrische Resonanz

_ Wenn die Parameter eines Systems periodisch von der Zeit abhangen,

dann kann eine Gleichgewichtslage instabil sein, selbst wenn sie fiir jeden festen Wert der Pa-
rameter stabil ist. Diese Instabilitiat ermoglicht das Aufschaukeln auf z.B. einer Kinderschaukel,
wie im Folgenden gezeigt werden soll. Dazu betrachten wir den eindimensionalen, harmonischen

Oszillator mit periodisch variierender Frequenz,
G+w*t)g=0, wlt+T)=w(), (8.40)
oder das dquivalente Hamiltonsche System (mit Masse m = 1)
i=p, p=-wt)q, wlt+T)=uw(t). (8.41)

Gleichung (8.40) ist ein einfaches Modell fiir die Schaukel: ein Pendel mit periodisch variierender

Léange [(t) und zugehoriger Frequenz w(t) = 1/g/l(t).
Sei ¢ = ¢y o der Fluss des Hamiltonschen Systems (8.41). Da das System nichtautonom ist, gilt

im allgemeinen keine Gruppeneigenschaft: ¢; o ¢5 # ¢y1s. Jedoch gilt immerhin ¢ o ¢, = Py,

28



Figure 3: Schaukel

denn ¢ryi0 = ¢ryrr © dro und ¢ryr = ¢ro als Konsequenz der Periodizitat. Hieraus folgt

insbesondere ¢, = (¢7)". Beachte auch, dass ¢, linear ist: ¢;(q,p) = (arq + bip, crq + dyp). Wir

schreiben J; := (Zt Zt>
t t

_ Der Fluss ¢, ist flachentreu, d.h. f¢t(A) dp ANdqg = fA dp A dgq.

p

- Setze Q(t) := [ 6o(4) @P A dg. Dann gilt nach dem Transformationssatz

Q) = /A 61(dp A dg) = Det(.1) /A dp A dg. (8.42)

Bis zur linearen Ordnung in ¢ ist der Fluss gegeben durch

07 (q,;p) = (q+pt, p—w?(0) gt) + O(t?). (8.43)
Wir haben also
Jy = <_w21(0) ; i) +O(t) (8.44)
und somit Det(J;) = 1+ O(#2). Es folgt: %Q(t)‘ —0.

Nun ist aber der Zeitpunkt ¢ = 0 durch nichts ausgezeichnet, und mit der gleichen Argumen-

tation zeigt man fiir t = ¢, beliebig: %Q(t)’ = 0. Folglich ist Q(t) = 2(0) = const.
0

- Eine lineare Transformation J : V — V eines normierten Vektorraums V' heif3t stabil,
wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle n € N und alle v € V mit Lénge |v| < 0
gilt: |J™v| < e.

Die Gleichgewichtslage ¢ = 0, p = 0 ist ein Fixpunkt des linearen Flusses ¢;, und wir fragen
jetzt nach der Stabilitat dieser Gleichgewichtslage. Dazu betrachten wir die Flussmatrix J; fiir

t = nT und beniitzen J,r = J} (n € N) sowie die flichenerhaltende Eigenschaft von Jr = J.

- Sei J eine lineare, flichentreue Abbildung R? — R?. Dann ist die Abbildung stabil, falls
|Tr J| < 2, und sie ist instabil, falls [Tr J| > 2.
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- Seien A; und A\, die Eigenwerte von J. Sie geniligen der charakteristischen Gleichung
A2 — A\(Tr J) + DetJ = 0. Da J flachentreu ist, gilt DetJ = 1. Die Wurzeln der quadratischen

Gleichung ergeben sich somit zu

Mg = %(TrJ +/(TrJ)> —4). (8.45)

Fiir |Tr J| > 2 liegen zwei reelle Eigenwerte vor, einer dem Betrag nach kleiner als Eins, der andere

dem Betrag nach grofler als Eins. Die Abbildung ist dann instabil.

Fiir |Tr J| < 2 liegen die Eigenwerte auf dem Einheitskreis in der komplexen A\-Ebene: 1 = A;- Ay =
A1 Die Abbildung ist in diesem Fall stabil. u

Aufgrund von J,r = J} reduziert sich die Stabilitdtsanalyse nach dem obigen Satz auf die

Berechnung von Tr Jr. Diese Berechnung lasst sich nur in Spezialfillen explizit durchfiihren.

_ Wir betrachten hier den Grenzfall einer schwachen Storung,

w(t)=(1+eft)w, [f(t)=Ff{t+T), eKklein. (8.46)

In diesem Fall gewinnt man bereits durch die Betrachtung des zeitunabhéngigen Systems (¢ = 0)

eine wesentliche Einsicht. Fiir € = 0 ist ¢7.(q,p) = (gcoswT + EsinwT’, —qwsinwT' + pcoswT),

JT:( coswT (1/w)sian>‘ (8.47)

und

—wsinwT coswT
Man sieht: |Tr Jp| = 2| coswT| < 2. Da |Tr Jp| stetig von e abhéngt, hat jeder Punkt (7°,0) in
der T'e-Ebene mit 0 < T' # 7 (n € N) eine offene Umgebung, in der |Tr Jr| < 2 gilt. Man spricht

dann von starker Stabilitat.
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Fir wT = 7n (n € N), also |coswT| = 1, kann jedoch bereits eine infinitesimale Stérung zu

|'Tr Jr| > 2, also zu Instabilitét, fiihren. Dies sieht man explizit im folgenden

Beispiel. Betrachte eine stiickweise konstante Storung:

(8.48)

£(t) = +1l/w fir 0<t<T/2,
S| —lw fir T/2<t<T.

(So ruckartig schaukelt kein Kind, aber das Ergebnis ist qualitativ dasselbe.) Aus dem obigen

Ergebnis sehen wir:

B B cos(wiT/2) (1 wy)sin(wiT/2) B
Jr=Aodr, Ay = (—wk sin(wT'/2) cos(wpT'/2) ) (k=12), (8.49)

mit w; = w + ¢, wy = w — . Der Rand der stabilen Zone ist die Losungsmenge der Gleichung

2 cos(w1T/2) - cos(waT/2) — (ﬂ L Y2

W2 w1

2 = |Tv Jy| = ) sin(wiT/2) - Sin(cugT/2)’ . (850)

Nach einigen Umformungen entsteht hieraus die Gleichung
|w? coswT — e coseT | = w® — €. (8.51)

Fiir die Funktionen 7"+ £(7'), deren Graphen in der Te-Ebene mit dem Rand der stabilen Zone

iibereinstimmen, erhalten wir durch Entwicklung um w7 = nm
w
e(T) = j:E(wT — nm) (8.52)

im Fall von ungeradem n und

e(T) = £/w/T - /|wT — nr| (8.53)

im Fall von geradem n. Die Zonen der Instabilitat sind in der folgenden Figur schraffiert:

| €T

\
S

In realen Systemen mit Dadmpfung durch Reibungsverluste beobachtet man Instabilitét (“para-

metrische Resonanz”) meist nur fiir n = 1,2, selten fiir n = 3.
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9 Hamiltonsche Formulierung der Mechanik

In diesem Kapitel entwickeln wir die Hamiltonsche (oder “kanonische”) Formulierung der Mechanik,
die den Ausgangspunkt fiir die Quantenmechanik bildet. Die Bewegungsgleichungen fiir ein mecha-
nisches System mit f Freiheitsgraden schreiben wir als ein System von 2f Differentialgleichungen
erster Ordnung in der Zeit. Wir werden sehen, dass solche Hamiltonschen Systeme unter einer sehr
groffen Gruppe von Transformationen, den sogenannten kanonischen Transformationen, formin-
variant sind. Den Ubergang von der Lagrange-Funktion zur Hamilton-Funktion vollziehen wir mit

der Legendre-Transformation.

9.1 Legendre-Transformation

Beobachtung. Um das Folgende zu motivieren, erinnern wir an die Lagrange-Funktion des

N-Teilchensystems im FEuklidischen Raum FE3 mit konservativen Kréften,
| N
L=T-U= ii;mimﬁ —U(ry,...,ry).

Die Teilchen-Impulse p; sind durch p; = OL/0%; = (m;¥;,-) gegeben, und die Hamilton-Funktion

ist gleich der Summe aus kinetischer und potentieller Energie:

Wie man sieht, hdngen Lagrange-Funktion und Hamilton-Funktion folgendermaflen zusammen:
H=> p;) - L, (9.1)

wobei auf der rechten Seite (r;,-) = p;/m; einzusetzen ist. Diesen Zusammenhang wollen wir nun
formalisieren und verallgemeinern.

Wir erlautern den Begriff der Legendre-Transformation zunachst fiir Funktionen einer einzigen
Veranderlichen und geben spéater den allgemeinen Fall an.

Gegeben sei eine zweimal stetig differenzierbare konvexe Funktion f: R D I — R. Konvexitat
einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f bedeutet f”(z) > 0 fiir alle z € I. Wir definieren
die Funktion ¢ durch g(z) := f’(z). Nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen besitzt g
eine Umkehrfunktion h (h o g = Id). Diese Funktion gewinnt man durch Auflésen der Gleichung
y = g(x) nach z; also x = h(y).

Definition. Die Legendre-Transformierte Lf von f ist erklart durch
(L) (y) = yh(y) = f(h(y))- (9-2)
Beispiele:

(i) Sei f(v) = mv?/2. Dann ist g(v) = f'(v) = mv =: p und h(p) = p/m. Folglich ist
2

e =pL-T (L) = L

2 \m om
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(ii) Sei f: Rog — R, x = 2%/a. Dann ist (Lf)(y) = y°/B3, wobei a~! + 71 = 1. Konvexitit
erfordert o > 1.
(iii) Sei f(x) =¢e*. Dannist (Lf)(y) =y (Iny —1).

Wir wollen nun einige Eigenschaften der Legendre-Transformation herausarbeiten. Die Nota-

tionen seien so wie oben eingefiihrt.

- Die Legendre-Transformation hat die folgenden Eigenschaften:

1. (Lf) = h.

[\]

. ([,f)” — (f// o h)_l.
3. Mit f ist auch Lf konvex.

4. Die Legendre-Transformation ist involutiv, d.h. £2f := L(Lf) = f fiir f € C*(I), f konvex.
- Fiir die erste Eigenschaft bilden wir die Ableitung von (9.2):

(d%‘cf) (y) = h(y) +y b (y) — (f o h)(y) W' (y).

Wegen f'oh = goh = Id heben sich die letzten beiden Terme auf der rechten Seite weg. Fiir die
zweite Eigenschaft differenzieren wir nochmal: (Lf)” = h'. Nun gilt aber wegen (g o h)(y) = y
die Beziehung (¢’ o h) h' = 1 und somit &' = (¢’ o h)~' = (f” o h)~!. Hieraus folgt sofort die dritte
Eigenschaft, denn f” > 0 impliziert (f” o h)~! > 0.

Da L f wieder konvex ist, konnen wir die Legendre-Transformation hierauf nochmals anwenden.
Mit der ersten Eigenschaft [(L£f) = h| und h(g(z)) = x folgt

(£2f)(x) = zg(z)— (Lf)(9(x))
= zg(x) —g(x) h(g(z)) + f(h(g(x))) = f(z). O

_ Die Legendre-Transformation lasst sich durch die Definition

(L)) = sup (yx — f(x)) (93)

auf beliebige stetige konvexe Funktionen f: I — R ausdehnen. Gleichung (9.3) hat die nachste-

hende graphische Interpretation:

f(x)
yX

(L))

- X

Hieraus lésst sich fiir den Spezialfall von konvexem f € C2(I) die Aquivalenz von (9.3) zur obigen

Definition leicht ersehen.
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9.1.1 Verallgemeinerung auf Funktionen mehrerer Veranderlicher

_ Sei V' = R" und V* := L(V,R) der Raum der linearen Abbildungen V' — R. Sei
weiter f: V — R, z + f(z) von der Klasse C? und konvex, d.h. die Hessesche Form D?f ist
positiv definit fiir alle x € V. Definiere g : V — V* durch g(z) = D, f und die Umkehrabbildung
h: V* =V durch ho g =1Id. Dann ist die Legendre- Transformierte Lf : V* — R erklart durch

(L) () = y(hy)) — f(hy)). (94)
_ In Koordinatendarstellung bedeutet dies, dass man die Gleichungen y; = gx(z) =

A () (k=1,...,n) nach z auflost: z; = hy(y) (I =1,...,n) und dann setzt:

8LE1€

(L)) =D whly) — f(hy)).

Beachte, dass die Definitionsbereiche von f: V — R und Lf : V* — R zueinander dual sind.

- Die Voraussetzungen seien wie in der obigen Definition. Dann gelten die Gleichungen

D,(Lf) = h(y), (9.5)
Dy(Lf) = (Diyf) (9.6)
L2f =f. (9.7)

_ Der Nachweis dieser Eigenschaften erfolgt wie im Beweis der analogen Aussagen des

Satzes in Abschnitt 9.1. Fiir Gleichung (9.6) erinnere man sich an den natiirlichen Isomorphismus
zwischen L?(V,R) (den quadratischen Formen auf V') und L(V,V*) (den linearen Abbildung von
V nach V*). Dieser Isomorphismus konvertiert w : V x V — R, (z,y) — w(z,y) bekanntlich in
w: V = V*=L(V,R) durch Einsetzen ins linke Argument, x — w(z, - ).

L2(V,R)
=L(V,V)

D3 (cf) D

L2(V'R) \
=L(VV)

f (£f)

_ Schlieflich betrachten wir noch den wichtigen Fall, wo f von einem Parameter
abhangt: f: VxR = R, (z,a) — f(z;«). Wir definieren die Legendre-Transformierte £f von
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f als Funktion von z, indem wir den Parameter « festhalten. Damit ist gemeint, dass wir die

Gleichungen

Ui = gu(as ) = j_i@;a) (h=1,....n), (9.8)

nach = auflésen: z; = hy(y; ) (I=1,...,n), und dann setzen:

(L) (y; @ Zyl hu(y; o) = f (h(y; a); @)

Es gelten dann wieder die Gleichungen (9.5)7(9.7), wobei beim Bilden der Differentiale D?f,
D(Lf) und D*(Lf) der Parameter « als fest zu betrachten ist.

Ableitung. Fiir die partielle Ableitung nach dem Parameter gilt die Relation

0 0

—Lf=——Ff. 9.9

5ol = 5] (9.9)
Die Definition der partiellen Ableitung setzt bekanntlich voraus, dass alle Koordinaten feststehen.
Deshalb muss hier ergéanzt werden, dass auf beiden Seiten das jeweils natiirliche Koordinatensys-

tem gemeint ist; also {yi,...,yn; a} auf der linken Seite und {z1, ..., z,;a} auf der rechten Seite.

Zum Nachweis der behaupteten Relation berechnen wir
0 Ghl 8f of ohy,
(57 o = g o) = g (Hrara) = 35 (s i) G i)

Wegen der Definition von h(y; «) als Umkehrfunktion zu y; = 0f/0z; heben sich der erste und
letzte Summand auf der rechten Seite gegenseitig auf. Es verbleibt der mittlere Summand, also

die (negative) partielle Ableitung von f nach « bzgl. des Koordinatensystems {z1, ..., z,;a}.

Viele Parameter. Hangt f nicht von einem, sondern mehreren Parametern oy, ..., a,, ab, gehen
wir ganz genauso vor. Es gelten dann wiederum die Gleichungen (9.5)—(9.7), und anstelle von (9.9)
haben wir

0 0

9.2 Die kanonischen Gleichungen

Wir erinnern an die Definition der Lagrange-Funktion L als Abbildung
L: UCRH) xR xR — R,
(¢,4,t) — L(q,4;1).

Die Euler-Lagrange-Gleichungen zur Lagrange-Funktion L schreiben wir in der Form

oL OL
. =— (k=1,... bei
Dk an ( ) 7f)7 Wwob€l P = an

der verallgemeinerte Impuls zu ¢, ist, den wir ab sofort den kanonischen Impuls nennen.

(9.10)

Satz. Die Euler-Lagrange-Gleichungen p, = 0L/0q; mit dem kanonischen Impuls py, = 9L/0qy

(k=1,...,f) sind dquivalent zu dem System von Gleichungen
OH OH
= —— w=———1, (k=1,... 9.11
qk 5]% y Pk aqk ( ) ) f) ) ( )

wobei H die Legendre-Transformierte von L als Funktion der Geschwindigkeiten ¢ ist.
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wobei H die Legendre-Transformierte von L als Funktion der Geschwindigkeiten ¢ ist.

- Wir zeigen zuerst, dass aus den Euler-Lagrange-Gleichungen das Gleichungssystem (9.11)
folgt (=). Es gelte also pp = 0L/Jq; fiir pp = 0L/0q,. Um die Resultate von Abschnitt 9.1

anzuwenden, machen wir die Identifikationen

L=f, H=Lf, ¢=z, p=y; (¢.t)=a.

Wir bezeichnen die Umkehrfunktionen zu pr = gi(q, ¢, t) = %(q,q,t) mit gy = h(q,p,t) und

haben somit

/
H(q,p,t) =Y prhulq.p.t) = L(q, hlg, p. 1), ). (9.12)
k=1
Das System (9.11) folgt dann sofort aus den Gleichungen (9.5) und (9.9") von Abschnitt 9.1.1:
i = hilag.p.1) 2 g—i(q,p, t) und
P = g—i(q, h(q. p, t)i) = —g—i(q,p, t).

Fir die Umkehrrichtung (<) gehen wir vom Gleichungssystem (9.11) aus und beniitzen die
involutive Eigenschaft der Legendre-Transformation: aus H = LL folgt L = LH. Die Argumen-

tation verlauft dann vollig analog zu oben.

_ Die Gleichungen (9.11) heiflen Hamiltonsche oder kanonische Gleichungen; die Funk-
tion H hei3t Hamilton-Funktion.

_ Eine Lagrange-Funktion fiir das Teilchen im elektromagnetischen Feld ist bekanntlich

L(Qant) = §|Q|2+qu(q7t) _e(p(Qat%

siche Gleichung (8.17) von Abschnitt 8.2. Der kanonische Impuls ist per Definition

)

p= 9 = (mgq,-) + eA(q, t), (9.13)

was sich vom mechanischen (oder kinematischen) Impuls (mg,-) des Teilchens um den Term
eA(g,t) unterscheidet! Durch Auflésen nach ¢ erhalten wir (¢,-) = =(p — eA). Damit ist die

Legendre-Transformierte von L als Funktion von ¢ gegeben durch

1 1 9y €
= E(zo, (p—eA)) — %Ip—ez‘ll - E(}J—eA,A) +ep

= ﬁlp—ez‘l(q,t)\%rw(q,t)- (9.14)

Wie erwartet ist die Hamilton-Funktion auch hier wieder die Summe von kinetischer Energie
m|g|?/2 und potentieller Energie e .
_ Nach einem Gesetz der geometrischen Optik (“Fermat’sches Prinzip”) bewegt sich

Licht vom Punkt a zum Punkt b in der kiirzest moglichen Zeit, d.h. der Lichtstrahl minimiert das
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Laufzeitfunktional S = fab ¢ lds, wobei ds = \/ dz? + dy? + dz? das Euklidische Léngenelement
und ¢ = ¢g/n die Lichtgeschwindigkeit des optischen Mediums mit Brechungsindex n ist. Wenn
wir annehmen, dass der Lichtweg in der zy-Ebene lings des Graphen einer Funktion x +— y(x)

verlauft, konnen wir auch schreiben

1
S=— [ Ld it L(y.y.z) = NAERYCS 9.15
00/ r mit L(y,y,z) =n(z,y)\/1+y (9.15)

Die Funktion L lasst sich als Lagrange-Funktion eines Lagrange-Systems mit verallgemeinerter
Ortskoordinate y, verallgemeinerter Geschwindigkeit ¢’ = dy/dx und “Zeitparameter” x auffassen.

Der zugehorige kanonische Impuls ist dann
oL ny'

/
p = = = g y .
ay’ A /1 +yl2 ( )
Die Umkehrfunktion hierzu lautet y' = h(p) = p/y/n? — p?, und die Hamilton-Funktion H =
py’ — L ergibt sich zu

(9.16)

H(y,p,x) = —\/n*(z,y) — p?. (9.17)

Falls der Brechungsindex nicht von x abhangt, ist das System autonom und nach einem bekannten

Resultat fiir autonome Hamiltonsche Systeme gilt der “Energiesatz”,

—H = \/n?(y) — p?> =: ny = const. (9.18)

Durch Einsetzen von p = ¢(3') in den Energiesatz entsteht

ny) (9.19)

no = Vn2(y) —p* = ——.
’ ( V1+y?

Auflésen nach y' ergibt ¢y = £1/(n/ng)? — 1, und Trennung der Variablen liefert dann

i/dx:no/\/%, (9.20)

womit das Problem der Berechnung der Lichtbahn auf eine Quadratur zurtickgefiihrt ist.
Aufgabe. Berechne den Verlauf der Lichtbahn fiir den linearen Fall n(y) = ng (1 + y/a).

An dieser Stelle machen wir eine Bestandsaufnahme. Wir sind per Legendre-Transformation
von der Lagrange-Funktion L zur Hamilton-Funktion H iibergegangen, wobei die Geschwindigkeiten

¢ durch die kanonischen Impulse p als unabhéngige Variable ersetzt wurden. Aus den Euler-

Lagrange-Gleichungen %88711; = g—i entstanden die Hamilton-Gleichungen ¢, = gﬁ, Dk = —g—i (k=
1,...,f). Waéhrend es sich bei dem ersten Satz um ein System von f Differentialgleichungen

zweiter Ordnung fiir ¢(¢) handelt, ist der zweite Satz ein System von 2 f Differentialgleichungen er-
ster Ordnung fiir ¢(¢) und p(¢). In der Lagrange-Formulierung spielen die Geschwindigkeiten ¢ eine
den verallgemeinerten Ortskoordinaten ¢ untergeordnete Rolle: die FEuler-Lagrange-Gleichungen
sind lediglich unter Punkttransformationen ¢ — (g, t) forminvariant, und das Transformationsge-
setz fiir ¢ wird durch ¢ festgelegt. Durch den Ubergang zur Hamiltonschen Formulierung werden
die Impulse p den Ortskoordinaten g formal gleichgestellt. (In der Tat werden wir Hamiltonsche
Systeme kennenlernen, wo eine Unterscheidung zwischen Orten und Impulsen global gar nicht
moglich ist!) Dies fithrt u.a. zu einer Vergroflerung der Gruppe von Transformationen, welche die

Bewegungsgleichungen forminvariant lassen, sieche Abschnitt 9.6.
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9.3 Die Symplektische Gruppe Sp(2f)

_ Zum Einstieg ins Thema betrachten wir die kanonischen Gleichungen eines Hamil-

tonschen Systems mit einem Freiheitsgrad (f = 1):

OH : oOH

ng_p’ p__é_q'

In Matrixform geschrieben lauten diese Gleichungen

()= (o) Girin)

Unser Augenmerk richtet sich jetzt auf die schiefsymmetrische Matrix

j:<flé). (9.21)

Sie bestimmt eine schiefsymmetrische Bilinearform J auf der Phasenebene M = R? durch

ﬂmwzwﬂg(ﬂ_®<z):%%—%%. (9.22)

Diese Bilinearform ist zu vergleichen mit der symmetrischen Bilinearform

(u,v) = ZZ U; V;

eines Euklidischen Skalarprodukts. Wie wir aus dem Kapitel tiber starre Korper wissen, ist
die Invarianzgruppe im letzteren Fall die orthogonale Gruppe (oder Drehgruppe). In analoger
Weise bringt uns die Forderung der Invarianz von J zur symplektischen Gruppe. Ein gewisses

Verstandnis dieser Gruppe ist notwendig fiir die weitere Entwicklung der Hamiltonschen Mechanik.

_ Sei W ein reeller Vektorraum gerader Dimension, dim W = 2f,

und w: W x W —= R, (z,y) = w(x,y) = —w(y,x) eine schiefsymmetrische Bilinearform. Ist w

nichtentartet, so heifit das Paar (W, w) ein symplektischer Vektorraum.

- Das Hauptbeispiel fiir einen symplektischen Vektorraum ist die Summe W =V @ V*
eines reellen Vektorraum V ~ RS mit seinem Dualraum V*. Auf einem solchen Raum W definiert

manw: W xW > Rfirx, =v;+ f; € VO V*=W durch

w(vr + f1,v2 + f2) = fo(v1) — fi(ve), (9.23)

mittels der kanonischen Paarung V*®@V — R, f®v +— f(v). Diese kanonische Bilinearform w ist

schiefsymmetrisch und nichtentartet.

_ Sei (W,w) ein symplektischer Vektorraum der Dimension 2f. Die

Gruppe aller linearen Abbildungen S : W — W, die w invariant lassen, also fiir alle =,y € W die
Relation

w(Sz, Sy) = w(z,y) (9.24)

erfiillen, heifit die symplektische Gruppe in 2f Dimensionen und wird mit Sp(W,w) = Sp(2f,R) =
Sp(2f) bezeichnet. Die Elemente von Sp(2f) heilen symplektische Abbildungen.
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_ Sei nun {ey,...,eqr} eine Basis von W. Wie immer definieren wir die

Matrix einer linearen Abbildung S : W — W durch
S@i = Zej S]z (925)
J
AuBerdem setzen wir w;; = w(e;, e;). Wir wollen nun sehen, welcher Bedingung die Matrix

einer symplektischen Abbildung S unterliegt. Dazu entwickeln wir Se; und Se; nach der Ba-

sis {e1,...,ear} wie in (9.25) und berechnen

wij = w(es, e5) = w(Sey, Ses) = Y wlex, er) Ski Sy = D i wit Sy -
K

kl

Bezeichnet S die Matrix von S und & die Matrix von w, so erhalten wir
StoS=0. (9.26)

Betrachte den symplektischen Vektorraum (W,w) mit W = R? und @ = (w;;) =

( 0 1). Eine reelle 2 x 2-Matrix S = (Z ist die Matrixdarstellung einer symplektischen

b
~1 0 d
Abbildung, wenn sie Gleichung (9.26) erfiillt. Wegen

() ()66 5)-wm(h)

tibersetzt sich die Bedingung (9.24) an S in ad — bc = 1, d.h. Sp(2) besteht aus den linearen

Abbildungen R? — R? mit Determinante Eins.

_ Wir zeigen jetzt, dass DetS = 1 ganz allgemein fiir alle S € Sp(2f) gilt.

Dazu betrachten wir die mit dem auleren Produkt A gebildete alternierende 2f-lineare Form

Q:=wAwA- - Aw (f Faktoren). Da ) top-dimensional und somit eine Volumenform ist, gilt
(i) Q(Sv1,..., ) = DetS - Q(vy, ..., vey),

per Definition der Determinante. Da mit w auch € unter Sp(2f) invariant ist, gilt andererseits
(i) Q(Svy,...,Sv9p) = Qvy, ..., vey).

Aus der Kombination von (i) und (ii) folgt DetS = 1. Wegen der Bedeutung von DetS als Volu-

menanderung kénnen wir auch sagen, dass symplektische Abbildungen volumenerhaltend sind.

_ Das charakteristische Polynom x(A) = Det(A—.5) einer symplektischen Abbildung
S € Sp(2f) hat die Eigenschaft
X(A) = A (A7), (9.27)

Zum Beweis bringen wir die Gleichung (9.26) fiir die Matrixdarstellung S von S in die Form

S = 5180, Hiermit finden wir

Det(A — S71) = Det(A — &1 S'@) = Det(@™1)Det(A — S')Det (@) = Det(A — S) = x()),
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wobei fiir das zweite Gleichheitszeichen die Multiplikativitat der Determinante benutzt wurde.

Andererseits gilt:
Det(A — S71) = Det(S71)Det(AS — 1) = (=A)* Det(A\™' — §) = Ay (A7h).

Durch Vergleich der beiden Ausdriicke fiir Det(\A — S™!) folgt die Behauptung (9.27).

_ Wegen x(0) = Det(—S) = DetS = 1 folgt aus x(A) = A2 x(A1), dass mit A\ auch
A~! Nullstelle von yx und somit Eigenwert von S ist. Da dariiber hinaus mit jeder komplexen
Nullstelle A des reellen Polynoms x auch die komplex konjugierte Zahl A eine Nullstelle von y ist,
treten die Eigenwerte symplektischer Abbildungen i.a. als Quadrupel (A, A=*, X\, A7) auf.

- Die 2 x 2-Matrix Jr von Abschnitt 8.6 ist symplektisch. Aus Dimensionsgriinden sind
in diesem Beispiel (f = 1) nur zwei Félle moglich:

(i) A = A. Dann haben wir ein Paar von reellen Eigenwerten (A, A\7!) = (A, A71).

(ii) A= A"t (oder |A|? = 1). Dann haben wir ein Paar (A, \) = (A7, A71).

9.4 Hamiltonsche Systeme

Wir wollen jetzt die allgemeine Formulierung Hamiltonscher Systeme kennenlernen. Ein wichtiges

Beispiel, dessen Behandlung diese Allgemeinheit erforderlich macht, ist der klassische Spin.

_ Sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension 2f und w eine 2-Form
auf M. Ist w geschlossen und nichtentartet, so heifit w eine symplektische Struktur auf M, und

das Paar (M, w) heiit eine symplektische Mannigfaltigkeit.

_ Nun betrachten wir ein mechanisches System mit Ortskoordinaten (qi,...,qy)

und Impulskoordinaten (py,...,ps). Der Phasenraum sei M = RS x R/, und wir erkliren eine
geschlossene nichtentartete 2-Form w auf M durch w = Z£:1 dpr A dq,. Das Paar (M,w) ist
dann eine symplektische Mannigfaltigkeit. Weiter sei H : M — R eine Funktion und Xy das
zugehorige Hamiltonsche Vektorfeld:

f
H H
XH:Z(a_i_a_i) (9.28)
Opr Oqr.  Oqi Opy,
Dieses Vektorfeld setzen wir jetzt in die zweite Position von w ein:

f
OH oOH
w(-,Xg) = —dp, + —d =dH. 9.29
(-, Xn) kgl (5pk Prt 5 Qk> (9.29)

Offenbar lasst sich die Beziehung zwischen H und Xy koordinatenfrei durch

w(-, Xg) = dH (9.30)

formulieren. Sind w und H gegeben, und ist w geschlossen und nichtentartet, so definieren wir

Xy fortan durch Gleichung (9.30).
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Eine Losung v der Bewegungsgleichungen eines Hamiltonschen Systems ist per Definition eine
Integralkurve v : I — M von Xp, d.h. es gilt 4(¢) = Xpu(v(¢)) fir t € I. Diese Vorbetrachtungen

motivieren die folgende Verallgemeinerung der Definition Hamiltonscher Systeme.

Definition.| Ein Hamiltonsches System ist ein Tripel (M, w, H). Hierbei ist (M, w) eine symplek-
tische Mannigfaltigkeit — namlich der mit einer geschlossenen nichtentarteten 2-Form w versehene
Phasenraum M — und H : M — R eine differenzierbare Funktion, die Hamilton-Funktion. Die

Bewegungsgleichungen eines solchen Systems sind die Hamiltonschen Gleichungen

& = Xu(z)], (9.31)

wobei das Hamiltonsche Vektorfeld Xy durch Gleichung (9.30) bestimmt ist.

Bemerkung. Diese Definition lasst sich auf nichtautonome Systeme ausdehnen. Die Hamilton-
Funktion ist dann eine Funktion H : M xR — Rund Xy : M x R — R?* wird wieder durch
Gleichung (9.30) bestimmt, wobei allerdings jetzt dH nicht das totale Differential ist, sondern
dH = "% (0H/dz') dx;. Es fehlt also der Term (9H/dt)dt. Die Bewegungsgleichungen sind

wieder & = Xg(z,1).

9.4.1 Der klassische Spin

In der Quantenmechanik lernt man, dass Elementarteilchen wie z.B. das Elektron eine intrin-
sische Figenschaft besitzen, den sogenannten “Spin”, welcher sich unter der Galilei-Gruppe wie
ein (Bahn-)Drehimpuls transformiert. Wir erinnern daran, dass in Abschnitt 2.2 (KTP1) der

Drehimpuls als schiefsymmetrische lineare Abbildung
(=" V-V (9.32)

des Euklidischen Vektorraums V ~ R? eingefiihrt worden war.

Modellierung. Ohne in darstellungstheoretische Feinheiten einzusteigen [eigentlich ist in der
Quantentheorie von Spin-Freiheitsgraden die Drehgruppe SO(3) durch ihre doppelte Uberlagerung,
Spin(3) = SU(2), zu ersetzen], modellieren wir den Spin in klassischer Vorstellung als schiefsym-
T .

metrische lineare Abbildung ¢ = —o V' — V in Analogie zum Bahndrehimpuls. Zusétzlich

verlangen wir, dass o die Eigenschaft eines Generators (siche Abschnitt 2.1, KTP1) hat, also
o? = I, (9.33)

mit IT dem Projektor auf eine variable Ebene in V ~ R3. Fiir die Spur folgt Tro? = —TrII = —2.
Umgekehrt folgt aus 0 = —o7 und Tro? = —2 die Generatorbedingung 0? = —II (siehe hierzu

Abschnitt 2.1.1, KTP1). Die Bewegungsgleichung fiir einen Spin ¢ im Magnetfeld B lautet
& = o, B, (9.34)

wobei die magnetische Feldstarke B = ij
Skalarprodukts) als schiefsymmetrische lineare Abbildung B = )

Bijdx; N dx; (unter Verwendung des Euklidischen
i> Bi; J;; aufgefasst wird, und
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die Klammer [o, B] der Kommutator von Abbildungen ist. Die Konstante p heifit das “gyro-
magnetische Verhéltnis”; sie hat die physikalische Dimension von Ladung pro Masse. Aus (9.34)

schliet man durch die folgende kurze Rechnung,

d
ETI 0? = 2Tr(06) = 2uTr(o[o, B]) = 2uTx(B[o, o]) = 0,
dass Tro? = —2 erhalten und somit die Einschrankung o? = —II mit der Dynamik vertriglich ist.

_ Wir betrachten nun die spezielle Situation, dass B = | B|J3 nicht von der

Zeit abhéngt. (Wie zuvor kiirzen wir ab: Jy = Js, Jss = Ji, J13 = Jo; siehe Gleichung (2.78)
von Abschnitt 2.5.) In diesem Fall lauten die Bewegungsgleichungen (9.34) fiir 0 = ) 0;J; in

Komponentenschreibweise
0"1 = wrog, 0"2 = —wroy, O"3 = 0, (935)

mit wy, = p|B|. Dieses System kennen wir bereits vom kréftefreien symmetrischen Kreisel. Seine
allgemeine Losung ist eine regulare Prazession um die 3-Achse mit Winkelgeschwindigkeit wy . Im

Falle des Spins nennt man diese Préazession Larmor-Prdzession, und wy, heiit Larmor-Frequenz.

B=const

_ Durch die Verwendung des Isomorphismus R? ~ s0(3) von Abschnitt 2.1.1, Aufgabe
(2.26), lassen sich o und B als axiale Vektoren @ und B auffassen. Unter diesem Isomorphismus
geht das Kommutatorprodukt [o, B] in das Vektorprodukt & x B iiber. Die lineare Differentialglei-
chung %6’ = o X B kénnen wir als dynamisches System in R?® auffassen. Allerdings sprengt der
klassische Spin bei dieser Sichtweise den Rahmen des Hamilton-Formalismus (wegen der ungeraden
Dimension von R3). Im Folgenden ist es unser Ziel, den klassischen Spin im Magnetfeld als

Hamiltonsches System (M, w, H) zu beschreiben.
_ Den obigen Ausfiihrungen geméfl wahlen wir den zweidimensionalen Raum

M :={o€s0(3)|o*=-II}, s0(3)={X €End(R?) | X =-X"}, (9.36)

als Phasenraum fiir den klassischen Spin. Durch Differenzieren von Tro? = —2 langs einer Kurve

in M erhélt man Tr(oc) = 0. Der Tangentialraum zu einem Punkt o € M ist daher
T,M ={X €s0(3) | Tr(cX) =0}. (9.37)
Auf T, M hat man die Bilinearform
We: ToM xT,M - R, (X,Y)— Tr(o[X,Y]), (9.38)
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die wegen [X, Y] = —[Y, X] schiefsymmetrisch ist.

- (i) Es existiert eine Bijektion M — S? (2-Sphére). (ii) Der Tangentialraum T, M hat

die alternative Charakterisierung
T,M={X €s0(3) | X =[o,Y] fiireinY € s0(3)}. (9.39)

(iii) Die lineare Abbildung ad(c) : T,M — T,M, X ~ [0, X] ist bijektiv, und es gilt ad*(c) =
—1d, also [0, [0, X]] = —X. (iv) Die Bilinearform w, : T, M x T,M — R ist nichtentartet.

_ Die Zuordnung o +— w, definiert eine 2-Form w auf M. Aus simplen

Dimensionsgriinden (dim M = 2) ist w geschlossen. Nach Aufgabe (iv) ist w auflerdem nichtent-

artet und somit eine symplektische Struktur auf M. Als Hamilton-Funktion nehmen wir

H: M—R, o~ uTr(cB). (9.40)

_ Wir zeigen jetzt, dass (9.34) die durch das Hamiltonsche System (M, w, H)

bestimmte kanonische Gleichung ist. Dazu beniitzen wir, dass ¢ — v(t) = e Yo e fir Y € T,M

eine Kurve in M durch v(0) = ¢ mit Tangentialvektor 4(0) = [0, Y] = X ist. Es folgt

(AH),(X) = S H(5(1)

d
=z — uTr(XB).
Bt pTr(X B)

—tY _ tY
Tr (e oe B) o

Nun gilt Tr(XB) = —Tr(Blo, [0, X]]) = Tr([o, Bllo, X]) fiir X € T,M. Hiermit liefert die Be-
stimmungsgleichung (9.30) die Beziehung

wTr(o, Bllo, X]|) = (dH),(X) = w,(X, ) = Tr(o]X, 6]) = Tr(c]o, X]).

Daad(o): T,M — T,M, X — [0, X] surjektiv ist, folgt durch Koeffizientenvergleich ¢ = pfo, B,
also die Behauptung.

9.4.2 Satz von Darboux

Der klassische Spin ist unser Parade-Beispiel fiir ein System, das sich nicht global in q und p
zerlegen lisst. (Anders ausgedriickt: M = S? ist topologisch verschieden von M = R%) In Ab-
wesenheit einer solchen Zerlegung existiert auch keine globale Zerlegung in Ortskoordinate ¢ und
Geschwindigkeit ¢. Es gibt daher keine Lagrange-Funktion fiir den klassischen Spin, jedenfalls
nicht im Sinne von Kapitel 8. Die oben angegebene Verallgemeinerung der Definition Hamil-
tonscher Systeme ist also nicht nur eine schone Verzierung der theoretischen Physik, sondern in
diesem Fall wirklich notwendig. Andererseits ist die lokale Ewistenz einer Zerlegung in ¢ und p

durch den folgenden Satz gesichert. (Den Beweis findet man im Buch von Arnold.)

-(Darboux). Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit der Dimension 2f. Dann ex-
istieren zu jedem Punkt x € M eine offene Umgebung N, C M und Funktionen g1, ..., q¢, p1, ..., ps :
N, — R, so dass die symplektische Struktur w auf N, die kanonische Form w = Z£:1 dpr A dgp

annimmt.
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- Betrachte die zweidimensionale Sphire M = S? mit der negativen Raumwinkelform w =
— sin @ df Ad¢ als symplektische Struktur. Auf der am Siidpol P (6 = ) gelochten Sphére S*\ { P}

konnen wir kanonische Koordinaten ¢, p einfiihren, z.B. durch die Koordinatentransformation

1
tangb:]—?, cosf = 1—§(q2+p2), (9.41)
q
oder umgekehrt
q =2sin(0/2)cos¢, p=2sin(0/2)sing. (9.42)
Wie man leicht nachrechnet, nimmt w = —sinfdf A d¢ unter diesem Koordinatenwechsel die

kanonische Form w = dp A dq an. Jedoch sind die lokalen Koordinatenfunktionen ¢, p auf S? nicht
global definiert, denn sie bilden den Rand von S? \ {P} auf die Kreislinie ¢* + p? = 4 (anstelle

eines einzigen Punkts) ab.

- Die Raumwinkelform w = —sinfdf A d¢ lasst sich mit der symplektischen Struktur
des klassischen Spins (Abschnitt 9.4.1) identifizieren.

9.5 Kanonische Transformationen

In der Einleitung zu diesem Kapitel wurde schon vorweggenommen, dass der Ubergang zur Hamil-
tonschen Mechanik u.a. den wichtigen Vorteil hat, eine grofle Freiheit in der Wahl von Koordi-
natensystemen zu lassen, in denen die Bewegungsgleichungen kanonische Gestalt haben. Die

Untersuchung dieser Freiheit fiihrt auf den Begriff der kanonischen Transformation.

_ Wie man aus einer Rechnung vom Beginn des Abschnitts 9.4 erkennt, nehmen
die Bewegungsgleichungen eines Hamiltonschen Systems genau dann die Form der kanonischen
Gleichungen an, wenn die Phasenraum-Koordinaten (g, ..., qf;p1,...,ps) so gewihlt sind, dass

die symplektische Struktur w Normalgestalt hat:

f
w=Y_dp;Adg. (9.43)
k=1

Dann ist némlich w(-, Xgr) = 31 (Xp,q0dpr — Xp1p,dqr), und durch Gleichsetzen mit dH folgt:
XH:Qk = aH/apk ) )(ltl,p;C = —aH/aqk .

_ Ist nun ein Diffeomorphismus ¢ : M — M gegeben, so konnen wir durch

die Verkettung mit ¢ neue Koordinatenfunktionen @1, ..., Q¢; P, ..., Py bilden:

Qr=qo?, Py=pro (k=1,....f). (9.44)

Wir fragen dann, unter welchen Bedingungen die Bewegungsgleichungen des Hamiltonschen Sys-

tems in den neuen Koordinatenfunktionen immer noch die kanonische Form

oOH . OH

G=pp B=-35, (=1 (9.45)
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haben. Nach dem eben Gesagten lautet die Antwort, dass dies genau dann der Fall sein wird,
wenn die symplektische Struktur unter der Koordinatentransformation ihre Normalgestalt behalt,

d.h. wenn gilt w = Z£:1 dPy, N\ dQy . Hieraus resultiert folgende Bedingung an die Abbildung 1:

f f f
w=Y AP NdQx =Y d(pr o) Ad(qi o)) = ¢ (Z dpi N qu> = P'w, (9.46)

k=1 k=1 k=1

also w = 1*w, wobei ¥*w die mit der Abbildung ¢ zuriickgeholte Differentialform bezeichnet.

_ Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. FEine differenzierbare Abbildung

¥ M — M heiflt eine kanonische Transformation, wenn sie w invariant lasst: ¥*w = w.

_ (i) Das Fazit der obigen Diskussion lautet hiermit: die kanonischen Gleichungen

sind forminvariant unter kanonischen Transformationen. (ii) Die kanonischen Transformationen
bilden eine Gruppe. (iii) Punkttransformationen, d.h. Abbildungen des Ortsraums auf sich, sind

kanonisch (genauer: lassen sich zu kanonischen Transformationen erweitern).

- Betrachte nochmals den klassischen Spin: M = S? (Einheitssphire im R3), —w =
Raumwinkelform auf S?. Die Drehgruppe SO(3) operiert auf dem Euklidischen Vektorraum R?,
und da S? ein invarianter Unterraum jeder Drehung ist, operiert SO(3) natiirlich auch auf S?. Es
ist anschaulich klar und lasst sich rechnerisch problemlos nachweisen, dass w unter Drehungen

invariant ist. Folglich ist fiir dieses Beispiel jedes Gruppenelement R : S* — S? R € SO(3), eine

kanonische Transformation.

_ Wir spezialieren jetzt zu M = R?/ in der einfachen Situation, dass

w global in der Form w = Z£:1 dpr. A dq dargestellt werden kann. In diesem Fall ist eine
differenzierbare Abbildung 1) : R?/ — R2/ genau dann eine kanonische Transformation, wenn

D, R* — R fiir alle z € R?/ symplektisch ist.

- Wir holen w vorschriftsmafiig mit ¢* zurtick:

(V") (u,v) = wy(@) (Dot (u), Dot (v)). (9.47)

Unter der angegebenen Voraussetzung an (M, w) kénnen die Tangentialrdume T, Min allen Punk-

ten © € M mit M = R?/ identifiziert werden, und es gilt

f
Wip(z) = Wg = Z dpi N\ dq, =: wy , (9.48)
k=1

unabhéngig von z und . Daher ist die Bedingung *w = w aquivalent zu

WO(U’ U) = Wo (Dw,lvb(u)? D:ﬂ/’(“)) (949)

fiir alle z € R?/. Die Bedingung (9.49) ist aber mit Gleichung (9.24) identisch und somit gleichbe-
deutend mit der Bedingung D, € Sp(2f) fiir alle z € R?/.

_ Die vorstehende Aussage Satz macht klar, warum die symplektische Gruppe Sp(2f)
fiir die Hamiltonsche Mechanik so wichtig ist und in einem gesonderten Abschnitt 9.3 vorab

eingefiithrt wurde.
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- Betrachte (M,w) = (R?,dp A dq) und hier den Spezialfall einer linearen Transfor-
mation S : R? — R? D,S = S. Wir wissen aus Abschnitt 9.3, dass Sp(2) aus den linearen
Abbildungen S : R? — R? mit DetS = 1 besteht. Die nachstehenden linearen Transformationen

haben Determinante Eins und sind folglich kanonisch:

(a) goS =¢qcosa+psinaund poS = —gsina + pcosa
(“elliptische Rotation” in der gp-Ebene).

(b) go S =qcosh B+ psinh § und po S = gsinh 4 pcosh
(“hyperbolische Rotation”).

(¢c) goS=¢ge"und po S =pe™?

(dieses letzte Beispiel ist eine erweiterte Punkttransformation).

9.6 Hamiltonsche Flusse

Die aus Abschnitt 1.7 bekannten Begriffe von Hamiltonschem Vektorfeld und Fluss werden jetzt
wie folgt prazisiert. Sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und X ein differenzierbares
Vektorfeld, dessen Fluss auf ganz M x R definiert ist. Dann heifit X lokal Hamiltonsch (global
Hamiltonsch), falls die 1-Form w(-, X) geschlossen (bzw. exakt) ist. Entsprechend heifit der Fluss
eines lokal (global) Hamiltonschen Vektorfeldes lokal (bzw. global) Hamiltonsch. Nach einem
Standardresultat (Poincaré-Lemma) existiert zu einem lokal Hamiltonschen Vektorfeld X lokal

eine Funktion H, so dass gilt: w(-,X) = dH.

_ Nach der soeben gegebenen Definition bestimmt die symplektische

Struktur w einen Isomorphismus zwischen lokal Hamiltonschen Vektorfeldern und geschlossenen
1-Formen. Da dieser Isomorphismus im Folgenden héufig benutzt wird, ist es zweckméaflig, hierfiir

ein eigenes Symbol einzufithren. Wir schreiben

(X =Ia, falls w(-,X)=a. (9.50)

Ein analoger Isomorphismus, Z, existiert in Euklidischen Vektorraumen: X = Za < (-, X) = a,
womit man den Gradienten einer Funktion f durch gradf := Z(d f) erkldrt. In Anlehnung an

diese Nomenklatur nennen wir X = I(d f) manchmal den symplektischen Gradienten von f.

p p
- |- oyl
q q
das Hamiltonsche Vektorfeld Idp das Hamiltonsche Vektorfeld 1dg

- Wir berechnen fiir (M,w) = (R?, dp A dq) den symplektischen Gradienten der Koordi-
natenfunktion des Impulses, f = p. Dazu setzen wir den Ansatz I(dp) =: X,0, + X, 0, in w ein
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und erhalten dp = w(-, I(dp)) = X, dp — X, dg, woraus folgt, dass I(dp) die Komponenten X, = 1
und X, = 0 hat, also I(dp) = 0, . Eine analoge Rechnung liefert I(dq) = —0, .
_ Sei (g°)ser eine Schar von Diffeomorphismen: M — M. Wir nennen diese Schar eine

FEinparametergruppe von kanonischen Transformationen von (M, w), wenn gilt:
(i) ¢° = 1d;

(ii) ¢*"' =g°og' =g'0g® (s,t € R);

(iii) ¢® ist kanonisch fiir alle s € R.

Wir stellen nun die besondere Rolle Hamiltonscher Flisse in der kanonischen Mechanik heraus:

sie lagsen die symplektische Struktur des Phasenraums invariant.

- Es besteht eine 1:1-Zuordnung zwischen den lokal Hamiltonschen Fliissen und den Einpa-

rametergruppen von kanonischen Transformationen einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w).
_ “Lokal” ist hier wesentlich, wie ein elementares Beispiel unten zeigen wird.

- Wir erinnern an die Definition der Lie-Ableitung (siche Abschnitt 7.3): ist ¢ : M xR —
M, (z,s) — ¢s(x), der durch ein Vektorfeld X auf M bestimmte Fluss, so haben wir
d 4 c (9.51)
—drw| =Lxw. :
ds™* |, X

Auflerdem gilt die Cartan-Formel £Lx = ¢(X) od + d o t(X).

1. (=) Sei also ¢ der Fluss eines lokal Hamiltonschen Vektorfelds X. Per Definition ist dann

w(-, X) geschlossen, also
d(w(X,-)) = —d(w(-, X)) =0.

Da w geschlossen ist (dw = 0) folgt Lxw = 0 als Konsequenz der Cartan-Formel fiir Lx.
Die Abbildungen (¢s)ser sind global definiert und bilden daher eine Einparametergruppe:
oo = 1d, ¢s1t = ¢s 0 Py = ¢ 0 5. Mit Gleichung (9.51) folgt deshalb

d . d .
Egbtw:%és-l-tw

d
= ¢; <£¢:w

):qb*ﬁxw:O

s=0 s=0

fiir alle ¢t € R. Folglich ist ¢, = ¢' eine kanonische Transformation:

¢fw=gjw =Id"w = w.

2. (<) Ausgehend von einer Einparametergruppe kanonischer Transformationen ¢° bilden wir
das Vektorfeld X := % g° ‘s:()’ Durch Umkehren der obigen Schlussweise zeigen wir, dass das

so definierte X lokal Hamiltonsch ist.

_ Betrachte fir (M,w) = (R? dp A dq) die Einparametergruppe von kanonischen
Transformationen

gog®’=gqe’ und pog’=pe”. (9.52)
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(¢°)ser wird erzeugt durch das Vektorfeld

d
X=2g| =q0,-pd,. .
ng B q0, —pO, (9.53)

Mit w(-, X) = qdp + pdq finden wir, im Einklang mit dem obigen Satz,
d(w(-, X)) =d(gdp+pdg) =dg ANdp+ dp A dg = 0. (9.54)

Die Hamilton-Funktion ist hier H = pq, denn w(-, X) = qdp + pdq = d(pq).

Bemerkung. Das Vektorfeld X von Beispiel 1 ist global Hamiltonsch, d.h. die Hamilton-Funktion
H = pq ist auf der ganzen Phasenebene R? definiert. (Dies muss in einfach zusammenhingenden
Phasenraumen wie dem R? immer so sein, weil in diesem Fall jede geschlossene 1-Form nach dem
Poincaré-Lemma exakt ist, d.h. ein global definiertes Potential besitzt. Die Unterscheidung zwis-
chen “lokal” und “global” Hamiltonisch ist nur fiir Systeme mit nicht einfach zusammenhéngendem

Phasenraum notwendig; siehe das néchste Beispiel).

Beispiel 2. Wir betrachten den Phasenraum des ebenen mathematischen Pendels, namlich den
Zylinder M = S! x R. Zur Konstruktion einer geeigneten symplektischen Struktur w betten wir
M auf die natiirliche Weise in den Euklidischen R? ein (siehe Figur).

'R
Sl E

alh
N

V
LY

a | n

a

Sind v und v zwei zu M tangentiale Vektoren im Punkt a € M, und ist n, der nach auflen

gerichtete Normalenvektor (|n,| = 1), so definieren wir:
wa (v, u) := (ng,u X v) (Spatprodukt). (9.55)

Diese symplektische Struktur bleibt offensichtlich ungeédndert, wenn wir den Zylinder langs seiner
Symmetrieachse verschieben oder um seine Symmetrieachse drehen.

Wir koordinatisieren M durch einen Winkel ¢ (0 < ¢ < 27), ndmlich der Auslenkung des
Pendels relativ zu einer festen Achse, und durch den kanonischen Impuls des Pendels: p = 9L/dq

fiir L = $mi?¢* — U(q). In solchen lokalen Koordinaten gilt:
w = dp A dgq.

Mit diesen Vorbereitungen sei nun ¢° : M — M eine Translation des Zylinders um die Strecke s

langs seiner Symmetrieachse. In Formeln: go¢® = ¢ und po ¢g®* = p+s. Da eine solche Translation
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w invariant lasst, ist (¢°)ser eine Einparametergruppe von kanonischen Transformationen. Die

Einparametergruppe (¢°)seg wird durch das Vektorfeld X,

d
X = —g° =9 9.56
ng 0 D> ( )
erzeugt. Dieses Vektorfeld ist zwar lokal Hamiltonsch:
w(-,0,) = —dq ist geschlossen, (9.57)

nicht aber global Hamiltonsch, denn die Koordinatenfunktion ¢ : M — [0,27) ist als stetige
Funktion nicht global auf M definiert, sondern hat eine Unstetigkeit in ¢~!(0).

9.7 Symmetrien und Erhaltungssatze

Die Niitzlichkeit von Erhaltungssatzen bei der Losung mechanischer Probleme ist in den Kapiteln
iiber Newtonsche Mechanik und starre Korper hinreichend deutlich geworden: die Losung der
Bewegungsgleichungen fiir autonome Hamiltonsche Systeme mit einem Freiheitsgrad wird durch
den Energiesatz auf eine Quadratur zuriickgefiihrt. Es lasst sich zeigen, dass dies ein allgemeiner
Sachverhalt ist: Hamiltonsche Systeme mit f Freiheitsgraden sind durch Quadratur l6sbar, wenn
f (unabhéngige) Erhaltungssétze existieren. Das Aufspiiren von Erhaltungssitzen ist daher ein
vorrangiges Ziel des Mechanikers. Hierbei hilft uns das Noether-Theorem, das wir nun in der

Hamiltonsche Mechanik autonomer Systeme formulieren.

_ Gegeben sei das Hamiltonsche System (M,w, H). Der Phasenfluss sei hier
mit : XR—=>M, (z,t) — x) bezelchnet, und wir wollen (der Bequemlichkeit halber
it o + M xR M, (z,t) gb{{()b ich d wi llen (der Beq lichkeit halber)

annehmen, dass er auf dem ganzen erweiterten Phasenraum erkléart sei. Wir nennen eine Funktion
f: M — R ein erstes Integral des Hamiltonschen Systems, wenn fiir alle t € R gilt: f o ¢ = f.
Da es sich bei (¢f1);cg um eine Einparametergruppe von Diffeomorphismen handelt, ist diese
Bedingung aquivalent zu

d
—foof’l  =o0. (9.58)
dt "o

Sind Xp := I(dH) und Xy := I(d f) die symplektischen Gradienten von H bzw. f, so gilt:

SHo0ll| = Lxyf = (41)(Xn) = w(Xu, X;), (9.59)

t=0

Insbesondere folgt sofort, dass die Energie eines autonomen Hamiltonschen Systems erhalten ist:

iHogbf

t=0

_Dies ist die koordinatenfreie Verallgemeinerung eines Arguments von Abschn. 1.6.3.

_ Es sei (M,w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Darauf seien zwei

Funktionen f,g: M — R gegeben — wir haben jetzt also zwei “Hamiltonsche” Systeme (M, w, f)
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und (M, w, g) und zwei global Hamiltonsche Fliisse ¢/, ¢? zu den global Hamiltonschen Vektor-
feldern X := I(d f) und X, := I(dg). Dann gilt die Gleichheit

d

d
—_ f = —— J
dsgo¢s dtfogbt

, (9.61)

s=0 t=0

denn nach Gleichung (9.59) ist 4 f o ¢f
w(X,Y) = —w(Y, X) folgt die Aussage.

= w(X,, Xy) und %g o ¢f

t=0

= w(Xy, X,), und mit

s=|

_ Sei ¢ M xR — M, (z,8) — ¢s(x), der Fluss eines global Hamiltonschen Vek-
torfeldes auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w). Dann heifit (¢)ser eine Einparame-
tergruppe von Symmetrie- Transformationen des Hamiltonschen Systems mit Hamilton-Funktion

H: M — R, wenn H unter (¢g)ser invariant ist, d.h.

Ho¢,=H firalle se€R. (9.62)

Zu jeder Einparametergruppe von Symmetrie-Transformationen eines auto-
nomen Hamiltonschen Systems gehort ein Erhaltungssatz, und umgekehrt.

_ Diese Formulierung des Noether-Theorems ist insofern speziell, als wir uns auf
den autonomen Fall beschranken. Andererseits ist sie allgemeiner als die entsprechende Aussage
in der Lagrange-Mechanik, wo nur eine der beiden Schliisse gezogen werden kann, namlich dass
jede Einparametergruppe von Symmetrie-Transformationen einen Erhaltungssatz impliziert. Die
Umkehrung (also: zu jedem Erhaltungssatz existiert eine Einparametergruppe von Symmetrie-
Transformationen) ldsst sich in der Lagrange-Mechanik nicht zeigen, was daran liegt, dass die

Gruppe der Punkttransformationen zu “klein” ist.

- Sei f: M — R eine Funktion und ¢/ der Fluss von X; = I(d f). Ist (¢)ser eine

Einparametergruppe von Symmetrie-Transformationen, so gilt: %H ogf = (0. Nach Gleichung
s=0

(9.61) folgt dann: £ f o ¢/ = 0, d.h. f ist ein erstes Integral und es gilt der Erhaltungssatz
t

f = const. Die Umkehrung folgt analog durch Vertauschen der Rollen von H und f.

_ Auf der symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w) = (R?, dpAdq) hat das Hamiltonsche
Vektorfeld I (dp) = 0, den durch (¢, p)og® = (g+s, p) bestimmten Fluss ¢°. Die von I(dp) erzeugten
kanonischen Transformationen bilden also die Gruppe der Translationen in ¢. Daher bedeutet
die Aussage des Noether-Theorems hier Folgendes: sind die Raumtranslationen ¢ — ¢ + s eine

Einparametergruppe von Symmetrie-Transformationen des Hamiltonschen Systems mit Hamilton-

Funktion A, d.h. gilt:
d od 0oH
—_ (@] = — =
ds G dq

so ist der Impuls erhalten: p = const. Umgekehrt bedingt Impulserhaltung die Translationsin-

0, (9.63)

varianz der Hamilton-Funktion.

_ Ist p: M xR — M, (z,s) — ¢s(x) der Fluss eines Vektorfeldes X, so sagen wir

auch, dass X die Einparametergruppe (¢;)scr erzeugt.
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_ Fiir ein Teilchen im Euklidischen Raum (F3,V =~ R3 +) haben wir den Phasen-
raum (M,w) = (F3 X V*,Zizl dpi A dqi). Wir betrachten die 3-Komponente (eigentlich die

21-Komponente) des Drehimpulses,

L3 = Lo =poqi —q2p1, (9.64)

und bestimmen wieder das zugehorige Hamiltonsche Vektorfeld. Sei dazu I(dLs) =: ), (Xg, Op +

Xy, Op,.). Dann ergeben sich aus

dLs = d(P2 g1 — Q2 pl) = pa2dq1 + q1 dpa — g2 dp1 — p1 dqs

= w(-,IdLs) = (X, dpi — X,,, dqi)
k

die Komponenten X, = —q2, Xy, = q1, Xo; =0, X, = —p2, X}, =p1, Xp, =0, also
I(dL3) =1 &12 — ({2 (9q1 + p1 8p2 — P2 8,,1 . (965)

Offensichtlich erzeugt I(dL3) die durch

¢

(q1, G2, 433 p1, P2, p3) 0 g” = (g1 cosp — qsin g, qi sin ¢ + ga cos P, gs;

P1COS $ — pasing, pysing + pacos @, p3)

definierte Einparametergruppe von Drehungen um die 3-Achse. Deshalb lautet das Noether-
Theorem in diesem Fall folgendermaflen: sind die Drehungen um die 3-Achse eine Einparame-
tergruppe von Symmetrie-Transformationen, so ist die 3-Komponente des Drehimpulses erhalten:

L3 = const, und umgekehrt.

9.8 Die Poisson-Klammer

_ Die Poisson-Klammer {f, g} zweier differenzierbarer Funktionen f und g auf einer
symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w) ist die Ableitung von f in Richtung des Flusses ¢9 des
Hamiltonschen Vektorfeldes I(dg):
d g
{f.gt=pfoet| . (9.66)
t=0
Durch Bilden der Poisson-Klammer zweier differenzierbarer Funktionen auf M erhalt man also

wieder eine Funktion auf M.

_ (der Poisson-Klammer):

1. Nach Gleichung (9.58) ist eine differenzierbare Funktion f : M — R genau dann ein
erstes Integral des Hamiltonschen Systems (M,w, H), wenn ihre Poisson-Klammer mit H

verschwindet:

{f,H} =0. (9.67)
2. Nach Gleichung (9.61) ist die Poisson-Klammer schiefsymmetrisch:
{f.9} =—{g. f} (9.68)
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3. Nach Gleichung (9.59) kénnen wir schreiben:
{f.9} =w(I(dg), I(d[)). (9.69)

9.8.1 Koordinatendarstellung der Poisson-Klammer

Sei w in lokalen Koordinaten zi,...,xoy dargestellt durch w = %Z” wij dx; N\ dxj;, und sei
X9 = I(dg) = Z?L X70;. Dann folgt aus w(-,X9) = dg = »_,(09/0v;)dr; die Beziehung
Zi’j dz; wi; ng = >, dx;0g/0x;, also Zj Wij Xf = 0g/0z; . Inversion dieser linearen Gleichung
liefert X7 =3~ (w™");:0g/0x;, wobei die Koeffizienten (w™");; durch die Gleichung

D (W hjiwi =10; (9.70)
bestimmt werden oder, anders ausgedriickt, ((w™);;) ist die zu (w;;) inverse Matrix. Damit

erhalten wir:

{g,h} = w(Idh,Idg)

= ZWij <Z(W_1)zkaa_;;> (zl:(w_l)jlg—jl> = -~ g—i(w_l)ijg—;z. (971)

k

_ Ist die symplektische Struktur w beziiglich eines Satzes von

Koordinatenfunktionen g, ..., qs;p1, ..., py in Normalform, w = )", dpi A dgy , so gilt:

f
B Z 0g Oh dg Oh
to.h = — (an Opr Ops 5%) ' (6-72)

Zum Beweis dieser Formel beniitzt man Gleichung (9.71) und die Matrizen

w=(y o) @h=(9, ) (9.73)

Fir den Spezialfall f = g und g = p; ergibt sich

{qupl}zéklv {Qk,QI}:O:{pk)pl} (k7l: 177f) (974)
Insbesondere folgt mit
: or or OF OH OF OH
F = —q. + —7p = — |, 9.75
kz:; (an o 8pkpk) kz:; (5% Opr Op 5%) (9-75)

dass die kanonischen Bewegungsgleichungen (fiir F' = g oder F' = p; oder irgendeine Funktion

F: M — R) mit Hilfe der Poisson-Klammer folgendermaflen geschrieben werden kénnen:

F={F H}|. (9.76)

_ Diese Formulierung kann als Ausgangspunkt fiir die Quantenmechanik dienen.

- Fiir ein System mit zwei Freiheitsgraden, M = R? x (R?)*, w = dp; Adqy + dps Ndqs, sei

¢ = ps ¢1 — g2 p1 der Drehimpuls bzgl. des Ursprungs und ¢ := arctan (¢;/¢2) ein (lokal definierter)
Winkel in der Ortsebene. Dann liefert eine leichte Rechnung:
2 (0p o 9y O

{$,0} = ; (a—ia—m - TZ@E) =1 (9.77)

Das ist das erwartete Ergebnis, denn der symplektische Gradient I(df) einer Komponente ¢ des

Drehimpulses erzeugt bekanntlich Drehungen um die entsprechende Achse.
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9.8.2 Woher kommt die symplektische Struktur?

In der in Abschnitt 9.4 gegebenen allgemeinen Definition Hamiltonscher Systeme ist die sym-
plektische Struktur w Teil der Axiomatik. Dieser Umstand provoziert die Frage, ob sich w aus
irgendeinem konstruktiven Prinzip ergibt oder schlechterdings “vom Himmel” fallt. Fiir Lagrange-
Systeme ist die Antwort klar. In diesem Fall haben wir einen Ortsraum mit Koordinatenfunktionen
¢, ---, qf, eine Lagrange-Funktion L(q,¢) und kanonische Impulse py = 0L/0¢x . Die symplekti-
sche Struktur ist hier immer w = Z£:1 dpr A dqi, und man zeigt leicht, dass sie nicht von der
Koordinatenwahl abhangt.

Anders verhélt es sich fiir Hamiltonsche Systeme wie den klassischen Spin, die keine Lagrange-
Funktion besitzen. In diesem Fall ist dem Dozenten keine gute Antwort auf die Frage nach der
Herkunft der symplektischen Struktur im Rahmen der klassischen Mechanik bekannt. Ahnlich
wie beim Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung erschliefflen sich Ursprung und tiefere
Bedeutung der symplektischen Struktur erst im Rahmen der Quantenmechanik, wie folgt.

Grundlegend fiir die Hamiltonsche Mechanik ist der Phasenraum M. Physikalische Observable
wie Ort, Impuls, Drehimpuls, Energie usw. sind Funktionen auf dem Phasenraum, f: M — R.
Solche Funktionen bilden eine Algebra, d.h. sie konnen linear kombiniert und multipliziert werden,
(af+89)(x) := af(x)+Lg(x) und (f-g)(z) := f(x)g(z). Das Produkt ist kommutativ, f-g = g- f.
Die Observablen der klassischen Mechanik bilden also eine kommutative Algebra.

In diesem algebraischen Zugang gelangt man (Dirac folgend) zur Quantenmechanik, indem man
die Algebra der Observablen nichtkommutativ macht: das kommutative Produkt f-g = ¢g- f wird
durch ein nichtkommutatives Produkt f x g # ¢ * f ersetzt. Das Korrespondenzprinzip verlangt,
dass die Quantenmechanik fiir 4 — 0 (Plancksche Konstante gegen Null) in die klassische Mechanik
iibergeht. Dementsprechend besitzt das quantenmechanische *-Produkt eine Entwicklung nach
Potenzen von £, deren nullter Term das kommutative Produkt ist: f* g = f- g+ O(h). Die

fiihrende nichtkommutative Korrektur wird durch die Poisson-Klammer bestimmt:

frg=Fg+DLf.q} +OM) (9.75)

wobei i = y/—1 die imaginédre Einheit ist. Hiermit lasst sich die Poisson-Klammer durch einen

Grenziibergang formal isolieren:

{f.9h =l (0) (Frg =g+ ). (979

Wie wir wissen, hangt die Poisson-Klammer mit der symplektischen Struktur durch w(Idf, Idg) =
{9, f} zZusammen. Wird die klassische Mechanik also als Grenzfall der Quantenmechanik gesehen,
dann fallt die symplektische Struktur eines Hamiltonschen Systems nicht vom Himmel, sondern
ist in der nichtkommutativen Algebra der quantenmechanischen Observablen kodiert. Fiir den
Fall des klassischen Spins folgt die symplektische Struktur letztlich aus der Quanten-Algebra des
Spins.
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9.9 Liouvillescher Satz

Wir betrachten eine symplektische Mannigfaltigkeit (M, w) der Dimension 2f und definieren eine
Volumenform €2 durch

1 1
Q: M= OGAWA--- Aw. (9.80)

VIR
Ist w in lokalen Koordinaten durch w = Z£:1 dpi N dqi gegeben, so zeigt man leicht, dass gilt:

Q=dpy Ndgy Ndpa Ndga N ... Ndpy Ndgy . (9.81)
Eine direkte Konsequenz der Definition kanonischer Transformationen und des Satzes von Ab-

schnitt 9.6 (Hamiltonsche Flisse) ist

Satz (Liouville). Jeder Hamiltonsche Fluss ¢ ist volumenerhaltend, d.h. mit vol(¢:(U)) := | oo(0) S
gilt vol(¢:(U)) = vol(U) = const fiir jedes Gebiet U C M.

Beweis. Wir beniitzen den Transformationssatz [, @ = [, ¢;Q. Da das Zuriickziehen von

Formen mit dem aufleren Produkt vertauscht, iibertragt sich die Invarianz von w = ¢;w auf

gbe:%(qbfw)/\---/\(gbfw):%w/\---/\w:Q, (9.82)
woraus folgt:
vol(g:(U)) = / oi) = / 2 = vol(U) = const. (9.83)
U A

Bemerkungen:
(i) Der Liouvillesche Satz gilt auch fiir nichtautonome Hamiltonsche Systeme.

(ii) Man nennt Q2 eine Integralinvariante (nach Poincaré). Neben ) existiert eine ganze Serie
weiterer Integralinvarianten, namlich: w, w Aw, ..., w"* =w Aw A --- Aw (k Faktoren), ...,
Q) = w™. Die allgemeine Aussage lautet: Ist A ein 2k-dimensionales Fliachenstiick auf M

und ¢;(A) sein Bild unter ¢, so gilt | o(A) w"* = const.

(iii) Der Liouvillesche Satz hat viele Anwendungen (siche z.B. Abschnitt 8.6); u.a. spielt er eine

bedeutende Rolle in der Begriindung der Thermodynamik aus der statistischen Mechanik.
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9.10 Erzeugende Funktionen

Wir kehren zum elementaren Fall f = 1, M = R?, w = dp A dq zuriick. Fiir eine kanonische

Transformation 1) : R? — R? setzen wir Q = go v und P = p o). Dann gilt
d(pdqg— PdQ)=dpANdqg—dP NdQ =w —w = 0. (9.84)

Die Differenz von 1-Formen pdq — P dQ ist also geschlossen und nach dem Poincaré-Lemma fiir

M = R? auch exakt. Es existiert somit eine Funktion S : R? — R mit der Eigenschaft
dS = pdg— PdQ. (9.85)

Definition. Wir nennen eine kanonische Transformation ¢ : R* — R? vom Typ 1 (bzw. Typ 2),

wenn ¢ und g o ¢ (bzw. p o) einen Satz unabhingiger Koordinaten bilden.

Typ 1. Sei nun ¢ vom Typ 1. Dann lasst sich eine Funktion Si(q,@) : R? — R finden, so
dass S = S1(q, Q). Aus der linearen Unabhéngigkeit von dg und d@) folgt nach Einsetzen von
ds = asl( ,Q)dg+ < ‘951 (q Q) dQ in (9.85), dass S;(q, Q) den folgenden Gleichungen geniigt:

p= 351(«1 Q. P=- agm Q). (9.86)

Diese Schritte lassen sich umkehren und zur Konstruktion von kanonischen Transformationen
beniitzen. Dazu geben wir uns eine zweimal stetig differenzierbare Funktion Si(q, @) vor. Unter
der Voraussetzung 925;/0¢0Q # 0 konnen wir dann die erste Gleichung in (9.86) lokal nach @
auflosen und erhalten Q = Q(g¢,p). Diese Beziechung setzen wir in die zweite Gleichung von (9.86)
ein und erhalten P = ﬁ(q,p). Per Konstruktion gilt dann dp A dg = dP A d@Q. Die Funktion
S1(q, Q) heiBt eine erzeugende Funktion vom Typ 1.

Beispiel. Die Wahl Si(q, @) ergibt p = Q und ¢ = —P.

Typ 2. Nicht alle kanonischen Transformationen sind vom Typ 1. Zum Beispiel fallen fiir die
identische Transformation die Funktionen ¢ und ) zusammen und sind nicht unabhangig. Es
ist also nicht moglich, die identische Transformation aus einer erzeugenden Funktion S;(¢, Q) zu
gewinnen. Dies lasst sich jedoch mit Typ 2 bewerkstelligen. Sei jetzt ) vom Typ 2. Dann setzen
wir

S =: S3(q, P), (9.87)

wobei jetzt dS = pdq + @) dP gelten soll. Wir bilden das Differential,

95,
P)dq +

85,
pdg+QdP = dS = 222 ap(

%% 2(q, q,P)dP, (9.88)

und folgern aus der linearen Unabhéngigkeit von dg und dP die Relationen

pzaa—sqz(q,m, Q="24.p) (9.89)

Offensichtlich hat die identische Transformation ) = ¢, P = p die erzeugende Funktion S3(q, P) =

qP. Auch hier kann man wieder umgekehrt vorgehen. Fiir eine vorgegebene erzeugende Funktion
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Sa(g, P) 16st man die erste Gleichung in (9.89) nach P auf und setzt das Resultat in die zweite
Gleichung von (9.89) ein.

_ Im Formalismus der kanonischen Storungsrechnung beniitzt man als Ausgangspunkt
eine erzeugende Funktion vom Typ 2: Ss(q, P) = ¢P + € f(q, P) mit kleinem Parameter e. Ein
monumentales Resultat dieses Formalismus (genauer: von trickreichen Verbesserungen desselben)

ist das Theorem von Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM-Theorem).

9.11 Elektrodynamik als Lagrange-System

Als kurzen Nachtrag zum Lagrange-Formalismus kehren wir zur Elektrodynamik zuriick und be-

trachten das Wirkungsfunktional
S:/Ldt, L:/ (%E/\D—%B/\H—qﬁp—i—A/\j). (9.90)
Es

Hierbei sind die Funktion ¢ (elektrisches Skalarpotential) und die 1-Form A (magnetisches Vek-

torpotential) ein Satz von Potentialen fiir die zeitabhédngigen Feldstérken, d.h.
B=dA, E=—d¢— A, (9.91)

Man priift schnell nach, dass mit diesem Ansatz die homogenen Maxwell-Gleichungen (dB = 0
und B = —dF) identisch erfiillt sind. Die Ladungsdichte p und Stromdichte j sind hier als
vorgegeben zu betrachten. Den nichtmateriellen Teil des Wirkungsfunktionals S kennen wir schon

aus Abschnitt 7.6 (Spule in Bewegung: Relativitatsprinzip).

_ Es soll nun gezeigt werden, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen

zum obigen Wirkungsfunktional (mit den Potentialen ¢, A als verallgemeinerten “Ortsfreiheits-
graden” ¢) mit den inhomogenen Maxwell-Gleichungen tibereinstimmen. Zu diesem Zweck ist es

bequem (obschon nicht nétig), zu Raum-Zeit-Gréfien iiberzugehen:
F=B+EANdl, G=D—HANdl, A=—¢dt+A, J=p—jAd (9.92)

Wir haben dann F' = dA (und somit automatisch die homogenen Maxwell-Gleichungen dF' = 0),

und das Wirkungsfunktional verkiirzt sich zu
ﬂA:/mgFAG—AAﬂ. (9.93)
My

- Das Wirkungsfunktional (9.93) hat die Funktional-Ableitung

d
%S[A + 80(]

—/‘WaAG—aAﬂ, (9.94)

s=0
und nach dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung folgen die inhomogenen Maxwell-
Gleichungen

dG = J. (9.95)
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9.12 Elektrodynamik als Hamiltonsches System

Der Ubergang zur Hamiltonschen Formulierung der Elektrodynamik wird dadurch erschwert,
dass die verallgemeinerten Ortsfreiheitsgrade A = —¢dt + A nicht eichinvariant, also nicht voll
physikalisch sind. Wir umgehen diese Komplikation, indem wir direkt mit den Feldstarken F
und B arbeiten. (Warnung: Die Ausfiihrungen werden stark komprimiert sein. Fiir mehr Details

verweise ich auf mein Skript zur Vorlesung Quantenfeldtheorie 1.)

_ Um in der Lagrange-Funktion (9.90) der Elektrodynamik die physikalisch

unbestimmten Eichpotentiale ¢ und A durch die physikalisch bestimmten Feldstarken £ und B
zu ersetzen, dricken wir die Ladungsdichte p und die Stromdichte j durch eine Polarisierung

P € Q%(Fs) sowie eine Magnetisierung M € Q'(Fs) aus:
p=—dP, j=P+dM. (9.96)

Ein solches Vorgehen kennen wir schon aus dem Abschnitt 7.11 iiber Elektrodynamik in Materie.
Der Unterschied zu vorher ist, dass wir jetzt p und j als Ganzes (also nicht nur den unkontrol-
lierbaren Materieanteil) auf diese Weise ausdriicken. Durch Einsetzen in (9.90) und partielles

Integrieren entsteht ein potentialfreier Ausdruck fiir die Lagrange-Funktion:

d
L-— A/\P:/ (EANGD+P)—BA(3H—M)). (9.97)
Es3 Es3

Der zweite Summand auf der linken Seite hat als totale Zeitableitung bekanntlich keine Auswirkung

auf die Euler-Lagrange-Gleichungen und wird daher im Folgenden weggelassen.

_ Fiir den Ubergang zur Hamilton-Formulierung wihlt man die sogenannte

temporale Eichung ¢ = 0, also E = —A und B = dA. Mit dieser Wahl ist die elektrische
Feldstiarke E (oder ihr Negatives) als verallgemeinerte “Geschwindigkeit” im Sinne der Lagrange-
Mechanik zu betrachten. Den kanonischen Impuls erhalten wir dann wie immer durch Bilden der

(Funktional-) Ableitung der Lagrange-Funktion nach der Geschwindigkeit (schematische Formel):

SL
sp=D+P=D. (9.98)

Als wichtige Eigenschaft des kanonischen Impulses ist hier zu vermerken, dass die 2-Form D
geschlossen ist: dD =dD +dP =p—p=0.
Die Hamilton-Funktion als Legendre-Transformierte der Lagrange-Funktion ergibt sich zu

H= E/\D—L:/ (3BAD+iBANH—-BAM). (9.99)
E3

E3
_ Um die kanonischen Gleichungen aufstellen zu konnen, benotigen wir neben
der Hamilton-Funktion eigentlich eine symplektische Struktur. Stattdessen geben wir die aquivalente
Poisson-Klammer an. Dazu schreiben wir die magnetische Feldstarke B (als Ableitung B = dA
der verallgemeinerten Ortsfreiheitsgrade A) und den kanonischen Impuls D = D + P in der Form

(fiir beliebige Koordinaten z*)

3
B=) Bjdi'Adi/, D= Di*da' (9.100)
i=1

1<j
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Wir konstatieren dann den folgenden Ausdruck fiir die Poisson-Klammer:

{Di(e), Bji(e')} = (<3i,6’j> % — (s, Ok) %) (e — o). (9.101)

In kartesischen Koordinaten z* hat man die Vereinfachung (9;,9;) = d;; und (9;, %) = d;x . Die
Poisson-Klammern von D mit sich und B mit sich verschwinden. Die Materie-Groien P und M

spielen die Rolle von externen Parametern.

_ Die Richtigkeit der behaupteten Poisson-Klammer wird durch Auf-

stellen der kanonischen Gleichungen a posteriori nachgewiesen. Zu diesem Zweck miissen wir die
Hamilton-Funktion durch den kanonischen Impuls (anstelle der verallgemeinerten Geschwindigkeit

E) ausdriicken:

H = (%(D—P)/\*(D—P)Jr%B/\H—B/\M). (9.102)
E3 0

Eine kurze Rechnung (die allerdings ein gewisses Verstdndnis der Dirac-Distribution J(e — ) und

der Ko-Ableitung 6 = — x d % auf 2-Formen erfordert), fiihrt in kartesischen Koordinaten zu

Di(e) = {Di(e) H} = / {Di(e), Bji(¢) } (B/ 1o —xM)x(e") dvole = (=B /o + & x M);(e).
i<k

Koordinatenfrei geschrieben lautet dieses FErgebnis

D=—%6B/ug+*6«M =d(H— M). (9.103)
Mit D = D+ P und P + dM = j folgt das Ampere-Maxwell-Gesetz:
D=dH —dM — P =dH — j. (9.104)
Durch dhnliche Rechnung findet man
Bij(e) = {Bij(e), H} = Z/ {Bij(®). Di() } (* (D — P)/20) (o) dvoly = (—dE);;(e).
kg,
Ohne Miihe erkennen wir hier das Induktionsgesetz B = —dE wieder.

- In der Hamiltonschen Formulierung der klassischen Dynamik des elektromagnetis-
chen Feldes mittels der Hamilton-Funktion (9.99) und der Poisson-Klammer (9.101) erhalt man
als kanonische Gleichung fiir D das Ampere-Maxwell-Gesetz und fiir B das Induktionsgesetz von
Faraday. (Die ohne Zeitableitung formulierten Gesetze dD = 0 und dB = 0 sind Anfangsbedin-
gungen, die unter der so definierten Dynamik invariant bleiben. Zuséatzlich postuliert man die
Gesetze D = egx F und B = ug » H, wodurch die Minkowski-metrische Struktur der Raum-Zeit

ausgedriickt wird.)

_ Das Material der Abschnitte 9.11 und 9.12 gehort nicht zum Klausur-Stoff!
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9.13 Nachtrag zur Magnetostatik: Biot-Savart-Gesetz

In Antwort auf eine Horerfrage tragen wir die folgende Erganzung zur Magnetostatik nach.

_ Darunter verstehen wir die Losung des Ampere-Gesetzes dH = j fiir die

magnetische Erregung H unter der Bedingung 0H = 0 (< dB = 0). Im Formenkalkiil hat man
(fiir einen Punkt p € Ej)

Up=e)j dvol, (Biot-Savart), (9.105)

H =
P o 4r|p — o3

oder, genauer, nach Kontraktion mit einem (axialen) Vektor v € V ~ R3:

j.(p—.,U)
Hy(v)= | 2222 qvol,, 1
p(v) /E Tnlp —epp 0 (9.106)

oder in kartesischen Komponenten (k,l = 1,2, 3):

Hyr) = [ 2= g (9.107)

B, Amr =13

Das Stromlinienstiick 7 = Iy tragt zur 2-Kette der magnetischen Erregung H im Punkt p das von
v und p — e aufgespannte Parallelogramm @ mit Gewichtsfaktor I/(4m|p — e|?) bei.

- Das Vektorprodukt (und mit ihm die Rechte-Hand-Regel) sind auch hier fehl am Platz

und kommen in der obigen Formel stimmigerweise nicht vor :-).

_(des Biot-Savart-Gesetzes). Wir 16sen die Bedingung dB = 0 = § H durch den Ansatz
H=—-6C, CecQ(Es). (9.108)

Als Motivation kann die Identifikation C' = xA/p dienen (Vektorpotential A), denn
—0C =xd*xC =*dA/py =+B/u=H, (9.109)

und es gilt 6H = —§?C = 0 wegen §° = 0. Das Ampere-Gesetz dH = j lautet nun —déC = j.
Fiir den néchsten Schritt stellen wir die Bedingung dC' = 0 (was der Coulomb-Eichung dx A =0
entspricht) und subtrahieren §dC' = 0 auf der linken Seite. Es folgt die Poisson-Gleichung

~AC =] (9.110)

(Nebenbei bemerkt ist dC' = 0 wegen dA = Ad konsistent mit der magnetostatischen Bedingung
dj = 0.) Die Losung C = (—A)~1j der Poisson-Gleichung ist

Jeo Jo(u, )
C, = / ————dvol, also C,(u,v) = / —————dvol, . 9.111
g FEs3 471"]) - .| p( ) Es3 47T|p - .l ( )
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Die Behauptung (Biot-Savart) folgt durch Differenzieren (—dC = H) mit

- In kartesischen Koordinaten z; hat C'= %, Cj; [dz; A dz;; Or] die Ko-Ableitung

0C = Zj (ZZ &-Cz-j) [dz; ; Or]. (9.112)
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