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1 Newtonsche Mechanik

1.1 Affine und Euklidische Raume

In Vorbereitung des Galilei-Modells der Raum-Zeit erinnern wir an die Begriffe des affinen Raums

und des Euklidischen Vektorraums.
_ Sei M eine Menge, V' ein reeller Vektorraum und

+: MxV —>M, (pv)—p+wo

eine Abbildung. Dann heifit das Tripel (M, V,+) ein affiner Raum, wenn die folgenden Axiome
gelten:

(i) p+(v+w)=(p+v)+w (fir alle p € M und v,w € V).
(ii) Zu jedem Paar (p,q) € M x M existiert genau ein Vektor v € V mit p = ¢ + v.

Die Elemente von M heiflen Punkte. Wir schreiben p—¢q := v und nennen p—q den Differenzvektor

zum Punktepaar (p,q). Unter der Dimension von M versteht man die Dimension von V.

_ Man beachte, dass hier zwei Operationen “+” im Spiel sind. Im Fall von v + w
meint das Pluszeichen die Addition zweier Vektoren des Vektorraums V. Dagegen steht das
Pluszeichen in p 4+ v fiir die Addition des Vektors v zum Punkt p, wodurch ein neuer Punkt p 4+ v
bestimmt wird. Das Axiom (i) besagt, dass die beiden Additionen im Sinne von Assoziativitét

miteinander vertriglich sind. (Ubrigens ist Addition von Punkten nicht erklirt.)

_ Man kann V' als Translationsgruppe auffassen und + : M x V — M als die
Wirkung der Translationsgruppe V' auf den Punkteraum M. Addition von v zu p bedeutet dann

Translation des Punkts p um den Vektor v.

- Die Menge aller Punkte in einer Ebene (des physikalischen Ortsraums) zusammen mit,

dem Vektorraum aller Translationen in dieser Ebene bildet einen 2-dimensionalen affinen Raum.
- Folgere aus den Axiomen (i) und (ii), dass fiir jedes Tripel von Punkten (p, ¢, 0) eines
affinen Raumes gilt:

p—q=(p—o0)—(qg—o).

_ Ein Abbildung f: M — N zwischen affinen Raumen heifit affin, wenn

sie affine Unterrdaume auf affine Unterraume abbildet. Das Bild eines Punkts, einer Geraden, einer
Ebene usw. unter einen affinen Abbildung ist also wieder ein Punkt bzw. eine Gerade bzw. eine

Ebene usw. (wobei Entartung zugelassen ist). Jede affine Abbildung f: M — N hat die Form

f(p) = f(o) + L(p — o).

Hierbei ist o irgendein ausgewéhlter Punkt (z.B. der Koordinatenursprung; siehe unten) und
L=D,f = D,f das ortsunabhangige Differential von f. Diese lineare Abbildung L zwischen den

Differenzvektorraumen zu M und N wird der lineare Teil von f genannt.
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_ Der reelle Vektorraum V' sei jetzt mit einer Abbildung
(,): VxV—-=R

ausgestattet. Eine solche Abbildung (-, -) heifit ein Euklidisches Skalarprodukt, wenn sie bilinear,
symmetrisch und positiv definit ist. Ein Vektorraum (V/ (-,-)) mit Euklidischem Skalarprodukt

heiffit Euklidisch. In einem Euklidischen Vektorraum existiert eine kanonische Norm,

[v] :== ++/(v,v) .

Man nennt |v| die Lange des Vektors v. Der Winkel Z(u, v) zwischen zwei Vektoren u, v ist erklért
durch

{u, v)
cos Z(u,v) = ol

Zwei Vektoren u,v mit der Eigenschaft (u,v) = 0 heiBlen zueinander senkrecht oder orthogonal.

_ Nach dieser Erinnerung an grundlegende Strukturen wiederholen wir

ein paar Aussagen zum praktischen Rechnen. Fiir unsere Zwecke sind Koordinaten x; immer
Funktionen

von dem Raum, fiir den sie als Koordinaten fungieren, in die reellen Zahlen. Jede Koordinate x;
hat als Funktion ein wohldefiniertes Differential dz; : M — V*, p — (dz;), .

Fiir das Rechnen in einem affinen Raum (M, V) +) eignen sich sogenannte affine Koordinaten.
Man erhalt solche, indem man einen speziellen Punkt, den sog. Koordinatenursprung o € M,
auszeichnet und eine Basis eq, ..., e, des n-dimensionalen Vektorraums V festlegt. Mit diesen
Daten werden die affinen Koordinaten x;(p), . . ., z,,(p) des Punkts p (also die Werte der Funktionen
x; : M — R auf p) durch die Gleichung

pzo—i—(p—o):o—i-in(p)ei
i=1

bestimmt. Andert man das affine Koordinatensystem {o;€1,...,e,}, so dndern sich die zugehorigen

affinen Koordinaten z;. Die Koordinatendifferentiale dz; sind von der Wahl von o unabhangig.

- Fiir einen affinen Raum (M,V,+) seien zwei affine Koordinatensysteme gegeben,

namlich {o;eq,...,e,} und {0’;¢€},... €.}, mit entsprechenden affinen Koordinaten x,...,z,

/

bzw. z,...,z!. Es existiert dann eine affine Abbildung f : M — M mit der Eigenschaft

J n-*

f(o) =0 und (D,f)(e;) = ¢} (fiir alle p € M). Die affinen Koordinaten héngen zusammen iiber
x; = fru, =alof.
Fiir o' = 0+ ), sie; und € = 3 e;Ly; folgt die explizite Umrechnungsformel

J J
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_ Sei nun (M,V,+) ein Euklidischer Raum, d.h. ein affiner Raum

mit Euklidischem Differenzvektorraum V. In dieser Situation versteht man unter einem Satz
kartesischer Koordinaten x1,...,z, affine Koordinaten x; : M — R mit der speziellen Eigen-
schaft, dass die Basisvektoren ey, ..., e, des zugrunde liegenden affinen Koordinatensystems eine

Orthonormalbasis bilden:
(€irej) = i,
also aufeinander senkrecht stehen und alle die Lange Eins haben.

In einem Euklidischen Raum hat man einen Begriff von Abstand zwischen zwei Punkten:

dp,q) =Ip—ql=Vp—-q¢p—q).

In kartesischen Koordinaten x; wird der Abstand d : M x M — R durch

1p0) = Y )~ i)

ausgedriickt. Aus der Koordinatenunabhangigkeit des Abstands folgt, dass die Matrix L;; fiir den

Wechsel zwischen kartesischen Koordinaten z; und 2 den Bedingungen

Z Li;Liy = 6y
=1

unterliegt. Solche Matrizen heiflen orthogonal. Sie bilden die orthogonale Gruppe O,, .

1.2 Galilei-Raum-Zeit

In der (nicht-relativistischen) klassischen Mechanik modelliert man die Struktur von Raum und
Zeit durch die sogenannte Galilei-Raum-Zeit. Dieses mathematische Modell taugt, solange die
Lichtgeschwindigkeit ¢ als unendlich grofl betrachtet werden kann, also fiir den Zweck der Beschrei-
bung physikalischer Vorgénge mit im Vergleich zu ¢ sehr kleinen Geschwindigkeiten. Das Galilei-
Modell wird verbessert durch das Minkowski-Modell der speziellen Relativitatstheorie und schlief3-
lich, in Anwesenheit sehr starker Gravitation, durch das dynamische Raum-Zeit-Modell der allge-

meinen Relativitatstheorie von Einstein.

_ Unter dem Galilei-Modell der Raum-Zeit (kurz: Galilei-Raum-Zeit) verstehen wir

einen 4-dimensionalen affinen Raum (M, V,+) mit zwei besonderen Eigenschaften:
(i) Auf V existiert eine ausgezeichnete Linearform 7, die absolute Zeit.
(ii) Der Untervektorraum Vo = {v € V' | 7(v) = 0} aller Raum-Translationen ist Euklidisch.

Die folgenden Erlauterungen sollen aufzeigen, was in dieser Definition steckt.

_ Affine Rdume (M, V, +) enthalten affine Unterrdume.

Die affinen Unterraume der Dimension 1 sind Geraden:

v:R—>M, s—A+4+sv (veV). (1.1)



Im Fall der Galilei-Raum-Zeit hat jede solche Gerade (fiir 7(v) # 0) die physikalische Interpretation
einer gleichférmig geradlinigen (oder unbeschleunigten) Bewegung. Der Begriff der gleichférmig
geradlinigen Bewegung ist im Galilei-Modell also invariant (d.h. koordinatenfrei) erkléart und somit
physikalisch sinnvoll. Zu seiner Definition — darauf sei hier explizit hingewiesen — wird weder die

absolute Zeit 7 noch das Euklidische Skalarprodukt (-, -) bendtigt.

Tragheitsgesetz. Dic affine Struktur der Galilei-Raum-Zeit gestattet es, das 1. Newtonsche

Gesetz (auch Tragheitsgesetz genannt) koordinatenfrei zu formulieren:

’Kréiftefreie Bewegung ist gleichférmig geradlinig. (1.2)

In Vorbereitung auf die nichsten Uberlegungen fiigen wir hier noch an, dass jedem Paar von
Punkten (A, B) € M x M eine (bis auf Reparametrisierung) eindeutige Gerade y54 : R — M

zugeordnet ist. Mit der Konvention v5 4(0) = A und y5 4(1) = B wird sie parametrisiert durch
vB,a(s) = A+ s(B — A). (1.3)

Absolute Zeit. Die “Punkte” der Galilei-Raum-Zeit sind natiirlich Ereignisse oder Weltpunkte,
die durch die Angabe von Ort und Zeit spezifiziert werden. Die Anwendung der Linearform 7 auf
den Differenzvektor A — B zweier Ereignisse A, B € M ergibt die objektive (d.h. vom Beobachter
unabhéngige) Zeitdifferenz zwischen A und B.

Mittels der absoluten Zeit 7 wird die Galilei-Raum-Zeit in 3-dimensionale affine Unterraume £
eingeteilt, in denen jeweils alle gleichzeitigen Ereignisse zusammengefasst sind. Man nennt jeden

solchen Unterraum FE auch ein Blatt der durch 7 gegebenen Blatterung der Galilei-Raum-Zeit.

Durch die Wahl (irgend-)einer Geraden, sagen wir v : R — M, s — o+ sw, erhalten wir eine

Eins-zu-Eins-Korrespondenz (s <+ E) zwischen R und der entsprechenden Blatterung durch
E,={AeM|17(A—o0—sw) =0} (1.4)

Per Definition von Ej gilt A — B € Vj fir (A, B) € Es x Es. Somit hat jeder affine Unterraum
E, € M den Vektorraum Vj als Differenzvektorraum, und das auf Vy gegebene Skalarprodukt
(-,-) stattet jedes Blatt (Es, Vo, +) mit der Struktur eines 3-dimensionalen Euklidischen Raumes

aus, d.h. die Operationen von Langen- und Winkelmessung sind auf jedem FE, erklart. All diese
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Blatter sind isomorph (d.h. identische Kopien voneinander), allerdings nicht kanonisch isomorph,

wie wir jetzt ausfithren werden.

_ Motiviert durch die Entdeckung elektromagnetischer Wellen (und

der Frage nach einem Medium, worin sich diese ausbreiten konnten, so wie es Druckwellen in einer
Flissigkeit tun) diskutierten Physiker in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts die mogliche
Existenz einer “Ur-Fliissigkeit”, des sogenannten Athers. Obschon die Ather-Idee nach experi-
menteller und theoretischer Falsifizierung verworfen wurde, soll hier gleichwohl angedeutet werden,
welche Konsequenzen die Existenz eines Athers fiir die Galilei-Raum-Zeit hitte.

Gébe es den Ather und seine Konstituenten, dann hitte man mit den Weltlinien der Ather-
Teilchen eine ausgezeichnete Form von gleichférmig geradliniger Bewegung (und somit einen Be-
griff von absoluter Ruhe). Die Ceradenschar der Ather-Weltlinien gébe der Galilei-Raum-Zeit
eine zweite, riumliche Blitterung (neben der zeitlichen Blitterung durch 7): jede Ather-Weltlinie
ware eine Gerade von Weltpunkten oder Ereignissen, die am gleichen Ort stattfinden.

Die raumliche Blitterung durch den Ather wiirde es auch ermdoglichen, jeder gleichférmig
geradlinigen Bewegung in invarianter Weise eine Geschwindigkeit zuzuordnen. Das konnten wir

dadurch bewerkstelligen, dass wir eine Projektionsabbildung o einfiihren:

7(v)

V=W U — U —— 1.5
o 0, VPV U (@) (1.5)
wobei 0 # u € V irgendein Generator der Schar von Ather-Weltlinien ist. Mit dieser Projektion

wiirden wir dann der gleichformig geradlinigen Bewegung g 4 durch A und B die Geschwindigkeit
v=o0(B—A)/T(B—-A) (1.6)

zuweisen. v hétte die physikalische Bedeutung von Geschwindigkeit relativ zum Ather.

SchlieBlich ergébe der in absoluter Ruhe befindliche Ather einen kanonischen Isomorphismus

s —s

Es—FEy, A= A4+u——r (1.7)
7(u)

zwischen jedem Paar von Blattern F; und Ey der zeitlichen Blatterung durch 7.

_ Nach diesem gedanklichen Ausflug kehren wir zur physikalischen Realitéit zurtick.
In der Physik ist man sich heute einig, dass (i) der Ather nicht existiert, (i) kein Zustand ab-

soluter Ruhe ausgezeichnet ist und (iii) jeder gleichférmig geradlinigen Bewegung nur eine vom
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Bezugssystem abhangige Geschwindigkeit zugeordnet werden kann. Diese Einigkeit beruht u.a.
auf der Erkenntnis, dass das Galilei-Modell letztendlich durch die Relativitatstheorie zu ersetzen

ist (wobei aber mit dem absoluten Raum gleich auch noch die absolute Zeit abgeschafft wird).

1.3 Galilei-Transformationen

Das Thema dieses Abschnitts ist eine spezielle Klasse von Abbildungen g : M — M der Galilei-
Raum-Zeit auf sich. Diese Klasse wird dadurch charakterisiert, dass ihre Elemente die invariant
erklarten Strukturen der Galilei-Raum-Zeit — namlich die affine Struktur 4+, die absolute Zeit
7 und die Euklidische Geometrie (-,-) von V{ — invariant lassen. Solche Abbildungen ¢ heilen

Galilei- Transformationen. In den folgenden Absétzen werden wir sie ndher beschreiben.

_ Wie oben erlautert wurde, ist das Galilei-Modell der

Raum-Zeit mit einer invariant erklarten affinen Struktur ausgestattet. Als strukturerhaltende
Abbildungen haben Galilei-Transformationen g : M — M alle affinen Unterrdume von M wieder
auf ebensolche abzubilden. Insbesondere miissen gleichférmig geradlinige Bewegungen (kurz: Ge-
raden in M) wieder in ebensolche tiberfiihrt werden. Jede Galilei-Transformation ist also affin.

Wie wir schon wissen, léasst sich jede affine Abbildung g : M — M in der Form
g(p) = g(o) + L(p — o) (0o € M Dbeliebig, aber fest gewahlt) (1.8)

ausdriicken. Hierbei ist L : V — V das Differential L = D,g von g.

- Zeige, dass das Bild einer Ebene

S:R*—= M, (s,t)=p+tsuttv (u,veV), (1.9)

unter g(e) = g(0) + L(e — 0) wieder eine Ebene ist.

_ Im Unterschied zu allgemeinen affinen Abbildungen unterliegen Galilei-

Transformationen g zweitens der Forderung, dass sie die absolute Zeit 7 (und somit auch die
durch 7 gegebene Blétterung der Galilei-Raum-Zeit) invariant lassen. Zwei Ereignisse A und B
mit dem zeitlichen Abstand 7(B — A) werden also auf zwei Ereignisse g(A) und g(B) mit der
gleichen Zeitdifferenz 7(g(B) — g(A)) = 7(B — A) abgebildet. In Formeln gilt (mit dem Hinweis,

dass 7 als Linearform auf V' nicht mit g sondern dem Differential L von ¢ zu transformieren ist):
L'r=71oL=r. (1.10)

Insbesondere dndert sich die Aquivalenzrelation der Gleichzeitigkeit von Ereignissen nicht, und

jede Raumtranslation v € Vj bleibt eine Raumtranslation Lv € V), also
LVy C Wy (1.11)

_ In Vorschau auf die Lorentz-Transformationen des Minkowski-Modells der speziellen

Relativitatstheorie ersetzen die Lehrbiicher oft L*r = 7 durch die schwichere Bedingung L*72 =



72, also L*1 = +7. Man erlaubt somit, dass Galilei-Transformationen die Zeitrichtung umkehren.
Ohne grofien Verlust verzichten wir hier auf diese Allgemeinheit und arbeiten nur mit dem or-

thochronen Teil der Galilei-Gruppe (ohne Zeitumkehr).

_ Wegen LV, C Vj ist die eingeschrankte Abbildung R = L|y, eine lineare

Abbildung R : Vy — V4. Die dritte und letzte Forderung an Galilei-Transformationen lautet,

dass die durch (, ) gegebene Euklidische Geometrie invariant bleibt. Man verlangt demnach
(Ru, Rv") = (v,v") (fir alle v,v" € Vp), (1.12)

woraus folgt, dass R eine orthogonale Transformation (oder Drehung) von Vj ist.

_ Wir fassen kurz zusammen. 1) Jede Galilei-Transformation g : M — M ist eine
affine Abbildung. 2) Der lineare Teil L = D,g transformiert den Unterraum Vy C V' réaumlicher

Translationen in sich. 3) Der eingeschrénkte lineare Teil R = L|y; ist eine Drehung.
- Zeige, dass die Menge der Galilei-Transformationen eine Gruppe bildet. [J

Um den Ausdruck fiir Galilei-Transformationen weiter aufzuschliisseln, bendtigen wir eine
Raum-Zeit-Zerlegung, d.h. eine Zerlegung von V' in Vj) und einen zu V komplementaren Vektor-
raum V; der Dimension Eins. Leider gibt es keine kanonische Wahl von V; . (Beachte: da das
Euklidische Skalarprodukt (-, -) zwar auf dem Vektorraum Vj der Raum-Translationen invariant
erklart ist, nicht aber auf dem Vektorraum V' aller Raum-Zeit-Translationen, haben wir keine
Handhabe fiir die Konstruktion eines orthogonalen Komplements von V in V. Abhilfe wiirde hier
der Ather schaffen ...) Um weiter zu kommen, miissen wir irgendein V; willkiirlich auswéhlen.

Wir setzen Vi = Ro fiir ein beliebiges, aber festes v € V' mit 7(v) # 0 und schreiben
V=Vy,®V, (direkte Summe). (1.13)

Physikalisch gesprochen bedeutet die willkiirliche Wahl von V; die Entscheidung fiir ein Bezugsys-
tem; genauer: die Auszeichnung einer gleichformig geradlinigen Bewegung mit Weltrichtung v.

Durch die Wahl (1.13) wird der lineare Teil L : V — V der Galilei-Transformation in vier
Stiicke zerlegt:

R, =0, 1. (1.14)

S w,

L’Vo—)VO = L{Vo—)vl L‘V1—>V0 = L‘V1—)V1 =

Die letzte (wie die zweite) Gleichung ist eine Konsequenz von L*7 = 7. In -haben wir

L= (Jg 11”) . (1.15)

_ Fiir den spateren Gebrauch seien hier zwei ausgesuchte Untergruppen der
Galilei-Gruppe erwéahnt. (i) Die Gruppe Euklidischer Bewegungen g (kurz: Euklidische Gruppe)

ergibt sich durch die Einschrankung w = 0 und die Forderung, dass g jedes Blatt der 7-Blatterung
in sich transformiert (also nur Raumtranslationen zugelassen sind). (ii) Die Wahl R = Idy;, zusam-

men mit der Forderung g(o) = o definiert die Untergruppe spezieller Galilei-Transformationen.
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Nach der Prasentation der Galilei-Gruppe und zweier Untergruppen aus invarianter Sicht wen-
den wir uns nun der Beschreibung in_zu. Sei dazu xg, x1,r9, 23 : M — R ein Satz
von Koordinatenfunktionen. Wir kénnen den Effekt einer Galilei-Transformation g rechnerisch
erfassen, indem wir sie auf die Koordinaten (anstelle des Ereignisraums M) anwenden. Bekannt-
lich geht jede Funktion f: M — R (so auch jede Koordinatenfunktion) unter einer Abbildung
g: M — M in ihren durch (¢*f)(p) := f(g(p)) definierten Pullback ¢*f iiber. Wir betrachten
jetzt also

g*xu:xuog (/’620717273) (116)

Fiir die Konkretisierung von g*x,, mittels der oben etablierten Eigenschaften von g ist es geschickt,

gut angepasste Koordinaten zu verwenden. Hierzu zunachst eine Vorbereitung.

_ Wir nennen ein affines Koordinatensystem {o; ey, €1, €2, e3} von (M, V, +) ein Galilei-

System, wenn die folgenden Zusatzeigenschaften erfiillt sind:
(i) 7(eo) =1, 7(e1) =7(e2) =7(e3) =0,
(11) <€i7 €j> = 61']' (”L,] = 1, 2, 3)

In Worten: die drei Vektoren ey, €5, e3 sind Raumtranslationen und bilden eine Orthonormalbasis

von V4. Der vierte Basisvektor ey bewirkt eine Translation der Zeit um eine Zeiteinheit.

ﬁ
NN

&

_ Die Wahl von ey bestimmt eine Raum-Zeit-Zerlegung V' = V;, & Rey. UJ

Wir wéhlen unsere Raum-Zeit-Koordinaten x,, (1 = 0,1,2,3) jetzt als die affinen Koordinaten
eines Galilei-Systems, und wir setzen Re; = ) . e;R;; und (Leg)|y, = >, wie; . Zudem bemerken
wir, dass gilt (dzg)e = 7. Mit (¢*dz,)e = L*(dz,)e folgen dann aus (1.14) die Gleichungen

g*dLEO = dl’o , g*dl'l = Z Rij diCj + w; dill'o . (117)
J
Integration dieser differentiellen Beziehungen fiihrt zum Ergebnis
g*xo :.T0+CLO, g*l’l = ZR” .Tj —|—wi LUO+CL¢. (118)
J

Die physikalische Bedeutung der Integrationskonstanten a, € R erschlieit sich aus

24(9(0)) = (9"x,.)(0) = ay - (1.19)

Die Zahlen q, sind also die Koordinaten (im gewéhlten Galilei-System x, mit Koordinatenur-
sprung o) des Galilei-transformierten Weltursprungs g(o). Anders ausgedriickt ist a; (bzw. ag) die

durch g bewirkte Raumtranslation (bzw. Zeittranslation) von o in Richtung von e; (bzw. eg).
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1.4 Newtonsches Bewegungsgesetz

Bisher haben wir mit dem vollen Galilei-Modell der 4-dimensionalen affinen Raum-Zeit gearbeitet
und die Nichtexistenz des Athers und einer kanonischen Raum-Zeit-Zerlegung stark betont. Um
die weitere Behandlung transparent zu gestalten, riicken wir von dieser umfassenden (und letzt-
endlich zu anstrengenden) Gesamtschau ab und lassen uns auf eine konkrete Raum-Zeit-Zerlegung
ein. Wir treffen jetzt also irgendeine feste Wahl V' = V; @ Reg. Auflerdem fixieren wir ein Blatt
Ey der m-Blatterung der Galilei-Raum-Zeit M und erklaren dieses Blatt zur Standardkopie des
dreidimensionalen Euklidischen Raumes: E3 = (Ey, Vo, +, (-,+)) € M. Mit diesen Festlegungen

haben wir dann einen Isomorphismus
E3 xR — M, (p,t)— p+teg. (1.20)

Uber diesen Isomorphismus entsorgen wir M und arbeiten fortan nur noch mit dem Raum-Zeit-
zerlegten Galilei-Modell F5 x R. Dabei kommt uns zustatten, dass wir den Ausdruck fiir Galilei-

Transformationen nach erfolgter (E3 x R)-Zerlegung bereits kennen; siehe (1.14) und (1.18).

Bewegung im F£5. Unter einer Bewegung eines Punktes (d.h. eines ausdehnunglosen Korpers)

versteht man primar eine differenzierbare Kurve
' R E3xRx>=M, s (p(s)t(s)). (1.21)

Jedoch ist diese Formulierung fiir diesen meisten Zwecke noch unnotig aufwandig. Um es einfacher
zu machen, identifizieren wir nach Reparametrisierung p(s) = v(t(s)) die Zeitkoordinate t mit s

und schreiben

v: R—= E3, t—7(t). (1.22)

So erhalt der Kurvenparameter ¢ die konkrete Bedeutung der physikalischen Zeit.
Die Geschwindigkeit der Bewegung des Punktes ist dann die erste Zeitableitung

dry . y(t+h) = (1)
—(t) = lim - , (1.23)

A: R—=>Vy, t—

und die Beschleunigung der Punktbewegung ist die zweite Zeitableitung

d? t+h) —2v(t t—nh
4: R—=V,, t|—>—7(t):lin17(+) () + )

dt? h—0 h?

(1.24)

Das Bild von ~ in E3 heifit auch die Trajektorie der Bewegung.

N-Korpersystem. Im Nachfolgenden betrachten wir ein System von N punktférmigen Korpern
(oder realistischer: von Korpern mit vernachléssigbar kleiner Ausdehnung; kurz: Punkten), die
miteinander wechselwirken, also Krafte aufeinander ausiiben. Wir indizieren die Punkte durch
1 =1,2,..., N und bezeichnen die Masse des i-ten Punkts mit m,; die Bewegung desselben sei

durch eine Kurve v; : R — Ej3 gegeben. Die Bewegung des Gesamtsystems ist dann die Abbildung
R — By x By x - x By = (Eg)™,  te (n(t),7(t), ..., (t). (1.25)
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_ Fiir den Fall des eben eingefiihrten N-Korpersystems lautet

das 2. Newtonsche Gesetz (auch Bewegungsgesetz genannt):

mz<’71<t)7.> :Fi('yl(t)w"77N(t)"71(t)7'"77N(t);t) (izlv"wN)' (1'26)

Hierbei steht F; fiir die (fundamental als Linearform F; : 1 — R erklirte) Kraft auf den i-
ten Punkt. Nach dem Bewegungsgesetz ist diese Kraft gleich der ins Euklidische Skalarprodukt
eingesetzten und mit der (trdgen) Masse m; multiplizierten Beschleunigung des i-ten Punkts.
Die zur Zeit t wirkenden Krafte F; sind im allgemeinen abhangig von den Orten ~y,...,vyy der
Massenpunkte zur Zeit t, von ihren Geschwindigkeiten 4y, ..., ¥y zur Zeit ¢, und von der Zeit ¢

selbst. Von den Beschleunigungen und hoheren Zeitableitungen hangen die Krafte nicht ab.

_ Unter dem Zustand des N-Korpersystems verstehen wir die

Gesamtheit seiner Orte 71, ...,y und Geschwindigkeiten ~q,...,Jy. Mit dieser Vokabel (und
gewissen Einschrankungen an die Krafte, so dass der einschlagige Existenz- und Eindeutigkeitssatz
aus der Losungstheorie fiir Differentialgleichungen anwendbar wird) resultiert aus dem Newton-
schen Bewegungsgesetz das Prinzip der Determiniertheit: die Bewegung eines N-Korpersystems

ist durch seinen Anfangszustand (d.h. den Zustand zu einer Anfangszeit to) véllig bestimmd.

1.5 Galileisches Relativitatsprinzip

Ausgestattet mit dem in Abschnitt 1.3 erarbeiteten Versténdnis der Galilei-Gruppe (und unter Zu-
grundelegung des Galilei-Modells fiir den Raum und die Zeit) formulieren wir jetzt das Galileische

Relativitatsprinzip:

Die Naturgesetze sind Galﬂei—invariant.‘ (1.27)

(Galilei-Invarianz meint hier die Invarianz unter der Wirkung aller Galilei-Transformationen.)
Dieses Prinzip wollen wir anhand des Newtonschen Bewegungsgesetzes fiir N-Korpersysteme er-

lautern. Sei dazu
vt (), n(t) (1.28)

eine N-Korperbewegung, die dem Newtonschen Bewegungsgesetz gentigt, d.h. die Differentialglei-
chung (1.26) 16st. Dann verlangt das Galileische Relativitatsprinzip, dass mit der Bewegung -y
auch jede Galilei-transformierte Bewegung g o v eine Losung von (1.26) ist.

Um dieses Postulat konkret umzusetzen, miissen wir verstehen, was genau mit g o v gemeint
ist und was mit den Kréften F; auf der rechten Seite von (1.26) unter Galilei-Transformationen
passiert. Leider gestalten sich die notigen Erlauterungen etwas umstandlich, wenn wir an der ko-
ordinatenfreien Formulierung festhalten. (Wir haben die allgemeine Galilei-Transformation (1.8)
in (B3 x R)-Zerlegung anzuwenden. Das geht mittels (1.18) schneller als mittels (1.14), wo zum
angegebenen linearen Teil noch der konstante, translatorische Anteil hinzuzufiigen wére.) Aus
diesem Grund — und auch aus anderen auf der Hand liegenden padagogischen Griinden — begehen

wir hier den Stilbruch, zur koordinatenabhéngigen Formulierung zu wechseln.
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_ Seien also z,, die affinen Koordinaten zu einem fest gewahlten Galilei-

System {0;eg, €1, e2,e3}. Wir setzen zy = ¢ und schreiben (1.18) in Matrix- und Spaltenvektor-
Notation um:

gt=t+b, ¢g'x=Rx+wt+a. (1.29)

Die neuen Symbole stehen fiir

Ty Ri1 Ria Ris wq a1
x=|x|, R=|Rn Ryp Rp|, w=|w]|, a=|a], (1-30)
xs3 R31 R3p Rss w3 as

und b = ag. Natiirlich ist x ein Spaltenvektor von Koordinatenfunktionen, w € R?® hingegen ein

Spaltenvektor von Zahlen. Weiter setzen wir
r; =XO0"%. (1.31)

Per Konstruktion ist jedes r; (i = 1,..., N) eine Abbildung r; : R — R3. Die Geschwindigkeit ¥;

und Beschleunigung ; des i-ten Punkts werden jetzt ausgedriickt durch
() = (dx)e(Fi(t)), Ti(t) = (dx)e(5i(t))- (1.32)
Auflerdem rechnen wir die Kraftformen F; € V' in Spaltenvektoren F; € R?® um:
F;=: (F,,¢) und F;:=(dx).(F). (1.33)
Das Newtonsche Bewegungsgesetz nimmt dann die folgende Gestalt an:
m; t5(t) = Fi(ry(t),...,en(t), 71(2), ..., tn(t); 1) (i=1,...,N). (1.34)

Eine Galilei-Transformation g wirkt auf Zeit, Ort, Geschwindigkeit und Beschleunigung in dieser

Koordinatendarstellung wie

_ Wir sind jetzt fast soweit, dass wir eine konkrete Folgerung aus dem

Galileischen Relativitatsprinzip fir N-Korpersysteme ziehen konnen. Als letzte Vorbereitung
benotigen wir hierzu noch eine Definition: ein N-Korpersystem heifit abgeschlossen, wenn die
Krifte, die zwischen den N Korpern des Systems und weiteren (in der mathematischen Beschrei-
bung nicht explizit enthaltenen) Koérpern wirken, vernachléssigt werden konnen. Zum Beispiel
darf die Erde fiir manche Zwecke (wenn die Gezeitenwirkung des Mondes keine Rolle spielt, usw.)

in brauchbarer Naherung als abgeschlossenes N-Korpersystem betrachtet werden.

_ Die obige Rephrasierung des Galileischen Relativitatsprinzips,

namlich dass Losungen der Newtonschen Bewegungsgleichung (1.34) unter Galilei-Transformatio-
nen wieder Losungen ergeben miissen, trifft genau gesprochen dann und nur dann zu, wenn das

N-Korpersystem abgeschlossen ist. Unter der Annahme der Abgeschlossenheit stellen wir jetzt

13



eine Bedingung auf, welche die Form der zwischen den N Korpern des Systems wirkenden Krafte
einschrankt. Dazu setzen wir die allgemeine Galilei-Transformation in Koordinatendarstellung
(1.35) in die Newtonsche Bewegungsgleichung (1.34) ein und multiplizieren beide Seiten der Glei-
chung mit R~!. Aus dem Galileischen Relativitatsprinzip folgt dann die Bedingung

Fi<I'1,...,FN,f‘17...,f'N;t) =

R 'Fi(Rr; +wt+a,...,Rry +wt+a, Rty +w,...,Rtn +w;t+D) (1.36)

an die Kréfte eines abgeschlossenen Systems. In der Tat wird hierdurch gesichert, dass zwischen
Losungen und Galilei-transformierten Losungen eine Eins-zu-Eins-Korrespondenz besteht, wie es
das Relativitatsprinzip verlangt. Mathematisch gesprochen besagt (1.36), dass die Krafte F;
dquivariant bezliglich Galilei-Transformationen (kurz: Galilei-dquivariant) sein miissen.

Zum Ausschlachten der Bedingung (1.36) ist es geschickt, 'Spezialisierungen auf geeignete
Untergruppen der Galilei-Gruppe vorzunehmen: (i) Aus der Invarianz unter Zeittranslationen
t — t + b folgt sofort, dass die Kréfte F; nicht explizit von der Zeit abhéngen. (ii) Aus der
Invarianz unter Raumtranslationen x — x + a folgt, dass die F; von den Orten nur tiber deren
Differenzen r; — r; abhéngen. (iii) Nimmt man jetzt noch die Invarianz unter speziellen Galilei-
Transformationen x — x 4+ wt hinzu, dann folgt, dass die F; auch von den Geschwindigkeiten nur
iber deren Differenzen r; — r; abhéngen. (iv) Aus der Aquivarianz beziiglich Drehungen R folgt,

dass sich F; kurz gesagt “wie ein Vektor transformiert”.

Erganzung. Um die letzte Aussage zu vertiefen, betrachten wir ein abgeschlossenes System von
2 Punkten, r; und ry. Infolge der Invarianz unter Zeittranslationen, Raumtranslationen und
speziellen Galilei-Transformationen existiert nach dem Obigen eine Funktion ® : R? x R?® — R3,

welche die funktionale Abhangigkeit von F15 folgendermaflen ausdriickt:
Fio(ry, 12,11, 19;1) = ®(r) — 19,1 — Ig). (1.37)
Die geforderte Dreh-Aquivarianz impliziert dann fiir die Hilfsfunktion ® die Bedingung
R®(u,v) = ®(Ru, Rv). (1.38)
Hieraus folgt (unter Zuhilfenahme der Theorie von Invarianten der Drehgruppe)
O (u,v) = upi(u,v) +vea(u,v), (1.39)

mit zwei drehinvarianten Funktionen ¢; (j = 1,2), die nur vom Abstand |u| = |r; — ry|, vom
Absolutbetrag der Geschwindigkeitsdifferenz |v| = [f; — f3| und vom Skalarprodukt (u,v) =

(r; — ry, ¥ — I'y) abhéngen. Im Fall einer geschwindigkeitsunabhéngigen Kraft resultiert
Fip = (r1 —12) (|11 — 12). (1.40)

Beispiel. Nach dem universellen Gravitationsgesetz von Newton wirkt zwischen zwei Punkt-

massen die Kraft

F12 = — Gm1m2 n-h (141)

|I‘1—I'23'
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1.6 Erhaltungssatze im abgeschlossenen N-Korpersystem

Nach dem obigen Ausflug in die Koordinatensprache setzen wir unsere koordinatenunabhéngige
Untersuchung von N-Korpersystemen fort und setzen Abgeschlossenheit fiirs erste nicht voraus.

Wie zuvor bezeichnen wir Bahnkurven mit ¢ — 7(t) € Es.

1.6.1 Impuls- und Schwerpunktsatz

Definition.| Ein Punkt der Masse m am Ort «(¢) mit der Geschwindigkeit v = 4 hat den Impuls

p = (mv,-). Der Gesamtimpuls eines Systems von Massenpunkten ist die Summe P =), p;.

Bemerkung. Geschwindigkeit ist ein Vektor (oder kontravarianter Vektor) v € V' im Vektorraum
der Raumtranslationen V ~ R3. Hingegen ist Impuls eine Linearform oder kovarianter Vektor,
p € V* (Dualraum). Fiir die invariante Paarung zwischen der Linearform p und dem Vektor v

schreiben wir

VixV =R, (p,v)—=pv)=p-v=pot, (1.42)

wobei im letzten Ausdruck die Summenkonvention gilt, d.h. es wird tiber das Produkt der Kom-
ponenten bzgl. einer Basis von V' bzw. der Dualbasis von V* summiert (a = 1,2,3). O

Das Newtonsche Bewegungsgesetz lautet p = F. Die Zeitableitung des Impulses ist also
gleich der Kraft (ebenfalls eine Linearform). Fiir ein System von N Massenpunkten haben wir N

Gleichungen
pi=F (i=1,...,N). (1.43)

Es ist nun zweckmafig, die auf den i-ten Massenpunkt wirkende Kraft F; in zwei Teile aufzuspalten:
einen internen Anteil, der von den iibrigen N — 1 Massenpunkten des Systems an den Orten v;(?)
(j # i) herrtihrt, und einen externen Anteil, der mogliche Kraftwirkungen von auflerhalb des
Systems berticksichtigt. Wir schreiben F;; fiir die Kraft des j-ten Punkts auf den i-ten Punkt.
Die auf den i-ten Punkt wirkenden externen Kréfte fassen wir in F,*** zusammen. Die Newtonsche

Bewegungsgleichung (1.43) fiir den i-ten Massenpunkt lautet dann

pi=Y  Fy+ F>. (1.44)
J#i

An dieser Stelle ist ein Einschub fallig.

Actio = Reactio.| In seinen Principia schreibt Newton: “Krafte treten immer paarweise auf.

Ubt ein Korper A auf einen Korper B eine Kraft aus (actio), so wirkt eine gleich grofie, aber

7

entgegen gerichtete Kraft von Kérper B auf Koérper A (reactio).” Diese Aussage heifit auch das

3. Newtonsche Gesetz. In unserem Kontext wird es durch die folgende Formel ausgedriickt:

Fij = —Fjil. (1.45)

Das dritte ist vielleicht das tiefste der Newtonschen Gesetze; jedenfalls behélt es (richtig inter-

pretiert) seine Giiltigkeit auch auBlerhalb des Giiltigkeitsbereichs der Newtonschen Mechanik.

15



_ Fiir identische Teilchen folgt (1.45) aus (1.39) in Verbindung mit der Symmetrie

unter Teilchenaustausch.

_ Summieren wir nun beide Seiten von (1.44) iiber den Korperindex i und beniitzen

F;; = —F};, so erhalten wir
N
P=> F™. (1.46)
i=1
Die Zeitableitung des Gesamtimpulses eines Systems ist also gleich der Summe der auf seine Punkte

wirkenden aufleren Krafte. Da die aufleren Kréfte fiir ein abgeschlossenes System verschwinden,

folgt der Impulssatz:

‘Der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems ist erhalten. (1.47)

_ Der Schwerpunkt I" eines Systems von Massen my, ..., my bestimmt sich als Losung
der Gleichung

N
S miy - T) =0, (1.48)
i=1
d.h. die mit den Massen m,; gewichtete Summe von Differenzvektoren ; — I' verschwindet.

_ Durch zweimaliges Differenzieren der Gleichung (1.48) nach der Zeit und

Einsetzen ins Skalarprodukt entsteht (mit M = > m,; der Gesamtmasse)

(MT, ) = Z(mﬂz’ ;) = sz = ZFieXt- (1.49)

% 7

Offenbar bewegt sich der Schwerpunkt eines N-Korpersystems so, als ob alle Massen an ihm
konzentriert waren und alle aufleren Krafte an ihm angreifen wiirden. Fir ein abgeschlossenes

System (Et = 0) folgt I' = 0 und somit
I'(t) = T'(0) 4 t1(0). (1.50)

Dieses Resultat nennt man den Schwerpunktsatz:

Der Schwerpunkt eines abgeschlossenen Systems bewegt sich gleichformig geradlinig. ‘ (1.51)

1.6.2 Drehimpulssatz

In jedem Euklidischen Vektorraum V hat man durch die Operation des Einsetzens ins Euklidi-
sche Skalarprodukt einen kanonischen Isomorphismus zwischen Vektoren und Linearformen. Im

Folgenden bezeichnen wir diesen Isomorphismus mit Z; also

Z:V =V v (v,-)=Z(v). (1.52)

_ In aller Kiirze nehmen wir hier etwas vorweg, was im Kapitel tiber

starre Korper ausfiihrlich behandelt werden wird. Wie wir schon wissen, ist eine Drehung eine
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lineare Abbildung R : V — V, welche das Skalarprodukt erhélt: (Rv, Rv') = (v,v’). Betrachten

wir nun eine 1-Parametergruppe von Drehungen R = exp(pX) mit Generator X, so gilt
(e#Xv,e#%0") = (v,0) (1.53)

fiir alle Drehwinkel ¢ (und alle v,v" € V'). Indem wir diese Beziehung nach ¢ an der Stelle ¢ =0

differenzieren, erhalten wir

(Xv,v") + (v, X0") = 0. (1.54)

- Das Tensorprodukt V' ® V* taugt bekanntlich als Modell fiir die linearen Abbildungen
End(V). Zeige, dass jedes X € V ® V* ~ End(V) der Form

X=u®ZI{)—u oI(u) (1.55)

die Gleichung (1.54) 16st, also der Generator einer Drehung von V ist.

_ Wihle einen Referenzpunkt o des Euklidischen Raumes. Der Drehimpuls (bzgl. o)
eines Massenpunkts am Ort v mit dem Impuls p = Z(m+) ist der durch

(=pRq—TI(Q) @I (p), q¢=~—o, (1.56)

erklérte Tensor zweiter Stufe £ € V* ® V. Der Gesamtdrehimpuls (bzgl. o) eines Systems von N

Massenpunkten an den Orten 7; mit Impulsen p; = Z(m;5;) ist die Summe

L= ie = i (P ®a—Z(g) T '(03)), @ = —o. (1.57)
ot ﬁm .
o
\ \q)/ §® e
LGP

_ (i) Es ist zu beachten, dass der Drehimpuls iiber die Differenzvektoren ¢; = v, —o
von der Wahl des Bezugspunkts o abhingt. Andert man den Bezugspunkt, so dndert sich der

Drehimpuls. (ii) Mit der obigen Aufgabe (und der offensichtlichen Transkription V' «» V*) lésst
sich der Drehimpuls L € V*®@V ~ End(V*) als der Generator einer Drehung von V* interpretieren.
(iii) Der Drehimpuls ist in Euklidischen Rédumen beliebiger Dimension (nicht nur im Ej3) definiert.
(iv) Die obige Definition stimmt nur fiir Kréfte, die von der Geschwindigkeit unabhéngig sind.

Wir setzen deshalb im Folgenden geschwindigkeitsunabhéngige Krafte voraus.

- Im F3 hat man eine alternative Formel fiir den Drehimpuls. Zeige mit dem Ortsvektor
r; von Abschnitt 1.5 und dem entsprechenden Impulsvektor p;, dass der ebenfalls als Vektor

aufgefasste Drehimpuls 1; als Vektorprodukt geschrieben werden kann:
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Drehimpulssatz. Wir differenzieren den Drehimpuls des i-ten Punkts nach der Zeit. Von den
vier entstehenden Termen heben sich die zwei mit ¢; wegen Z(mg;) = p; weg. Unter Verwendung
von p; = F; resultiert

éi =pi ® ¢ —I(q) ®I_1(Pz‘) = Di, (1.59)

wobei D; das am Punkt ¢ angreifende Drehmoment bzgl. o ist:
Di=F,®q—T(q) L (F). (1.60)

Wir beniitzen jetzt wieder die Zerlegung der Kraft (F; =3, ; Fi; + ™) und summieren iiber i.
Zunéchst betrachten wir den Beitrag zu L = ) ¢; von den inneren Kréften F; :

Y (Fjoa—Ta) 9T '(Fy) =) (Fy© (6 —q¢) —T(a—¢) ®T(Fy)) .

i i<j
Der rechte Ausdruck resultiert aus dem linken durch Verwenden von Fj; = —Fj; und paarweises
Zusammenfassen von Termen. Dieser rechte Ausdruck verschwindet, denn fiir geschwindigkeits-
unabhéngige Kréfte gilt nach Gleichung (1.40) die lineare Abhéngigkeit F;; o< Z(¢; — ¢;). Somit

tragen nur die duferen Krifte zu L bei, und es entsteht
N
L=) D7, Di=F*®q-I(q)oI (F™). (1.61)
i=1

Die Zeitableitung des Gesamtdrehimpulses (bzgl. 0) ist also gleich der Summe der &ufieren Drehmo-

mente (bzgl. 0). Als Korollar folgt der Drehimpulssatz:

’Der Gesamtdrehimpuls eines abgeschlossenen Systems ist erhalten.‘ (1.62)

Aufgabe. Verschwindet der Gesamtimpuls P eines N-Korpersystems, so ist sein Gesamtdrehim-

puls L von der Wahl des Bezugspunkts o unabhéangig.

1.6.3 Energiesatz

Als letzten Erhaltungssatz des abgeschlossenen N-Korpersystems behandeln wir den Energiesatz.
Fiir diesen Zweck wollen wir annehmen, dass die inneren Kréfte konservativ sind. (Der Energiesatz
fiir den Fall allgemeiner Kraftformen wird in der Lagrange- und Hamilton-Mechanik aufgestellt.)

Wir setzen

Ej=—=(diUij) iy Uiv) =0(n—vl) (¢ Ry = R), (1.63)
wobei d;U;; das Differential der Funktion U;; : E3 x E3 — R beziiglich des linken Orts bezeichnet.

Definition.| Die kinetische Energie eines Punkts ; der Masse m; ist durch %mim 2 = %mi(%, i)

gegeben. Die kinetische Energie eines Systems ist 7' = 1 ZZ]\LI mg| 2. O

Durch Bilden der Zeitableitung der kinetischen Energie und Verwenden der Newtonschen Bewe-

gungsgleichung erhalten wir

N

N
d_T _ Z<m’%’%> _ ZFZ e (1.64)
i=1

=1
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Um den Beitrag von den inneren Kréften ), 4 Fij zu berechnen, bentitzen wir die Kettenregel:

(di Uij) (i) = (@) 1y, 0 d| @ =5 = —(d; Uji) (3, 0) -

Hiermit gilt

. . . d dU
ZFij Vi = o Z(dz Uig) iy - (i = V) = — Z(d@mwﬂ %’% — 5l = T
i#j i<j i<j
wobei U =}, _.Uj; die (innere) potentielle Energie des Systems heiBit. Insgesamt haben wir
dT/dt = —(dU/dt) + > F;™* - 4; oder mit der Gesamtenergie E =T + U:
dE
— = F& 5, 1.65
o 2 Rt (1.65)

Die zeitliche Anderung der Gesamtenergie eines Systems ist also gleich der Summe der Leistungen

der duBeren Kréfte an seinen Punkten. Durch Spezialisierung folgt der Energiesatz:

Die Gesamtenergie eines abgeschlossenen Systems ist erhalten. (1.66)

Mitteilung. Es wurde gezeigt, dass abgeschlossene Systeme mindestens 10 erhaltene Grofien
haben; es sind dies die Energie F und die (jeweils drei) Komponenten des Drehimpulses L, des
Impulses P und des Schwerpunkts I' — ¢t Z~*(P)/M im Ruhesystem. Wie spiter im Kontext des
Noether-Theorems (“Symmetrien bedingen Erhaltungsséitze und umgekehrt”) erlautert werden
wird, erwartet man genau diese Mindestzahl — namlich zehn — wegen der Giiltigkeit des Galileischen

Relativitatsprinzips fiir abgeschlossene Systeme und der 10-Parametrigkeit der Galilei-Gruppe.

1.7 Hamiltonsche Systeme

(Auszug aus der Straumannschen Adaption, Seiten 35-50, des Textbuches von Arnold, Gewo6hnliche

Differentialgleichungen, Springer 1980.)

Definition. Ist auf einem Teilraum M C R” ein zeitabhangiges Vektorfeld X gegeben,

X: MxR—=R" (x,t)— X(zx,t), (1.67)
so heifit die Gleichung & = X (x,t) — in Komponenten ausgedriickt:

;= Xi(x1, ..., 2, t) (1=1,...,n), (1.68)

ein dynamisches System. Eine differenzierbare Abbildung v : I = [a,b] C R — M heifit Ldsung
des dynamischen Systems, wenn fiir alle ¢ € I die Bezichung 4(¢) = X (y(t),t) erfiillt ist. Der
Graph von 7 heifit dann eine Integralkurve des Vektorfeldes X. [J

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen sind Differentialgleichungen von zweiter Ordnung in

der Zeit. Jedoch nehmen sie die Form eines dynamischen Systems geméafl der obigen Definition
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an, wenn wir sie folgendermaflen aufschreiben. Wir verwenden die Koordinatendarstellung von

Abschnitt 1.5, also r; = x o ; und p; = m,r; . Die Bewegungsgleichungen lauten dann
rZ:pZ/mZ, pi:Fi(rl,...,rN,pl/ml,...,pN/mN,t) (lzl,,N> (169)

wir jetzt di 0 1,...TN,P1,...,PN ZU €i 0 7
Fassen wir jetzt die Groflen rq,...ry,p1,. .., u einer GroBe = € R zusammen, so entsteht

ein dynamisches System (1.68) mit n = 6.

Der Raum, den die Gesamtheit aller Orte und Impulse durchlauft, heiit Phasenraum. Der
Phasenraum hat immer gerade Dimension: n = dim M = 2f. Die Zahl f der Ortskoordinaten
heifit auch die Zahl der Freiheitsgrade. Fiir ein System von N Punkten im FEj ist f = 3N. Fir
ein System von N Punkten im E3 mit Zwangsbedingungen (siehe spéter) ist f < 3N.

Definition. Fin Vektorfeld Xy der speziellen Form

X, _ (2. om _oH _oH
A Oxfﬂ"”’@mf’ 61’1’”'7 8xf

(1.70)

mit H einer differenzierbaren Funktion H : U C R?/ x R — R heifit Hamiltonsch. Das zugehorige
dynamische System & = Xy (z,t) heiit Hamiltonsches System (mit Hamilton-Funktion H).

Beispiel. Ein System von N Punkten r = (rj,...,ry) mit Impulsen p = (pi,...,py) und

konservativen Kraften F; = —grad, U ist Hamiltonsch mit der Energie
= |p|*
H t) = - U 1.71
i) = > L) (1.71)

als Hamilton-Funktion. In diesem Fall hangt H nicht explizit von der Zeit ab.

Als besonders einfachen Spezialfall betrachten wir den harmonischen Oszillator fiir f = 1. In

diesem Fall sind die Hamilton-Funktion H und das Hamiltonsche Vektorfeld Xy gegeben durch

2
P moo 9 OH oH <p 2 )

H(q,p) = —+ — , Xp=|—/—,—7)=(—,— . 1.72

(@,p) = 5~ + 5w H <8p 9 W'y (1.72)

Das dynamische System ¢ = p/m, p = —mw?q erkennt man nach Elimination von p als die

Bewegungsgleichung ¢ = —w?q des eindimensionalen harmonischen Oszillators mit Schwingungs-

frequenz w. Das folgende Bild deutet das Vektorfeld Xy graphisch an:
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_ Das dynamische System zu einem zeitunabhéngigen (bzw. zeitabhéngigen) Vektor-
feld X : M — R" (bzw. X : M x R — R") heifit autonom (bzw. nichtautonom). Unter
dem erweiterten Phasenraum versteht man das direkte Produkt M x R. Ist v : I — M eine

Integralkurve von X, so heifit die Punktmenge {7(75) ‘ tel } C M eine Phasenbahn.

/ Integralkurve (=Graph vony )
[
Phasen- t
bahn —
\—V‘J
V I

_ Jedes nichtautonome System & = X (z,t) hat im erweiterten Phasenraum M x R

die autonome Erweiterung i = X (z,t), t = 1.

_ Gegeben sei ein zeitunabhangiges Vektorfeld X auf M C R" und ein Punkt z( €
M. Unter einem lokalen Fluss, der durch das Vektorfeld X in einer Umgebung von xy bestimmt
wird, versteht man ein Tripel (I,Up, ¢), das aus einem Intervall I = [—¢, +¢|, einer Umgebung U

von o und einer Abbildung ¢ : Uy x I — M besteht, wobei die folgenden Eigenschaften gelten:

(1) Fiir festes ¢t € I ist die durch ¢,(z) := ¢(x,t) definierte Abbildung ¢, : Uy — ¢(Uy) C M

ein Diffeomorphismus.

(2) Fiir festes © € Uy ist die durch (t) := ¢(z,t) definierte Abbildung v : I — M eine Losung
von & = X (z) zur Anfangsbedingung ~(0) = x.

(3) Es gilt (lokal): ¢s(¢¢(z)) = dsre(x).

(i) Eigenschaft (2) impliziert insbesondere ¢(x,0) = z, d.h. ¢y = Id.

(ii) Wenn wir eine feste Zeitspanne ¢ vorgeben und fragen, wohin ein beliebiger Punkt = € U
in dieser Zeitspanne unter der durch & = X (x) determinierten Bewegung wandert, dann
liefert ¢y = ¢(e,t) hierzu die Antwort: x +— ¢y(x). Wenn wir andererseits einen festen
Punkt x vorgeben (zur Zeit t = 0) und wissen wollen, welcher Phasenbahn er folgt, dann ist
dies gerade die Kurve v(t) = ¢(z,t). In diesem Sinn beinhaltet ¢ die (lokal) vollstédndige

Beschreibung der Losungen von & = X (z).

(iii) Eigenschaft (3) sagt aus, dass die Diffeomorphismen ¢, eine (lokale) 1-parametrige Gruppe

mit neutralem Element ¢y bilden.

(iv) Das Wort “Fluss” erklart sich daraus, dass wir die den Integralkurven von X folgende

Bewegung von Punkten x durch M als das Flieflen einer Stromung auffassen kénnen.
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(v) Mitteilung. In der Theorie der Differentialgleichungen lernt man, dass das Vektorfeld X

einen lokalen Fluss in einer Umgebung jedes Punktes zy € M bestimmt.

_ Der auf einem affinen Raum durch das konstante Vektorfeld X (z) = v bestimmte
Fluss ist ¢(x,t) = x + vt.

_ Der durch das Hamiltonsche Vektorfeld Xy = (p/m, —mw?q) des eindimensionalen

harmonischen Oszillators bestimmte Fluss ist

(g, p,t) = (q coswt + ?_in wt , —mwq sin wt + p cos wt) ) (1.73)
mw

Das “Flieflen der Stromung” sieht hier folgendermaflen aus:

p/m

-
]

wq

NS

1.8 Autonome Hamiltonsche Systeme mit einem Freiheitsgrad

(Straumann, Seiten 50ff.)
In Vorbereitung auf das eigentliche Thema dieses Abschnitts _Wir die Losung v eines

autonomen Systems fiir n = 1,

T = X(z) (1.74)
zu einer Anfangsbedingung ~y(to) = x .
(i) Wenn X (z9) = 0 gilt, dann ist die Losung durch ~(t) = zo gegeben.

(i) Sei jetzt X (x) # 0. Wegen (to) = X (x¢) # 0 existiert nach dem Hauptsatz tiber implizite
Funktionen die Umkehrfunktion ¢ = 7(x) zu = v(¢) in einer hinreichend kleinen Umgebung
von zy . Diese Funktion erfilllt d7(z)/dx = 1/X(x), und Integration dieser Beziehung liefert

T(z) — 7(70) = %

zo

(1.75)

Damit ist das Problem der Lésung von (1.74) auf eine Quadratur (d.h. die Berechnung eines

unbestimmten Integrals) und die Umkehrung einer Funktion zuriickgefiihrt. [

Nun betrachten wir das zur Newtonschen Bewegungsgleichung mg = F'(¢q) aquivalente autonome

System
. p .
=L = F(q). 1.
i=—, p=1I) (1.76)
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Mit F(q) = —U’(q) und H(q,p) = p*/2m + U(q) wird dies zu

OH oH
g op’ P dq (1.77)

Wenn wir jetzt noch x = (¢, p) und Xy = (0H/0p, —0H /0q) setzen, dann nimmt dies die Gestalt

& = Xpy(x) eines autonomen dynamischen Systems fiir n = 2 an.

_ Sei E die Energie langs einer Losung ¢ — v(t) des Hamiltonschen Systems, also

E(t) = (Hon)(t) = H(q(t),p(t)). (1.78)

Die Zeitableitung E (ausfiihrlich: totale Zeitableitung) der Energie ist

dE_@H,+8H.+8H_8H8H+8H _OH _0 (1.79)
it ag TP T o Tag ap T ap \aq) '
Es folgt der Energiesatz FE(t) = (H o)(t) = const; oder in Worten:
’Die Energie eines autonomen Hamiltonschen Systems ist erhalten. ‘ (1.80)

_ Die Punktmenge {(q,p) € R? | H(q,p) = E} heiit die Niveaukurve von H zur
Energie E. (Fir f > 1 spricht man von Niveauflachen der Energie.) [

Mit Hilfe des Energiesatzes und des Begriffs von Niveaukurven kénnen wir die Losungen von (1.77)

mit dem eingangs beschriebenen Verfahren konstruieren. Dazu vorweg noch die

_ Sei f: M C R"™ — R eine differenzierbare Funktion. Ein Punkt x € M, in dem gilt
(df). = 0, heiit kritischer Punkt von f.

_ Offensichtlich fallen die Nullstellen des Vektorfeldes Xy mit den kritischen
Punkten von H zusammen. In einer Umgebung jedes nichtkritischen Punktes (qo,po) ist nach
dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen die Energieniveaukurve glatt. Lokal kénnen wir dann
die Gleichung F = H (g, p) nach dem Impuls oder dem Ort auflésen, p = f(q, E) oder ¢ = g(p, E),

und die Auflésefunktion in die erste bzw. zweite Gleichung von (1.77) einsetzen:

oH oH
] = — E d )= —— E),p). 1.81
0=, (@ /(@ 5) oder p=—7"(s(a.L).p) (1.81)
Beide Probleme sind von der eindimensionalen Form (1.74) und lassen sich somit wie oben be-
schrieben durch Quadratur und Umkehrung einer Funktion 16sen. Das erste Verfahren funktioniert

fiir po # 0, das zweite fiir U'(go) # 0.

_ Einen Uberblick iiber das qualitative Verhalten der Losungen liefert das so-
genannte Phasenportrdt. Zunichst einmal erkliren wir den Definitionsbereich M C R? der
Hamilton-Funktion zum Phasenraum des Hamiltonschen Systems. Fiir eine Losung t — ~(t) =
(¢(t),p(t)) von (1.77) zur Anfangsbedingung (qo, po) zur Zeit to liegt y(t) fiir alle Zeiten ¢ in der
die Anfangsbedingung (qo, po) enthaltenden Zusammenhangskomponente der Energieniveaukurve
zu B = H(qo,po), d.h. die Phasenbahnen fallen mit den Zusammenhangskomponenten der En-

ergieniveaukurve zusammen. Fiir die Phasenbahnen bestehen demnach folgende Moglichkeiten:
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(A) Die Phasenbahn fallt mit einem kritischen Punkt zusammen.
Andernfalls ist die Phasenbahn eine glatte Kurve, welche

(B) geschlossen ist, ohne durch einen kritischen Punkt zu laufen;
(C) beidseitig ins Unendliche lauft, ohne einen kritischen Punkt zu treffen;
(D) einseitig ins Unendliche lauft und im Endlichen in einem kritischen Punkt endet;

(E) beidseitig in einem (nicht notwendig demselben) kritischen Punkt endet.

Bemerkungen. Der Fall (A) entspricht einer stabilen oder instabilen Gleichgewichtslage. Im
Fall (B) ist die Bewegung periodisch. In den Féllen (C) bis (E) erreicht oder verldsst die Losung
v(t) den kritischen Punkt nicht in endlicher Zeit. O

Die folgende Figur zeigt das Phasenportrat fiir H(q,p) = p?/2m + U(q) und U(q) wie skizziert.
Die Niveaukurven sind gegeben durch p = j:\/ 2m (E -U (q)) und die kritischen Punkte von H
durch p=0=U'(q).

AAAAIYYYY

Das Verhalten in der N&he eines kritischen Punktes (qo,po = 0), U'(¢o) = 0 untersuchen wir

gesondert. Dazu entwickeln wir U(q) in eine Taylorreihe um g = qo:

U(a) = Ulan) + 5 U"(ao) g = ao)? + - (1.82)

Wir betrachten nur den nichtentarteten (generischen) Fall U”(qy) # 0. O.B.d.A. wahlen wir gy = 0
und U(qo) = 0. Die qualitativen Ziige des Phasenflusses nahe (g, po) = (0,0) werden dann richtig
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erfasst, wenn wir U(q) = kq*/2 setzen. Die Niveaukurven zu H(q,p) = p?/2m + kq?/2 sind
Ellipsen (bzw. Hyperbeln) fiir £ > 0 (bzw. k < 0).

k>0 k<0

)
&

N
PN

Der singulére Punkt A; (bzw. As) heifit auch elliptischer (bzw. hyperbolischer) Fixpunkt von Xpg.

Schwingungsdauer. Wir betrachten jetzt eine geschlossene Phasenbahn (Typ B von oben), d.h.

die Situation sei wie in der folgenden Skizze:

U(q)

da OB q

Die durch E = U(g;) bestimmten Punkte g4 und gp heiflen Umkehrpunkte. Die Dauer eines voll-
standigen Durchlaufs der Phasenbahn — z.B. ausgehend von (¢,p) = (¢a,0) iiber (¢g,0) zuriick
nach (q,p) = (qa,0) — heiBt Schwingungsdauer, 7. Als Funktion der Energie ist sie gegeben durch

ap(E) p
7(E) =2 d . (1.83)
2
wiey \m(E=U@)
Aufgabe. Die Phasenbahnen eines Hamiltonschen Systems mit Hamiltonfunktion
2
H(q,p)zg—erU(Q), Ulg) =aq", he2N, a>0, (1.84)

sind fiir alle Energien E > 0 geschlossen. Die Schwingungsdauer 7 variiert in diesem Fall mit der
Energie wie E~2%&. Insbesondere ist die Schwingungsdauer fiir den eindimensionalen harmoni-

schen Oszillator (h = 2) von der Energie unabhéngig: 7(F) = 27/w, mit der Oszillatorfrequenz

w = +/2a/m.
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1.9 Das Zweikorper-Problem mit Zentralkraften

Wir untersuchen hier die Newtonschen Bewegungsgleichungen

(mﬁ17'> = 9, <m2"§/2,-) = Iy, (1~85)

fiir ein abgeschlossenes System von zwei Punkten 7 (¢), 72(t) € E3 mit Massen m; bzw. ms . Dabei
treffen wir die Annahme, dass die Krafte Fio und F5; nicht von der Geschwindigkeit abhangen;

nach Abschnitt 1.5 sind sie dann von der Form

Fio = —Fy = —(diU)y, 5, = (d2U)r, 105 Ul71,72) = oI — 2l)- (1.86)

Wegen Fis o (71 — 72, ) spricht man auch von einer Zentralkraft.
Aus Abschnitt 1.6 wissen wir bereits, dass fiir solche Systeme zehn Erhaltungssitze gelten.
Durch konsequentes Ausnutzen all dieser Erhaltungssétze lasst sich das Problem der Losung der

Bewegungsgleichungen wieder auf Quadraturen zuriickfiihren.

1.9.1 Abtrennen der Schwerpunktbewegung

Der erste Schritt zur Losung besteht in der [Separation|von Schwerpunkt- und Relativbewegung.

Dazu erinnern wir an die Definition des Schwerpunkts I' durch
mi(y —T) +ma(y2 = 1) =0

und fithren den Orts(-differenz)vektor ¢ der Relativbewegung ein:

q="—"2- (1.87)
Die Umkehrtransformation hierzu lautet
m m
=D 24 . _p_ ™4 (1.88)
my + Mo my + ma m,
5
Q)
bl({) q({]
m

Nach dem Schwerpunktsatz fiir abgeschlossene Systeme (sieche Abschnitt 1.6.1) bewegt sich der

Schwerpunkt geradlinig und gleichformig: I' = 0. Hieraus folgt durch zweimaliges Differenzieren

der ersten Gleichung in (1.88) die Beziehung 4; = (m; + mz)~'my ¢ und somit

.. mim
<77/lq7 > = F’7 m = m, F = F12, (189)

wobei m die reduzierte Masse heifit. Da iiber die Schwerpunktsbewegung mit T'(£) = IT'(0) 4 ¢ T'(0)
bereits alles gesagt ist, verbleibt nur das Problem der Losung der Gleichungen (1.89) fiir die

Relativbewegung. Dieses ist losbar, weil neben der Energie auch der Drehimpuls erhalten ist.
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1.9.2 Invariante Ebene der Relativbewegung

Wir erinnern daran, dass der Drehimpuls L = L® von der Wahl eines Bezugspunkts o abhiingt.

_ Unter dem Drehimpuls der Relativbewegung versteht man den Gesamtdrehimpuls
LM beziiglich des Schwerpunkts I' = I'(t).

- Im betrachteten Fall von 2 Massenpunkten driickt sich der Gesamtdrehimpuls L = L1
beziiglich des Schwerpunkts I' durch

L=p®q—I(q) @I '(p) (1.90)

aus, wobei p = (mq,-) = Z(mgq) der Impuls der Relativbewegung ist. [J

Wie wir bereits wissen, gilt fiir ein abgeschlossenes System mit beliebig (aber fest) gewéhltem

Bezugspunkt o der Drehimpulssatz: L = 0. Aus der Transformationsformel
L =L 4L P [{t)—0)—ITt) —0) I Y(P) (P=p+p2) (1.91)
folgt mit P oc Z (F), dass auch der Drehimpuls L) der Relativbewegung erhalten ist: %L(F M) = 0.

- Verifiziere £ L") = 0 durch direkte Rechnung ausgehend von (1.90). O

Ab jetzt schreiben wir fiir den zeitlich konstanten Drehimpuls der Relativbewegung kurz L =
LT®) Wir betrachten nur den Fall L # 0 (denn andernfalls liegt geradlinige Bewegung vor und
wir konnen direkt so verfahren wie in Abschnitt 1.8.) Aus Abschnitt 1.6.2 wissen wir, dass der

Drehimpuls L : V* — V* als infinitesimale Drehung aufgefasst werden kann, also als Generator

einer 1-Parametergruppe von Drehungen R = e*’.

_ Im Fall von V ~ R? existiert zu jeder infinitesimalen Drehung L : V* — V* eine
Orthonormalbasis { f1, f2, f3} mit der Eigenschaft

Lfi=flL|, Lfs=-hlL|, Lfs=0. (1.92)

_ (i) Der Beweis dieser Tatsache wird im Kapitel {iber starre Korper geliefert. (ii)

Wir nennen die skalare GroBe |L| den Betrag des Drehimpulses L. (iii) Die Orthonormalbasis

{f1, f2, f3} ist nicht eindeutig bestimmt. Basisunabhéingig erklart ist der Kern von L,
A=kerL=R- f3, (1.93)

der wegen e*’ f3 = f5 die anschauliche Bedeutung einer Drehachse hat. Ebenfalls basisunabhingig

erklart ist das orthogonale Komplement von A, also die zur Drehachse A senkrechte Ebene,

At =spang{fi, fo}. O (1.94)

Nun folgt aus der Erhaltung des Drehimpulses L, dass auch die zu L assoziierte Ebene A+

erhalten ist, also nicht von der Zeit abhangt. Diese Ebene — genauer: ihr isomorphes Bild
E=T"YAYHcV (1.95)
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im Vektorraum V ~ R? der Raumtranslationen — nennen wir die invariante Ebene der Relativbe-

wegung; oder kiirzer: die Bewegungsebene, E.
- Jeder zu ¢ und Z7'(p) senkrechte Vektor in V' steht senkrecht auf E. [

Im Umkehrschluss folgt, dass p und Z(q) auf A senkrecht stehen, also in der invarianten Ebene
At liegen. Da die Linearformen p und Z(q) wegen L # 0 linear unabhiingig sind, spannen sie A+

auf. Die Bewegungsebene E wird durch die Vektoren ¢ und Z-!(p) aufgespannt.

>~

A e, = I-I({b)

-r

ot =
® i P
|:T]| = Q|(n E I (|Fl(ﬂ|)
q,®
1.9.3 Reduktion auf Radialbewegung 9, ® @)
Es ist nun zweckméfig, den zeitabhangigen Impuls in zwei orthogonale Anteile zu zerlegen:
p(t) =por(t) +py(t), pL(t)-qt)=0. (1.96)
p| bzw. py ist also die zu Z(q) parallele bzw. senkrechte Komponente von p.
- Das zeitabhangige Orthonormalsystem
Z(q(t)) pL(t)
|9(2)] pL(t)]
spannt die invariante Ebene A+ auf, und es gelten die Relationen
Lfi(t) = f2(0)|L],  Lfa(t) = = fr(®)[L], [L] = |q(t)| [pL(t)] = const. (1.98)

_ Die Gesamtenergie abgeschlossener Systeme ist bekanntlich erhalten.

Diese Aussage gilt fiir jedes Galilei-System, insbesondere gilt sie im Ruhesystem des Schwerpunkts.
Wir bezeichnen die Gesamtenergie im Ruhesystem des Schwerpunkts mit £ = F,.

Mit P = p; + p2 = 0 und p; = Z(myy1) = Z(mq) = p berechnet sich der kinetische Anteil von

Bt 70 2 2 2 2 2 2
1 1

i I N 2 Ty VN (1.99)

2mq 2mo mip Mgy 2 2m 2m 2m

Die Gesamtenergie ist
pl?

E=Fq.=— . 1.100
= 2 o(lq) (1.100)

Wir setzen jetzt r(t) := |q(t)| und 16sen die letzte Gleichung in (1.98) nach |p, | auf. Beniitzen wir

auch noch |p || = m7, so entsteht fiir die Gesamtenergie der Ausdruck
m .9 |L|?
E = 5" +V(r), V(r)= Sy + o(r). (1.101)

Die Funktion V(r) heiit das effektive Potential der Radialbewegung. Sie beinhaltet neben dem
eigentlichen Potential ¢ noch das Zentrifugalpotential |L|*/2mr?, welches abstoBend wirkt und fiir

r — 0 divergiert.
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Offenbar wird die gestellte Aufgabe durch das Ergebnis (1.101) auf ein autonomes Hamilton-
sches System mit einem einzigen Freiheitsgrad r reduziert. Letzteres ist von dem in Abschnitt 1.8

behandelten Typ und also iiber den Energiesatz durch Quadratur losbar:

/dt: \/g/\/%vm (1.102)

Aufgabe. Der in der Bewegungsebene E rotierende Differenzvektor ¢(t) = 71 (t)—72(t) tiberstreicht

in gleichen Zeiten gleiche Flachen.

1.9.4 Untersuchung der Bahnkurven

(Arnold, Seiten 34 ff.)
Wir wéhlen feste Werte fiir den Betrag [ = |L| des Drehimpulses und die Energie £. Man kann sich
dann die zeitliche Anderung von r leicht veranschaulichen, indem man den Graphen des effektiven

Potentials V(r) zeichnet. Die nichste Figur zeigt V (r) fiir den Fall von ¢(r) = —a/r (o > 0).

V(] 12/ 2mr2

Alle Bahnkurven zu den vorgegebenen Werten von |L| und F liegen in dem durch die Ungleichung
V(r) < E definierten Gebiet. Auf dem Rand dieses Gebiets gilt V(r) = F und somit 7 = 0, d.h.
die Geschwindigkeit in Radialrichtung verschwindet dort. (Jedoch ist die totale Geschwindigkeit
der Relativbewegung auf diesem Rand im allgemeinen von Null verschieden.) Die Ungleichung
V(r) < E legt ein ringformiges Gebiet 0 < r; < r < ry < oo (oder mehrere solche Gebiete)
fest. Gilt 0 < ry < ry < 00, so ist die Bewegung beschrankt und spielt sich innerhalb des Rings
zwischen den Kreisen mit Radien r; und 79 ab. Der Verlauf einer Bahn ist in der nachsten Figur

skizziert:

Apozentrum Apozentrum
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Wir bezeichnen den Winkel zwischen ¢(0) und ¢(¢) mit ¢. Da dieser Winkel eine monotone
Funktion der Zeit ist, konnen wir ihn zur Parametrisierung der Bahnkurven verwenden. Die
Bestimmung der (auf die Radialrichtung projezierten) Bahnkurve r(y) erfolgt am schnellsten

direkt, indem man die Zeit eliminiert:

dr 7 mr: . mr? |2

PR AT E@—me (1.103)

was auf die folgende Quadratur fiihrt:

/ﬁ¢=|M dr (1.104)

Vem ) r2\JE—-V(r)

Wahrend sich der Winkel ¢ monoton andert, oszilliert r periodisch zwischen r; und r,. Die

Punkte, wo r = ry (r = ry) gilt, heiflen perizentral (bzw. apozentral).

- Jeder Strahl vom Nullpunkt der Bewegungsebene E durch einen perizentralen oder

apozentralen Punkt ist eine Symmetrieachse der Bahn. [J

Die Bahn ist im allgemeinen nicht geschlossen: der Winkel Ay zwischen aufeinander folgenden

Perizentren und Apozentren ist durch

L dr

gegeben. Der Winkel zwischen sukzessiven Perizentren ist doppelt so gro. Die Bahn ist genau

Ap = (1.105)

dann geschlossen, wenn 2Ap kommensurabel mit 27 ist, d.h. fir 2A¢ = 27m/n mit m,n € Z.
Fir r; = ry liegt Entartung zu einer Kreisbahn vor.

Wir betrachten jetzt noch den Fall ro = co. Wenn lim, o, ¢(7) = ¢oo < 00 gilt, existieren Bah-
nen, die ins Unendliche reichen. Im Fall von £ > ¢, > —o0 ist die asymptotische Geschwindigkeit
endlich: 7oo =/ 2(E — o).

_ Es ldsst sich zeigen, dass ¢(r) = —a/r und ¢(r) = ar? (jeweils mit o > 0) die

einzigen Potentiale sind, fiir die alle beschrankten Bahnen geschlossen sind.

1.9.5 Kepler-Problem

Hier geht es um die Bewegung eines Planeten um die Sonne. Dazu spezialisieren wir zum Newton-

schen Gravitationspotential,
o
o(r)=——, a=Gmimy>0. (1.106)

G ist die universelle Gravitationskonstante. Das effektive Potential V' (r) wurde bereits oben

skizziert. Die minimalen und maximalen Radien r; und r5 sind die Losungen der Gleichung

L2
Evi) =24 M

ri o 2mr?’

Bei der Spezifizierung dieser Radien sind drei_zu unterscheiden:

(1.107)
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i) E=0: r =|L]*/2ma und ry = cc.

(i) E>0: r=—(a/2F)+ /(a/2E)%+ |L]?/2mE und ry = 0.

(iii) 0> E > Viun = —ma? /2L . rio = —(a/2E) £ \/(a/2E)? + |L|]?/2mE.

Fir F > 0 sind alle Bahnen unbeschrankt; fiir 0 > E > V,;, liegen beschrankte Bahnen vor, von
denen wir unten sehen werden, dass sie alle geschlossen sind; fiir £ = Vj,;, ist die Bahn zu einer

Kreisbahn mit Radius r; = ry = —a//(2FE) entartet. Das Integral

. ~1/2

L] [ ds a |[LP\T

p(r) = ¢(ro) = Nl Al Gt (1.108)
0

lasst sich analytisch berechnen. Hierfiir ist es geschickt, dimensionslose Grofien einzufiihren. Wir

definieren eine charakteristische Lange p durch |L|?/mp* = a/p und setzen s = p- & und E =
e-a/2p. Offenbar ist £ eine dimensionslose Lénge und ¢ eine dimensionslose Energie. Zu beachten
ist auch, dass £ > Vi, der Ungleichung e > —1 entspricht. Mit der Variablensubstitution & = u~!

wird das obige Integral dann zu

Tac 2 o\ P g

u
—_ €+__— = —_—— ]_.]_09
/62( § 52) //\/5+2u—u2 ( )
ro/p p/r

Nun erganzen wir quadratisch: € + 2u — u? = (¢ + 1) — (1 — u)?. Mit der Definition € + 1 = »?
und der Substitution v = (1 — u)/n geht das unbestimmte Integral in [ dv/v/1 — v? = arcsinv + ¢

iiber. So gelangen wir zum Resultat

¢ — o = arcsin (n~' (1 — p/r)) . (1.110)

Durch Auflésen nach r folgt

1/2
p L]? |L[?
= = — =(1+2F . 1.111

Nach Ubergang zu kartesischen Koordinaten sieht man sofort, dass die durch r(¢) beschriebenen

Bahnen folgenden Typs sind:
(i) Parabel fir n =1 (oder E = 0);
(ii) Ellipse fiir 0 <n < 1 (oder Vi, < E < 0);

(iii) Hyperbel fiir n > 1 (oder £ > 0).
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