Institut fiir Theoretische Physik Andreas Schadschneider
der Universitéit zu Koln Friedmar Schiitze

Mathematische Methoden der Physik
10. Ubung

Sommersemester 2008
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1.

a)

b)

2.

Abgabe im Ubungskasten am 23.06.2008 vor der Vorlesung

Fourierreihen 4 + 8 + & Punkte

Zeigen Sie den in der Vorlesung angegebenen Zusammenhang zwischen den reellen Fourierkoeffizienten
an, by und den komplexen Koeffizienten c,,:

Qp = Cp + C_p, by =i(cn, —c_p).

Zeigen Sie, dafl das Funktionensystem

1 .
—, sinnz, cos nx
fiir den Hilbertraum H = (L*[—m; 7], {.,.)) mit

g = / dz f(x)g(x)

ein Orthogonalsystem bildet. Wie erhélt man daraus ein Orthonormalsystem? Vergessen Sie nicht zu
zeigen, dafl das angegebene Funktionensystem nur aus Elementen des Hilbertraumes H besteht! Es
bedarf wohl hoffentlich keiner groflen Erwihnung, dafl zum Berechnen der auftretenden Integrale die
Eulersche Formel niitzlich sein kann...

neN

Zeigen Sie, dafi die Fourierreihe der Funktion f : [-m, 7] — R, f(z) =  durch

(o)
— 23 (-1 sin(n )
n=1

gegeben ist. Es ist interessant und instruktiv, sich Glieder der Partialsummenfolge fiir verschiedene
obere Grenzen N einmal mit einem Computeralgebra- oder Numeriksystem zeichnen zu lassen. Versu-
chen Sie sich klarzumachen, was Sie beobachten, wenn die Glieder der Partialsummenfolge imIntervall
[—27; 27| zeichnen - auch wenn es dafiir keine Punkte gibt.

Fourier-Transformation 4 + 2 + 6 Punkte

In der Vorlesung haben Sie die Fouriertransformation einer Funktion f : R — R kennengelernt:

a)

F(w):f[f(t)}:\/% / R A0 o F ()

vl

Zeigen Sie, daf folgende Symmetrieeigenschaften erfiillt sind:



/() | Fw) |

reell und gerade reell und gerade

reell und ungerade imagindr und ungerade
imaginédr und gerade imaginédr und gerade
imaginédr und ungerade | reell und ungerade

b) Zeigen Sie den Verschiebungssatz:

FLf(t = to)] = e F[f(1)]

c) Berechnen Sie die Fouriertransformierte der Funktionen (i) cos(wot) und (ii) exp(—t2/2).
Hinweis zu (ii): Sie diirfen [~ et dt = /7 verwenden.

3. Dichten und Deltafunktion 3 + 3 Punkte

In der Vorlesung haben Sie gelernt, daf sich die Massendichte einer Punktmasse m am Ort 7y mithilfe
der Deltafunktion als p(7) = md(7 — ) darstellen 1&8t. Dies wollen wir nun verallgemeinern.
Driicken Sie die Dichte

a) einer linienférmigen Massenverteilung entlang der z-Achse mit der Liniendichte o

b) einer Kugelschale vom Radius R und der Gesamtmasse M
mithilfe der Deltafunktion aus. In allen Féllen sei die Gesamtmasse dabei homogen verteilt.
Hinweis: Liniendichte bezeichnet die Masse pro Léngeneinheit.

4. Darstellungen der Deltafunktion 5 + 5 Punkte

Uberzeugen Sie sich, daf die Deltafunktion folgende Darstellungen besitzt:

a) )

. 1 T
Ow) = lim === exp (‘?)

b)
5(z) = lim + — 2

m — ———-
a—0 T CL2+1'2

Zeigen Sie dazu, dafi die Ausdriicke auf der rechten Seite (i) fiir  # 0 verschwinden, (ii) fir z = 0
divergieren und (iii) integriert iiber | — 0o, 0o[ eins ergeben.

5. Deltafunktion und Fouriertransformation 5 Punkte

Zeigen Sie, dafl

Im Umkehrschluf} folgt daraus nun F~1(1) = v/2m§(t). Benutzen Sie diese Erkenntnis, und zeigen Sie
damit die wichtige (distributive!) Identitét

/ dw =1 = 275(t — 1)

— 00

Erlduterung: Diese Identitét gilt streng nur im distributiven Sinne, also angewandt auf Testfunktionen.
Im strengen Sinne existiert das Integral natiirlich nicht.



