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Vorbemerkungen

DasvorliegendeSkript zu VorlesungMathematishe Methodenrersetzinicht denregelmassigen
Besuchder VorlesungenEs ist als Erganzunggedachtzum Nacharbeiteroder zur Vorberei-
tung auf Klausurenund Prifungen.Deshalbsolltenalle Formelnund Aussagenmmer kritisch
betrachtetverden eskonntennochDruckfehlerenthaltersein!

WesentlicheBestandteibler VorlesungMathematishe Methodersind die Ubungen.Geraden
denerstenSemesterist esunbedingterforderlich,den Stoff durch eigenséndigesBearbeiten
von Ubungsaufgbenzu vertiefen.

Ziel derVorlesungundderdazugehdrigenUbungenist die Vermittlunggrundlegendemathema-
tischerTechnilen und Fahigkeiten,die zur LosungphysikalischerAufgabenstellungebemtigt
werdenlIm erstenTeil werdendie mathematischefechnilenundMethodereingetihrt,diezum
VerstindnisderVorlesungeriExperimentalplgsik I+11” notwendigsind.Schwerpunkteszwei-
tenBlocksist die Vorbereitungauf die Kursworlesungerder Theoretischefhysik. Die meisten
derhier vorgestellterMethodensind nicht Gegenstandier Mathematikwrlesung.
Wesentliche<iel der Vorlesungist die praktischeBeherrschungler vorgestelltenVerfahren.
Notwendigerweisdleibt im Vermgleich zu einer “echten'Mathematikwrlesungdie mathemati-
scheStrengeetwasaufderStrecle. Eswerdendahemochsteng8eweisideeroderBeweisskizzen
prasentiertAuRerdensoll speziellauf denbesonderelmgangderPhysiker mit derMathema-
tik hingeviesenwerden.

Fur Fehlermeldungennd Verbesserungsvschhgebin ich jederzeitdankbar Sie kbnnenauch
peremailanmich (as@thp.uni-koeln.de ) geschicktverden Die jeweils aktuellsteVersi-
on desSkriptsist im InternetiibermeineHomepage

http://www.thp.uni-koeln.de/ » as

verfugbar

AndreasSchadschneider
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Literaturempfehlungen

Im folgenden nden Sie eine kommentierteAuswahl der populrstenLehrhiicher Die Vorle-

sungorientiertsich nicht speziellan einemBuch. Ich empfehlelhnendeshalbsich vor einem

eventuellerKauf zurachstdie einzelnerWerke griindlichanzuseherlle sindin derStudenten-
bibliothekvorhanden.

2 S.GrofmannMathematisher Einfuhrungskus fur die Physik(TeubnefVerlag)

PreiswerteEinfuhrungin die wichtigstenmathematischemechnilen. Kannwahrenddes
gesamterstudiumsverwendetverdeninsbesonderals Nachschlageerk. Eswerdenal-
lerdingsnichtalle ThemenderVorlesungoehandelt.

Preis:ca. 30 Euro

2 C.B.Lang,N. Pucler: Mathematishe Methodenn der Physik(Spektrum)

Ein neuered_ehrbuch, dasalle Themender Vorlesungumfasst.Enthalt auchzahlreiche
Ubungsaufgbenmit Losungen.
Preis:ca. 45Euro

2 K. F. Riley, M. P. Hobson,S. J. Bence:MathematicalMethodsfor Physicsand Enginee-
ring (CambridgeUniversity Press)

Einenglischsprachigdsshriuch,dassehraustihrlichist (mehrals1300Seiten!) Erganzend
nden sichzahlreicheJbungsaufgbenzum Selbststudium.

2 H. FischerH. Kaul: Mathematikftir Physiler (Teubner) 3 Bande
EinedreibandigerKlassiker, derdenStoff derVorlesungweitgehendabdeckiunddariber
hinausweitereThemensehrdetailliert diskutiert.lst auchfir die Mathematik-\érlesung
nutzlich.

Preis:ca.40 EuroproBand

2 T. Arens,F. Hettlich, C. Karp nger, U. Kockelkorn, K. Lichtengyger H. Stachel:Mathe-
matik (SpektrumVerlag)

Eine Empfehlungder StudierendenSehrumfangreichedlathematik-Buchgdassichaber
auchum die Anschauundeniiht und dahersehrgut zur Begleitungder Vorlesunggeeig-
netist.

Preis:ca.70 Euro
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Kapitel 1

Vektoren

VektorensindgerichteteGrof3en. Sie beinhalterinformationeniiberLange (Zahl) und Richtung
VektorenkdnnenauchdimensionsbehaftetdrofRensein.Dannhabensie aucheineEinheit.

Ein typischerVektorist eineVerschieling (sieheAbb. 1.0.1).Damit lauteteineerste,intuitive
De nition fur einenVektor:

GroRRendie sichwie eineVerschielingverhaltenpezeichnemanals Vektoren.
Man schreibthierfura;a; a;:::.

Im RahmerderVorlesungundin diesemSkriptverwenderwir die Notationa. Diesist vor allem
dannbequemwennmanmit derHandschreibt.

N
N
N
N N
~
> a
~
N
~
N

Abbildung1.0.1:VerschielingenlassersichdurchVektorencharakterisieren.

Der Angriffspunktspielt bei der CharakterisierunginerVerschiebing keine Rolle. Dahersind
Vektorenparallelverschiebbar

TypischeBeispielefur Vektorenin der Physik sindder Ortswektorr, derdie PositioneinesTeil-
chensangibt,die Geschwindigkit v odereineKraft F.

Eine physikalischeGrol3e,die sich durch Angabeeiner einfachenZahl beschreibenasst,be-
zeichnetmanals Skalar. Wichtige Beispielehierfur sind die Massem, die TemperatuiT oder
die Zeit .
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KAPITEL 1. VEKTOREN

1.1 Vektorraume

EinemathematisclfiormalereDe nition einesVektorsist folgende:

De nition 1.1.1(VektorraumVektor)

EineMengevonElementerlV = fa; b;:::gheilltVektorraum unda; b; : : : Vektoren, wennfir
allea; b, c; ¢eec2 V gilt:

1.

2.

7.

Abgeschlossenhe+b?2 V und,a 2 V (furalle, 2 ;, bezeichnetmanauchalsSkalar)

Assoziatvitat:a+ (b+ c) = (a+ b+ ¢

. Neutraleslement(Nullvektor):Esexistiert02 V mita+ 0= a flurallea2 V

. Inverse:Fir allea 2 V existierta 2 V mit a+ a = 0. a bezeichnemanals inverses

ElementMan schreibtauchj a.

. Kommutatvitat:a+ b= b+ a

. Furalle; * 2 qilt:

(@ (, +t)a=,a+a
(b) ((t)a=,(*a)
(c).(@+b=(a)+ (b)

1¢a= a

Die meistendieserEigenschaftesind offensichtlich, wennmananVerschielnngendenkt!

Die Addition zweierVektorena undb kannmansichanschaulictals Hintereinanderaughrung
zweierVerschiebingenvorstellendie sichnatirlich durcheineeinzigeVerschiebingrealisieren
lasst.Diesebezeichnemandannmit a + b. Gra sch lasstsich daswie folgt veranschaulichen
(sieheAbb. 1.1.1a):Der Vektorbwird parallelan dasEndedesVektorsa verschobena + bist
danndie VerbindungdesAnfangspunkteson a mit demEndpunktdesverschobeneektorsh.

Die anschaulich&edeutunglesMultiplikation mit einemSkalarwerdenwir spaterin diesem
Abschnittdiskutieren.

Abb. 1.1.1bveranschaulichtiasinverseElementa = | a. j a hatdie gleicheLange,aberdie
entgg@engesetztRichtungvona. Damitlalitsichauchdie SubtraktionvonVektorenalsAddition
desinversende nieren:aj b:=a+ (j bh=a+ b
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at+b
a) _ ° b) %//g(

Abbildung 1.1.1: Veranschaulichunder Addition von Vektoren(links) und desinversenEle-
mentsa = | a (rechts).

|©

Beispiell.lﬁl. q
2mita= 2 wobeia;; a, 2
Ao 3 <
IJ'a. + b !
mit der Addition und skalarerMultiplikation: a+ b= al N ’bl
2 SN2

Verallgemeinerunguf ": analogekomponentenweisBe nition
Speziellfir n = 1 eralt mandie bekannterRechenrgelnfir die reellenZahlen

De nition 1.1.2(BetrageinesVektors)
DenBetrag bzw. die L angeoderauchNorm einesVektorsa bezeichnetmanmit

jag=a

Spater werdenwir immer die Schreibweisea verwenden, sofernkeine Verwechslungsgahr
besteht.
Speziellgilt: jOj = 0.

B1=
Fur dasobigeBeispiel1l.1des 2 de niert mandenBetragals — Zl —= P a2 + a3. Allge-
— — 2
fa 1 —
R P
meingilt firden ": % : K== a2 + ¢¢¢+ a2
an

1.2 Vektoralgebra

Im folgendenwollenwir dreiverschiedendultiplikationenvon Vektorende nieren.

De nition 1.2.1(SkalareMultiplikation). b= ,a  (Vektor= Skalar¢Vektor)
Die skalare Multiplikation kennenwir bereitsausden Vektorraum-Axiomengdie auchihre
Regelnfestgelgen.Man kanndasErgebniseinfachgeometrischnterpretieren:

a), > 0: aundbzeigenin die gleicheRichtung(parallel):ak b
b), < 0: aundbentggengesetztantiparallel).

ID.h. wir lassereinfachdasVektorsymbol weg.
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:

jb ¢cosA
Abbildung1.2.1:Die Projektionvonbaufa.

Fur denBetraggilt jij = j, j ¢jaj. Daher:

a)j,] > 1. Streckung

b)j, ] < 1. Stauchung

De nition 1.2.2(Skalarprodukt) Vektor®vektor= Skalar(Zahl)

DasSkalarprodukt zweierVektorena, bliefert einenSkalar
Im 2istesde niertals: ac¢b:= ab + ab,.

Die Verallgemeinerungufden " ist offensichtlich: ‘ ath:= a;b + ::: + a,b, ‘

Wir konnendasSkalarprodukauchgeometrisclde nieren: ath= jaj ¢jb tcosA

Diesegeometrisch®eutungimpliziert nun:
atb= 0, A= 8¥s2, asenkrechaufb (a? b

Die Projektion vonbaufaist jbj cosA (sieheAbb. 1.2.1).DieseProjektionl asstsichauchdirekt
mit Hilfe desSkaIarprodukteausd'chkenals%9 odera ¢h, wobeiwir denEinheitswektora= 2

in Richtungvon a eingefihrthaben(s.u.,Def. 1.3.3). ng

De nition 1.2.3(KreuzprodukiVektorproduktauRere$rodukt)) Vektor£ Vektor= Vektor

Im Gegensatzzur skalarenMultiplikation und dem Skalarprodukist dasKr euzprodukt ¢ =
af b2 B zweierVektorena;b2 2 nurim 2 de niert!

AnschaulicheDe nition: ¢ = a£ bhatdenBetrag |jg = jaj ¢jb ¢sinA| undstehtsenkrecht

aufa undb: Dabeibildena; b; ¢ ein RechtssysterfRechte-Hand-Rgel).

Bem:Daraudolgt sofort:a£ b= j b£ a(dasKreuzprodukist antikommutatv).

0 1
by i ashy
KomponentenweisBe nition: af b= @a3b | ahA

aly | ahy

Ein weiteresProdukt,dasnurim 2 de niert ist, ist dasSpatprodukt.

De nition 1.2.4(Spatprodukt)
Als Spatprodukt bezeichnemanfolgendesProduktdreierVektorena,b,c2 3. a¢(b£ o).

WeitereRechenrgelnfiir Skalarund KreuzprodukiernenSiein denUbungenkennen!
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Wichtige Bemerkungim Gegensatzur Multiplikation vonreellenZahlen(6é 0) lassersichdie
Multiplikationenvon Vektoreni.a. nichtumkehren.

M.a.W.: Es gibt keine Division durch Vektoren!

Ein Grund hierfur ist, dassman z.B. ausder Kenntnisvon a ¢b und a nicht eindeutigauf b
zurickschliesserkann. Tatsachlich gibt es hier i.a. unendlichviele LoésungenMan kann nur
durchBetragevon Vektorendividieren!

1.3 BasiseinesVektorraumes

De nition 1.3.1(Linearkombination Erzeugendensystem)

Esist zwecknassig,in einemVektorraumgewisseVektorene;;e,;:::; e, auszuzeichnemit
derenHilfe sichalle anderervektorena 2 V als

xXo
a= .j§ = .18t , 26 + CWC+ | e,
i=1

De nition 1.3.2(Basis,Dimension)
Kann man keinender VektoreneinesErzeugendensystemgeglassenphnedassdieseEigen-

torenderBasisheiltdie DimensionvonV . Man schreibthierfur auchn = dimV.

n kannauchunendlichsein! In diesemFall spricht manvon einemunendlich-dimensionalen
Vektorraumund schreibtdimV = 1 . In derLinearenAlgebrawird gezeigt,dassn eindeutig
bestimmtist, d.h.alle BasereinesVektorraumsestehemusgleichvielenElementen.

Die, ; sinddie Komponentenvona bzgl.derBasise;; e,;:::;&,.

YRl YR u T
- . 1 0 1 . .
Beispiel 1.3.1. Die Vektorene, = 0 &% 1 &= ] bilden ein Erzeugenden-
o
systemdes 2. g, &, bildensogar eineBasis,dennfur einenbeliebigenvektora = & gilt

2
offensichtlicha = a;e;, + axe,. Somithata die Komponentera; unda, bzgl. derBasise,, e,.

AuRerdenfolgt dim 2= 2.
NachHinzunahmedesVektorse, kannmanimmernochalle Elementedes 2 alsLinearkombi-
nationdarstellenMan setzteinfach, ; = 0. Allerdingsiste;, e,, &; keineBasismeht

Beispiel1.3.2. 0 1 01 01
1 0 0

e, = @A ; = @A; ¢ = @A
0 0 1
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ist eineBasisdes 3.
Allgemeinhatder " die Dimensionn.

Hau g ist eszwecknéssig,die Basis\ektorenmoglichst“einfach” zu wahlen.l.a. normiertman
ihre Langeauf1 (d.h.g ¢g = 1bzw jgj = 1) undwahltdie Vektorenpaarweiseorthogonal
(g ? &) ¢ ¢tg = Ofurallej 8 I. Mansprichtdannvon einerOrthonormalbasis.

Istjg j & 1furmindesteninj, sohatmanesmit einerOrthogonalbasiszutun.

De nition 1.3.3(Einheits\ektor).
Einheitsvektoren sind VektorenderLangel. Zu einembeliebigenVektora 2 V (a 6 0) kann
maneinenEinheits\ektorgleicherRichtungde nieren:
a .
a= — y Jjg=1
a9
Offensichtlichsind4 unda parallelzueinander

Speziellfur die Einheits\ektorenin x; y; z-Richtungschreibtman:®; §; 2 odere, ; g,; .

Die Wahl einerBasiseinesVektorraumesst nichteindeutigManwabhlti.a. die Basis,diefur ein
gegebene®roblemam zwecknéssigstererscheintin derRegel sinddiesOrthonormalbasen.

1.4 Koordinatensysteme

In der Physik tritt sehrhau g dasProblemauf, die Lage von Punktenin einemRaumzu be-
schreiber. Diesgeschiehmit Hilfe von Koordinatensystemeiin K oordinatensystemerhalt
mandurchFestlgungeinesPunktesdemUrsprung, undeinerBasis.

Im folgendenwollenwir die wichtigstenKoordinatensystenilairz vorstellen Wir werdenspater
daraufzurickkommenundz.B. die Basis\ektorender Systemesxplizit de nieren.

Wir betrachtemun einenPunktP, desser_ageim Raumwir auf verschiedenérten charak-
terisierenwollen. Wir stellenunsdahervor, dasswir einenausgezeichnetddunktals Ursprung
gewahlt habenDer PunktP kanndanndurchdenVektora charakterisiertverden.Dieserent-
sprichtderVerschielmngvom UrsprungnachP .

1.4.1 KartesischeKoordinaten

Wir betrachterzunachstdenFall eineszweidimensionalefRaumesdenwir mit dem 2 iden-
ti zieren. Die einfachsteWahl einer Basisdes 2 fiihrt auf dassog. kartesische Koordina-
tensystem Hier wahlt man (orthogonalen!Einheits\ektoreng,, g, in xj undyj Richtungals
Basis\ektoren(sieheAbb. 1.4.1)undkommtso(durchPrﬁjelﬁTionaufdiexi bzw yj Achse)zu
derbekannterDarstellung a= axg, + ayg, bzw a= ZX
y

Hier sindalsodie Koordinaten(ay; a,) desPunktesP gleichdenKomponentemesVektorsa.

2Der'Raum' kanndabeidurchausehrabstrakisein!
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Abbildung1.4.1:Kartesische&oordinatensystemndDe nition derebenerPolarloordinaten.

1.4.2 (Ebene)Polarkoordinaten

Daszweitehau g verwendeteKoordinatensysterm zwei Dimensionersind die (ebenen)Po-
lark oordinaten (jaj ; A). Die Koordinatersind hier nichtdurchdie Projektioneraufdiexj und
yi Achsegegebensonderndurchdie Langea = jaj desVektorsa und denWinkel A, dener
mit derxj Achseeinschlie3{sieheAbb. 1.4.1).Darausergibt sichderfolgendeZusammenhang
zwischendenkartesischemnddenPolarloordinaten:

3/ 1L n

, 74 72 ¥

acosA 0) a = az + &
asinA tan A &

ax

Ay
ay

Die KoordinaterkonnenfolgendeWerteannehmen: a, Ound0- A< 2Y%

Man beachtedassA durchdie Bedingungtan A = ay=3a, nicht eindeutigbestimmtwird! Dies
wird in Kap.5.2genauediskutiert!

Bem: Ein Vektora ansichist unablangigvom Koordinatensystenkrstdie Komponenterines
Vektorssindvon derWahl desKoordinatensystemabhangig.
Die Polarloordinaterstimmennicht mehrmit denKomponentemesVektorsuberein!

1.4.3 Zylinderk oordinaten

Ublicherweisearbeitetmanim 3 mit einemdreidimensionalerkartesischerKoordinatensy-
stem.Bei Problememit bestimmterRotationssymmetriekonnenjedochdaranangepasstko-
ordinatensystemeeiterhelfen.

In Zylinderk oordinaten werdenzweidimensionalebenePolarloordinatenin der x-y-Ebene
mit einerz-Koordinatekombiniert(sieheAbb. 1.4.2).a° = (ay; a,; 0) ist die Projektionvona in
diex i yi EbeneundA derWinkel zwischera®undderxj Achse.Dabeihatmanzu beachten,
dassdasurpringliche kartesischeKoordinatensystemechtskandigist, d.h. die Rechte-Hand-
Regel erfiillt®. Als Koordinatererhélt manal = jaj, A unda, mit folgenderUmrechnungsor-
schrift:

3Der Daumerzeigtin Richtungderxj Achse,derZeige ngeriny; RichtungundderMittel nger in Richtung
derzj Achse.
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az |

‘ (ax; ay; 0)

Abbildung1.4.2:Zylinderkoordinaten

0 2 8 0 P 2
a, = a’cosA = < a = &+ a
a = a’inA_ ()  tanA = ¥
a, ' -

Die KoordinaterkonnenfolgendeWerteannehmen: a°, 0,0- A< 2¥%undjl <a,< 1.

Bem.:Man beachtedassa® nicht der Betragvon a ist, alsodesserlange.Stattdesseist a° der
Abstandvonderzj Achse.

1.4.4 Kugelkoordinaten (spharischePolarkoordinaten)

In Kugelkoordinaten benutztmanauRederLangea = jaj desVektorsa zweiWinkel A, i (siehe
Abb. 1.4.3).Der Winkel u ist dabeider Winkel zwischendemVektora undderzj Achse.Um

vondenZylinderkoordinaterzu denKugelkoordinateniberzugehemufimandie Projektionen
a’indiex yj Ebeneunda, aufdiezj AchsedurchdieLangea unddenWinkel pausdiicken.
Mit a°= asinpunda, = acosp erhalt man:

Q 0
) o — P
ax = asinucosA = 2 a = aa)2(+a32/+a§_J§J
a, = asinusinA () N tanA = 2
1 2 2
a = acosu " tanp = a;; aZ

Die KoordinaterkdnnenfolgendeWerteannehmen: r , 0,0- A< 2%und0- p- Y%
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Abbildung1.4.3:Kugelkoordinaten

Wir werdenspatersehendassmandurchgeschicktéVahl desKoordinatensystemsftmalsein
Problemstarkvereinfacherkann.DabeihatmansichandenSymmetrierdesProblemszu orien-
tieren.Bei einerKreisbavegungist z.B. derRadiuskonstanundnur derWinkel A verandertsich
in einerPolarloordinatendarstellundn kartesischetKoordinaterwiirdensich daggensowohl
diexj alsauchdiey;j Koordinatezeitlichandern.
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Kapitel 2

Matrizen und Lineare Gleichungssysteme

2.1 Lineare Abbildungen

dimensionalevektorraumV °mit derBasisf €%;;:: 1 ; €%, 0.

EineAbbildungf : V! VC°heiBtlinear, fallsfurallev,;v, 2 V undalle®2 gilt:
f(vy+ ®vy) = f(vy) + ®F (vy):

Hierausfolgt offenbarsofort,dassf (0) = 0 seinmuss!

Man kann lineare Abbildungenauch anderscharakterisierenpnamlich Uber das Verhaltender
Komponenterbzw. Koordinatemektoren.Dazubetrachterwir dasVerhaltender Basis\ektoren
ausV unterderAbbildungf . Daessichum Vektorenin V °handelt)assersichdie Bildvektoren
in derBasisvon V °darstellen: .

X

f(g) = M €5 :

1=1
DieseGleichungerde nierendie n ¢n°reellen(oderkomplexen) ZahlenM; .
Wir werdennunzeigen dassdie Kenntnisvon M,; ausreichtumdenBildvektoreinesbeliebigen
Vektorsv 2 V zubestimmenDazuzerlegenwir v zurachstbeziglich derBasisin V:

UnterAusnutzungderLinearitatvonf undderDe nition derM; emibt sichdann:

A !
X X0 X x° .
f(v) = f vig = vif(g) = Y (Mj;€)
0 1&:1 !j=1 0 =t 1=1
XX , X
= My €= wel:
1=1 j=1 =1

17
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Somitkannmandie Komponentemnw, desBildvektorsf (v) durchdie Komponentervon v und
die M; ausdiicken:
X
W = M|j Vj -
j=1
Die ZahlenM); enthalteralsodie vollstandigelnformationtiberdie lineareAbbildungf . Dies
motiviert die De nitionen im folgendenAbschnitt.

2.2 Matrizen

De nition 2.2.1(Matrizen)

m Zeilenundn Spalten

a1 ¢ ay,
A=@: .
am1 ¢¢C amn

bezeichnenvir alsm £ n Matrix .

Oft schreibtmanaucheinfachA = (g), wennmandie Elementea;, nicht explizit angeben
mochte.

Die Mengeallerm £ n-Matrizenbezeichnemvir im folgendenauchmit M (m; n).

Wir wollen die wichtigstenRegelnfur dasRechnenmit Matrizen zusammenstellergeien
0

a;; ¢ ay, a1 € &y,

m £ n-Matrizenund

einen £ p-Matrix.

LA=A () g = & furallej;l.
Zwei Matrizensind also gleich, wennalle ihre Elementetibereinstimmenlnsbesondere
musserbeideMatrizengleichgrof3sein!
2. Die Addition zweierMatriéenistelementweisele niert dlurch
gt & CCC ay, + ayp
A+A=B 1 . K=(@+a):
amit+ &n1 C0C amy + @mn
Man beachtedassdie Summenur fur MatrizendergleichenGroR3ede niert ist !
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3. Die Multiplikation einerMatrix mit einemSkalar, 2  ist komponentenweisdurch

A ¢ ag,
,Aﬁ::% : : E:(,a“)i

,a mil ¢¢¢ ,a mn
de niert.

4. DasMatrixproduktC := A ¢B isteinem £ p-Matrix mit denElementen

X
Gj = ayh;:

1=1

Damit man zwei Matrizen multiplizieren kann, muf3 die Zeilenzahlder zweiten Matrix
gleich der Zahl der Spaltender erstenMatrix sein! Bei der Berechnungdes(i; j )-ten
ElementdesProduktesnumanalsodie Produkteder|-tenElementederi-tenZeile von
A mit deml-tenElementderj -ten Spaltevon B aufsummieren.

BemerkungIm allgemeinernst
AtC 6 CCA:

Z.B. ist dasrechteProduktfiir m 6 p tilberhauphichtde niert.

5. Fur die Matrixmultiplikation gilt dasDistributivgesetz
3 ,

A+ A ¢B=A0B+ ACB:
6. DasNullelementin M (m; n) ist die Matrix
0 1
0 ¢¢¢ O
0=@: . :
0 ¢¢ec O

7. Als n £ n-Einheitsmatrix in M (n; n) bezeichnemandie Matrix

1
1 0 ¢e¢ O
0 1 ¢¢¢ O
E:= Y e € 1 R §
0 0 ¢¢¢ 1
mit demsog.Kr oneclker-Symbol
1 fallsj = 1|

4+, =
|
E 0 sonst
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Die Einheitsmatrixst einespezielleDiagonalmatrix, bei denemur die Elementen;; auf
derDiagonalenvon Null verschiederseinkdnnen.
Man Uberlegt sichleicht, dassfur einebeliebigeMatrix A 2 M (n; n) gilt:

1>

CE = E ¢A=

>

8. Die transponierte Matrix A' einerMatrix A 2 M (m; n) istdien £ m-Matrix, dieausA
durchVertauschungon Zeilenund Spalterhenorgeht:

1 0 1

a;; ¢C¢ ay, a;;p 0CC am,
A=@: . iR 9 A=B: . K dhod=

am1 ¢¢C an, ain  ¢¢ anm

Fur quadratischéatrizen(n = m) entsprichidieseinerSpiegelunganderDiagonalen.

9. InverseMatrix : Seié einen £ n-Matrix. ExistierteineMatrix é‘ L mit

1>

¢ I1:;:

1¢,

12>

sobezeichnemandiesealsdie zu A inverseMatrix.

Wichtiger Spezialfall n £ 1-Matrizen,alsoMatrizenmit nur einerSpalte,identi ziert manmit
Vektoren Die Multiplikation einesVektorsb 2 M (n; 1) mit einerMatrix A 2 M (n; n) istdann
gegebendurch

1 0

ép:% %ﬁ%

am1 ¢CC amn b, am1b + amaby + ¢C¢+ an, b,

1
¢ee aln ap by + apply + ¢CC+ ag, b,

Furn = m = 2 entsprichtdasgeradeunserenobenbetrachtetemeispiel.Jetztsollte auchdie
Matrixdarstellungson linearenGleichungssystemekar sein!

Somit lassensich lineare Abbildungenauchdurch Matrizen charakterisierenNach Wahl von
Basenin Ursprungs-und Bildraum, kannmandie Matrix M_ bestimmenDamit kannmanfur
einenbeliebigenvektorv die KompenterdesBildvektorsw bestimmen:
X
w, = Mij v, bzw. w=Mv:
j
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2.3 Determinanten

De nition 2.3.1(Determinante)
Als Determinante einern £ n-Matrix A = (a;,) bezeichnenvir folgendereelleZahl:

a)
\%

a1 ¢ ag, X
detA = det%) : : & = (i 1)7awp ) dp() ¢¢amp (n)
an1 0CC ay, P

[EEN

DieseDe nition wird auchalsLeibniz-FormelbezeichnetDie Summe auft dabeitiberalle Per
mutationenP der Zahlen1;2;:::;n. Als Permutation bezeichnetabeijede Umordungder
ReihenfolgeZ.B. fur n = 3 hatmanfolgendePermutationen123,132,213,231,312,321.Fur
die zweitePermutatiori32bedeutetliesgenauerP (1) = 1, P(2) = 3undP (3) = 2

Die Zahl der Permutationenvachstsehrschnellmit n an. Sieist gegebendurcht n! := n(n j
1)(nj 2)¢ee2 ¢l Damitist 3! = 6, aberfurn = 6 haberwir schon6! = 720

(i 1) bezeichnetassog. Signum (Vorzeichen) der PermutationManchmalwird auchdas
Symbolsign(P) verwendetEine Permutatiorheif3tgerade(ungerade), wennsiedurcheinege-

manauchsgn(P) statt(j 1)°.

Zum Beispielist die Permutatiori32 ungeradedasie aus123durchVertauschungon 2 und 3
henorgeht.Dagegenist 231 geradedennhier berdtigt manzwei Paanertauschunge(z.B. erst
1 mit 2, was213liefert, unddannl mit 3).

ObigeDe nition derDeterminantemhasstsichfolgendermalRemterpretierenManhatalle mogli-
chenProduktezubilden,beidenerausjederZeile undjederSpaltegenawein Elementvorkommt.
DieseProduktesinddannzu addierenwobeimandasVorzeicherausdemSignumder entspre-
chenderPermutatiorbeachtermuf3.

Speziellim Fall n = 2 gilt:

a a ﬂ

11 A _ . )

det = aqidxp i appdy.
dp1 a2

Der ersteSummandckommtvon deridentischerPermutatiommit P(1) = 1undP(2) = 2, der
zweitevonP (1) = 2, P(2) = 1. Letzereistungeradainddaherist (j 1) = j 1.

Im folgendengebenwir einigewichtige Eigenschafteron DeterminantemhneBeweisan:

1. detA = 0, falls eine Zeile oder eine Spalteverschwindei(d.h. dort alle Elemente= 0
sind).

2. detA = 0, fallszwei Zeilenoderzwei Spaltengleichoderproportionalsind (d.h.esgibt
undk sodassa; = ,ay; bzw a; = ,a;, furallej mit einergeeignetemeellenZahl, ).

1Gesprochem Fakultat
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1
0 a;; ¢C¢ ay,

3. detg ,a;; ¢¢¢ a, & =, detA,

an1 ¢ an,
d.h. mankanneinengemeinsamefraktor auseinerZeile (oder Spalte)vor die Determi-
nanteziehen.

4. Vertauschimanzwei Zeilen oderzwei Spalten so wechseltdasVorzeichender Determi-
nante.

i .C
5. det ét = detA.

6. detA andertsich nicht, wenn zu einer Zeile (oder Spalte)das Vielfacheeinerandeen
Zeile (bzw. Spalte)addiertwird.

Die urspiinglicheDe nition ist nicht besondergut zur praktischerBerechnungron Determi-
nantengeeignetWir wollen hier daherein praktischere¥erfahrenvorstellendie sog.Laplace-
Entwicklung.Hierbeihandeltessichum ein rekursvesVerfahren bei demdie Berechnungon
n £ n-Determinanteraufdie Berechnungyon(nj 1)£ (nj 1)-Determinanterzuriickgefihrt
wird.

Als Vorbereitunggebenwir zurmachstzwei De nitionen an. Dazu betrachterwir einen £ n-

Matrix A = (a; ).
Als Minor vong; bezeichnemandannfolgendereelleZahl:
0 1
a;; ¢ee & ¢ee ag,
: it

M; = detg a,; ¢¢¢ @ ¢CC a,

a1 CCC a; ¢CC a,,

wobeidie Elementes; , diedurchc: : gekennzeichnesind,ausderMatrix zu streichersind.Der
Minor ist alsodie Determinanteder Matrix, die ausA durchStreichenderi-tenZeile undj -ten
Spalteentsteht.

Ci = (i 1)"*'M; heiRtKofaktor vona; .

Die Laplace-Entwicklung einerDeterminantaest nunde niert durch

X X
deté = aQj Cij = aj Cij ;

j=1 i=1

wobei die ersteSummeeiner Entwicklungnachder i-ten Zeile entspricht,die zweite der Ent-
wicklung nachderj -ten Spalte.
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Wir wollen diesam Beispieleiner3 £ 3-Matrix veranschaulicherkEine Entwicklungnachder
erstenSpalteliefert:

0 1
d;; A2 a3 M 3y & l a, a
det@ dp1 Axo ang = an ¢det 22 23 i ao ¢det 12 13
dz2 ds3 dz2 ds3
ds; dz2 ds3
M 2 g 1
+  ag Cdet 12 13
dpo  dp3

BemerkungNebender Determinantaibt esnocheineweitereeinfacheZahl, die sichauseiner
Matrix bildenlaRtunddie spaternocheinewichtige Rolle spielenwird.
Die Spur einern £ n-Matrix A istde niert durch

X
Spuré = Ajj ;

d.h.alsSummederDiagonalelemente.

2.4 Lineare Gleichungssysteme

In vielen praktischerProblemehat esmit linearen Gleichungssystemerzu tun. Hier mochte
man zurachsteinmalwissen,ob sie tiberhaupeine Losunghabenund wie mandiesegegebe-
nentlls bestimmerkann.Dabeiheil3tein Gleichungssysterfinear, wennkeine Potenzeroder
Produkteder Unbekanntemuftreten.

Als eintypische®Beispielbetrachtemwir folgendesSystemauszwei Gleichungemit zwei Un-
bekannterundseinelL dsung:

X+3y = 6 =) x+3(j5=6 =) x=21 =) x=3

2Xjy =5 = y=2i 5 =) y=1
Hxﬂ u6ﬂ

Eine alternatve DarstellungdesGleichungssystemmit Hilfe von Vektoren y und 5 im

2 die die Unbekannterx, y bzw. Inhomogenifitenzusammerdssenist durch
Hy 31Tuxﬂ__u6ﬂ
2 i1 vy 5

gegebenDie 2 £ 2-Matrix, die hier auftritt, bezeichnemanauchals K oef zienten-Matrix .
AllgemeinlassersichlineareGleichungssystemausm Gleichungemit n Unbekanntemmmer
in derForm

Atx=Db

schreibenmit demVektorx 2 ", derdie n Unbekannterals Komponenterenthalt, derinho-
mogenitb2 ™ undeinerKoefzientenmatrixA 2 M (m; n).
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Istm = n undkannA invertiertwerden sokannmandie L 6sungmit Hilfe derInverserbestim-
men:

x=Aitlch

1>

2.4.1 Gaul3-Algorithmus

Wir betrachterein linearesGleichungssysterausn Gleichungemmit n Unbekannten:

a; X, + ¢ee +ai X, = bl

an1X1 + ¢¢¢ +a,x, = b

bzw A ¢x = b. Danngilt:

IstdetA 6 0, dannhatAdx = beineeindeutigd.dsungAuRerdenexistiertAi 1. Im homogenen
Fall, d.h.b= 0 kannmandie Ldsungdannsofortangebentn diesemFall muRx = 0 sein!
Diesesstellenwir mit Hilfe desfolgendenSchemasymbolischdar:

1

ED a;n ¢0C ay, | by

an1 0C¢ an, | by

Ziel ist espun,dieses!\/latrixschemajurchAquivaIenzumformungeaufDreiecksgestalztu brin-
gen.Mit Aquivalenzumformuran meinenwir dabeiOperationengdie denL dsungsraurmmicht
verandern.Es handeltsich dabeium die bekannterOperationendie man bei der Losung“zu
FulR” (siehedasBeispiel zu Beginn diesesKapitels) anwendetalso z.B. die Addition zweier
Gleichungeroderdie Multiplikation mit einerreellenZahl.

Wir gehennun folgendermal3emor: Im erstenSchritt subtrahiererwir von allen Zeileni (au-
Berder ersten!)die jeweils mit a;;=a;; multiplizierte ersteZeile. Hierdurchwerdendie ersten
Elementealler Zeile (auRerderersten!)zu Null gemachtMan erhalt dannfolgendesSchema:

0 1
an a2 ¢ee ain by
% 0 &pi Hay, 006 & Zay | b «mbl%

a1l

0 anyj g, ¢¢ a, i 2May, [ bi b

a1l a1l a1l

Dieswiederholtmannunfir die Untermatrix,die in der 2. Zeile und 2. Spaltebeginnt etc. Am
EndehatmandannfolgendesSchemavorliegen:

0
a; a;p 0CC ay, | by

%o 8y COC &y, 52§

0 0 ¢ &, b
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Die explizite Form der Elementes;; gebenwir hier nicht, sie konnteaberim Prinzip bestimmt
werden.

Ausgeschriebemautet die letzte Zeile &,,x, = B,. Damit habenwir x,, explizit bestimmt:
Xn = % Dies konnenwir nunin die vorletzte Zeile einsetzenso dassdort nur noch x; 1
alsUnbekanntexplizit auftauchtusw Damitlassersichalle x; rekursv ablesen.

Alternativ kdnntemanauchnochweitereAquivalenzumformungerornehmerunddasSchema
auf Diagonalformbringen:

0 1
a1 O ¢¢¢ O bl
0 a» ¢¢ 0 |b §
0 0 ¢¢ ay | by
Hierauskannmandie Losungdirektablesenx; = b =g;;. Um dieseDiagonalformzu erreichen,

mussmangeeigneté&/ielfachederletztenZeile von denandererabzieherundsodie letzteSpal-
te zu Null macheretc.

Bem.:Manchmalkannein Diagonalelemenin einemZwischenschritdenWert 0 haben.Dann
mulRmanZeilenoderSpaltenvertauschenyasu.U. einerUmnummerierungler Variablenent-
spricht.

Wir wollen dasVorgehenaneinemkonkreterBeispieldemonstrieren.

Beispiel2.4.1.
X+2y+ z = 3
X+ yi z = jl
2Xj 2y+4z = 10
Diesliefert folgendesSchema:
0 1 0 1 0 1
1 2 1| 3 1 2 1| 3 12 1] 3
@1 1 i1|j1Aj! @0 i1 j2|/i4AjI @0 1 2| ij4A:
2 i2 4|10 0 j6 2 4 0 0 14| 28

Die letzte Zeile lautet explizit 14z = 28 alsoz = 2. Setztmandiesin die vorletzte Zeile
yi 2z = j 4ein,sofolgty = 0. AusdererstenZeile erréalt manschlie3lichx = 1.

Alternativ kannmanauchweitereUmformungervornehmerund denKoefziententeil auf Dia-
gonalgestalbringen.Dabeigehtmananalogvor, wobeinungeeignetd/ielfachederletztenZeile
von denandererZeilensubtrahieriverden Au3erdenkannmansich zunutzemachengdassdie
Multiplikation einerZeile mit einerreellenZahl ebenélls eine Aquivalenzumformunglarstellit.
Soerhalt mandannfolgendeweitereUmformungsschritteDiesliefert folgendesSchema:

0 1 0 1 0 1
12 1| 3 1 20|1 1 00|1

il @0 1 j2|i4Aj! @0 1 0|{0A;! @0 1 0|/0A:
00 1| 2 0012 00 1|2
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Man sieht,dassmannun die Losungdirektin derrechtenSpalteableserkann,wennmanden
Koefziententeil in Diagonalformgebrachtat!

Zum AbschlusseinigeBemerkungen:

1.

ObigesVorgehenfunktioniertauchmit mehrerennhomogeniatengleichzeitig.Diestritt
z.B. beimInvertiereneinerMatrix A auf:

1 0
a;; ¢¢ ay, |1 ¢¢¢ O 1 ¢¢¢ O
: : g il cee;! :
a1 ¢¢ a,, [0 ¢¢C 1 0 ¢e¢ 1

1
il&

1>

. Die vorgestelltel 6sungsstratge kannauchaufallgemeineré&Systemeusn Gleichungen

mit m Unbekannterfwobein 6 m) angavendetwerden.

. Fur quadratische&Systemeg(n = m) gilt: Ist detA 6 0, sohatAx = b eineeindeutige

Losung AuBerdemexistiert Al .
Hierausfolgt, dassim Fall b = 0 (homogenesleichungssystemy = 0 die eindeutige
Losungist.

. Istin einerZeile der Koefziententeil UberallNull, dasentsprechendElementdesinho-

mogeneTeils (rechteSpalte)abernicht, so bestehtoffensichtlichein Widerspruch.Das
Gleichungssystenst dannnichtlosbar

. Istin eineZeile identischNull (inklusive der Inhomogeniét), so kannmaneine Variable

beliebigwahlenunddasSystemhatunendlichviele Losungen.
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Funktionen und Differ entiation

De nition 3.0.1(Funktion)

EineFunktion isteineVorschriftf , diejedemElementinerMengeD, demDe nitionsber eich,
einElementy =: f (x) einerandererMengeZ, derZielmenge zuordnetMan sprichtauchvon
einerAbbildung von D nachZ undbezeichnetiesemit

f:D! Z
odercharakterisiertlie Zuordnungdurch
X 7! f(x) mit x 2 D; f(x) 2 Z:
Bemerkungen:
1. x und/odeff (x) kbnnenauchVektorensein!

2. Statty = f (x) schreibtmanoft aucheinfachy = y(x). Die Schreibweiseg/(x) soll andeu-
ten,dassmanin derPhysik hau g nicht zwischender Funktionf (alsoderZuordnungs-
vorschriftyundderabhangigenvariableny unterscheidet.

3.1 Eigenschaftenvon Funktionen

Funktionerf : D! Z lassersichaufverschiedenértenund\Weisencharakterisiererin einer
KurvendiskussiotkannmanfolgendeEigenschaftemintersuchen.

1. Injekti vitat: Die Funktionf ist injektiv, wennf (x;) 6 f (x,) fur alle x;;x, 2 D mit
X1 6 Xo.

2. Surjektivitat: Die Funktionf ist surjektv, wenndie Bildmengef (D) := ff (x)=x2 Dg
mit der Zielmengeubereinstimmtf (D) = Z.

3. Bijektivitat: Eine Funktion,die injektiv undsurjektv ist, bezeichnetmanalsbijektiv oder
aucheineindeutigeAbbildung. Dieswird wichtig, wennmandie Umkehrfunktionbilden
mochte.

27



28 KAPITEL 3. FUNKTIONEN UND DIFFERENTIATION

A f(X)

Abbildung 3.1.1:Die dagestellteFunktionist unstetigbeix o, dasiedorteinenSprungmacht.

4. Monotonie: Die Funktionf heif3tmonotorwachsendbzw. fallend),wennfirallex; < x;
giltf (x1) - f(X2) (bzw f (x1) , f(X2)).Gilt sogardiestrengeUngleichheitsoheilitdie
Funktionstrengmonotonwachsendbzw. fallend).

5. Extrema f nimmtim Punktxg ein (lokales)Maximum (bzw. Minimum) an, falls esein
Intervall [Xgj £ Xo+ H umxg gibt (x> 0),indemf (x) - f(Xo) (bzw f (X) , f (X)) ist.
Dasgrof3telokale Maximum (bzw. kleinstelokale Minimum) heif3tabsolutesMaximum
(bzw. absolutesMinimum)®.

6. Asymptotik: In derPhysik interessiermansich oft fur dasVerhaltervon Funktionenfr
grolReoderkleine Argumentebzw. allgemeineamRanddesDe nitionesbereichedieses
lasstsich oft durcheinfachereFunktionencharakterisiererZ.B. sagtman,dasssichf (x)
fur grol3ex asymptotisctwie x" verralt, wennf (x)=x"! 1furx! 1.

7. Symmetrie (gerade/ungeradeFunktionen): Eine Funktionf heil3tgeradefalls fur alle
x 2 D gilt: f (j x) = f(x).
Die Funktionheil3tungeradefallsfurallex 2 D gilt: f (j x) = j f (X).
Man beachtedassn derRegel Funktionerwedergeradenochungeradesind!

De nition 3.1.1(Stetigleit).
EinestetigeFunktionhateinenKurververlaufohneSprung. Der GraphderFunktionkanndann
ohneabzusetzegezeichnetverden(sieheAbb. 3.1.1).

Stellen,andeneneineFunktionein “aulegenvdhnliches”Verhaltenzeigt, bezeichnemanauch
alsSingularitaten.

Zwei wichtige Typenvon singuremVerhaltensind:

Vorsicht! Hier miisserevtl. Funktionswert@ndenRanderndesDe nitionsbereichsseparabetrachtetverden!
2Wir verzichterhier auf einestrengmathematisch®e nition zu GunsterderintuitivenVorstellung.
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A f(x)

Y

Abbildung3.1.2:Der GraphderHeaviside'schenSprungfunktion.

A f(x)

Abbildung3.1.3:Funktionmit einerSingulariitim engererSinne.

1. UnbestimmtheitHiermit meintmaneinenspeziellerFall von Nichtstetigleit, denwir am
Einfachsteranhandeineroft gebrauchtefrunktionillustrieren,dersog.Heaviside'schen
Sprungfunktion

1 furx> 0

£(x) = :
(x) 0 furx<O

Man sagt:“£ ist singuBrbeix = 0". £(0) wird i.a. per Korventionfestgelgt. Auf wel-
chenWert hangtmeistvon der Anwendungah Die gebiauchlichsterKorventionensind
£(0) = 1,£(0) = Ound£(0) = 1=2.

Der Graphder Sprungfunktioristin Abb. 3.1.2dagestellt.

2. Unendlichleit (Divergenz):Der zweite wichtige Typ von Singularititensind Stellen,an
denerdie FunktionerkeinenendlichenWertannehmengl.h.divergieren.Diessind Singu-
laritatenim engererSinne.

Ein Beispielistin Abb. 3.1.3dagestellt,namlichdie Funktionf (x) = . Sieist offen-
sichtlichfur x = 1 nichtde niert, dadortder NennereineNullstelle hat Man sagtauch,
dasd beix = 1singufristbzw genauerdasd dorteinenPol (bzw. einePolstelle) hat.
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In derPhysik spielenSingularititeneinewichtigeRolle,z.B.in derTheoriederPhaseiibegange.
DieselassersichanHandihresVerhaltensn derNahevon Singulariitencharakterisieren!

BemerkungEr gibt auchSingularititen,die sich“behebenlassenEin Beispielist die Funktion
Xi2 1

x2j 3x+2 xj 1

FormalhatderNennerdie Nullstellenx = 1undx = 2, d.h.dortsolltenSingularittenvorliegen.

Dadie Nullstellex = 2 von derentsprechendeNullstelle desZahlerskompensiertvird, merkt

manabervon ihr nichts.Die Funktionkannander Stellex = 2 stetigerganztwerdendurchdie

Festlgungf (2) = 1. FormalentsprichdasdemKiirzendesLinearfaktorsxj 2. Manbezeichnet

dieseSingulariit daheralshebbare Singularit at.

f(x) =

3.2 Elementare Funktionen

Im folgenderwollenwir die wichtigstenFunktionenklassemie in derPhysikimmerwiedervor-
kommen yvorstellenundihre wesentlichereigenschaftemufzahlen.Spaterundin denUbungen
werdenwir nochweiterewichtige Funktionerkennenlernen.

3.2.1 Potenzfunktion

Die Potenzfunktionst de niert durch
f (x) = x*:
X bezeichnetmanalsBasisunda alsExponenten
Fur Exponenente = n 2 N sind die PotenzfunktionemeradeFunktionenwahrendsie fur

ungeraden ungeradd-unktionensind (sieheAbb. 3.2.1).
FolgendeRechenrgelngeltenfiir die Potenzfunktior(mit x 2 Ry unda;b2 R):

XaXb = xa* b. (Xa)b — Xab. xia = i
) ) Xa'
AuRerdenygilt x° = 1, wobeiaberQ® nichtde niert ist!
Als Polynom n-ter Ordnung bezeichnemanSummerderForm
X .
fa(X) = ax = ag+ aix + apx? + ¢0¢+ a,x"

j=0
mit dernatirlichenZahln 2 N unda 2 R.

Einerationale Funktion ist QuotientzweierPolynomef ,, undg,:
fm(X).

On(X)

In denUbungenwerdenwir die sog. Partialbruchzerlgung diskutierenmit der sich rationale
Funktionenn eineStandardfornbringenlassen.

h(x) =
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A f(x)
| f(x)

Abbildung 3.2.1: Graphder Potenzfunktiorf (x) = x" fur gerades (links) und ungerades
(rechts).

3.2.2 Exponentialfunktion

Bei der Potenzfunktionst die Basisvariabelund der Exponentfest. Bei denExponentialfunk-
tionenist esgenauandersherum:

fo,:R! R* mit fa(x) = a*
SpezielleExponentialfunktionesind
fa(x) = 2% f10(x) = 105 fe(X) = € = exp(x);

wobeie die sogenannt&ulerscheZahl ist: e = 2:71828 : ..
Man bezeichnetie Exponentialfunktiorzur Basise auchals die Exponentialfunktioroderals
naturliche Exponentialfunktion.

Die Exponentialfunktionesind strengmonotonwachsendindstetig.Fira > 1 wachsersiefr
grofRex sehrschnellanundfallenfir grof3enegative x sehrschnellab (Abb. 3.2.2).
SpezielleFunktionswertesind

1-

fa0 =1  fa@=a fai D=7

Fur die ExponentialfunktionegeltenfolgendeRechenrgeln:

a*b = (ab*; aa = a**v:

SiesindalsodurchfolgendeFunktionalgleichungharakterisiert:

fa(¥)fa(y) = fa(x +y):
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104

Abbildung3.2.2:GraphderExponentialfunktiorf , fur verschieden8asena = 2; 3; ¢¢¢; 7. Die
natirliche Exponentialfunktior(a = €) entsprichtdemfett gezeichnete®raphen.

Die Exponentialfunktionst einederwichtigstenFunktionenm Rahmerder Naturwissenschaf-
ten. Sie beschreibtz.B. viele Wachstumsprozesg&ellteilung, Kernspaltungund Zerfallspro-
zessgRadioaktvitat).

Wir habenschonerwahnt,dassdie ExponentialfunktionesehrschnellanwachsenEtwasprazi-
ser:Siewachserstarker analsjedePotenzwassichmathematisciiolgendermal3eausdiicken

|asst:
n

fa(x)

Entsprechenthllendie Funktionerfirx ! j1 sehrschnellab,wasmansichmita * = 1=&
leicht klar macht.Mit dieserBeziehungkannmansichauchuberlggen,wasimFall0< a< 1
passiert!

lim =0 (a>1n, 0)
x11

3.2.3 Logarithmus

Der Logarithmusist die Umkehrfunktionder Exponentialfunktion.

De nition 3.2.1(Umkehrfunktion)
Istf : X ! Y einebijektive Abbildung, so existiert die Umkehrfunktion (oderauchinverse
Funktion)fi!:Y ! X charakterisiertiurch

. o
f'fidy) =y und () =x firallex2X;y2Y:

Hierbeidarf mandie Umkehrfunktionf i *(x) nicht mit demKehrwert(f (x))i * = 1=f (x) ver
wechselnln Bucheretc.wird hier die Notationoft nichtganzsauberverwendetMan muf3dann
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logz (x)

i In (x)

logus (x)

Abbildung3.2.3:GraphderLogarithmusfunktioriog, fur verschieden8asema = 2,a= eund
a= 1=2.

il
dem Zusammenhangntnehmenwas gemeintist! Manchmalschreibtman daherauch £ for
die Umkehrfunktion.

Die Umkehrfunktionder Exponentialfunktiorf ,(x) = a* (mit a > 0) bezeichneauchmanals
Logarithmus (zur Basisa) log,y : R* ! R.

Die Logarithmusfunktionist strengmonotonwachsendund stetig. Ihren Graphenerhalt man,
wie allgemeinfur UmkehrfunktionendurchSpiggelungdesGraphervonf , anderDiagonalen
y = X (sieheAbb. 3.2.3).Esqilt

X = log,(a’);  y=a%%Y:

FurdieFallea = 10unda = e habenrsichspezielleBezeichnungeringeliirgert:

Inx := log, X; logx := logo X:

Bem.:Wir hattenm vorigenAbschnitigesehendasgdie Exponentialfunktioriiir grof3ex schnel-
ler alsjedePotenzanwachst Als KonsequendarausyachsiderLogarithmudangsamealsjede

Potenzd.h. |
im 22X -0  fure s o
x11 X
Auchdie RechenrgelnergebensichdirektausdenentsprechendelRegelnfir die Exponential-

funktion. Wir stellensiehier kurzzusammen:
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log,(AB) = log,A + log, B
log, (AD) = rlog, A
1\
loga K =i |OgaA

mit A; B > Oundr 2 R.
Mit Hilfe desLogarithmuskonnenwir nun Exponentialfunktionemit unterschiedlicheBasen
ineinanderuumrechneninsbesondergilt:

o
¥x

ax: Ielna :exlna.

Dieszeigt,dassestatsachlichgeriigt, die natirliche Exponentialfunktiod exp(x) = € zuken-
nen.In den Ubungenwerdenwir sehen,dasseine analogeAussageauchfir dennatirlichen
Logarithmusln x gilt!

3.2.4 Trigonometrische Funktionen

Zur De nition dertrigonometrischefrunktionerbetrachtemwir einenbeliebigenPunktaufdem
EinheitskreisDieselassersichvollstandigdurchAngabedesWinkels A charakterisieren.

Winkel werdenin derPhysik in derRegelim Bogenmal§Radiant)gemesserDie Umrechnung
in Gradgeschiehfolgendermassen:

. ) _ 360
Winkel in Grad= o

Daherentsprichider Winkel YademWinkel 22 ¢v,= 180

¢Winkel in Radiant

Die KoordinateneinesPunktesauf dem Einheitskreissind durchx = cosA undy = sinA
gegebenDiesentsprichderklassischemgeometrischede nition derWinkelfunktionen

Ankathete SinA = Gegenkathete

SA= —— < @
€0 Hypothenuse n Hypothenuse

dadie LangederHypothenusdier gleich1 ist.

Wennwir nundenWinkel A variieren,anderrsichauchcosA undsin A. Wir kdnnendaherSinus
und Cosinusals Funktionernvon A auffassen.

Bevor wir die trigonometrischefrunktionenm Detail diskutierennocheineDe nition:

De nition 3.2.2(periodischd-unktionen)
EineFunktionf heil3tperiodisch mit Periode T, wennfir alle x gilt:

f(x+T)="f(x):

Man beachtedassdie PeriodeT > 0 nicht eindeutigist, damit T immer auch2T, 3T etc.
Periodensind. Die kleinsteWertvon T > 0, der obige ldentitat erfullt, hei3tkleinstePeriode
odereinfachnur die Periodevonf (t).

30derjedebeliebigeandereExponentialfunktion!



3.2. ELEMENTARE FUNKTIONEN

sin f

35

Abbildung3.2.4:De nition von Sinusund CosinusamEinheitskreis.

Abb. 3.2.5zeigtdenGraphervon cosA. Der

Cosinusist alsFunktionauf ganzR de niert. Aus

der geometrischennterpretationist klar, dassdie Funktionswerteam Intenall [j 1; 1] liegen

mussenSiezeigtauRerdemgassderCosinu
ist. Zusammengeisstgilt also:

sinegeradd-unktionist, die zudem2¥xperiodisch

cos R! [i 11]
cosA = cogj A
cosA = cogA+ 2Y)
Nullstellen: (2n+ 1) 1—; (n22)

Analoge Uberlggungenkodnnenfiir den Sinusangestelliwerden.Sein Graphist in Abb. 3.2.5

gezeigtAllerdingsist der Sinuseineungera

sin

sinA

sinA
Nullstellen:

dd-unktion.Esgilt:

R! [i 11]

i sin(j A)
sin(A+ 2Y)
na (n22)

Zwischender Sinus-und Cosinusfunktiorbestehewerschiedengichtige Zusammennge:

1
cosA

sinA

sirbA+ cog A;
Y.

. < 4
sin A+ — ;

3 g/
cos Aj =

2
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Sine and Cosine
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Abbildung3.2.5:Graphder Cosinus-und Sinusfunktion.

Die ersteBeziehungolgt sofortausdem Satzvon Pythagorasind der De nition am Einheits-
kreis. Die anderenbeidenldentitaten besagendassSinus und Cosinusum % gegeneinander
verschobersind (sieheAbb. 3.2.5).

Aus Sinusund Cosinuslassensich weiteretrigonometrischd-unktionende nieren, die in An-
wendungerhau g auftretenZunachstist diesder Tangens

. sinA
tanA:= —
COsSA
mit
n v 0
tan : Rn (2n+ 1)§n22 I R
tanA = | tan(j A
tanA = tan(A+ %)
Nullstellen: ns (n22)
Y.
Pole: (2n + 1)54 (n22)

Im Geggensatzu SinusundCosinugst derTangenslso¥zperiodischSeineNullstellenstimmen
mit denendesSinusiiberein. Aul3erdemhater Polstellenan denNullstellendesCosinus(siehe
Abb. 3.2.6).Im Gegensatzur Sinus-und Cosinusfunktionst der Tangensiichtbeschénkt,sein
Wertebereiclsinddie gesamtemeellenZahlenR.
Der Cotangensist derKehrwertdesTangens:

1
tan A

L.

o)
In

cotA :=

N‘

%)
>
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Abbildung 3.2.6:Graphder Tangens{links) und Cotangensfunktiofrechts).

undhatdie folgendenEigenschaften:

cot : Rnfn¥%n2zg! R

cotA = j cot(j A

COtA = cot(A+ Y)
Nullstellen: (2n + 1)%4 (n22)

Pole: nvs (n22)

Der Cotangensst auch¥zperiodisch.Er hat Polean denNullstellendesSinusund seineNull-
stellenstimmenmit denendesCosinusiiberein.Wie der Tangendgst auchder Cotangensicht
beschankt,seinWertebereiclsinddie gesamtemeellenZahlenR.

Nebendentrigonometrischefrunktionensollte manauchderenUmkehrfunktionergut kennen.
Da die trigonometrischerFunktionenalle periodischsind, mufd manihren De nitionsbereich
einschénken, so dasssie bijektiv werdenund man eine Umkehrfunktioniberhaupte nieren
kann.Diesfuhrtaufdie Hauptwerteder Funktionenlm folgendersind diesezusammengestellt:

cos: 07 i! [i 1,1
Aj . arccos (Arcuscosinug
. £ 1, 1, a
sin: igg it i L]
Aj . arcsin  (Arcussinuy
o £
tan: %% il 1i 151
Aj . arctan (Arcustangens
cot : 1% it 1i 1:1]
Aj . arccot (Arcuscotangens

Abb. 3.2.7und 3.2.8zeigendie Grapherderinverserntrigonometrischerunktionen.
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’" .
T A .
1 : Y= arcein x
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Abbildung3.2.7:GraphderUmkehrfunktionerarccos(links) undarcsin(rechts)der Sinus-und
Cosinusfunktion.

YT YT
L e C.1 I
21 r,-f T
-~y =arctan x \\ T
S— - T2
0 1 x 1@&01: X
i i - +
"""""""""""" 2 ol 1 x

Abbildung 3.2.8: Graphder Umkehrfunktionerarctan (links) undarccot (rechts)der Tangens-
und Cosinusfunktion.
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3.3 Differ entiation

Eintypischegphysikalisched’roblemist die BestimmunglerGeschwindigkit, wenndie zuriick-

gelgteEntfernungalsFunktionderZeit bekannist. Diesgilt insbesonderayenndie Geschwin-
digkeit nichtkonstanist. Man kannnachdermomentaneeschwindigkit zueinemgegebenen
Zeitpunktfragen.Anschaulichentsprichtdiesder Bestimmungder SteigungdesGraphereiner

vorgegebeneriunktionin einembeliebigenPunkt.

De nition 3.3.1(Ableitung,Differentiation)

DerZuwachdy ! y+ ¢y einerFunktiony(x) bei VeranderunglesArgumentsx ! X + ¢ x
ist ein Mal3fur die VeranderungeinerFunktion(sieheAbb. 3.3.1):

ey _y(x+¢x)i y(x)
¢ X ¢ X
DieserDiffer enzenquotientist alsodie Steigungder Geraderdurchdie Punkte(x; y(x)) und

(X + ¢ x;y(x + ¢ x)) (sieheAbb. 3.3.1),dersog.Sekante Im obenang@ebenerBeispielent-
sprichtdiesder Durchschnittsgeschwindigit im “Zeitintenall' [x; x + ¢ x].

Die Ableitung y{x) einerFunktiony(x) ist danndie momentan&eranderungler Funktion,die
durchdenGrenzwert

. Cy
yx) = lim

gegebenist. Man schreibtfiir diesenDiffer entialquotienten auchsymbolisch

dy
o- &Y
y_dx

mit denDiffer entialen dx, dy.

HohereAbleitungensindrekursi de niert: y%°= (y9° y("*1) = (y(M)2 etc. Man schreibtauch
y(n)(x) = dn_y

dxn

BemerkungStrenggenommerist g—i kein Quotientzweier Grofendy und dx und kannnicht
auseinandgerisserwerden.Trotzdemmachtmandiesin derPhysik hau g! Dahinterstecktdie
Vorstellung dafmanmit denVeranderunge y, ¢ x rechneundamEndeerstdenGrenziber
gang¢ x ! Ovollzieht.

Beispiel3.3.1.

y)=x" y  y) ="t
Dies kann manmit Hilfe der binomischenEntwicklung einsehendennesgilt (x + ¢ x)" =
x" + nx"i 1¢ x + O((¢ x)?). Setztmandiesin den Differenzenquotientesin, so erhalt man
YOre Y0 = pyni 14+ O(¢ x), worausim Limes¢ x | 0 dasErgebnisfolgt.

Im folgendenstellenwir die wichtigstenRechenrgelnzusammenmit denersichausbekannten
AbleitungenweitereAbleitungenbestimmenassen:

“Dieser Zuwachs'kannauchnegativ sein!
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y(x + ¢ x)
y(X)

X

Abbildung3.3.1:Zur De nition derAbleitung
1oy(x) = u(x)v(x) ) [YAX) = uqx)v(x) + u(x)vix) (Produktrgel)
2.y00) =43 ) Y = UO(X)V()\(,)(L)UZ(X)VO(X) (Quotientenrgel)

y=fu,u=ux) ) yx) =T u(x))
) Y=g = D0y (x))ufx) d.h|y°= fO(u(x)) udx)| (Kettenrgel)

dX \ erweiter no

4. Ableitungder Umkehrfunktionx = f i 1(y) vony = f (x):

(i 1)O(X) = W . bzw in Kurzform  y°= % = é:
dy

Dies beweistmanz. B. Uiberdie Kettenrgel, daf (f | 1(x)) = x. Man beachtedassman
die Ableitungvonf °anderStellef ' (x) zunehmerhat(siehefolgendesBeispiel).

Beispiel 3.3.2.
Die Umkehrfunktionder Exponentialfunktiorf (x) = €* ist bekanntlichder (nafirliche) Loga-
rithmusf i 1(x) = Inx. Daf {x) = e erhalt manals AbleitungdesLogarithmus

1 11,
o

dinx _ : B
fofil(x)) enx

i .G
dx i) =

Im Prinzipgerigendie obenanggebenerRechenrgelnzusammemit derKenntniseinigewe-
niger Ableitung, um fastalle wichtigen Funktionendifferenziererzu konnen.Die wichtigsten
Funktionen,derenAbleitung man auswendigkennensollte, sind in folgenderTabellezusam-
mengestellt:
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f(x) | fAx)
a 0
x2 | axdi?l
e e
In x 2

sinx | cosx

COSX | j SinX

Dabeiista 2 R eineKonstante.
Im PrinzipkonntemandieseListe nochverkiirzen,damanz.B. die AbleitungdesLogarithmus
wie in Beispiel4.3.2ausder der Exponentialfunktiorbestimmerkonnte.Auch die Ableitung
desSinuskdnnteausderdesKosinusheigeleitetwerden:

dsinx _ d 0083X' Vi = sin3X' Vi = cosx:

dx  dx b2 T b2 T '

Dabeihabenwir nebendenbekanntendentitatenfir trigonometrisché-unktionennur die Ket-
tenragel benutzt.

De nition 3.3.2(Ableitungvon Vektoren)

M 1
Die Ableitung von Vektoren ist komponentenweiserklart: Seia(t) = 218 einevektor
2
wertigeFunktionunda(t + ¢ t) = a(t) + ¢ a(t) derenAnderung.Dannist
da_ oeaw Mot Man !
dt = etro ¢t L A

3.4 Potenzreinenund Taylor-Entwicklung

Viele Funktionendie in der Physik auftreten,sind nichtin geschlossendform angebbard.h.
lassersich nicht auf einfacheWeisedurchelementard-unktionenausdiicken. Stattdessegibt
mansiein der Formvon Reihenan.

3.4.1 Potenzreihen
De nition 3.4.1(Potenzreihen)
EinePotenzreihe mit Koeffenzientera,, hatdie Form

n

X
f(x) = ax":

n=0

Man beachtedassalle auftretendefPotenzem ganzzahligund nicht-negativ sind. Wir betrach-
tenx alsVariableundhabensomiteineFunktionvon x de niert.
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3
F)
Formalsind PotenzreiheGrenzwertderFolge N, a,x" derPartlaIsummen
N2

Die Reihekornvemiert evtl. nurin einemendlichenBereichjxj < R. Dannheil3tR auchKon-
vergenzradiusderPotenzreihe.

Beispiel3.4.1. Aus der Schuledurfte ihnendie geometrischeReihe
x" = 1 furjxj < 1
i X

bekanntsein.Diesekannmanals Potenzreihenterpretierenwvennmanx als variabelbetrach-
tet. Die Koefzienten dieserReihesinda, = 1 fur alle n. BekanntermaRehat die Reiheden
Konvergenzradiud.

Wir sehemandenBeispiel,dassmanmanchmaReihendurcheinfacheFunktionenausdiicken
kann.Genauegesagtstimmtdie geometrisch®eiheim Intervall ] j 1; 1[ mit derFunktionliiX
uberein.

3.4.2 Taylor-Entwicklung

Es stellt sich daherdie Frage,ob maneinebeliebigeFunktionf (x) in Form einerPotenzreihe
darstellerkann.Wir nehmendaguan, dassdiesmaoglich ist und versucherdie Koefzienten a,

zubestimmenSeialsof (x) = *_, a,x". DamanPotenzreihgliedweisedifferenziert, folgt:
f(X) = ag+ aix+ apx?+ agx®+ ¢+ a,x" + ¢¢¢
fqx) = a; + 2a,x + 3agx? + ¢0¢+ na,x" 1+ ¢¢¢
foUx) = 2a, + Bagx + ¢¢¢+ n(nj L)a,x" 2+ ¢¢¢
fO%) = Bag + ¢¢¢+ n(ni 1)(nj 2)a,x" 3+ ¢¢¢

Hierausliestmanab:
f(0)= ay; f90)=a; f%0)=2a,; %)= 6as¢e¢;f ™ (0)= nla,;cet

undsomit .
— (n) .
a = _n!f (0):

Somiterhalterwir die Taylor-Reihe (oderTaylor-Entwicklung) vonf umx = 0

X 1
f(x)= ﬁf M 0)x":

n=0

SUberdie Frage wanndaserlaubtist, wollen wir unshier keine Gedanlken machenZumindestmussdie glied-
weisedifferenzierteReiheauchwiederkorvergieren!
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Einegrof3eKlassevon FunktionerkanndurchTaylor-Reihendaigestelltwerden DieseFunktio-
nenheil3enmanalytisch (in x = 0).
Diesgilt abernichtfur alle FunktionenEin Gegenbeispielst

f(x) =& %
Fur dieseAbbildunggilt
fM@O)=0 firallen:

Somitist die Taylor-ReiheidentischNull!
Ein andereBeispielist die Funktionf (x) = % diein x = O garnichtde niert ist, genausavie
alleihre Ableitungen.

Eine wichtige Anwendungder Taylor-Entwicklungist die BestimmungeinereinfachenNahe-
rungeinerFunktionin derNahevonx = 0, z.B.

f(x) = f(0)+ f Y0)x + %f °%0)x? + O(x°):

DabeibezeichneO(x®) Terme,diefiirx ! 0 mindestensoschnellwie x3 verschwindenEine
allgemeinanathematisch®e nition hierfur lautet:

De nition 3.4.2.
Seienf (x) undg(x) vorgegebend-unktionenundx, 2 R[ f81g .Dannde niert man

f(x) = 0(g(x)) () esgibteinM 2 R mit :f£:< M farx! Xq:

Fur denFall limy, 4, f (x) = O bedeutetdies, dassf (x) fur x ! X, mindestensso schnell
verschwindewie g(x). FurdenFall limy, , jf (x)j = 1 , wachsif (x)j hochstensonderselben
Ordnungwie jg(x)j.
Analogde niert man:

00 = ogex) () fim o

- OO 00 T

d.h.f (x) verschwindetschnellerals g(x) fur x ! X, fallslimy, «,f (x) = 0. Fur denFall
limy «x, Jf (X)] = 1 wird jg(x)j furx ! X schnellewachseralsjf (x)j.

0;

Oft ist esnitzlich, die Taylor-Entwicklungvonf nichtum Null, sonderreinenandererPunktx
zu betrachtenDiesekonnenwir nunleichtbestimmenDazubetrachtemwir die Funktion

g(¢ x) := f (X0 + ¢ x) = f(x);

d.h.gistumx, gegeriiberf verschobeng(x i Xo) = f (x). Wir entwickelnnung um Null:

|
gex) =" g O)E X"

n=0
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NachKettenrgel gilt aberfir alle n

g™ (0) = f ™ (xo)

undsomit

X
(0= —FOCxi x0)"
n=0

Diesistdie TaylorEntwicklungvonf umx,. Voraussetzungst natirlich, dasg in xq analytisch
Ist.
Im folgendernwollenwir einmaldie wichtigstenPotenzreihendarstelluray isten:

|
expx) = €' = —x" (x2 R)
2o n!
b3 L 1)n
sinx = g %XZ”” (x 2 R)
Xqyn
CoSX = B ((I2§;! X" (X2 R)
Ry
In(1+ x) = (i 1n) > (x 2]i 1;1)
n=1
V|
1+ x)P = E X" (P2 R; x2]i 1,1)
n=0

mit demBinomialkoefzienten

" |oﬂ _ P(pi 1)(pi 2)¢e(pj n+ 1)
n n! '

Spaterwerdenwir nochsehendassdie Darstellungeiner Funktionals Taylor-Reihei.a. Aus-

gangspunkihrer Erweiterungins Komplexe ist. Fur beliebigez 2 C ist die Funktiondannda-

durchde niert, dassmanin derTaylor-Reihex durchz ersetztDiesist sinrvoll, dadie Funktion

sofir reelleArgumentemit ihrer urspiinglichenDe nition Ubereinstimmund die Berechnung
derReiheim Prinzipnurdie Grundrechenartearfordert.
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Integration

Einehau g auftauchendé&ragelautet: Wie bestimmtmanx(t) wennv(t) = ?j_)t( bekanntist ?

In physikalischerProblemenst dabeiz.B. v(t) derzeitlicheGeschwindigkits\erlaufeinerBe-
wegungundx(t) die bis zur Zeit t zurickgelgte Strecle.

Die zur Beantwortung dieserFragenotige Umkehrungder Differentiationbezeichnetman als
Integration.

4.1 Stammfunktion

De nition 4.1.1(Stammfunktion)
F (x) heiRtStammfunktion derFunktionf (x), wennF {x) = f (x): Man schreibtauch
7

F(x)= f(x)dx

dbezeichnetliesalsdasunbestimmtelntegral vonf . In derPhysik schreibtmanauchhau g
dxf (x), wasspaterbei mehrdimensionalemtegraleneinenttzlicheKornventionist.

F ist nichteindeutig,dennmit F (x) ist auchF (x)g¢ a mit einerbeliebigenreellenKonstanten
a eine Stammfunktion Genauebezeichnetlaher f (x)dx die Mengealler Stammfunktionen
vonf . a heil3tauchintegrationskonstante

Ahnlich wie die Ableitung kdnnenwir unseine Tabellemit denwichtigstenStammfunktionen
zusammenstellen:

f(x) | F(x)
r 1 r+1
Xl rJﬁl)j(xj
X
e e
sSinxX | j cosx
COSX sinx

Dabeiist zubeachtengdasdeijederStammfunktioradditiv nochintegrationslonstante auftritt.
Im erstenBeispielx" istr 2 Rnfj 1g.Istr 2 N, somuf3x > 0 sein.

45
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f(x)

DR

f(u+ Du)
f(u)

Df

a u u+Du X

Abbildung4.2.1:DasIntegral

4.2 Bestimmtesintegral

Eine andereMotivation der Integrationist die FlachenberechnundJan sprichtauchvon be-
stimmtenintegralen Fur die Flachedie vom Graphenf (x) der Funktionf mit der xj Achse
zwischenx = aundx = u eingeschlossertdache(schraferter Bereichin Abb. 4.2.1)schreibt
manauch: Z,
F(u) = f (x)dx:

a
Man fragt sichnun: Wie siehtF (u) aus,wennf (x) bekanntist?
Auf denerstenBlick ist natirlich nicht offensichtlich,dassdiesesProblemetwas mit demim
vorigenAbschnitteingefihrtenintegral zu tun hat. Die NotationdeutetabereinensolchenZu-
sammenhangchonan,denwir unsim folgenderklar machenwollen.
Zu Bestimmungder FunktionF (u) vergrofRernwir den Integrationsbereiclum ein Stiick ¢ u
(sieheAbb. 4.2.1):

Fu+c¢u = Fu+fuctu+ ¢R;
¢CR Y4 Cucf:

Die Flache¢ R habenwir nursehrgrobdurch¢ u¢ f approximiertl.a.wird hiernochein Koef-
zient ® auftretend.h.¢ R = ®¢ u¢ f . In demBeispielin Abb. 4.2.1wareeineApproximation
desBereichs¢ R durchein Dreieck(d.h.® = 1=2) sichergenauerWir werdenabergleichse-
hen,dassesdaraufgar nichtankommt.Wichtig ist nur, dasst R gegenNull geht,wenn¢ u oder
¢ f gegenNull gehen.

Nun emgibt sichdurcheinfacheUmformung:

F(u+¢u)j F(uy _ f(uctu+c¢R
¢ u - ¢ u

v,f (U) + ¢ f
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undsomitfur¢u! O: e ¢ e
+ .
jim U CWIFM g
¢ul 0 Cu

Dabeihabenwir ausgenutztgasdime 1 o ¢ f = 0.

Insgesamhabenwir also:
f(u) = M = FO(U);

d
d.h.F isteineStammfunktionvonf bzw F = f (x)dx.
Die Bedingundgr (u = a) = Olegtdie Integrationslonstantdest. Sokommtmanzumbestimm-
ten Integral:

i

uf(x)dx: F(u)i F(a) = F(x)-

a a

Dasbestimmtdntegralvonf zwischena undu ist alsoeineZahl!

Den Zusammenhangwischenbestimmtemintegral und Stammfunktionbezeichnetmanauch
alsdenHauptsatz der Differ ential- und Integralr echnung

Bei derBerechundanneinebeliebige Stammfunktiorgevahltwerdendadie additve Konstan-
te beiderBildung derDifferenzF (u) i F(a) herauséllt.

Beispiel4.2.1.
Als einfachesBeispiel betrachterwir die Funktionx". Das unbestimmtdntegral ist gegeben
durch 7

n+1

X
F(x)= x"dx= + C:
(x) 1
Dasbestimmtdntegral zwischena undu ist
Z u . un+1 a‘n+1
x'dx =
a n+1' n+1
Speziellfira = 1undu = 2 emibt sich
Z2 211
x"dx =
1 n+1

Bei derInterpretatiordesbestimmterintegralsals eingeschlossen@dachemussmanvorsichtig
sein,wenndie Funktion negativ werdenkann.In dem Beispielin Abb. 4.2.2ware die einge-
schlossené&lachedurchF; + F, + F3; gegebenwobeiF; > 0. DasIntegral liefert aber
Zy
f(x)dx = F;j Fo+ Fs:

a
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A f(x)

4 F, F,
I
a

F, >0 b

Y

Abbildung4.2.2:Zur Interpretatiordesbestimmtenntegralsals Flache.

Im folgendenstellenwir einigeeinfacheRechenrgelnzusammenZunachsteinmalist die Inte-
grationlinear, d.h.fur beliebige(integrierbare)Funktionenf undg undreelleZahlenr gilt

Z, Z, Z,
(f (x) + rg(x)) dx = f(x)dx+r g(x)dx:

a a a

Aul3erdemist die Integrationadditiv, d.h.

z Z, Z,
f (x)dx + f(x)dx = f (x)dx (mita< c< b):

a C a

c

Aul3erdenmilt
z b YA a
f)dx=F(b)i F@@=i (F@i F() =i i f (x)dx;

a

wobeiF eine Stammfunktiorvonf ist. Mit derletztenRegel Uberlgyt mansichleicht, wasbei
derAdditivitatin demFall passiertjn demc nichtzwischena undb liegt!

4.3 Integrationsverfahren

In der Praxismuf3 man eine gewisse Menge elementarefunbestimmter)ntegrale auswendig
konnen.Aus diesenkannmansich durch AnwendunggeeigneteRegeln viele anderelntegra-
le herleiten.Sehrnutzlich sind auchintegrationstabellez.B. dasBuch von Gradstein/Ryshik.
Heutzutagegibt esauchComputeralgebraprogrammeae Mathematicaoder Maple die sogar
unbestimmténtegralebestimmerkdnnen.

Im folgendernwollenwir einigenutzlichelntegrationserfahrenvorstellen.



4.3. INTEGRATIONSVERFAHREN 49

4.3.1 Partielle Integration

Die partielleIntegrationist gewissermaf3edie Umkehrungder Produktrgel der Differentiation.
Seif (x) = gqx)h(x), d.h.f ist Produktder Ableitung einer Funktiong, die wir kennen,und
einerFunktionh. DanachProduktrgel 2 (gh) = gt + gh?, folgt:
Z VA q , Z
f(x)dx = &(gh) i gh® dx=ghj gh%x

bzw. alsbestimmtegntegral
Z5 = Z%

go(X)h(X)dX = g0Oh(X) 7 i g(X)hO(X)dXZ

Der le_lgzendleserRegelllegtdarln dassmanchmablaslntegral ghodx einfacherauszurechnen
istals ghdx.
Wir wollen diesaneinigenBeispielenillustrieren.

Beispiel4.3.1.

R
1. Wir wollen abxexdx bestimmenDazuidenti zieren wir € mit g, alsog{x) = €, und
h(x) = x, d.h.hY{x) = 1. Damiteryibt sichausderRegel der partiellenintegration:
Z b - z b -
xe*dx = xex_zi 1¢efdx = (xe* | eX)_S1
a a
Natirlich hatte man auchdie Identi kation gqx) = x undh(x) = € wahlenkonnen.
Dannhatteaberdie partielleIntegrationzu keinerVereinfaichunggefuhrt,daimmerhdhere
Potenzervonx auftreterwirden.

2. Als zweEgsBelspleIuntersucherww ein Integral Uber eine trigonometrische~unktion,
namlich ° sin? xdx. Hier hilft die Identi kation g4x) = h(x) = sinx weiter Dannist

g(x) = i cosx undhq{x) = cosx:
z b Z b __b Z b
si xdx = sinx sinxdx = j cosxsinx _ i (i cog x)dx
a a a
_ Z b
— . PR . ein?
= | cosxsinx _+ (1 sin“x)dx
a
S Z
= | cosxsinx _ + Xjj i sin? xdx:

a

Hier habenwir beim Ubeigangzur zweitenZeile die Beziehungsin® x + co$x = 1 be-
nutzt. Zunachstsiehtessoaus,als ob wir unsim Kreis gedrehthabendaauf derrechten
Seitewiederdasgleichelntegral auftaucht,daswir ausrechnemvollten. Man beachteal-
lerdingsdasandereVorzeichenWir konnendaherdenTerm auf die andereSeitebringen
underhaltensomit Z, h —i

. 1 N
siPxdx = = (X cosxsinx)
a 2 a
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R
3. Als letztesBeispielbetrachterwir ;In xdx. Hier hilft die Identi kation gqx) = 1 und
h(x) = Inx:
Z b Z b

1
Inxdx = xInx _ i X ¢—dx = xInx
a a X

Z, —

i dx = (xInxj x)w:

-
a a
a

p

Die StammfunktiorvonIn x istalsoxInx j X.

4.3.2 Substitutionsregel

Die Substitutionsrgelist die UmkehrungderKettenrgel der Substitution.
Seiy = g(x) invertierbamit Umkehrfunktiong’ (y). Danngilt:
Z% 2o ggt
fgyde= 1y
a g(a) y

dy:

Diessiehtmanfolgendermal3erin: Seih(x) := f (g(x)) undH eineStammfunktion/on h:
- Z,
o )
H(x) .= f (g(x)) dx:
a

Andererseitgilt auch —

H(x) . = H(g ') oo

dag' ! die Umkehrfunktionvongistundsomitz.B.g 1(g(a)) = a. Weitergilt nachdemHaupt-
satzderDifferential-undIntegralrechnungindKettenrgel

_ Z Z
- IR E CHER T E
W) 0= ROy Mgy s hlgig)t99W)

dy;

wobeiwir im letztenSchritt ausgenutzhaben,dassH Stammfunktionvon h ist. Da h(x) :=
f (g(x)), folgt hierausdie Behauptung.

Wir gebenmochzwei aquivalenteFormender Substitionsrgel an,die manchmahitzlich sind':

£ b £ g X(b)
f (x)dx = f (9(x)) gYx)dx:
a g (a)
oderauch
) Z5,
f (x)dx = f (9(x)) g(x)dx:
g(a) a

lEsgeriigt natirlich, eineder Regeln zu kennenpamlichdie Form, die mansicham|leichtestermerkenkann.
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Die Form fur unbestimmtentegrale
z z
f (ux)udx)dx = f(u)du

kannmansich leicht merken, wennmanuYx) als Differentialquotientg—g ausdiickt und dann
quasidx “wegkurzt”. Man beachtedassin demrechtenintegral u nicht mehrfur eineFunktion
steht,sonderrdie IntegrationswariablebezeichnetWir werdendiesgleichin denBeispielemoch
explizit sehen.

Die Substitutionsrgelkannmanin beideRichtungenvonlinks nachrechtsodervonrechtsnach
links) anwendenManchmalist es nitzlich, durch Substitutionmit einer geeigneteri-unktion
u(x) zumscheinbaschwierigererntegral aufderlinken Seitetiberzugehen.

Beispiel4.3.2.

1. 7 7
"X cosxdx = g'du= &' = ¥

u=sin x
du =cos xdx

Offensichtlichbietet sich hier die Identi kation u = sinx an. Wegen ‘j—i = COSX, Ist
du = cosxdx.

Z

Z
@ % = Injuj = Inju(x)j:

X =
u(x) du= u%x

Ahnlich wie im ersterBeispielhaberwir hier“dx” quasiweggekirzt.

3. Ein Beispielmit bestimmtenintegral:

Z, z z -
1 v 1 1 1% 1 . 6
p——dx = ¢=dy= = i 172 = Zoyl?2 0 = o

Hier habenwir mity :Og(x) = 2x+ 2 substituiertDamitist die Umkehrfunktiong' 1(y) =
2(yi 2)und(g '(y) (y) = 3.

4.3.3 Ableitung nach Parameter

Als weiteremitzlichesvVerfahrenwollenwir einenTrick verstellendervonR.P Feynmanhau g
gewinnbringendeingesetztvurde.DieserFeynman-Tick beruhtauffolgendemErgebnis:

Satz4.3.1(AbleitungnacheinemParameter,)
Wir betrachterdasintegral 7
b

I (®) = f (x; ®dx;

a
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bei demder Integrand nebender Variablenx von einemweiterenParameter® abhangt, uber
den nicht integriert wird. Die so de nierte Funktion| (®) von ® ist unterrelativ schwachen
Voraussetzungedifferenzierbaundesgilt:
Z b

V4 b
_ _P@(x®)
® . f(x; ®dx = . dx

d
1q®) = 5

Mit anderenNorten:Man kanndie Ableitungnach® “unter dasintegral ziehen”.Dannwird sie
zur partiellenAbleitung,daf ja vonzweiVariablenabhangt.

Wir wollen den NutzendieserTatsachdir die Berechnungvon Integralenan einemBeispiel
konkretisieren.

Beispiel4.3.3.
z 1 1 ®x
xe®Xdx = @

il i Z@ lJ' 1‘[ u 1‘[
i 1®XdX_£ Ee _i Eie®.ei®¢
d® ., S d® ® it d® ®
d 2 2 . 2

= 3 (—@smh@ = @S|nh®+ C—@cosh®

Dabeihabenwir in der erstenZeile erkannt,dasssich der Integrandals Ableitung einereinfa-
cherenFunktion,namlichf (x; ®) = e® schreiberdaRt,auf die wir denSatzvon der Ableitung
nacheinemParameteangavendethabenBei der Auswertungdesintegralshabenwir danndie
in denUbungenuntersuchtéyperbolischeSinusfunktiorsinh® eingefihrt, wasdie Berechnung
derAbleitungim letztenSchrittetwasvereinfacht.Hierbeiwurdendie Produkt-und Quotienten-
regel verwendet.

In demobigenBeispielwar relati klar, nachwelchemParametemanabzuleiterhat.Die eigent-
liche Kunstliggt darin,geeignetd®arameteeinzufihren!StellenSiesichz.B. vor, wir hattennur
dasintegral 11 xe*dx berechnenmussen'Derelgentll?geTrlck bestindedanndarinzu erken-

nen,dassesviel einfacherist, dasallgemeinerdntegral _ xe®xdx zu bestimmerundamEnde
dann® = 1 zusetzenGeradealarinbestandlie Melsterschaft/on Feynman!

4.4 Uneigentlichelntegrale

In derPhysik stehtmanhau g vor demProblem entwedetntegraleliberunbeschinktelnterval-
le zuberechnenheidenereineoderbeideGrenzerunendlichsind,oderaberdassderintegrand
Polstellerhat. Man sprichtdannauchvon uneigentlichenintegralen. Im folgendenwollen wir
unsansehenyie manin diesenFallenvorgeht.
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4.4.1 Integration Uber ein unbeschi@nktesinter vall

Wir betrachtereine Funktionf (x) undfragenuns,ob dasintegral F\;l f (x)dx Uberdasunbe-
schianktelntenall [a; 1 [ existiert. Dazufasserwir esalsdenGrenzwert
z 1 Z b
f (x)dx = lim f (x)dx
a bl1 a
auf. Wir miissenalso untersuchengb der Grenzwertiiberhauptexistiert. Eine offensichtliche
Forderungdief (x) erfullen muss,st, dassdie Funktionfurx ! 1 hinreichendschnellabfallt.
Wasdasbedeutetwollenwir aneinemkonkreterBeispieluntersuchergasoft alsVergleichsall
herangezogewird, namlichdie Potenzfunktiorx".

Beispiel4.4.1.
Z, Z, H -1
r — H r — H 1 r+1 D
x"dx = Ilim x'dx = Ilim ——X
a b1 réi 1 b1 r+1 a
- H i +1 . r+1 ¢’ —_ 1 . 1 r+1.
a bl!llm r+1H i a a lb'l r+1a '

Der Grenzwertexistiertnur, fallsr + 1 < Oist. Dannist namlichb** = -2, wasfiir groReb

gegenNull strebt.Furr < j 1gilt also
Z

! X" dx = i r+1 — 1 1 .

a r+1 jr+ 1jartti’

Furr > j 1listd*! divegentunddasuneigentlichéntegral existiert nicht.

Zur Vollstandigleit seinochderFall r = j 1 anggeben:
Z, 1 Z, —
Zdx= lim Zdx= lim Inx "
a X b1 5 X bi1 a

Auch hier existiertdasintegral nicht,daln bfurb! 1 divemiert.

Zusammerdssendkonnenwir alsofeststellendassdasuneigentlichdntegral der Potenzfunkii-
onx" Uber[a;1 [ existiert,fallsr < j 1list.

Wie schonerwahnt,dientdie Potenzfunktiorals Vergleich,umdie EX|;§tenzvon uneigentlichen
Integralenentscheidezu konnen Wir konnnendaherfesthaltendass _ f (x)dx existiert, falls
f (x) fur grol3ex schnellerals 1=x abfallt!

ZumAbschlusshocheinewichtigeBemerkungzumFall, dassbeideGrenzerunendlichsind,d.h.
fur die Integrationtiber] j 1 ;1 [. Bei solchenintegralen,die anbeidenGrenzeruneigentlich
sind,ist die Korvergenzan beldenﬁrenzerunabranglg erforderlich!
Betrachterwir hlerzudasBelspleI Tayzdx. Offensichtlichgilt

Z
allllm fal+ X2

a

dx=0
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daderintegrandeineungeradé-unktionist, die Uberdassymmetrischéntervall [j a;a] integriert
wird. Allerdings existiert dasintegral nicht, denndie unablangigeKonvergenzist nicht erfillt,
daln(1 + x?) Stammfunktionvon % ist (siehedas2. Beispielin Beispiel5.3.2)undsomit

1+x2
Z
b x

_1£ b2 20.
. mdx— > InL+ b)) In(1+ a) :

Diesdivemiert offensichtlichfurb! 1 alsauchfura! jl

4.4.2 Integration Uber Polstellen

Wir betrachtemun eine Funktion,die eine Polstellebei xo hat. Auf Grundder Additivitat des
Integralskénnendie Uberleggungenleicht auf denFall mehrerePolstellenverallgemeinertver-
den.Als Beispieldientunswiederdie Potenzfunktiorx', diefurr < 0 einenPolbeix, = 0 hat.
Dazude nierenwir Z, Z,

Dabeibedeuten ! 0+, dassmandenGrenzwerthildet, indemmansich nur von der rechten
Seite,alsoa > 0derNull nahert.EineandereSchreibweisdierfurista & O.

R
EineanalogeRechnungvie in Abschnitt4.4.1liefertdann,dass ;xrdfora! 0+ korvemiert,
fallsr > j 1, unddivemiert,fallsr - j 1.

Fur denFall mehreretPolstellenoderin Kombinationmit einerIntegration iberunbeschiinkte
Intenalle geltenwieder ahnlicheAussagerwie in Abschnitt4.4.1,d.h. die Konvergenzmuss
unablangigvorliegen!



Kapitel 5

KomplexeZahlen

Beim Addieren, SubtrahierenMultiplizieren, Dividieren und Potenzierenvon reellen Zahlen
bleibenwir im BereichderreellenZahlen.Beim WurzelzieherstoRerwir aufeinenneuenZah-
lentyp.

5.1 De nition und Rechenregeln

Problem: x2?= i 1hatkeinereelleLdsungx

Man de niert dahet (Euler1777): i := pi—l.

I wird alsimaginare Einheit bezeichnet.
Eineallgemeinamaginare Zahl ist dannvon derForm b ¢i mit reellemb, alsoz.B. 2i, ¥, etc.

Wir Ubertragemun die UblichenRechenrgeln der reellenZahlenauf die imaginarenZahlen
(unterBeachtungroni? = j 1):

i + pi = (by + by)i
(bui)(bi) = bibyi® = § biby
iP=i%i=ji etc.

De nition 5.1.1(komplexe Zahlen)
AllgemeinekomplexeZahlen sindvon derForm

Z=X+ 1y

mit reellenZahlenx undy. x bezeichnemanauchals denRealteil von z undy alsdenlma-
ginaerteil. Man schreibtdannauch:

z = Re2) + ilm(2):

IMan beachtedasshier strenggenommertie “positive” Wurzelgemeintist.
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56 KAPITEL 5. KOMPLEXE ZAHLEN

Wie fur diereinimaginarenZahlenubertragerwir auchfir die komplexenZahlendie bekannten
Rechenrgeln.Man erhalt sodenKorperC derkomplexenZahlen.

Addition:zz = z3+ zp = (Xg + iy1) + (X2 +iy2) = (Xp + X2) + i(y1 + Y2)
Re(z3) = Re(z1) + Re(zz) und  Im(z3) = Im(z;) + Im(z,)

(X1 + iy1)(X2 + iy2) = (X1X2) + 1(X1Y2) + i(y1X2) + i%(Y1Y2)
(X1X2 i Y1Y2) + i(X1Y2 + XoY1)

Multiplikation: z,z,

Speziellfur reelles, gilt:
zZ =, (x+iy) = (x)+iCy)

De nition 5.1.2(Komplexe Konjugation).

Z” .= xj Iy heidtkomplex-konjugiert zuz = x + iy, d.h.die Operation” bedeuteVorzeichen-
wechsebeimImaginarteil. Manchmalschreibtmanauchz stattz®.

Offensichtlichgilt: Re(z) = 2(z + z%) undim(z) = = (zi z°)

Fur dasProdukteinerkomplexenZahlz mit inremkomplex-konjugiertengilt
z6z° = (x+ iy)(xi iy) = x*+ y*
Esistalsoimmerreellundgrof3ergleich Null.

Nutzlichist dasKomplex-Konjugierteauchbei der Division durchkomplexe Zahlen:

o}

2 _Xily o X .y
Z¢ZD X2+y2 X2+y2| X2+y2.

1 —
=
Hiermitist die Divisionin C aufeineMultiplikation zuriickgefihrt.

De nition 5.1.3(Betrag) -

Mande niert denBetrag jzj einerkomplexenZahlz durch|jzj = Y2z |
Fur ihn geltenanalogeRechenrgelnwie fur denBetragvon reellenZahlen,z.B. die Dreiecks-
ungleichung.

5.2 KomplexeEbene

Es bietet sich an, Real- und Imagirarteil als KomponentereineszweidimensionalervVektors
zuinterpretierenMan kommtso zu der zweidimensionalearstellungin dersog.komplexen
Ebene(sieheAbb. 5.2.1): K|

z=x+iy2C! ); 2 R?
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Abbildung5.2.1: Die komplexe Ebene Die Darstellungwird auchals Ar gand-Diagramm be-
zeichnet.

VIRl
wobeinun v ein zweidimensionale¥ektorist. Nun kannmanwiederzu ebenerPolarkoor-

dinatenx = r cosAundy = r sinA tibegehenunderhalt
z= X+ iy = r(cosA+ isinA):

Eineeinfachegeometrisch&berlegungliefertr = P x2+ y2 d.h.r = jzj. Manbezeichnetlen
Betragvon z in diesemZusammenhanguchmanchmalals Modul oderModulus von z und
schreibtr = modz).

Den Winkel A in der Polarloordinatendarstellungezeichnetan auchals Ar gument von z:
A= amy(z).

InsgesamhatmandaherfolgendeDarstellungeinerkomplexenZahl:

z = jzj(cosA+ isinA):

DasArgumentwird wie bei denebenerPolarloordinateniiberA = arctan ;’ bestimmt.Hierbei
istaberVorsichtgebotendaderWertebereichdesarctan dasintenall [j g 2] ist.l.a.sinddaher
Zusatziberlgungenzur BestimmungdesWinkels notig und mandarf nicht blind der Ausgabe
einesTaschenrechnergertrauen!

Strenggenommeryilt nurtan A = £ und manmuBdie Periodiziittan(A+ %) = tanA des
TangedeiriicksichtigenWir wollen diesaneinemBeispielverdeutlichen.

Dazubetrachterwir z = j 1 i.In derkomplexen Ebenéliegt z im 3. Quadrantend.h. esgilt
Ya- A- 2 Esgilt aberarctan 1} = arctan1= %. Auf Grundder¥sPeriodizitit desTangens
konnenww hierzuVielfachevon 1/4add|erenphnedenWert desTangenszu andernUm in den
3. Quadranterzu gelangenmiisserwir zaddierend.h.esgilt amy(j 1 i) = 2~

Auchmit diesemVerfahrenist Anichteindeutigoestimmtdawir immerVielfachen = 0;§1;8§ 2;: ::
von 2%,addierenkonnen.Dies entsprichtdannn UmrundungerdesUrsprungsDie Korventi-
on ist aber dassA 2 [0; 2¥]. Dies bezeichnetman als den Hauptwert.Manchmalist es auch
zweckmiissigA 2] Y44 zuwahlen.

2GenauerDer WertebereichldesHauptzweiges.
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5.3 EulerscheFormel

Mit komplexenZahlenkannmankomplexe Funktionerbilden:f (z) 2 C, z.B.f (z) = 2z? + z.

Beispiel5.3.1. Wir betrachtenm folgendenreinfir die PraxissehrwichtigesBeispiel,die kom-
plexwertigeExponentialfunktion.
Fur reelleArgumentex ist die Exponentialfunktiordurchihre Reihenentwicklungyegeben(f iir
eineDe nition, sieheKap.3.2.2):
x x%2 X3 X o1
exp(x)—ex—1+ﬁ+§+§+¢¢¢— X

n=0
Betrachterwir dieseReihefiir einimagiraresArgumentiA mit reellemA, danngilt
4 FAN2 s AN3
iA L (A (A)
1! 2! 3!

. 1. 1. 1. 1.
1+iA] ZA2) A+ A+ A + ¢t
2! 3! lﬂ 51 q

éh = 1+ + ¢¢¢

— . 1'2 1'4. H A - 1'3 1'5.
= 1j §A + ﬁA i ¢eC+ 1 Aj @A + aA i ¢ce
= cosA+ isinA;

wobeiwir im letztenSchrittdie Potenzreihemon sin und cosverwendetaben.

Diesliefert die EulerscheFormel:

e = cosA+ isinA

d.h.diekomplexe Zahl€* mit A 2 R liegtaufdemEinheitskrei§dajej2 = co® A+ sif A= 1)
mit Winkel A.

Wir kdnnendaherfiir reelleA denReal-und Imagirarteil der Exponentialfunktiorbestimmen:

Re(€”) = cosA;
Im(e®) = sinA:

Mit derEulerscherFormelkdonnenwir nuneinebeliebigekomplexe Zahl darstellerals

z = jzjé*:

Hiermit machtmansichdie folgendenRechenrgeinfir denBetragunddasArgumentklar:
2, 02, = jzije™ Gz,je = jzizojeM ).
Speziellfir dasKomplex-Konjugiertefolgt:

z° = jzj(cosAj isinA) = jzj(cogj A) + isin(j A) = jzje'
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Allgemeingilt folgendeAussagelstf (x) furallex 2 R reellwertig,sogilt: f (z%) = (f (2))°".

Unter Benutzungder Rechenrgelnfir die Exponentialfunktiondie analogfiir komplexe Argu-
mentegelten . konnenwir die Eulersché~ormelaufbeliebigez = x + iy verallgemeinern:

e = eV = ge¥ = & (cosy + isiny):

Man kannnun auchdie Winkelfunktionendurchdie komplexe Exponentialfunktiordarstellen.
Dae” = cosA+ isinAunde = cogj A) + isin(j A) = cosAj isinA folgt

cosA = é(e'A+ ey und sinA= E(E'Ai e "y

Dieseldentitatensind enormnutzlich. Zum Beispiellassensich mit ihnendie bekannterAddi-
tionstheoremdiir die trigonometrischerrunktioneneinfach bewveisen.Letztlich fihrt mansie
auf die Eigenschaftemler Expontialfunktionzuriick. Dies werdenwir in denUbungengenauer
untersuchen.

5.4 Wurzeln

Losungervonz = w" bzw. z¥*" = w heiRem-te Wurzeln vonz.

Die ZahlderLodsungerhangtoffensichtlichvon n ab:

wi=1 =) w=1w=j1
wi=1 =) wi=1w=j1 = w=Lw=jlLw=iw=ji

Allgemeinkdnnenwir die allgemeind_osungfir diesedProblemelegantmit Hilfe derPolardar
stellungbestimmen.
- H ; |
- - - A ¢ = - 1= A= p . A . - A
22 = jzjdh " = jzjtendAn = P i cos_ + i sin

Die Nichteindeutiglkit desWinkels A,
gh = d(Ar2¥k) (k=0;8182::)

dernur bis auf Vielfachevon 2%:bestimmtist, flhrt auf verschieden&Vurzeln,die fur verschie-
deneWertevon k auftreterkonnen(solange®2* 2 [0; 2/).

Somit nden wir, dassz = wy mit

H A 1

D " A+ 2k L
Wg == " jzj cos

A+ 21Kk
Sin

mitk=0;1;:::;nj 1

d.h.esgibt n verschiedena-te Wurzeln.Esist wichtig, diesimmerim Hinterkopf zu behalten.
SpaterwerdenSie sehendassin physikalischenProblememichtimmer die reelleL 6sungdie
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N

Abbildung5.4.1:LagederEinheitswurzelfurn = 1;2; 3; 4.

interessantestst!

Insbesondergibt esauchn sogenannte-te Einheitswurzeln
g (k=01:::;nj 1)
Sieliegenauf demEinheitskreigsieheAbb. 5.4.1).

Esseidavor gewarnt,die ausdemReellenbekannterRechenrgelnfir Wurzeleinfachins Kom-
plexe zu ubertragenDiesgeht,geradeauf GrundderNichteindeutigleit derWurzeln,oft schief!
In denUbungenwerdenwir diesnaherbeleuchten.



Kapitel 6

Differ entialgleichungen

BeiderIntegrationhaberwir esmit demProblemzutun, eineFunktiony(x) ausihrerbekannten
Ableitungyqx) = f (x) zu bestimmenAls Verallgemeinerungler Integrationwerdenunsim
folgendenmmerwiedersogenannt®iffer entialgleichungen(DGL) begegnen.

In ersterLinie werdenwir esmit zwei Typenzutun habengdensog.
DGL 1. Ordnung: yaAx) = f(x;y),
DGL 2.0rdnung:  y%x) = f (x;y;y9.

Die fundamentalé&leichungder Mechanik,die Nevtonsdie Bewegungsgleibung
m&(t) = F(x;t)

ist ein Beispielfur eineDGL 2. Ordnung.Dabeiist A= %ZT? die BeschleunigungindF (x; t) die
zur Zeitt aufdieamOrt x be ndliche Massem wirkendeKratft.

6.1 Klassi kation von DGL

Differentialgleichungetassersichaufunterschiedlichérten klassi zieren.

2 gewdhnliche DGL: Eine gewodhnlicheDGL enthalt keine partiellenAbleitungen,esgibt
nur eineunablangigeVariable.

2 partielle DGL: Eine partielle DGL spezi ziert Funktionenvon mehrerenvariablen.Sie
enthalt partielleAbleitungennachdenverschiedenennablangigenvariablen.

2 Ordnung der DGL: Die OrdnungeinerDGL ist durchdie Ordnungderhochsten/orkom-
mendenAbleitunggegeben.

2 explizite DGL: Explizite DGL habendie Formy™ (x) = f (x;y;y%:::;y("i D), d.h.sie
driuckendie hochstevorkommendeAbleitungals Funktionderandererbleitungenaus.

2 jmplizite DGL: Implizite DGL habendie Formf (x;y;y%:::;y™) = Q.
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62 KAPITEL 6. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

2 lineare DGL: In linearenDGL tretenkeinePotenzervony, y© ::: auf, ebenswenigPro-
duktewie yy® odery%/®etc. Potenzemerunablangigenvariablenx sindabererlaubt.Ein
BeispieleinerlinearenDGL ist y°+ x? + y cosx = O.

2 nichtlineare DGL : NichtlineareDGL enthalterPotenzemderProduktevony;y® :::, z.B.
yy%% (9% = 0.

2 Anfangswertproblem: Bei einemAnfangswertproblerauchtmandie L 6sungeinerDGL,
die zusatzlichdie sog.Anfangsbedingungy(Xxo) = Yo erfullt, wobeix, undy, vorgegebe-
neKonstantersind.Diestritt hau g beiphysikalischerFragestellungeauf,wo z.B. X, die
Anfangszeiundy, der Anfangsortseinkann.Bei DGL hohererOrdnungsindi.a. weitere
Anfangsbedingungevorgegebenwie die Anfangsgeschwindigkt yqxo) = vo.

Bemerkungi.a. wird die LosungeinerDGL nicht eindeutigsein! Wie beim Integrierentreten
Integrationslonstanterauf, und zwar in der Regel n Stiick, wennn die Ordnungder DGL ist.
Diesewerdendanndurchdie Anfangsbedingungemiert.

6.2 Lineare DGL mit konstantenK oef zienten

Als ersteswvichtigesBeispielbetrachtenwir nuneinelineare DGL 2. Ordnung mit konstanten
Koef zienten:

0 homogendGL
f (x) inhomogen®GL

(i) ay®™ by’+ cy
(i) ay®™+ by’+ cy

mit Konstantera;b;c 2

Wir kdnneno.B.d.Al annehmengdassa = 1 ist. Dies kdnnenwir immer erreichenjndemwir
die Gleichungdurcha dividieren.Dabeiist der Fall a = 0 uninteressantla essich dannnicht
umeineDGL 2. Ordnunghandelt!

Eine wichtige AnwendungdieserGleichunghabenSie schonin der Experimentalpisik ken-
nengelerntDie homogenésleichungtritt bei derBeschreilmngeinerharmonischegedampften
Schwingungauf. Wirkt zusatzlich eine aussereKraft auf den Oszillator so fuhrt diesauf die
inhomogendsleichung.In beidenFallenist y(x) die AuslenkungausderRuhelagezur Zeit x.

6.2.1 HomogenerFall

Wir untersucherlaherzunachstdie homogenésleichung
y% by’+ cy= 0

Zur Losungmacherwir denAnsatz
y(x) = Ae’™;

!D.h.“ohneBeschankungderAllgemeinheit”
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denwir in die DGL einsetzenAls “Ansatz”bezeichnemanallgemeineineL 6sung derenStruk-
tur mangewissermalegeraterhat,obwohl maneinigeDetailsder L dsungnochnichtkennt.In
unserentall ist ein Versuchmit einerExponentialfunktiomaheliggend,dadiesebei Ableitung
reproduzierwird. Wir missemunuberpiifen,ob wir die nochnicht bestimmterKonstanteA
und, sowahlenkdnnendassAe* tatsachlicheineLosungderGleichungwird.
Zunachstberbtigenwir die AbleitungenyYx) = ,Ae-* undy®{x) = , ?Ae* . Setztmandiese
in die DGL ein, sofolgt

Ae*(,2+ b, +0)=0:

DaA 6 0 (wir sindschlie3lichaneinernichttrivialenLdsunginteressiertiunde* 6 0, folgt
L2+ b +c=0

undsomit r

2
ZiC:

b
,§=i§§

Dab;creellsind,ist

reell; falIs% i c, O
imaginar, falls% i c<O:

AT

i C

Deshalbsind, s fur% | c< 0kompled:
r

b.. 1

_. D o 2.

8T 5 §i cij 4
d.h.insbesondersst, . = (., )".

Far % i ¢> 0habenwir zweiverschiedeneeelleLosungen . und, ; .

FUr% i c=0ist, . = ,,.DannexistiertabereineweitereLosungy = xe-* (nachrechnen!).
DiesenFall wollenwir im folgendemicht naherbetrachten.

Wir habenalsozwei L dsungerderhomogener@leichunggefundennamlich
Ys(X) = Age %,
wovon mansichleichtdurchNachrechnerfiiberzeugtDabeiist , § durchdie Koefzienten bund

cderDGL bestimmtwahrendAg beliebigelntegrationslonstantersind!

Dadie DGL linear ist, hatsiedie angenehme&igenschaftdassdie Summey = y, + vy, zweier
Losungery. ,y; wiedereineLosungliefert:

Yo% b+ cy = (y. +y )% by, +y )0+ cy. + ;)
(y2%+ byl + ey, ) + (y°+ by + ¢y, ) = O

2Vemgleicheauchmit Aufgabe6g der Ubungen!
3Diesgilt leidernichtallgemein!
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wobeiim letztenSchritt beide Klammerausdicke separatverschwindenday. , y, Losungen
sind.

Zusammerdssendautetalsodie allgemeinel dsungderhomogener@leichungim Fall % 6 C

yx) = Ase "+ A el

mit zweilntegrationslonstantei\s , d'@durchdieAnfangsbedingungQ,r(xo) = yo undy9xo) =
Vo festgelgtwerdenund, s = i 28 2 ¢
Ist % = ¢, solautetdie allgemeind_osung

y(x) = A€ 2+ Apxel 2%

Wir sehengdassin beidenFallenzwei unablangigelntegrationskonstanterauftreten Da essich
umeineDGL 2. Ordnunghandelthabenwir die allgemeinstd dsunggefunden.

Wenny (z.B. alseineAuslenkungausderRuhelagepusphysikalischerGrindernreell seinmul,
konnenwir im Fall % < cdenRealteil(oderauchdenimagirarteil) derobigenL dsungnehmen.
Auf GrundderLinearitat der GleichungundderBildung desRealteilesozw. der Ableitungsind
dieseim Falle reellerKoefzienten b;c aucheineL 6sungder DGL, dennausy®+ by’+ cy= 0
folgt

o
I

Re(y*%+ by’+ cy)

Re(y°) + bRe(y9) + cRe(y)
(Rey)®+ b(Rey)’+ cRe(y);

wobeiwir beim Ubeigang zur zweitenZeile die Linearitat der Realteilbildungausgenutzha-
benund die Tatsachedassb und ¢ reell sind, und beim Ubeigang zur dritten Zeile, dassman
Differentiationund Realteilbildungvertauschetkann,dadie Ableitung einerkomplexwertigen
Funktiongeradeals Summeder Ableitungenvon Real-undImaginarteil de niert ist.

Somitkonnenwir alsoim Fall % < causderkomplexenLdsungdie neuerreellenLdsungen
yi(x) = Re(y(x))  und  yz(x) = Im(y(x))
gewinnen.Explizit ergibt sich
' ¢
yi(x) = Re'A.e "+ A ei”
= A€ X cosl X;

q= - ¢

mitA; = A, +A und! = % c= ci &=Im(.)bzw firdenimagirérteil

Ya(X) Im|A+e+X+AieiX

. b .
A,€e 2*sin! x;

mitA, = A, i A, .
Die allgemeinsteeelleLdsungim Fall % < cistdanngegebendurch
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. b . b .
y(X) = A€ 2*cos! x + A,e 2" sin! X

mit denbeiden(reellen)integrationslonstanterA; undA,, die durchdie Anfangsbedingungen
festgelgt werden.

Wir sehengdasssich die Losungerfir die Falle 2 > cund & < c qualitativ unterscheiden.
Im erstenFall habenwir als Losungreine Exponentialfunktionenwahrenddie Losungenm
zweitenFall periodischd=unktionermit derPeriodelT = 2¥#! enthaltenMan sprichtauchvon
guasi-periodischehdsungen.

Wir wollen nochzweiwichtige Spezialtlle erwahnendie in derPhysikimmerwiederauftreten.
Diesist zumEinenderFall b = Oundc > 0. In diesemFall tritt die lineareDGL hau g in
folgenderForm auf:

yOr 1%y = 0;
mit ! 2 = c. Diese Gleichungheitauch Schwingungsgleichung Derenallgemeinel 6sung

solltemanunbedingtkennen:
y(x) = Acos! x + B sin! x

mit denbeidenintegrationslonstanterA undB.

Der anderewichtige Spezialéll ist die lineareDGL 1. Ordnung,alsoder Fall a = 0, denwir
bisherausgeschlossdratten.Dieselasstsichdannsoschreiben:

yo=y:

Eine solcheGleichungtritt z.B. bei der Beschreibing desradioaktven Zerfalls auf. Die allge-
meineL osungist
y(x) = Ae:

Ist, > 0sobeschreibtlie LosungexponentiellesAnwachsen im Falle, < 0 einenexponen-
tiellen Zerfall .

Zum Schlussnochder Hinweis auf denallgemeinenfFall einerhomogeneninearenDGL mit
konstanterKoefzienten n-ter Ordnung.Diesekannanalogmit dem gleichenExponentialan-
satzy = e* gelostwerden.Einsetzenn die DGL liefert dannein Polynomn-ter Ordnungin
., desserNullstellendie erlaubten, -Werte bestimmenMan beachtedassesfur n > 4 kein
systematische¥erfahren(spricheine Verallgemeinerungler p-g-Formel) mehrgibt, um diese
Nullstellenzu bestimmen!

6.2.2 InhomogenerFall

Wir betrachtemundie inhomogendGL. Seidahery einebeliebigeL 6sungderinhomogenen
DGL, diewir unsaufirgendeinért undWeiseverschaft habenz.B. durchRatenoderVariation
derKonstanter{s.u.).Dannist die allgemeineL 6sungderinhomogenem™GL gegebendurch
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y(x) = Y(X) + Ynhom(X);

wobei yhom(X) die allgemeinelLdsungder homogenerDGL ist (wie in Abschnitt6.2.1disku-
tiert). Dasy(x) einetatsachlicheineLosungderDGL ist, machtmansichwiederleichtklar. Die
Rechnungst analogzumBeweis,dassm homogenetrall die SummezweierL dsungerwieder
eineLodsungderhomogenertleichungist. Dabeiist die Linearitat derDGL wichtig.

Oft ndet manleicht eine spezielleLdsungder inhomogenerDGL (z.B.y = konst.).Diese
erfullt i.a. abernichtdie gewiinschterAnfangsbedingungeieshalbberdtigt mandie allgemei-
nelLosung.

AllgemeinkannmanfolgendeFaustiegel festhaltenHat maneinelL 6sungeinerDGL n-ter Ord-
nung gefundendie n unablangige Integrationslonstanterenthalt, so ist diesdie allgemeinste
Losung.Dies gilt fir den homogenerund inhomogenerfall und auchim Falle nichtlinearer
DGL.

Damit bleibt fur die inhomogenerGleichungerdie Frage,wie mansich einespezielleL dsung
verschatft. Ein in vielen Fallen probatesMittel ist tatsachlich Raten Z.B. kannmanleicht te-
sten,ob y(x) eineLosungist. Ein systematischegerfahren,die sog.Variation der Konstanten
werdenwir spaterkennenlernen.

6.3 Allgemeinelineare DGL 1. Ordnung
6.3.1 HomogenerFall

Die allgemeindineareDGL 1. Ordnunghatim homogeneriall folgendeForm:

y(x) = a(x)y(x):

Wir werdenin Abschnitt6.4.1sehendassessich hierbeium einenSpezial&ll einerDGL mit
getrennten/ariablenhandelt.

Im Prinzipkannmandie Losungfastraten! Offensichtlichwird bei der Ableitungdie Funktion
selbstreproduziertmit einemzusatzlichenFaktor Dasist genaudas,wasbeiderAbleitungder
Verkettungder Exponentialfunktiormit einerandererFunktionpassiertDie L dsungder DGL
lautetdaher HZ 1
y(x) = yoexp a(t)dt
Xo

Genauemgesagtist dies die Losungder DGL, die die Anfangsbedingung(xo) = Yo erflllt.
Da die anggebenel dsungeine Integrationslonstanteenttalt, namlich yy, ist dies bereitsdie
allgemeind_osung.

Wir kdnnendie Losungauch“herleiten”, und zwar folgendermal3erZunachsthabenwir

dy _ .
ax a(x)y:
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Nuntrennerwir die Variablenfolgendermal3en:

dy
— = a(x)dx:
y (X)

Hier habenwir wieder den Differentialquotienterauseinandgerissenum alle y-abrangigen

GrolRenaufdielinke, alle x-abrangigenGrolRenauf die rechteSeitezu schafen.

DieseGleichungwird nunintegriert,d.h.wir bestimmerdie StammfunktionemaufbeidenSeiten:
Z Z

d7y = a(x)dx+ €

cist dabeieinelIntegrationslonstanté. Die linke Seitekonnenwir integrieren(R%y = Iny) und
soerhaltenwir nachExponentieren
Mz T 14 1
y = exp a(x)dx+ e = cexp a(x)dx

mit c = €~

6.3.2 InhomogenerFall

Die allgemeinstd-orm derinhomogenetinearenDGL 1. Ordnunglautet

yAx) = a()y(x) + bx):

Hier wollen wir die Losungmit Hilfe der Losungder homogenerleichungbestimmenDazu
benutzerwir ein Verfahren,dassals Variation der Konstantenbezeichnetird. Die grundle-
gendedeedabeiist, die Losungderhomogeneitleichungals Ansatzzu wahlen,wobeidie auf-
tretenderntegrationslonstantemunFunktionerseinkdnnen DannversuchimandieseFunktio-
nensozu bestimmendassmaneinelL 6sungderinhomogene®GL erhalt. In unserenBeispiel
lautetdaherder Ansatz

Z X
y(X) = ®&(x) exp(A(x)) mit derAbkirzung A(x) := a(t)dt:

Xo

Wir habenalsodie Integrationslonstantey, durchdie Funktion®(x) ersetztdie nun geeignet
zu bestimmenist. Dazu mussenwir den Ansatzin die inhomogeneDGL einsetzenZunachst
bestimmerwir mit Produkt-undKettenrgel die Ableitungunserefnsatzes:

yo= @ + ®AY = ®%" + Rad’;

wobeiwir im zweitenSchrittausgenutzhabendassper De nition A Stammfunktiorvon a ist.
Einsetzeriefert dann

@ + ®ae = a® + b

“4Eigentlichtritt auf beidenSeiteeineIntegrationskonstanteauf, die wir zu einerzusammergsserkonnen!
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worausfolgt
® = be A:
Dieskannmanleichtintegrierenunderhalt sodie gesuchtd-unktion®(x):
Z X
®&x) = yo+  b(s)el Ads:

Xo

Damitkonnenwir die allgemeinel dsungderinhomogene®GL angeben
VAN zZ,
y(X) = yoet® +  ps)er®iAGds  mit A(X):=  a(t)dt

Xo X0

DieseL 0sungenthalt einefreie Integrationslonstantenamlichyy.

6.4 Nichtlineare DGL

NichtlineareGleichungersindi.a. nichtsoleichtldsbar Wir diskutiererhier aberzweiwichtige
Falle,in denemmanein allgemeined 0sungserfahrenangeberkann.

6.4.1 DGL mit getrenntenVariablen

Wir betrachtereineDGL derForm

yAx) = g(x)h(y):

Dies st offensichtlicheine Verallgemeinerungler homogeneninearenDGL 1. Ordnung(sie-
he Kap. 6.3.1),die manfur die Wahl h(y) = y erhalt. Das Vorgehenist analogzu demoben
besprochenefall, d.h. wir 16sendie GleichungdurchTrennung der Variablen: Mit y° = (‘j—)y(
folgt

dy
— = g(x)dx:
Somiterhalt man Z Z
B _ xdx+ ¢
h(y)

und darausnach Ausfuhrungder Integrationenund Au 6sennachy = y(x) die Losung.Im
Geagensatzum linearenFall konnenwir hier dasintegral Ubery nicht explizit ausrechnenda
die Funktionh(y) beliebigist. Wir wollen unsdasVerfahrendaheraneinemkonkretenBeispiel
klarmachen.

Beispiel6.4.1.
Wir betrachterfolgendeDGL mit getrennten/ariablenyqx) = j 2xy?(x).
Wir haben Z q Z

y _

Vo (i 2xdx = j X2+ ¢
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Andererseits:

Z
d 1 1
yIly ) amerte v s

Mit Anfangsbedingung(1) = 1 ergibt sichdie Integrationslonstantezu c = 0 und manerhalt
die Losungy(x) = 5. DassdiestatsachlicheineL6sungderDGL y{x) = i 2xy?(x) Uberpiift
manleichtdurchDifferenzieren.

6.4.2 Bernoulli-Gleichung

Als Beispieldafur, dassmanmanchmaDGL durchgeeignetélransformationem@uf einfachere
DGL zuriickfuhrenkann,betrachtemwir die sog.Bernoulli-Gleichung

yAx) = a(x)y(x) + b(x)y®(x)

mit ® 2
Zunachstmultiplizierenwir die Gleichungmity’ ®. Man erhalt

yYi @ = a(x)yt ©+ b(x):

Nun fihrenwir eine neueFunktionz(x) ein, die durchz := y!i ® de niert ist. Dannist z° =
(1; ®)yi ®yunddie Gleichunglautetdaher

20%) = (1i ®a(x)z(x)+ (1i ®)b(x):

Dies ist aberdie bereitsbekanntenhomogendineareDGL 1. Ordnung,die wir systematisch
gelbsthabenKap.6.3.2).Somitkonnenwir z explizit bestimmerundhierausiibery = z*1i ©
die gesuchtd-unktiony(x).
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Kapitel 7

Vektoranalysis

Wir betrachtemunFunktionengdie entwedevon mehrererVariablenabrangenoderdie vektor
wertig sigd.Als unabténgigeVariablenkommendabeiin derPhysik vor allemdie Zeit t undder

X
Ortr = @yA in Frage.
z

De nition 7.0.1(Skalarfeld) 0 1

Xn

Beispielefur physikalischeSkalarfeldessinddasTemperaturfeld (r; t), dasgedemPunktr die
dortige Temperaturzur Zeit t zuordnetoderHohenpro le h(x; y), die die HoheeinesGebilges
amOrt (x; y) angeben.

De nition 7.0.2(Vektorfeld)
Ein Vektorfeld F(r) ordnetjedem%aumpunkr_ 2 " eineanektor

FO =@ . K2

zu.Dabeikannm 6 n sein.In derPthysikisti.a.m = 3undn = 3 (zeitunablngigeProbleme)
odern = 4 (zeitablangigeProbleme).

Beispielefur physikalischeVektorfeldersind Kraftfelder F (r; t) oderdie sog.Bahnkuner(t),
die die PositioneinesTeilchenszur Zeit t angibt.

Zusammerdssendeinocheinmalbetont,dassSkalar undVektorfeldereigentlichnichtsande-
resalsspezielleFunktionensind,bei denenDe nitions- und/oderZielmengemehrdimensionale
Vektoriaumesind!
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7.1 Partielle Ableitung und totalesDiffer ential

De nition 7.1.1(Partielle Ableitungen)

Die Ableitungvony = f (X1;X2) nachxy, die manauchals partielle Ableitung vony nach
X1 bezeichnetwird berechnetindemmanx, festhalt und dannwie obenmit x = x; ableitet.
Schreibweise:

@ (X1;X2) @ (X1;X2)
& " &

Beispiel 7.1.1.
Wir betrachtenlie Funktionf (x1;X2) = x1x3 derVariablenx; undx,. Als partielleAbleitungen
erhalt mandann

% = x5 und % = XXy
Wir kbnnenauchhoherepartielleAbleitungende nieren:
e _ o"a'
@7 @ " @(1ﬂ ’
@ _ @ @
@@, = @ " @tlﬂ ’
@ _ @ @ .

@@ = @ @

Einewichtige Eigenschafist die Vertauschbamit von partiellenAbleitungen:

@ . of
@@ @@,

Analogegyilt natirlich fur dieandererAbleitungen Esist alsoegal, in welcherReihenfolganan
partiell nachzweiverschiedeneanablangigenVariablendifferenziert.

Wir wollen unsdavon nocheinmalan demBeispielf (x1;X2) = x1x3 UiberzeugenDie ersten
Ableitungenhattenwir bereitsbestimmt.Fur die zweitenAbleitungenfolgt daraus:

¢ _e'e'_ , _e"a'_ @
@@ @& @ Ten @ eues
AulRerdenmilt
@f ©f
@% =0 und @% = 2)(1:
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Man beachtedassnaiirlich in derRegel %fz 6 % ist.
1

Die partielleAbleitungvonf (x1; x,) misstdie Starke derAnderungderFunktionin x;-Richtung.
Analogesgilt fur %. Esstellt sich die Frage wie mandenGesamtzuwachsder Funktioncha-
rakterisierenkann. Wir gehendabeianalogzum Fall einer Variablenvor und betrachterdie
Anderungf (X + CXq;%X2 + €X3) i f(Xy;%X2). Wir nehmendabeiwieder an, dass¢ x; und
¢ X, klein sindt. Daherkdnnenwir f (x; + ¢ X1;X, + ¢ X,) durcheine Taylorentwicklungap-
proximieren.Zunachstmachenwir einesolcheEntwicklungfir die Funktiong;(x; + ¢ x;) :=

f (X1 + ¢ Xxq;X, + € X3). Wir stellenunsalsovor, dassx; + ¢ x, konstantgehaltenwird und

entwickeln um x;. Bis zur erstenOrdnungerhaltenwir dann:
_ _ @ . [ 2%
f(X1+ ¢X1,X2+ ¢X2) = f(X]_,X2+ ¢X2) + @(Xl,XZ‘F ¢X2)¢ X1+ O (¢ Xl) .
1

Als nachstesuntersuchemvir denerstenTermweiter Wir machemuneine Taylor-Entwicklung
derFunktiong,(x, + € X5) := f (X1; X2 + € X5) umX; , d.h.nunhaltenwir x, fest:

i ¢
f (X1, X2+ € Xp) = f(X1;X2) + g(xl;xz)q: X2+ O I(¢ X2)?
2

Als Letztesentwickelnwir gs(x, + ¢ Xp) := %(xl; X2 + € Xp). Hier gerigtfur unsereZwecke
eineEntwicklungnullter Ordnungum X:

Ql(xl;XZ + CXp) = Q(Xl;XZ) + O (¢ x2):

@

Setzenwir alle dieseEntwicklungenrein, soerhaltenwir fiir denGesamtzuwachsder Funktion

(X1 + EXp;Xo+ CXp) i f(XiX2) = —1(X1,X2)¢ X1+ @(XLXZ)Q: X2+ O (¢x)° :
DabeistehtO ((¢ x)?) fur Korrekturendie mindestengjuadratisctin den¢ x; sind,alsoTerme
derForm (¢ x1)?, (¢ X2)? und¢ x1¢ X..

Machenwir nun¢ x; und ¢ x, in nitesimal klein, soerhaltenwir fur d := f (X, + dxy; X, +
dxo) i f(Xq1;X2)

d = 9(xl;xz)dx1+ 9(xl;xz)dxz:
@¢

@

Diesbezeichnetnanalsdastotale Differ ential vonf .

=1 =

ISpaterwerdenwir siewiedergegenNull geherlassen!
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Wir betrachterals Beispielunserebekannte=unktionf (x1; X,) = X1x3, fur die wir ja bereitsdie
partiellenAbleitungenbestimmthatten.Damit ergibt sich

d = x3dx; + 2X1X,dX;

fur dastotaleDifferential.

EsseihierangemerktdassnichtjedeGroRederForm gy (X1; X2)dX; + go(X1; X2)dX, eintotales
Differentialist! Hierzumussteesnamlicheine Funktionf (X1; X») geben,sodassé% = g, und

% = g ist.

Als Beispielhierfur betrachterwir x,dx; + 2x;X,dx,. Dies st kein totalesDifferential,denn
esgibt keine Funktionf (x1; X,) mit % = Xy und% = 2X1X. Um dieseinzusehemehmen
wir einmalan,esgabeeinesolcheFunktion.Auf GrundderVertauschbamit der partiellenAb-

leitungenmiisstedannauch @gcf@u = @@{8(2&2 sein.Dies st aberoffensichtlichnicht erfullt, da
St _ @t _ :
a,0; — lundg a- = 2Xp ist.

SolcheGroRRerheil3ennexakte Differ entiale undspielenz.B.in derThermodynamileinewich-
tige Rolle.

Zum Abschlusswollen wir nochzwei AnwendungerdestotalenDifferentialsdiskutieren:

1. Die partiellenAbleitungengebenunsan, wie starksich die Funktionf (x1; x;) in die X;-
bzw. X,-Richtungandert.Dies entsprichtder Wahl dx, = 0 bzw dx; = 0 im totalen
Differential. Andere Wahlenvon dx; und dx, liefern die Veranderungvon f in andere
RichtungenDieswerdenwir im nachsterAbschnittmit Hilfe dersog.Richtungsableitung
prazisieren.

2. Dastotale Differential erlaubtes, die Kettenrgel auf Skalarfelderzu verallgemeinern.
Wir betrachterdazueine Funktiong(t) = f (x(t);y(t); z(t)), d.h.die Argumentex;y; z
hangenselbstwiedervon einerunablangigenVariablent ah Hierbeikannt z.B. die Zeit
sein,x(t); y(t); z(t) die KoordinatereinesMassenpunktesur Zeitt undf derBetragder
auf dasTeilchenwirkendenKraft. Dieseist i.a. als FunktiondesOrtesr gegeben,wird
aberbei EinsetzerderBahnkuner (t) zueinerFunktionf (t) derZeit.

Die Ableitungvon g nachdemParametet bestimmtsichdannaus
dg_@dx Q@dy, @dz
dt @dt @dt @dt’
Wie erwartetgehendabeinatirlich auchdietj Abhangigleitender Funktionenx(t),y(t),

z(t) ein. Die Anderungvon g hangtsovohl davon ab, wie starksichg mit x; y; z andert,
alsauchdavon, wie starkdieseGrofRensichmit t andern.

Wir werdennuneineweitereGro3eeinfuhren,die unswichtige Informationentiberdie lokalen
AnderungereinesSkalarfeldediefert.
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7.2 Gradient

De nition 7.2.1(Gradient)
Zu einemskalarerFeldf (r) = f (x; y; z) de nierenwir

1
1

A -

n
U

gradf := @

ReeEr@

d.h.die] -te KomponentalesGradientervon f ist geradedie partielleAbleitungnachderj -ten
unablangigenVvariablen DiesesVektorfeldbezeichnetmanals Gradienten von f .

Komponenten.
Die anggebende nition gilt in kartesischeiKoordinatenDie Form desGradienternn anderen
Koordinatensystememerdenwir spaterkennenlernen.

Mit Hilfe desGradienterdaltsichdastotaleDifferentialvonf schreiberals

0 1
dx

d = (gradf) ¢dr mit dr= @dy A
dz
De nition 7.2.2(Nabla-Operator)
Dersog.Nabla-Operator r_ist de niert als

H

raY
U
r =@

Qle®leRle

Allgemeinbezeichneein Operator eineAbbildung,die eineFunktionenmengalsDe nitions-
und Wertebereichhat. Ein Operatorist also eine Funktion, die auf Funktionenwirkt und als
Ergebniswieder eine Funktion liefert. Der Nabla-Operatoist ein Vektoroperator, da er als
ErgebniseinenVektorliefert, desserkKomponenterrunktionersind.
DamitkannmandenGradientervonf auchschreiberals

gradf =r f:

Wir werdenim folgendenbeideSchreibweisenerwenden.

Der Gradientgradf einesskalarerFeldes hataucheineanschaulich®edeutung.

1. Wir betrachterdie Mengealler Punkter, fur die giltf (r) = ¢, wobeic einevorgegebene
Konstantast. DieseMengebezeichnemanals Niveau ache’. Auf dieserFlacheist per

2In derPhysik tretensie z.B. als Aquipotential achenauf.
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f(r)=c,

grad

Abbildung7.2.1:gradf stehtsenkrechtaufderNiveau achef (r) = const.

De nition & = 0 undsomit(gradf) ¢dr = 0. Dabeiverbindetdr zwei in nitesimal
benachbart®unkter undr + dr derNiveau ache bezeichnetlsodie Tangenteandiese
Flache . Somitkdnnenwir schliel3en:

gradf stehtsenkrechaufdenNiveau achenderFunktionf (sieheAbb. 7.2.1).

. Der Vektorgradf (r) = (gradf)(r) zeigtin RichtungdesstarkstenAnstiegesvonf am
Punktr.

Dazubetrachtemwir die Richtungsableitungin Richtunge mit jgf = 1. Dieseist de niert
durche ¢r_f . Offensichtlichwird dasSkalarproduke ¢r f = jr _fjcos® (wobei® der
Winkel zwischereundr f ist) genaudannmaximal,wennr_f parallelzueist. Diesheif3t
abernichtsanderesals dassdie Richtungsableitungn Richtungvonr f maximalwird,
d.h.r_f zeigtin RichtungdesstarkstenAnstiegs.

. DerBetragj gradf j misstdie Starke derAnderungvonf senkrechzudenFlacherf (r) =
const.

Beispiel 7.2.1.
Die obigenEigenschaftekannmansichanfolgendemBeispielunmittelbarklar machen:

grad

. 2 2
f(xy) X +yﬂ

" x ©
gradf 2 =2r
y

Die Kurvenf (r) = c¢ = const.sind hier Kreise vom RadiusR = pE. Das Gradientenfeld
gradf = 2r zeigtradialnachaufl3erund stehtsenkrechaufdiesenKurven.

Fur denGradientergelteneineReihevon Rechenrgeln.Die meisterfolgendirektausdenert tr
die partielleAbleitung,z.B. die Linearitatgrad(f + ®g) = gradf + ® gradgmit® 2
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a) )~

Abbildung7.3.1:Zur Interpretatiorder DivergenzeinesVektorfeldes.

7.3 Divergenz

De nition 7.3.1(Divergenz)

Die DivergenzeinesVektorfeldes (r) ist (in kartesischeoordinatenye niert als
Fry+ S+ &
@ @ @
Eine analogeDe nition gilt fur die DivergenzeinesVektorfeldesin beliebigenDimensionen.

Man erhalt alsodiv F , indemmanformal dasSkalarproduktlesNabla-\ektorsmit demVektor
feld bildet! Die DivergenzeinesVektorfeldedst alsoein Skalarfeld.

divE :=r1 CF = (r):

Die Divergenzgibt Auskunftiberdie Quellenund Senlen einesVektorfeldeslstdiv F = 0, so
nenntmanFE auchquellenfrei.

Zur Interpretationstellt mansich E z.B. als StromungsfeldeinerFlussigleit vor, d.h.F = Y2y
wobeiYzdie Dichteundv die Geschwindigkit der FlussigleitamOrt r ist. Wir betrachterdann
ein kleinesVolumen¢ V um denPunktr. div F gibt dannan, wieviel Masseeffektivin das
Volumenhinein ief3t, alsodie Differenzvon Ein- und Aus uss.

Beispiel 7.3.1. Wir betrachterzwei Beispielezur Interpretatiorder Divergenz:

1. Zunachstuntersuchemvir ein Feld F(r), dasin Betragund Richtungkonstantist (siehe
Abb. 7.3.1a).Anschaulichsollte klar sein, dassder Ein uss und der Aus uss ausdem
eingezeichneteRechteckum denPunktr in diesemFall gleich sind. Im gezeigterFall
gibt esEin uss nur an der linken Seite,Aus uss nur auf der rechten.Man kannzeigen,
dassauchfir beliebiggeformteFlachenEin- und Aus uss immer gleich sind. Natirlich
gilt dasfur beliebigePunkter. Somitverschwindetlie Divergenz.Diesist konsistenmit
derexpliziten Berechnungliv F = % + % = 0, dabeidepartiellenAbleitungernwegen
derKonstanzdesFeldesverschwinden.

2. Als zweitesBeispielbetrachterwir einradialesFeld,z.B. F(r) = r (sieheAbb. 7.3.1b).
Als Flachebetrachterwir einendiinnenKreisring. Offensichtlichist der Ein uss kleiner
alsderAus uss, dadasFeldim innerenKreis (gestrichelteinenkleinerenBetraghatals
auf demaufierenSomitist div E > 0. Diesist konsistenimit der expliziten Berechung

divF = &= + % = 2,daF, = x undF, = y.




78 KAPITEL 7. VEKTORANALYSIS

Spater(in Kap. 8.5)werdenwir lernen,wie mandenFlussdurcheineFlacheexplizit berechnet.

Fur die Divergenz gelteneinige einfacheRechenrgeln, die sich ausdenenfir die partiellen
Ableitungenergebenjnsbesonderdie Linearitatdiv(F + ®G) = divE + ® divG mit® 2

Aus Divergenzund Gradientkonnenwir einenweiterenwichtigenOperatotbilden,derhau g in
derPhysik eineRolle spielt.

De nition 7.3.2(Laplace-Operator)
DerLaplace-Operator 4 ordneteinemSkalarfeldf (r) ein anderesSkalarfeldzu gemal3

¢f :=div(gradf)=r ¢r f =r %f:

bzw. explizit (wasmandurchNachrechneteicht prift)

@f a@f of
= @2+ @2+ @2:

¢f

Manchmalist esbeim Laplace-OperatopraktischwennmanseineWirkung auf ein Vektorfeld
E(r) gemal 0 1
¢ Fy
¢CF:=@¢F, A
¢F,

de niert. In diesemFall ist die Wirkung alsokomponentenweiseu verstehen!

Wie schonerwahnt,tritt der Laplace-Operatoin zahlreicherAnwendungenn der Physik auf.
Hier seiennur die Wellenglei©iungunddie Diffusionsgleibungerwahnt.

7.4 Rotation

De nition 7.4.1(Rotation)
In 3 Dimensionen(und nur dort!) konnenwir die Rotation einesVektorfeldesE (r) (in kartesi-
scherKoordinatendurch

(e»)

1
XL

_ - x « @z
rotE—r_EE—%gyf g S
GG

de nieren.Mit Hilfe dessog.Levi-Cevita-Symbolkonnenwir diesauchetwaskompakterals

X @

2 k @ Fy
j k=1 J

(rotF); =
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a) b)
(R R
/7 = \
7 \
¢¢V¢ ¢¢N )N
CQ N\\\\6/ /
~ -~

R

Abbildung7.4.1:Zur Interpretatiorder RotationeinesVektorfeldesin beidenFeldernwird ein
kleinesTestobjekivom Stromungsfeldn Drehungversetzt.

schreibenDabeiist 213 = 2531 = 2312 = 1, 2132 = 2213 = 2321 = | lundalleanderer¥; = 0.
Formalemgibt siesichalsoausdemKreuzprodukidesNabla-Operatormit demVektorfeld.Die
RotationeinesVektorfeldedst alsowiederein Vektorfeld.

Die RotationeinesVektorfeldegyibt Auskunftiiberdie Wirbel desFeldesrot F bezeichnetman
auchalsWirbelfeld3.

Zur Interpretationstellemansich F als dasGeschwindigkitsfeldeinerstromenderFlussigleit
vor. Wird ein kleinesObjektbeir von diesemFeld gedrehtsoistrot F(r) 6 0. Diespassiert
z.B.beidenbeidenFelderndiein Abb. 7.4.1gezeigtsind.

Spaterwerdenwir nochsehenwie mandie Wirbelstrke explizit berechnerkann!

Esgibt eineReihevonwichtigenldentitaten,die die Wirkung unterschiedlicheDperatoremit-
einanderverknipfen. Wir werdendiesehier nicht alle auffiihren,da Sie diesein denmeisten
Lehrbiichernund Formelsammlungemden. Einigewerdenwir in denUbungendiskutieren.
Zwei ldentitatenwollen wir aberexplizit nennengdie spatereinewichtige Rolle spielenwerden:

div(rot F) = 0

rot(gradf) = O; und

Dieseldentitatengeltenallgemeinfur beliebigeSkalarfelder (r) bzw. VektorfelderE (r).

Die folgendeTabellefasstdie verschiedeneAbleitungen,die wir in diesemKapitel kennenge-
lernthabennocheinmalzusammen:

Operator wirkt auf liefert
e Skalarfeld Skalarfeld
grad Skalarfeld Vektorfeld
div Vektorfeld Skalarfeld
¢ Skalarfeld Skalarfeld
rot Vektorfeld(in 3d) | Vektorfeld(in 3d)

3SManchmalbezeichnemanauchFeldermit rot F 6 0 alsWirbelfelder
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Hier seinocheinmaldaraufhingeviesen,dassmandie AnwendungdesLaplace-Operatorauf
Vektorfelderkomponentenweisde nierenkann!



Kapitel 8

Wegintegral und mehrdimensionale
Integration

IntegraletiberVektorfelder (t), die nurvon einerVariablent abhangensindkomponentenwei-

sede niert: 0R 1
Z REx(t)dt

F(t)dt:= @ RE,(Ddt A
F,(t)dt

Im folgendenwollen wir einigeandereFalle von mehrdimensionalemtegralebetrachten.

8.1 Wegintegrale

Zunachstwollenwir ein VektorfeldFE (r) langseinesWegesintegrieren.

De nition 8.1.1(Wegintegral).
DaslIntegral einesVektorfeldesE (r) langseinesWegesc vom PunktP zum Q, dasmanauch
alsWegintegral (oderalsKurvenintegral bzw. Linienintegral ) bezeichnetist de niert durch

Z g

X X )
E(m)¢dr = lim  FE(r)¢¢r; = lim F(r;)¢ ri cosA:
¢ri! O ¢ri! O

P i [

Im Gegensatzumfriuherde niertenIntegral UbereinevektorwertigeFunktionwerdenhier also
nur die ProjektionenkE (r;) ¢¢ r; desVektorfeldesk (r) auf die Richtung¢ r; desWegesauf-

summiert(sieheAbb. 8.1.1). Man mussdabeibeachtengdassder Wert desIntegralesi.a. vom

genauen/erlaufdesWegesc zwischenP undQ abhangt,ganzim Gegensatzumeindimensio-
nalenintegral, wo der Hauptsataler Differential-und Integralrechnunglie Wegunablangigleit

garantiert.Qngeg mussdaherbeimWegint@ral immerspezi ziertwerden.

Bem.:Statt F?E(L) @r misstemanpraziser _F (r) @r schreibendaderWertdesWegintegrals
l.a. nicht nur von den Anfangs-und Endpunktenabhangt, sondernvom genauenverlauf des
Wegesc von P nachQ. Diesist andersals beim gewohnlichenintegral, wo der Hauptsataler

81
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y 4

Abbildung8.1.1:Wegintegral

Differential- und Integralrechungbesagt,dassder Wert desIntegrals durch die Differenzder
Funktionswertaler StammfunktiorandenGrenzerdesintegrationsintersalls gegebenist.

R
Die praktischeBerechnung/on Wegintegralen F?E ¢dr geschieht.a.in zwei Schrittenso:

1) BestimmeeineParametrisierung(t) desWegesvon P nachQ:

o(t) = (c(t);cy(t))
mit C(to) = rp; C(t1) = rq
und c(t) liegtaufdemWeg fur allet 2 [to; t4]:
Man kannsich denParametett als Zeit vorstellen.Dannist ¢(t) der Ort auf demWeg, andem

mansichzur Zeitt be ndet. 2) DieseParametrisierungvird dannin denintegrandereingesetzt
unddasWegintegral somitzu einemintegral uberdenParametet:

“EMmoedr=  F(t) o)t

P to

Dabeiist F (c(t)) die Feldstarke auf demWeg und ¢(t) = %g(t) die “Geschwindigleit”, mit
der der Weg durchlaufenwird. Man beachte dassdas Skalarproduktzu bilden ist, denndas
Wegintegral liefert als ErgebniseinenSkalar!
Im zweidimensionalefall lautetdieseGleichungexpliziter

Z Z, dc, dg,  °
E(r)¢dr = Fx(Ge(t): 6, (1) 5 () + Fy(G(0):6(1) 5~ (1)

P to

Q

DasVorgehenn n Dimensionenst vollkommenanalogzu diesenmeweidimensionaleBeispiel!
Damit habenwir die Berechungvon Wegintegrale auf die Berechnungeineseindimensionalen
Integrals zuriickgefihrt. Dies kannmanals Verallgemeinerungler Substitutionsrgel ansehen,
beiderja auchdie AbleitungdersubstituierterFunktionauftritt.
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Beispiel8.1.1. Im folgendengebenwir die wichtigstenBeispielefur Parametrisierungean:

1. GeradevonP nachQ:

ct)y=rp+ (rqi rp)t

(t2[0;1])

OffensichtlichbeschreibtlieseineGerademit ¢(0) = rp undc(1) = rq.

2. Kreisbogen:

c(t) = R(cost; sint)

mit R = jrp] = jrof und t 2 [te;to]

Dabeisindtp undtqg die Winkel, die die Ortsvektorenr undLQ von P und Q mit der
Xj Achsebilden,undR derRadiusdesKreisbogensBei solchenWegenmiissematirlich
P undQ dengleichenAbstandR vom Ursprunghaben.

De nition 8.1.2(Geschlossenai/eg).
Bei einemWegintegral konnenAnfangs-und Endpunktauchidentischsein(P = Q). Fiur solche
Wegintegralefuhrtmanein speziellesSymbolein:

H
l.a. wirgh F ¢dr 6 O sein.Fur denWeg, dernurausdemPunktP = Q bestehtjst natlirlich
immer F ¢dr = 0.
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Beispiel8.1.2.
0 1
z
Wir wollen dasWegintegral desVektorfeldesE (r) = @ xy A langseinesgeradeniNegesvon
0 1 0 1 X
0 3

@ 0 A nach@ 1 A berechnenzunachstbestimmerwir eineParametrisierungles\Weges:
0 0

0 1 0o 1
3 3
) =t@1A; )= @1A:
0 0
DurchEinsetzerdieserParametrisierundolgt dann:
Zo Z, Z .
E(r) ¢dr = F(c(t)) ¢cdt = F(3t;t; 0) ¢cdt
P 0 0
7 1O 0 10 3 1 z,
= @3¢t Ac@1Adt= (0+3t2+ 0)dt=t3i=
0 3t 0 0

Hier siehtmannocheinmalexplizit, dassdasWegintegral als Wert einereelleZahl liefert!

Wegintegralesindadditi, d.h.wennmanerstlangsdesWegesc, (t) von A nachB gehtunddann
langsc,(t) von B nachC , danngilt fir dasintegral langsdeskombiniertenWegesc(t) von A
nachC, denmansuggesti auchalsc(t) = c,(t) + c,(t) schreibt,
Z Z
E(r)¢dr= FE(r)¢dr+  F(r)¢dr:
(SR G S
Durchlauft mandenWeg c(t) in umgelehrterRichtung,sobezeichnetmandiesenumgelehrten
Weg auchalsj c(t). In diesemFall gilt
Z Z
F(r)¢dr =  FE(r)¢dr
9

iC

in Analogiezur Integrationsrgelim eindimensionalefall?.

8.2 Wegunabhangigkeit und Potential

R
Wie bereitserwahnt,hangtderWertdesWegintegrals PQ F @r i.a.vomgewahltenWeg zwischen
P undQ ah Die Frage wanndasintegral unablangigvom expliziten Weg ist, ist engverknipft
mit der Fragenachder Existenzeinessog.Potentials.

Vorzeicheanderungoei Vertauschungler Integrationsgrenzen!
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De nition 8.2.1(Potential)

Existiert zu einemVektorfeldF (r) ein Skalarfeldf mit F = j grad , dannnenntmanf ein
Potential vonF .

DasMinuszeicherin derDe nition ist eineKonvention,die sichin der Physik als sinnvoll her
ausstellt.

Ein Potentialf ist nichteindeutigbestimmtdaauchf + ¢ mit einerbeliebigerKonstantert ein
Potentialist. Hau g wahltmanc geeignetum z.B. gewisseNebenbedingungezu erfullen.

Einewichtige Fragelautetnun: Wannexistiert zu vorgegebenemektorfeldein Skalarfeldf mit
F = j grad ? Wir gebennun (ohnevollstandigenBeweis) wichtige Kriterien fur die Wegun-
abhangigleit bzw. die Existenzvon Potentialeran:

Satz8.2.1. Folgendevier Aussagersind aquvalent:

1) RPQ F ¢dr ist fur beliebige festeP und Q wegunablangig

2) HCE ¢dr = Oflr alle geschlosseneWege.

3) EsexistierteinPotentiaf vonF, d.h.F = j grad

4) rotFE = 0 (fallsderDe nitionsbereichvonF einfach-zusammeréngendst)

Aussagel) ist dabeinicht so zu verstehendassalle Wegintegrale den gleichenWert haben.
Wahlt man zwei anderePunkteP und @, so kanndasWegintegral zwischendiesenPunkten
einenanderenNert habemalsdaszwischenP undQ!

Aus Aussaget) kannmannur dannauf die anderemAussagerschlielRenwenneinezusatzliche
BedingungandenDe nitionsbereichdesVektorfeldeserfillt ist. Diesewerdenwir weiterunter
diskutieren.

Die Aquivalenzvon 1) und 2) siehtmanleicht an Hand der obenerwahntenAdditivitatseigen-
schafterbzgl.desIntegrationsweesein.DerBeweiszu“3) ) 4)” istleicht,dennrot(grad ) = 0
gilt (sieheUbungen)fiir beliebigef . Die andererBeweisewollen wir hier nichtangeben.

Existiertein Potentialvon F, sokannmanesaus
S
=

f(=f(ry)i Fodr

o

bestimmenyobeiderintegrationsweg zwischerdenfestgenvahlten(beliebigen)Punkterr , und
I beliebigist.

De nition 8.2.2(einfach-zusammeréngend)

Eine MengeM % " heildteinfach-zusammenkngend wennsich jedergeschlossengé/eg
durchkontinuierlicheDeformationganzin M aufeinenPunktzusammenziehdi@sst Auf3erdem
mussM wegzusammenrdngendsein,d.h. zwei beliebigePunktemissersich durcheinenWeg
ganzin M miteinandewverbindenassen.
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DieseDe nition wollenwir durchzweiBeispieleillustrieren:

Beispiel8.2.1.

1. SeiM = 2nf0g, alsodie x-y-Ebeneohneden Ursprung.Betrachterwir einenge-
schlosseneiVeg, der denUrsprungumschliel3tz.B. einenKreis vom RadiusR. Dieser
lasstsich nicht auf einen Punkt zusammenzieherda man beim Zusammenziehem-
mer am Ursprung0 “hangenbleibt”der ja nichtzu M gelhbrt. M ist alsonicht einfach-
zusammenangend.

2. SeiM = 3nfO0g, alsoderdreidimensional®aumohnedenUrsprung.Hier lassersich
die im vorigenBeispielbetrachteteWege auf einenPunktzusammenziehenla mansie
zurachstausderx-y-Ebeneanheberkann.Man kannzeigendassM =  3nf Og einfach-
zusammenangendist. In drei Dimensionenmussman typischerweisesindimensionale
Gebiete(z.B. GeradengntfernendamitdereinfacheZusammenhangerlorengeht.

In denUbungenwird ein Beispieldiskutiert,daszeigt, dassdie Bedingungiiberdeneinfachen
Zusammenhanges De nitionsbereichstatsachlich erfullt sein muss,um ausrot E = 0 auf
die ExistenzeinesPotentialsschlieRenzu konnen.Das Feld F (x;y;z) = (i Xz{—yz; Xzf—yz; 0)
hat eineverschwindend®otation,aberdasWegintegral langseinesKreisesum denUrsprung
verschwindenhicht!

8.3 Mehrdimensionalelntegrale

De nition 8.3.1(Volumenintgral).
Mehrdimensional&/olumenintegrale sind durchden GrenZibegang zu in nitesimalen Volu-
menelementede niert:
X
f(r)dv = ¢|\|/[1|1 0 f(r,) ¢¢ Vi:

VolumenV

Diesistin vollkommenerAnalogiezumgewohnlichenintegral zu verstehenMan unterteiltdas
Volumen(stattdesintervalls) in kleine Teilvolumina¢ Vi undapproximiertdie Funktionin die-
semTeilvolumenz.B. durchdenWertf (r,) “in derMitte”. Dannmachtmandie Teilvolumina
in nitesimal. Natirlich mu3temanzeigen,dassdasErgebnisunablangigvon der Art der Auf-
teilungist, aberdiesist Aufgabeder Mathematik.

Solchelntegraletretenz.B. bei der Berechnung/on Volumina(dannistf (r) = 1) oderMassen
(dannistf (r) = “4r) die MassendichtelesbetrachtetetK drpers)auf.

Analogdazude niert manFlachenintegrale
Z

f (r)dF:
FlacheF

AnalogsindIntegralein beliebigenDimensionerde niert. StattdV bzw dF schreibtmanauch
d®r bzw. d?r oderallgemeinin d Dimensionerddr.
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y A

1

a) b)

Abbildung 8.3.1: Veranschaulichunger Integration tiber einen Viertelkreisfir verschiedene
Integrationsreihenfolgera) Erstxj Integration,danny;j Integration;b) erstyj Integration,dann
Xj Integration

In kartesischetoordinaterschreibtmanVolumenintgraleaustihrlicherals

2 8 9 3
2727 2z (23 xRyz) >
f (x;y;z)dxdydz = 9 S f(x;y; z)dx> dy&zz. dz
Volumen z20  vyo(z) = xo(y;2) ’

Man beachtedassdie Integrationsgrenzemoch von den Koordinatenabrangenkonnen,uber
die nochnicht integriert wurde. Nach der erstenintegration Ulber x erhélt man eine Funktion

X1[¥:z)
a(y;z) = f (x;y; z)dx, die nurnochvony undz abhangt.Diesewird dannzunachstiiber
Xo(Y;2)
R
y integriert, sodassmaneinenur nochz abhangigeFunktiong,(z) = y‘gl((zz)) 0:(y; z)dz erhalt.
Diesewird dannuberz integriert.

Die Reihenfolgeder Integrationenist dabeii.a. unwichtig. Man hataberzu beachtengasssich
die Integrationsgrenzenatirlich andernkonnen,wennmandie Reihenfolgevertausch{siehe
dasfolgendeBeispiel).

Beispiel8.3.1(Viertelkreisin 2 Dimensionen)

Als Beispielwollenwir dasintegralderFunktionf (x; y) = x UbereinenViertelkreisintegrieren.
Dabeiwollenwir verschiedenéntegrationsreihenfolgebetrachtenEin solchedntegralist z.B.
beiderBestimmunglesSchwerpunktedesViertelkreiseszu bestimmen.

a) Zuerstsoll y von 0 bis 1Jaufenund x dementsprechenglewvahlt werden.Zu festemy lauft
danndiexj Integrationbis 1 y? (sieheAbb. 8.3.1).
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n 2 3
Z lepliy2 # Z, 1 Epliy2
xdxdy = xdx dy=  4Zx*- S dy
) . 0 0 0 2 0

Viertelkreis 7 -
1 1

— 1. .2 P - Nl 1— E_ 1—

= 02(1|Y)dY— SV i 3Y)O—2¢3—3

b) Mit derumgelehrtenReihenfolgederintegrationen(erstyj , dannx; Integration)emgibtsich
analog:

Z Z, 2t z, Py’
xdxdy = xdy dx = X Cy— dx
) . 0 0 0 0
Viertelkreis —
Z1 p 1 2 1
— 1i x2dx = : =(1: x2)32— = =-
) x 1j x2dx=j 3( i X°) T3

Hier xiert manerstein x und bestimmtdannfir diesesx denBereichder erlaubteny. Dies
bestimmtdie Grenzerdery-Integration,die zuerstausgeiihrt wird.

DasBeispielzeigt,dasseszumeinennicht auf die Integrationsreihenfolgankommt. Allerdings
fuhrteineAnderungder Reihenfolgeauchzu einerAnderungder IntegrationsgrenzerZum An-

derenseherwir, dassdie DetailsderRechnungron derReihenfolgederintegrationerabhangen.
Man kannalsomeistensiurchgeschicktaVahl der Reihenfolgesin Problemvereinfichen!

8.4 Integration in krummlinigen Koordinaten

Die allgemeineVorgehensweiséir die Berechnungron Flachen-und Volumenintgralenist in
Abb. 8.4.1a)dagestellt.Dort wird die Formderin nitesimalenFlachenbzw. Volumenelemente
mit Hilfe dersog.Koordinatenlinien bestimmt.Dieseerhalt man,wennmanalle Koordinaten
bisaufeine xiert unddiesefreie Koordinatealle erlaubtenWertedurchlauferiasst.

In kartesischerKoordinaten ndet eine Zerlegung der Flachein in nitesimale Rechteck der
Flachedx dy statt.Dieseerhalt manausder Flache die von in nitesimal benachbarteKoordi-
natenlinienbegrenztwird (sieheAbb. 8.4.1a)).
Bei der Integrationin kartesischerKoordinatenergebensich i.a. Problememit der Wahl der
Integrationsgrenzenyennder Kdrpernicht rechteckigist. Durch passend&Vahl desKoordina-
tensystemekaltsichdiesesProblemin vielenFallenumgehenz. B. mit Polarloordinaten:

Z Z

f(x;y)dxdy = f(r cosA;r sinA)r dr dA

Wir wollen diesanunserenBeispieletwasgenaueuntersuchen.

Beispiel8.4.1(Viertelkreisin Polarloordinaten)
|deal ggeignetur die IntegrationberdenViertelkreissind PolarloordinatenWir wollen wie-

der x dF berechnenyobeiin Polarloordinatenx = r cosA ist. Durch eine analoge
Viertelkreis
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v A v A

y+dx [\

\/ 7
\/> ol

|
a) X x+dx X b) rr+dr x

Abbildung 8.4.1: Flachenzerlgungin a) kartesischerKoordinatenbzw. b) ebenenPolarloor-
dinaten.Die Flache,die durchdie in nitesimal benachbart&oordinatenlinierbegrenztwird,
entsprichdemelementareifrlachenelement.

Konstruktior? wie bei der BestimmungdesFlachenelementdF = dx dy in kartesischetKoor-
dinatenerkenntman,dassn Polarloordinatergilt (sieheAbb. 8.4.1b))

dF = rdr dA:

Diesentsprichiderschraferten Flache die einemKreissgmentmit Bogenknger dAund“Tie-
fe” dr entspricht.

Um in PolarloordinatereinenViertelkreisvom Radiusl zu beschreibermnussr zwischer0 und
1 variierenund A zwischen0 und £. Man beachtedabei,dassfir jedesr derWinkel A tiberdas
volle Intervall variierenmuss(undumgelehrt),d.h.die Integrationsgrenzesindunabtangigvon
r undA. Damiteribt sich:

Z 2172y Z, /2

r cosAr dAdr = r? cosAdAdr = r’sinA-— dr =
0 0 0 0

L1

Wl
o
wl

r3- =

Viertelkreis

DasErgebnisstimmtnatirlich mit demin kartesischerKoordinateniberein.Der gro3eVorteil
beiderobigenintegrationist natiirlich, dassdaszweidimensionaléntegral in zwei eindimensio-

nalelntegralefaktorisiert,dadie Integrationsgrenzennablangigvon denintegrationswariablen

sind: "
Z121/4:2 o 'Zl s Zl/4:2 ) ,#
r’°cosAdAdr = r2dr cosAdA :
0 0 Grenzerfest 0 0

Dasgilt natirlich nicht allgemein,siehez.B. die entsprechendintegrationin kartesischerKo-
ordinaten.

2d.h.durchin nitesimale Variationvonr undA erhaltmanwiederdF alseingeschlosseflache sieheAbb. 8.4.1
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Satz8.4.1(Transformationssatz)
Eine Verallgemeinerunger Substitutionsrgel fir eindimensionaléntegraleauf mehrdimensio-
nalelntegraleist der Transformationssatz GegebenseieineKoordinatentransformation

xy;2) ! (u;v;w) mit x = x(u;v;w)  etc

Danntransformiertsichein Volumenintgral entsprechend

2 2 — 1 q
ra Z = M L
f(x;y;z)dxdydz= f (x(u;v;w);y(u;v;w);z(u;v;w)) ¢-det % —dudvdw
V \7 ) )
mit der Funktionaldeterminante (bzw Jacobi-Determinante
'asn’ ol § 84
X;Y;Z
det =—2 =1 =det@Q@ @ G A
@u; v;w) g & &
@ @ av

Wie beiderbekannterSubstitutionsrgel andertsichnaiirlich derBereich,uberdenzuintegrie-
renist (hiervonV nachV). In einerDimensionandertsichi.a. nurdie Langedesintegrationsin-
tenalls, in hoherenDimensionerandertsichdariberhinausi.a. die Form desVolumensDa bei
der Substitutionsrgel auchdie Ableitungdersubstituierter-unktionauftritt, ist esnicht tiberra-
schenddassdieshier auchpassiertDawir esmit FunktionermehrereiVariablenzu tun haben,
tretennatirlich alle partiellenAbleitungauf. Warumdiesegeraden einerspeziellerKombinati-
on, namlichder Funktionaldeterminant@uftretensoll hier nicht diskutiertwerden.

Wir wollen nochdaraufhinweisendassder Transformationssataatirlich in analogeformin
beliebigenDimensionerygilt. Fur Funktionenvon einerVariablenreduzierter sich auf die Sub-
stitutionsreel!

Im Transformationssatizitt der Betragder Jacobi-Determinantauf. Im folgendenwerdenwir
nur Transformationerbetrachtenpei der sich die Handigleit des Koordinatensystemaicht
andert.In diesemFall kanner weggelassemverden.

Beispiel8.4.2(EbenePolarloordinaten)
Wir wollen uns am Beispiel der ebenenPolarloordinatendavon tiberzeugengdassdastrans-
formierte Flachenelemertatchlichgenaudie Form hat, die wir vorherschonanschaulictaus

Abb. 8.4.1abgeleitehabenMit x = r cosAundy = r sinAfolgt fir die Funktionaldeterminante
[

“@X;Y)ﬂ _ g & H cosA i rsinA
det ~ = (det @ @ = det .z <
Qr; A e & SINA 1 cosA
= rcofA+rsinPA=r
unddamit H q
dF = det Y 4rdA= rdr dA:

ar; A
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Abbildung8.4.2:In nitesimalesVolumenelemenin Kugelkoordinaten.

3

Die Determinantelet gj\‘,’vzv)) beschreibtlie Verzerrunglesin nitesimalen Volumenelemen-

tesunterderKoordinatentransformatiospeziellfur die bereitsbekannterKoordinatensysteme
ergibt sich:

Kartesisch: dV = dxdydz y ’ f(X;y;z)dxdydz
EbenePolarloordinaten: dF = r dr dA y ’ f (r cosA;r sinA) r dr dA
Zylinderkoordinaten:  dV = r dr dAdz y ‘ f (r cosA:r sinA;z) r dr dAdz
Kugelkoordinaten: dV = r2sinpdrdAdp y ’ f(r; A;l) r? sinpdr dAdp

wobeifT{r; A;p) = f (r cosAsiny; r sinAsiny; r cosp).

Die Formdesin nitesimalenVolumenelements Zylinderkoordinaterkannmansichleichtvor-
stellen,z.B. durch (kartesischeFortsetzungdes Flachenelements ebenenPolarloordinaten
(Abb. 8.4.1b).Es ahnelteinemTortenstick, von demmandie Spitzeabgeschnittehat. Dasin-
nitesimale Volumenelemenin Kugelkoordinaterist schwerewnvorzustellenEsistin Abb. 8.4.2

damgestellf.

Ein Problembei der AnwendungdesTransformationssatzest die Bestimmungdesneuenin-
tegrationsbereicheg. Wie beider Substitutionsrgel bestehnatirlich ein formalerZusammen-
hangzwischenV undV Uberdie Transformationsfunktionen, v und w. Stattdiesenexplizit
auszunutzenist esin der Praxismeisteinfachey sichdie neuenintegrationsgrenzem denneu-
enKoordinateranschauliclzu iberlegen,genausowie wir dasin Beispiel8.4.1gemachtaben!

3Im Druck gibt esverschieden®arstellungerfir die griechischer(Klein-)Buchstabermphi (A = ' ) undtheta
(H=#).
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Abbildung8.5.1:Eine FlacheF bestehendus(in nitesimalen) Flachenelemented mit Nor-
malervektorenn.

8.5 Flachenintegraleund Vektor uss

In Kapitel 8.4 habenwir gelernt,wie wir Skalarfelderin beliebigenDimensionenintegrieren
konnen.Analog zum Wegintegral (sieheKapitel 8.1), bei dem VektorfelderlangseinesWeges
integriertwerden konnenwir auchVektorfelderiiber(gerichtete Flachenintegrieren.Dieswird

z.B. berdtigt, um denFlussdurch eine Flachezu bestimmenDies fuhrt auf dasKonzeptdes
Flussintgrals, das man als zweidimensionalevVerallgemeinerungles Wegintegrals aufassen
kann.Die BezeichnungFluss” ist durchdie Hydrodynamikmotiviert. Man kannsichtatsachlich
einedurchdie Ober achestromende-lussigleit vorstellen.

Wir betrachtereine Flacheim dreidimensionaleiRaunt, die beliebiggeformtseinkann. lhr

Flacheninhali(die Ober ache)sei F. Wir stellenunsvor, dassdie Flacheausin nitesimalen

Flachenelementedi besteh{sieheAbb. 8.5.1),Zsodass

F = d:

De nition 8.5.1(Normale,Fachewnektor)

Auf jedemin nitesimalen Flachenelemerd errichtenwir einensenkrechstehenderkinheits-
vektorn. n heil3tauchNormale.

d = nd heilt(in nitesimaler) Flachervektor.

Bemerkung:Bisher sind fur die Normale noch zwei Richtungenmoglich. Fir geschlossene
Flachen(z.B. Kugelober achen)eigtdie NormalejedochperKornventionimmernachauf3en.

De nition 8.5.2(Vektor uss).

Seiennunein VektorfeldA(r) undeineFlacheF gegebenDannbezeichneman
Z Z

Actd = Acnd
F T F

“Die meistenUberleggungerniassersichauf Hyper acherbeliebigerDimensioniibertragen.
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alsdenFlussvon A durch F. Dabeiwird dasintegral iberdie Ober achegenommen.
DerVektor ussist eineskalareGrol3e,dievon A undderArt undLagederFlachebestimmiwird
(sieheAbb. 8.5.2).

Die Darstellungauf derrechtenSeitezeigt,dassmanletztlich ein gewdhnlicheszweidimensio-
nalesintegral tberein Skalarfeldzu berechnerhat. Man beachteaberdabei,dassder Norma-
lenvektorn i.a. keineKonstantast, sonderrsichvon Positionzu Positionauf der Flacheandert!

aX(y)

1S

df

Abbildung8.5.2:FlussdesVektorfeldesA durchdie FlacheF .

Sei®derWinkel zwischenA undd (bzw n) (sieheAbb. 8.5.2).Dannist A ¢d = jAj coskd .
Ist A anderbetrachteteiStellesenkrechzud , d.h.A liegtin derFlache soistA ¢d = 0. Zum
Vektor usstragtalsonur derdurchdie (gekiimmte)Flachejeweils senkrechhindurchtretende
Anteil von A bei.

Beispiel8.5.1.
Als Beispielbetrachterwir eine KugelschaleK g vom RadiusR um denUrsprung.Der Nor-
malervektor zeigt dannimmer radial nachauf3end.h. wir habenn = f = r=r. Dasgerichtete
Flachenelemenst daher(in Kugelkoordinatengegebendurch

d = R*sinpdpd’ f= R*d- 1
wobeiwir dasRaumwinkelelement

d- = sinpdpdA

eingefihrt haben.Die Form desFlachenelementmachtman sich leicht ausder allgemeinen
Form desVolumenselements Kugellkoordinaterklar, da dasFlachenelemerkeine“Ausdeh-
nung”in radialerRichtunghat.

Wir wollen nunein Radialfeldder Form

A(r) = A(n)r
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uberdie Kugelschalantegrieren.FeldersolcherForm nenntmanRadialfelder. Sie zeigenim-
mer in radialeRichtungund ihr Betraghangtnur vom Abstandr ab, nicht von der Richtung.
DieserFall tritt in derPhysik sehrhau g auf, z.B. bei Gravitations-oderelektrischerfeldern.
Fur dasFlussintgral erhaltenwir nun:
z Z,, Z.,
A(r) od d duR?sinpA(r) of
“ ° £ 2Ys Z Ya
A(R)R? d duR? sinp
0 0

4/R?A(R):

Im Integral der erstenZeilen habenwir die Parametrisierungler Flachein Kugelkoordinaten
benutzt,in der zweitenZeile die spezielleForm desVektorfeldes,nsbesonderelie Tatsache,
dassseinBetragauf der Kugelschale&onstantist. LetzteresmachtauchdasEndegebnisklar,
dennoffensichtlichist der Wert desFlussintgrals gegebendurchdasProduktder Kugel ache
unddem(konstanten)VertdesFeldesaufdieser



Kapitel 9

Die Integralsatzevon Gauld und Stokes

In diesemKapitel werdenwir die wichtigstenintegralsatzekennenlernerDiesestellenZusam-
mentangezwischenintegralenin verschiedene®imensionerher Die Integralsatzevon Gaul3
und StokesspieleneinewichtigeRollein derElektrodynamikjm Zusammenhangit denMax-
wellschenGleichungenSie erlaubendie Ausnutzungvon Symmetrienund vereinfaichendaher
in vielenFallendie Berechnungon elektrischerund magnetischefelderndrastisch.
Zunachstwollen wir unsallerdingsdenGreenscheisatzanschauemit desserHilfe wir dann
allgemeinereésatzeableitenkdnnen.

9.1 Der Greenschesatzin der Ebene

Wir betrachterineFlacheF , derenRanddurchdie Randkure C= @ gegebenst. Wir nehmen
0.B.d.A.an,dassesfur jedenWert von x genaueineobereund eineuntereGrenzegibt!. Dies
de niert die unterebzw. obereGrenzkure f ;(x) bzw. f,(x) (sieheAbb. 9.1.1) und fur alle
X2 [a;hgilt f1(x) - y- fa(x),fallsderPunkt(x;y) in derFlacheF liegt.

EsseinunV (x; y) eineFunktion,die aufF stetigpartiell differenzierbasei.Danngilt:

z z. "z #
@ (x;y) ° 209 @/(x;y)
dxdy —— 22 = d d
F s @ a X f1(x) Y @
b
= dx[V(x; f2(x)) i V(x;fi(x))]
°z . Z,
= dxV (x; f 2(x)) i dxV (x; f 1(x))
|b a
= dxV(x;y);
C

d.h.dasFlachenintgral kannin ein Wegintegral umgeschriebewerden!

! Ansonstermumandie kompliziertereFlacheaussolcheneinfachenzusammensetzen.

95



96 KAPITEL 9. DIE INTEGRALSATZE VON GAUSSUND STOKES

drehen j

Abbildung9.1.1:Zur HerleitungdesGreensche®atzes.

Wir drehennun die Flache,wie in Fig. 9.1.1 dagestelltund gehenin der gedrehteriVersion
analogvor:

Z

, |
OIXdy@/(x, y) _
F

= dyv(xy):
C

Wir fassemundiesebeidenTeilergebnisseusammen:

Satz9.1.1(Greenschefatz)

Der Satzvon Greenfur FunktionenVi(X; y), Va(X; y) die auf derzweidimensionalefrlacheF
stetigpartiell differenzierbasind, lautet

-
Z

Caay G2V BN = gy vatxy)ay]

wobeiC= @ die RandkurevonF ist.

Wir wollen zwei AnwendungerdiesesSatzegliskutieren.

1. Sei a @
Vi(x;y) = @’ Va(X;y) = @
DannverschwindetlasFlachenintgralim Greenschefsatz,da

@, _ @A _ @A _ @
@ @@ @& @
T

ist. AuRRerdenygilt mitr =

Vidx + Vody = dA= gradAc¢dr :
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Somitlautetdie AussagalesGreensche®atzesn diesemFall
I

97

dA= 0:
C
V|
Dieswissenwir natirlich schondaV := Vl perDe nition ein konsenativesFeld mit
2
Potential; Aist.
. “vlﬂ .
2. FurV = gilt
Va | z
Vedr= rotV ¢ed ;
c F T

wobeid = ndxdy senkrechtzur x j y-Ebenestehtund auf der rechtenSeiteV als

dreidimensionaleVektormit 3. Komponentd/; = 0 zuinterpretiererist.

3. Wir konnenmit Hilfe desGreensche®atzed-lachenberechnenDazubetrachtemwir die

FunktionenVi(x;y) = i y undV,(x;y) = x. Danngilt:

I Z Z : M @'ﬂ, ZZ
i ydx + xdy] = dxdy —i | = =2 dxdy = 2F :
C[I y yl ] Y & a ] y
Als Beispielbestimmerwir die FlacheeinerEllipse,die durch
X2 y2
4+ = 1
a2

(9.1.1)

de niert ist?. Eine Parameterdarstellunigt durchr(t) = (acost; bsint) gegeben(t 2

[0; 2v]). Danngilt:

1I 1221/4

Feiipse = = [i ydx + xdy] = = [i bsint(j asint) + acostbcost]dt = ab¥%

2 Ellipse 2 0

9.2 Integraldarstellung der Rotation

Die RotationeinesVektorfeldesA(r) latsich als Wegintegral ausdiicken. Diese Darstellung

wird in denfolgendenAbschnittensehrniitzlich sein.

Wir betrachtereinegeschlosseneWeg C um denPunktr, andemwir die Rotationbestimmen
wollen. DieserWeg schliel3tdie Flache¢ F ein. Ist diesehinreichendklein, so konnenwir sie
alsebenansehenind durchdenNormalewektor n charakterisierernjersenkrechtawf ihr steht.

Die Komponentaler Rotationparallelzu n lasstsichdannfolgendermal3ebestimmen:
|

n¢rot A(r) = lim

¢F! 0¢—F CA¢dL

2D.h.alle (x; y), die dieseGleichungerfillen, liegenauf derEllipse.
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Um die Rotationvollstandigzu bestimmenkannmanz.B. Wegenehmengdiein derx y-, xj z-
undy i z-Ebenediegen,wobeidannn derEinheits\ektorin z-, y- undx-Richtungist.

Zum Beweis dieserintegraldarstellundetrachterwir 0.B.d.A. ein in nitesimalesrechteckiges
FlachenelementAbb. 9.2.1)in dery j z-Ebene DasWegintegral langsdesWeges1 ! 2!
3! 41! 1laRtsichdannfolgendermal3eberechnen:

I

A ¢dr
L

1 1
Ay(Xy;zi édz)dy+ A (X y+ édy; z)dz

i Ay(Xxiy;z+ %dz)dYI A (XY i %dy;Z)dz

n@ g @
_ e @y .
= a' @ ¢CF = (rotA), CF:

Dabeihabenwir angenommergassdie Kantenhngendy unddz in nitesimal sindunddeshalb
der Wert dasVektorfeldesauf einerKantekonstantst. Hierbeihabenwir denFunktionswerin

derKantenmittegewahlt. Fir die Kantel! 2 sinddie x- undz-Koordinaterkonstantnamlich
x undz j %dz) und die y-Koordinatevariiertvonyy i %dy nachy + %dy. Die Kantenmitteist

alsobei(x;y;z i %dz) unddeshalbst Ay(X;y; Z %dz) zuwahler?. Beim Ubeigangzur drit-

tenZeile sind wir analogvorgegangenwie beim Beweis desSatzes/on Gaul3 Hier wurdendie

auftretendemBeitrageTaylor-entwickelt, wobeisichdie konstanterTermewegheben.

Somithabenwir firn = R gezeigt
1 I
¢I|Fr!no¢—F N A ¢dr = (rot A), = n ¢rot A:

Mit einemanalogerArgumentlaldtsich dieseAussageauchfir dieyj undzj Komponenten
bewveisenwomit (og) gezeigtware,unddamitder Stokesschédntegralsatz.

9.3 Integralsatz von Stokes

EsseiA(r) ein beliebigesvektorfeld. Aus Kapitel 8.2 wissenwir, dassgilt (falls der De niti-
onsbereiclvon A einfach-zusammeréngendst):
I

A=jgrad () rotA=0 () Atdr = 0;

wobeidie rechteSeitefur alle geschlosseneWege C geltensoll.

3Estragtnur die y-KomponentadesFeldesbei, da sich auf demWeg nur die y-Koordinateandertund deshalb
A ¢dr = Aydy ist.
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z

Abbildung9.2.1:Zum BeweisderIntegraldarstellungler Rotation.

a) b)

/

Abbildung 9.3.1:Zum Satzvon Stokes.a) FlacheF mit RandC. b) Orientierungder Flachen-
normalen(rechte-Hand-Rgel).

H
Waspassiertfir rot A 8 0 ? Man erwartet,dassdanni.a. auch | A ¢dr 8 0 seinwird. Dies
bringt derIntegralsatzvon Stokes(in quantitatver Form) zum Ausdruck.

Satz9.3.1(Stokes'scherintegralsatz)
SeiF einebeliebige(gekiiimmte)Flacheim 2 mit RandC, d.h.derRandist einegeschlossene
Kurve (sieheAbb. 9.3.1a).Danngilt:

| 7
Z

A ¢dr = rot A ¢d :
C F T

Dabeiist dasin nitesimale Flachenelemerd = nd gemafl3einerrechten-Hand-Rgel (siehe
Abb. 9.3.1b)orientiert. B

Der Satzvon Stokesbesagilso,dassdasWegintegral von A langsdesgeschlosseneWegesC
gleichdemFlussvonrot A durchdie von Cberandeté-lacheF ist.

Beim Beweis gehenwir ahnlich vor wie beim Gaul3scherSatz. Zunachstunterteilenwir die
FlacheF in zweiTeile F; undF,. DieseTeile werdenvon dengeschlosseneidurvenC, und G,
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Abbildung9.3.2:Zum Beweis desStokesscherintegralsatzes.

berande{Abb. 9.3.2a) Danngilt:

Dabeihabenwir schonausgenutztdassdie Schnitt achevon G, und G in unterschiedlichen
Richtungerdurchlauferwird undsichdie entsprechendeBeitragedeshalbwegheben.
Die obigenTeilungsprozedusetzerwir nunimmerweiterfort (Abb. 9.3.2b).Dannerhaltenwir:
I x| X 1 I ,
Acdr = A ¢dr = Actdr ¢F,
a G CFy ¢

n
! rot A ¢nd
F

C

wobeiwir beim Ubegangzur zweitenZeile die Summewiederals Zwischensummeinesinte-
gralsinterpretierthaben.

Der Integralsatzvon Stokeshat zahlreichewichtige Anwendungenn der Physik, insbesondere
in derElektrodynamikm Zusammenhanmit denMaxwellscherGleichungen.

9.4 Integraldarstellung der Divergenz

Eineanderdnterpretatiorder Divergenzerhalt mandurchBetrachtunglesVektor ussesdurch
die Ober achet¢ F einesVolumenelement¢ V (sieheAbb. 9.4.1):

7

_

. L 1 _
divA = Ilim v A ¢df :

¢V 0 ¢F

Die DivergenzdesVektorfeldeskannalsoals Grenzhll desFlussesdurchdie Ober acheeines
kleinenVolumenelementaufgefsstwerden.Dies quanti ziert unsereanschaulichénterpreta-
tion der Divergenzals “Quellstarke” desFeldes.Be ndet sich eine Quellein dembetrachteten
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Abbildung9.4.1:FluRdurch¢ V

dz

Abbildung9.4.2:Zum Gaul3schei®atz:Flussdurcheinenin nitesimalen Wirfel mit denKan-
tenlangendx, dy unddz. DasZentrumdesWirfelsbe ndetsichbeir = (x;y; z).

Volumen sostromtmehrherausalsherein.Dannist div A > 0. Entsprechendst beieinerSenle
divA < 0.

Zum BeweisderIntegraldarstellundpetrachterwir denFlussdurchdie Ober acheeineswurfels
mit denKantenhngendx, dy unddz umr = (x;y;z) (sieheAbb. 9.4.2). Auf der Vorderseite
F, zeigederNormalewektorn in x-Richtung,aufderRuckseiteF; in j x-Richtung.Die Flisse
durchF; undF, sinddann

FlussdurchF; Ay(x + %dx; y; z)dydz;

FlussdurchF,

Ax(X i %dx; y; z)dydz

wobei Ay (r) = Ax(X;y;z) die x-Komponentedes Vektorfeldesam Ort r, dem Zentrumdes
Wirfels,bezeichnetWir habenhierangenommergassdasVektorpotentiahuf denFlachenals
konstantangesehewerdenkann,wobeiderWertdurchdenWertin derMitte gegebenist.
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Somiterhalt manfur denFlussdurchdie beidenFlachenF; undF:

Z ' 5
Acd = Ac(x+ %dX;y;Z)i Ax(X i %dx;y;Z) dydz
Fi+F
1t F2 . ﬂ ﬂ,
= HA (x;y;2) + @ }dx i MA (X;¥;2) i @\ }dx dydz
X ’ 1 @ 2 X ) 1 @ 2
@\x(r)
= dxdydz:
@& Y

Dabeihaberwir beim Ubeigangzur zweitenZeile ausgenutztdassder Wiirfel in nitesimal ist
und wir deshalbdie Feldwertedurch eine Taylor-Entwicklung ersterOrdnungapproximieren
kdnnen.

Analogerhalterwir dannfur denFlussin y- undz-Richtung:

Z
y i Richtung: Acd = % dxdydz;
ZF3+ Fa T @
zi Richtung: Acd = @.(r) dxdydz:
Fs+ Fg T @

Fasstmannundiesedrei Teilegebnisseusammensofolgt die anggebendntegraldarstellung
derDivemgenz.

9.5 Gaul3scherSatz

4iel desGaul3scheintegralsatzesst es,eineandereDarstellungfir ein Flussintgral der Form
A ¢d anzugeben.

Satz9.5.1(Gaul3scheintegralsatz)
Sei A(r) ein Vektorfeldund F eine beliebigegeschlossen€&lache,die ein VolumenV um-
schlie3t.Danngilt:

| 7
=

Acd = divA dV:

F \%

Der Gau3schelntegralsatz erlaubtalsodie UmwandlungeinesFlussintgralsin ein Volumen-
integral Uberdie DivergenzdesVektorfeldediberdasvon der Flacheeingeschlossenéolumen.

Zum Beweis teilen wir zurnachstdasVolumenV in zwei (beliebige)TeilvoluminaV; und V;
(sieheAbb. 9.5.1).Die neueOber achederbeidenTeilvoluminabezeichnemvir mit F; bzw. F».
Man beachte dasseine gemeinsamdrenn achezwischenden beidenTeilvoluminaentsteht.
Da die Normalenjeweils ausdemVolumenherauszeigenst auf dergemeinsameiirenn ache
n, = i n, (sieheAbb. 9.5.1)undsomit
I I I
Acd = Actd + Acd;

F F1 F2
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ZT
Tl

Abbildung9.5.1:Zum Gaul3schei®atz:UnterteilungdesVolumensV in zwei TeilvoluminaV,
undV,. n,, n, sinddie NormalewektorenaufderTrenn ache.

dasichdie BeitrageaufderTrenn achewegheben.

Wir setzemundieseTeilungsprozedummerweiterfort underhaltersoeineEinteilungin viele
kleine Volumina¢ V, mit Ober acheF,:

I o X\|-1I

A ¢d = Acd = Acd ¢V,
F T _4 F — o OV ¢ T
1 n n=1 n
Zu ! T z
! lim — Acd dVv = div A dVv
evio y eVvioCV ey — Vv

wobeiF (¢ V) die Ober achedesWirfels¢ V umdenPunktr ist. Im letztenSchritthabenwir
die Integraldarstellungler DivergenzausAbschnitt9.4 verwendet.

EinewichtigeAnwendunglesGaul3scheintegralsatzesst die HerleitungdersogenannteK on-
tinuit atsgleichung

@

2
— +divj = 0;
a@ )

GleichungendiesesTyps tretenin der Physik immer wieder auf, z.B. in der Hydrodynamik,
dennsie dermathematisch@&usdruckfur ein lokales(d.h.vonr abhangigesErhaltungsgesetz.
Yr;t) bezeichnetabeiimmereineDichte (z.B. eineMassen-oderLadungsdichteundj (r;t)
die zugeldrige Stromdichtgz.B. denMassenoderelektrischerStrom).In denUbungerwerden
wir die KontinuitatsgleichungussehrallgemeineriJberlegungenableiten.
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Kapitel 10

Operatorenund Eigenwerte

10.1 Eigenwertevon Matrizen

De nition 10.1.1(EigenwertEigervektor)
EsseiA einequadratischlatrix. Gilt dann

Atv= v

soheilt, EigenwertvonA undy Eigervektor (zumEigenwert, ). Dabeiist, einereelleoder
komplexe Zahl.

Bem.:Die Eigervektorenzum Eigenwert, sindnicht eindeutigfestgelgt, damit v auchjedes
Vielfache®v (mit ® 6 0) EigervektorzumgleichenEigenwertist.

Die Mengealler EigenwerteeinerMatrix bezeichnetmanals Spektrum derMatrix, die Menge
aller Eigenwerteund Eigervektorenals Eigensystem

Beispiel10.1.1. 1. Bei DrehungergehenPunkteaufderDrehachseén sichtber:Av = v.

“1 O‘H
2. Wir betrachterdie Matrix A = 0 2 . Danngilt

AHlﬂ = ulﬂ und Auoﬂ = 2“0'” :
=0 0 = 1 1
B
Die Matrix A hatalsodie Eigenwertel und 2 mit denzugeldrigen Eigervektoren 0
bzw. “Oﬂ
L

Wir wollen unsnunmit der Fragebesclaftigen,wie mandie Eigenwerteund -vektorenkonkret
berechnerkann.DiesbezeichnemanalsdasEigenwertproblem.

IMan beachtedassmanim Englischervon eigernvalueundeigervectorspricht!

105
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Die Eigenwerteund-vektorensindalsL 6sungerdeslinearenGleichungssystems

i ¢
Ai, v=0

de niert. Man beachtedassmanhierbeiauchdas, apriori nichtkennt! DasGleichungssystem
hatnicht-triviale Losungenfalls

€

det'éi ., =0

ist. Ansonsterexistiert nur die triviale Losungv = 0. DieseGleichungbezeichnemanauchals
Sakulargleichung Ist A einen £ n-Matrix, soist liefert die Determinantesin Polynomn-ten
Gradesn | , dassog.charakteristische Polynom p(, ).

NachdemFundamentalsatder Algebrahatein Polynomn-ten Gradesn Nullstellen,die aber
komplex seinkdnnen.Wir bezeichnerdie Nullstellenvon p(, ) mit , 1;, 2;:::;, n. Sind einige
der,; gleich, so sprichtmanvon Nullstellen hoherer Ordnung bzw. Entartung. Man cha-
rakterisiertdiesedurchdie algebraischeMultiplizit at oderalgebraischeVielfachheit. Ist z.B.

.1 =, 2, SohatderEigenwert, ; die algebraischdultiplizit at 2.

Sinddie Eigenwerte, ; bekanntso kannmandie zugeldrigenEigervektoreny; alsLosungen
deslinearenGleichungssystems

1>

Qv = .Y

explizit bestimmen.

Beispiel10.1.2. Als Beispielbetrachtemwir die Matrix

lJ10 iSﬂ_
i3 2

1>

Zunachstbestimmerwir mit Hilfe der Sakulagleichungdascharakteristisch®olynom:
1
"0, i3

37 o, = @08 )@ )i (3 3)=,2%i 12 + 1L

i ¢
p(,):=det'Aj , = det

p(, ) hatdie Nullstellen, ; = 1und, , = 11, die alsojeweils die algebraisché&/ielfachheitl
habenunddie Eigenwertevon A sind.

EinenEigervektorzu, ; nden wir durchLdsungdeslinearenSystems

i ¢
Ai 1 =0
Explizit lautetdiesesSystem u Tu 1
9 i3 X1 _ o
i3 1 wn '

Die Losungistx; = t undy; = 3t mit beliebigemt 2 |t 6 0. Somithabenwir die Eigervek-
torenzumEigenwert, ; = 1 bestimmt:
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Bei derBestimmungdesEigervektorszumEigenwert, , = 11geherwir analogvor. Hier haben
wir dasSystem _ U q “ ﬂ

Ai o, fy= 1103 =0

21,2 Y2 - i 3 9 y2 -

zuldsenWir erhalterx, = tundy, = j 1.

In derRegel gibt mandie normiertenEinheits\ektorenan,alsohier
B 1
H 3"

1 1
31 MZ_pT

V:
! 0 il

|—\-|TH
o

Man beachte dassoffensichtlichv, und v, senkrechtaufeinandeistehen.Wir werdenspater
Kriterien dafur anggebenwanndiesderFall ist.

Bemerkung
1. Allgemeinsinddie Eigervektorenzu verschiedeneg&igenwertdinearunablangig!

2. Es gibt nicht immer gleich viele Eigervektorenwie Eigenwerte.Zum Beispiel hat die

Matrix M q

A = 0 1

= i1l 2
denentarteterﬁigeuﬂwertb = j 1 (mit algebraischeMultiplizit at 2), abernur einenEi-
gervektorv = . Die Zahl derEigervektorenzu einembestimmterEigenwertnennt

i1
man seinegeometrischeMultiplizit at oder geometrischeVielfachheit. Sie ist kleiner
odergleicherderalgebraischeMultiplizit at.

Wennwir die Eigenwerteund Eigervektoreneiner Matrix A kennen,kdnnenwir die Matrix
unterbestimmterUmstndendiagonalisieren, d.h.durcheineAhnlichk eitstransformation? in
Diagonalgestalbringen.DiesentsprichteinemBasiswechsel.

Wir betrachterhierzueinen £ n-Matrix A, derenEigenwerte, ; undzugeldrigenEigervektoren
v; wir kennen:

Aty = jy;:

Wir nehmemun an, dassalle Eigenwertereell und die Eigervektoreny; paarweiseorthogonal
sind,d.h.v; ¢v, = 4. Derlinke Faktorist komplex zu konjugierenjn Uberelnstlmmungnlt der
De nition desSkaIarproduktefn Abschnitt11.1. AuRerdemsollendie Eigervektorennormiert
sein,d.h.jy;j = 1.

Wir de nierennundie Matrix

derenSpaltenausdenEigervektorengebildetwerdend.h.esgilt U;; = (v));.

2Dassind Transformationeder FormM i * ¢A ¢M .
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Fur dieseMatrix gilt

0 1 0 1
¢e¢ v; ¢e¢ O 1 vy v, 3oy, ¥
¢ v, o¢ . v, Cv, V,Cv T
U oy = UYeU = 7 g%ul v, vK=B 2t 27 §: :
e vo ee¢ - V- ey,
wobei .
w= "

die adjungierte Matrix (oderauchhermitesch konjugierte Matrix ) ist. Sie entstehtdurch
Bildung der Transponierterder Matrix, die ausden komplex-konjugiertenElementenU;, der
Matrix U bestehtlst die Matrix reell, soist die Adjungiertegleichder Transponierten.
Dahergilt fur die obende nierte Matrix U, dass

gil: gy

EinesolcheMatrix nenntmanunitar.
AuRerdensiehtmanschnellein,dasgperKonstruktionvon U ausdenEigervektorenvon A gilt:

mit der Diagonalmatrix 0 1

||
I
>0

Somitgilt wegenderUnitaritatvon U

WeACU=28 bzw A= UcacU:

Man sagtauch:U diagonalisierfA.
Komponentenweiskutetdie letzteGleichung

X
Aim = k()i (V)m:
K

Die Matrix A laRtsichalsomit Hilfe ihrer Eigenwerteund EigervektorendarstellenDies be-
zeichnetmanals SpektralzerlegungoderSpektraldarstellung.
Speziellfuir A = gilt dann X

(V) (Y)m = &m
k

DiesbezeichnetmnanauchalsZerlegung der Einheit oderVollstandigkeitsrelation.

Bemerkung Beachte dasssich nicht alle Matrizen auf dieseArt diagonalisiererasssen!Fur
einespezielleKlassevon Matrizenlal3tsichdiesaberallgemeinbeneisen.
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De nition 10.1.2(NormaleMatrizen)
Gilt

o]

AV = AGAY| AVCA=O;

>

soheil3tdie Matrix A normal.
Dabeiist[A; B] = AB | BA dersogenannt&€ ommutator.

Insbesondersindalsohermitesch¢A’ = A) undsymmetrischgA reell mit éT = A) Matrizen
normal.

Es gilt: NormaleMatrizensind unitar diagonalisierbagd.h. U¥ ¢A ¢U = ©) und habeneine
Spektraldarstellung.

BemerkungDie Diagonalisierung@ntsprichdemUbegangzu einemneuerKoordinatensystem,
d.h.einemBasiswechseEsgilt
i ¢ i ¢

5

alsomit U¥ ¢A ¢U = & undderAbkiirzungy := U’v

=
o
<

= ¥

5

In derBasisderEigervektoreny hatA alsoDiagonalform!
Dasichdie Spurunddie Determinantdei Basiswechselnicht anderngilt

SpurA T I

deté .j =

Dabeiist p; die algebraisch&/ielfachheitdesEigenwerts | ;. Die Spur einern £ n-Matrix A

ist de niert durch
xn

SpurA = Ajj;
j=1

d.h.alsSummederDiagonalelemente.

Bemerkung Die Eigenwerteder Matrix A undihrer Transponiertel\” stimmeniiberein.Dies
folgt ausder allgemeingltigen Identitat detA™T = detA, die die Gleichheitder charakteri-
stischenPolynomeimpliziert. |.a. stimmenaberdie zugeldrigen Eigervektoen nicht tiberein!
Diesfiihrtzu folgenderDe nition:

3In derentsprechendearstellungist nur noch iiberdie unterschiedlichen Eigenwertezu summiererbzw. zu
multiplizieren!
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De nition 10.1.3(Rechteundlinke Eigervektoren)
Die bisherbetrachteteikigervektorenv sindrechteEigenvektorenfir die gilt

Atv= v:
In Analogiehierzude niert manlink e Eigervektoren v alsdie Eigervektorenvon éT :

ATy = v

5

Die Bezeichnungerklart sichausfolgenderidentitat:

WA= AT o = (W = v
d.h.einlinker Eigervektorwird bei Multiplikation vonlinks andie Matrix A bis aufeinenFaktor
reproduziert.

FUr normaleMatrizen,alsoinsbesonderé&ir hermiteschaind symmetrischévatrizen,stimmen
rechterundlinker Eigervektor tiberein.

10.1.1 Theoremezum Eigenwertproblem

Wir gebenm folgendeneine SammlungwichtigerundniitzlicherAussagerzum Eigenwertpro-
bleman,die wir abernichtbewveisenwollen.

Satz10.1.1(Eigenwertprobleme)

1. Eigervektorenzu unterschiedlicheiigenwertersindlinearunablangig.

2. Hermitesche Matrizen, d.h. Matrizen fir die A = A gilt, habenreelle Eigenwerte
unddie (normierten)Eigervektorenbilden eine OrthonormalbasisSie sind mit Hilfe der
unitarenMatrix U derEigervektorendiagonalisierbaundhabereineSpektraldarstellung.

3. EineanalogeAussagegilt fir symmetrischeMatrizen, d.h. alle ElementeA;; sindreell
und es gilt éT = A. In diesemFall kann A mit Hilfe einer orthogonalen Matrix U

diagonalisiertverdend.h.U' * = U'.

4. KommutierendehermitescheMatrizen A, B (mit [A;B] = 0) habenein gemeinsames
Eigervektorensystem,;:::;v,, d.h.esqgilt

éq;yj =,V

J und By, = v

Y 5 J_j
Man beachtedassdie Eigenwerte, ; undj aberi.a. verschiedersind!

5. Die (normierten)EigervektoreneinernormalenMatrix bildeneineOrthonormalbasisSie
sindwie hermiteschélatrizenunitar diagonalisierbaundhabereineSpektraldarstellung.

6. Alle normalenMatrizensinddiagonalisierbarabernichtalle diagonalisierbareMatrizen
sindnormal.

7. Nicht alle diagonalisierbareMatrizenhabeneine Spektraldarstellung.
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10.2 Operatoren

Wir betrachterzwei VektorraumeV und W . AllgemeinverstehtmanuntereinemOperator A
eineAbbildung* A : V I W. Im folgendenwerdenwir, sofernnichtandersanggyeberoderaus
demZusammmenhangffensichtlich,vor allemdenFall V = W behandelnAulRerdemwollen
wir vor allemlineare Operatoren betrachtendie durch

A(x+ ®) = Ax + @Ay  firallex;y 2 Vund®2 oder

charakterisiersind.Hierbeihaberwir schoneinehau g verwendet& onventionbenutztpnamlich
die, dassmanbei Operatoreroft Ax stattA(x) schreibt.Dieskennnematirlich schonvon Dif-
ferentialoperatorewie % odergrad.
Im folgendenwerdenwir die Notationfir denFall eineskomplexen Vektorraumesenutzen.
WennnichtandersaanggebengeltenanalogeErgebnisséir denreellenFall, manmuflediglich
die komplexe Konjugationweglassen!
Bisherhaberwir denFall V = " betrachtetywo wir A durcheineMatrix A darstellerkonnen.
Die filr MatrizenangestellterUberleggungenlassensich danniibertragenyennwir ein Skalar
produkt(x; y) (mit x; y 2 V) zur Verfugunghaben(sieheKapitel 11.1)undfolgendeldenti ka-
tionenbenutzen:

Xey$ (xy);, XCAdys$ (x;Ay);, etc
Dieswerdenwir gleichweiterausarbeiterZzunachstwollenwir Beispielefurr lineareOperatoren
kennenlernen.

Beispiel10.2.1.

1. Das Skalarprodukimit einemfestenx, 2 V de niert einenlinearenOperator:Ax :=
(Xo; X). In diesemFall istW = 6 V.

2. Die AbleitungAf = f %ist einlinearerOperator

De nition 10.2.1(adjungierteund hermitesch&®peratoren)
IstA : V| V einlinearerOperatorsobezeichnemandenOperatorAY : V ! V charakteri-
siertdurch
(x; Ay) = (A%;y)  furallex;y 2 V
alsdenadjungierten Operator oderauchhermiteschkonjugierten Operator.
IstAY = A, sonenntmanA auchhermiteschoderselbstadjungiert.

Wir kénnennunDarstellungemlesOperatorsA anggiebenDazuseif' g eineOrthor]QrmaIba-

sisvonV. BeliebigeElementex 2 V lassersichdaheralsLinearkombinationerx = |, ¢’
darstellenWir konnenhiermitz.B. die Identitat Ax = y in eineMatrixgleichunguibersetzen:
X X X
ek'k:y:,&x:,& Ck'k: Ck'&'k:
k k k

4 . - PRAY
Operatorerkennzeichnemir oft durchein”, z.B. A.

SIn der Mathematikgibt es einenwinzigen Unterschiedzwischenhermitesb und selbstadjungiestderin der
Physik aberin derRegel unwichtigist.



112 KAPITEL 10. OPERATORENUND EIGENWERTE

Nunbildenwir dasSkalarproduktieserldentitatmit ' ;:

X X X X
§= &= &= &l A D= aAi
k k k k

wobeiwir die AbkurzungAjy := (' ,-;A“ k) eingefihrthabenSomitlal3tsichdie Identitat nach
Wahl einerBasisauchin Matrixform darstellerals

X
Ajkt& =6  bzw  Adc=€;
) 2
wobeidie ElementeA; zu einerMatrix zusammengekstunddie ¢, 6 alsKomponentemines
(Spalten-)¥éktorsaufgehissthaben Man beachtedassMatrix und Vektorenim Prinzip unend-
lich seinkbnnenwennessichbeiV nichtum einenendlichdimensionalexektorraumhandelt.
Weiterhingilt:

A !
X X X

X
(x; Ay) = G' A @ = g A )= gANS:

j I il il
Firx = y nenntmandiesauchErwartungswert von A.

Es sei nun f A,g eine andereOrthonormalbasison V. Der Basis-oder Darstellungswechsel
f' «g! fA.gwird danndurcheinenunitarenOperatorQ) vermittelt:

Aj = O'j mit OVO = Ooy:

mit der Matrixdarstellung

Ui=(:0 )= A):
Esgilt wegen0Y0) = furallex;y 2 V:
(5 y) = (x; 0¥0y) = (Ox; Oy):

Skalarproduktéleibendaherbei einemsolchenBasiswechsalnverandert(invariant), weshalb
manihn alsDrehungim Vektorrauminterpretiererkann.
In Komponentemjilt:
X X i ¢ X i
(A" 1) = U, c=
X Ii ¢ |
Uy ]k (' k!A' m)UmI:

(Ak; X)

y¢ [ .
U Kl ( |’X) )

|
(UyAU)“ =

(A ; AA)

k;m
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10.3 Eigenwertproblemfir Operatoren

Analog zum Fall von Matrizenkdnnenwir auchbei OperatorerEigenwerteund Eigervektoren
suchenDasentsprechendgigenwertproblentautetdann

Af = f

5

Im folgendenwerderwir unsvorstellendassderVektorraumausFunktionerbestehtDieshaben
wir hier schondurchdie Notation'f ' statt'x" fur denEigervektorangedeutetNatiirlich gelten
aberalle folgendenAussageriir beliebigezugrundeligendeVektoriaume.

Beispiel10.3.1. Ein typischeBeispielist der Differentialoperator
d2
dx2’

Dieserhatdie Eigervektorenf , := sin(kx) mit denzugeldrigenEigenwerten , = j k2.

Im vorigenKapitelhabenwir gesehendasswir ein Operatorproblenm ein Matrixproblemiber
setzerkdnnenDaheristesnichtuberraschendlasssichdie Aussagerfitir dasEigenwertproblem
von Matrizenauf Operatorerubertragerasseninsbesondergilt:

1. Eigervektorenzu unterschiedlicheiigenwertersindlinearunablangig.

2. NormaleOperatorerf[A'; Ay] = 0,d.h.AAY = AYA) besitzereineOrthonormalbasié' ;g
ausEigervektoren:A' ; = ;' ;.

3. Selbstadjungiert®peratoreraberreelleEigenwerte:
i=Cha D= CHAR D= A D=0 D=0
Dabeihabenwir, nebender Tatsachealassf ' ; g eineOrthonormalbasiausEigervektoren

ist, im dritten Schrittdie Selbstadjungiertheiton A ausgenutzt.

4. UnitareOperatoremeschreibe®arstellungswechsdm Eigervektorsystemvird derOpe-
ratordiagonalisiert:

CoA D=0 0= %0

Der Operatottransformiersichdaherwie

fgyzgg(oyf) =, (0f)

A
=Q

wobei& diagonalist.

5. Hermiteschemiteinandelkkommutierendéperatorerhabenein gemeinsameEgigervek-
torsystem.
Bem.:Dieswird in derQuantenmechanwichtig, wo kommutierend@®peratorerGrof3en
entsprechendie mangleichzeitig*scharf” messerkann.
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P
EsseiA ein hermitescheOperatorund f = ; G'j ein beliebigerVektor, wobeif" g eine
OrthonormalbasisusEigervektorenvon A ist. Dannist der Erwartungswert von A (bzgl.f )
gegebendurch

X X X
ga(' ;A ) = gc,i("j:' )= GG, %
)'k;l il il
NI
j

(f; Af)

Estragenalsoi.a. alle Eigervektorenund Eigenwertezum Erwartungswerbei!

10.4 Operatorenin der Quantenmechanik

Wir habenin Kapitel 11.1schondenBegriff desHilbertraumeskennengelerntdierbeihandelt
es sich um einenVektorraum,auf dem ein Skalarproduktde niert ist und der dariberhinaus
vollstandigist.

In dermathematischeBeschreibing der Quantenmechaniwird ein quantenmetanisher Zu-
standmit einemVektor einesgeeigneterilbertraumesdenti ziert. MelR3gBl3en(Observablen)
entsprechedannselbstadjungiertelinearenOperatorenn diesemHilbertraum.Die moglichen
MelRwertesinddanndie Eigenwertedesentsprechende@perators.

De nition 10.4.1(Dirac-Notation)

Dirac hateinesehreleganteundzwecknassigeNotation,die sog.Dirac-Notation, erfundenmit
dersichbesonderglegantrechnenaft.

Vektorenim Hilbertraumschreibtmandabeialsjai, denzu ihm hermiteschadjungierterivek-
tor, denmanauchals dualen Vektor bezeichnetlshgj := (jai)¥. Im " entsprichgai einem
Spaltenektorundhaj demzugeldrigenZeilervektos.

Man bezeichnetsj auchals Bra(-Vektor) undjai alsKet(-Vektor). Zusammengenommesr
gibt dies(fast)dasenglischéNort bradket fur Klammetr

In Dirac-NotationlautetdasEigenwertprobleniiir eineOperatord

Ajai = ajai :
Hierbeihabenwir schondie StandardiknventionbenutztdassmandenEigenwertmit demglei-
chenBuchstabenvie denVektorbezeichnetAuf GrundderNotationist hier eineVerwechslung

fastausgeschlossen.
DasSkalarprodukzweierVektorenist durch

hejbi

SDiessollte manim folgendenimmerim Hinterkopf behalten!
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gegeben.Diesist analogzum Standardskalarprodukin  ". In Vektorschreibweis@attenwir
diesesammeralsa ¢bgeschriebenEsgilt aber

X
atb= ah=a'b
j=1
wobeiwir die rechteSeiteals Matrixmultiplikationder1 £ n-Matrix a" mit dern £ 1-Matrix b

zuinterpretiererhaben.
Mit demSkalarprodukkonnenwir auchdie Norm angeben:

jiaj? = hejai :
Der Erwartungswertm Zustandai ist durchhajAjai gegebenfallsjai normiertist.

Der Bra-\ektorjai entsprichtder abstiaktenDarstellungdesquantenmechanischeustandes.
Wahltmaneinegeeignetdasis,sokommtmanz.B. zu densog.Wellenfunktionen

EsseinunwiederA ein selbstadjungierteBperatomit Eigensystenfja,i = anjani. Ein be-
liebigerVektor (Zustand)al3tsichdannschreiberals

X

jifi = fjani mit fn=ha,jfi:
n

Die Darstellungder Entwicklungsloefzienten f , folgt wie friher dafj a,ig eineOrthonormal-
basisist.
Wir konnenjetzt die Spektraldarstellungon A in sehreleganterWeiseangeben:

X . . .
A= ajjasihan:

n

P
DiessiehtmanfolgendermaBerkur einebeliebigegf i = | fajani gilt:

A !
x - - . - - X - . - - X - - x - -
anjanihanj jfi = Bojanl [Byff{ = fadnjani = f o Ajani
n n _=fn_ n n
= Ajfi:

DieseRechnungvesentlicherPrinzipiendesArbeitensmit der Dirac-Notation Zunachsthaben
wir alle Bra's und Ket's gewissermalemusmultipliziert,unter Beachtungder Reihenfolgeder
Faktoren.Danachhabenwir nachauftretenderGrofiender Form hjai gesuchtund dieseals
Skalarprodukténterpretiert(undberechnet).

Spezielfur denEinheitsoperator erhalterwir wiederdie Zerlegungder Einheit oderVollstandig-

keitsrelation:
X - - -
= Jjanihay) :

n
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Kapitel 11

Fourierr eihenund
Integraltransf ormationen

11.1 Funktionenraume

Funktionenkdnnenoft auchals Vektoren,also ElementeeinesVektorraumesinterpretiertwer-
den.Diesist oft sehrnitzlich, z.B. in der Quantenmechanildabeisind Addition und Multipli-
kationmit einemSkalarwie Uiblich de niert:

h=f + ®g; d.h. h(x) = f (x) + ®y(x) furallex:
Ein Beispielist die Menge
C™(X) := fm fachstetigdifferenzierbarefrunktionenaufX g :

Die bekannterDe nitionen undKonzeptewie ‘Basis'etc.lassersich ibertragenOft sind Funk-
tionenaumeunendlich-dimensionalAul3erdemgibt esweiterenitzliche Strukturendie wir im
Folgendervorstellenwollen.

De nition 11.1.1(normierterRaum,Norm).
EineAbbildungjj :::jj : V! aufeinemVektorraunmyV heil3tNorm, wennfurallex;y;z 2 V

gilt:
1. jjxjj, O (Nichtnegativitat)
2. jjXjj = 0genauwdann,wennx = 0 (Eindeutigleit)
3. 01Xl =0, 0ixj mit, 2 (Skalierung)
4. jix+yjj - JiXi + ivii (Dreiecksungleichung)
In diesemFall bezeichnemanV auchalsnormierten Raum.

117
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Beispiel 11.1.1. Ein wichtigesBeispiel,dasz.B. in der Quantenmechanikine zentraleRolle
spielt,ist derRaumderquadratisch-intgrablenFunktionenauf X % ,

( - )
L2( )= f:X! Z jf()jdx<1
X

mit derNorm S >

jifiiz:= if (x)j° dx:

X

De nition 11.1.2(Skalarprodukt)

mit folgendenEigenschaftefffur allex;y;z2 X und, 2 ):
1. (xy) = (y; %),

2. (% Y) =1 (xy),
(x.y)=.,(y),

3. (x+y:2) = (x,2) + (y;2),
4. (x;x), 0,
5.(x;x)=0) x=0.
Dabeibezeichneh daskomplex-Konjugiertevon a.

EineunmittelbareFolgerungausEigenschaft. ist, dasg(x; x) 2 ist.

EigenschafR. bedeutetdassdasSkalarprodukantilinearim erstenArgumentist undlinearim
zweiten.Diesist eineKorvention,die in derPhysik hau g benutziwird.

Aus EigenschafB. folgt wegenl.,dassauch(x;y + z) = (x;y) + (X; z) gilt.

WeitereFolgerungerausdenEigenschaftesinddie

2 Cauchy-Schwarz-Ungleichung
JGYIZ - 6x)(Y:Y);

2 Mink owski-Ungleichung

p p p
(X+y;x+y)-  (Xx)+  (V;y):

De nition 11.1.3(Hilbertraum)
Ein Vektorraummit SkalarprodukheisstauchPrahilbertraum . Ist der Raumvollstandig,d.h.
jedeCaucly-Folge konvemiert gegenein ElementdesRaumesso heildter Hilbertraum .

Bemerkung
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1. Durchjjf jj := P (f;f) isteineNormde niert.

2. Die De nitionen geltenanalogfiur reelleRaume wobeimanuberalldie komplexe Konju-
gationweglasst Fur die Quantenmechani&gind aberkomplexe Raumewichtig.

Beispiel11.1.2.
Wir konnenin L?(X) durch 7

(fig= f(x)g(x)dx

ein Skalarproduktle nieren.
Eine Verallgemeinerungiervonist
z
(f;9) == wOOf (x)g(x)dx

X

mit einernicht-neyativen Gewichtsfunktionw(x) (z.B.w(x) = e X*).

11.2 Fourierr eihen

Im diesemAbschnittwollenwir untersuchennwieweit sichperiodischd-unktionemach“Teil-

frequenzen’zerleggenlassenDiesesVerfahrenist auchunterdemNamenFourier-Analyse be-
kannt.

Zunachstwollenwir nocheinmalandie De nition von periodischerFunktionererinnern(siehe
Kap.3.2.4):

De nition 11.2.1(Periodischd-unktionen)
Dief (t) ist heiRtperiodisch mit der Periode T (T > 0), wennfur allet gilt:

f(t+T)=f(t):

DerkleinsteWertvonT > 0, derdieserfiillt, heifRtkleinste Periode odereinfachnurdie Periode
vonf (t).

PrototyperperiodischeiFunktionensind die komplexe Exponentialfunktiore” t und die trigo-
nometrischerrunktionensin! t undcos! t, die jeweils die PeriodeT = 2% haben.

Im folgendenwerdenwir zur Vereinfachungx := ! t alsVariablewahlend.h.wir betrachtemur
dienormiertePeriodeTl = 2¥.derFunktionersinx, cosx. Am EndedesAbschnittesverdenwir
dannderVollstandigleit halberdie allgemeinerFormelnfur beliebigePeriodenT angeben.

De nition 11.2.2(Fourierreihen)
EineReihederForm
a R
— +

> [a, cosnx + Rk, sinnx]

n=1

bezeichnetmanalsFourierr eihe Man beachtedassdieseReihe2vxperiodischist.
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Im folgendenwollen wir die Frageuntersuchemyvannsich eine periodischeFunktionals Fou-
rierreihedarstellen aft.

Satz11.2.1(FourierreihendarstellungeriodischeFunktionen)
Die Funktionf (x) seiim Intenall [ ¥4%] de niert. Weiterhinsollendie sog.Dirichlet-Bedingungen
erfullt sein:

a) f (x) ist 2%periodischd.h.f (x + 2¥) = f (x)

b) f (x) undf {x) stiickweisestetigin [ ¥ ¥}

Durchdie Bedingunga) ist f (x) fur alle reellenZahlenx eindeutigde niert. Bedingungb) be-
deutetdass (x) undf qx) im Intenvall [; ¥4 ¥4 bis auf endlichviele Punktestetigsind.

Sinddie Dirichlet-Bedingungererfullt, danngilt: f (x) ist darstellbamals Fourierr eihe, d.h.

a X |
f(x)= - + [an, cosnx + b, sinnx]

n=1

mit denKoefzienten (Fourier-Koef zienten)

S
1’-1/4

& = f (x) cosnx dx (n=20;1;:::);
/4Zi11//4
1~ :

by = — f (x) sinnx dx (n=12:::):
1/4 i Ya

Dasbedeutepraziser:Die Fourierreihekorvergiert geggendenWert

1/2 - - -
[a, cosnx + by sinnx] | f(x); wennf stetigbeix ist
he1 > ' L0 106 90 \wennf unstetigbeix ist.

X
%,
2
Dabeibezeichnem (x+0) undf (xj 0) denrechtsbzw. linksseitigenGrenzwer{(sieheAbb. 11.2.1).
Bemerkungen:

1. Die Dirichlet-Bedingungersind hinreichendabernicht notwendig.Fur die physikalische
Praxisreichtdiesi.a. aus.

2. Als Periodeninterall kannjedesintenall [xo; Xo + 2] gewahltwerdenz. B. auch[0; 2¥].
3. Dasintenall [j ¥4%) ist aberzwecknal3ig,dasymmetrischum 0. Dennmansiehtsofort:

a, = 0; wennf (x) = j f(j X) (ungeradd-unktion)
b, = 0; wennf (x) = f (j x) (geradd~unktion).
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f(x+ 0) ‘
f(xi O M

X

Abbildung11.2.1:UnstetigeFunktion

Das Interessantean obigem Satzist ist, dasssich jede periodischeFunktion (mit Dirichlet-
BedingungenylurcheineReihemit cosnx undsinnx darstelledal3t(Beweis:! Mathematik).

Eineanderdnterpretationist die iberdenFunktionenraum
Yo — Ya

pl—é; sinnx; cosnx n = 1,2;:::
Dieserbildetein Orthonormalsysterfiir periodischeFunktionenin L2([j ¥%4) mit demSkalar
produkt 7
Ya
(f:9):= ¢, i %f (x)g(x)dx

Wir nehmemunan, eineperiodischeé~unktionlasstsich als Fourierreihemit nochunbekannten
Koefzienten a,, by, darstellenDiesekonnenwir dannfolgendermasseberechnen:

A !
a X .
(f;cosmx) = > + [a, cosnx + Rk, sinnx]; cosmx
n=1
3 ag Toox b3
= —;cosmx + an(cosnx; cosmx) + b, (sin nx; cosmx)
2 n=1 n=1
= an.

Im letztenSchritthabenwir ausgenutztgdassdie Funktionenorthonormiertsind, d.h.insbeson-
dereist (sinnx; cosmx) = 0 und(cosnx; cosmx) = #,,. Wennmannun dasSkalarprodukt
(f ; cosmx) explizit als Integral ausschreibterhalt man die obenanggebeneDarstellungder
Koefzienten. Analogbestimmimandie andererKoefzienten zu b, = (f; sinmx).

Den Beweis, dasssich die periodischeFunktionf tatsachlichin deranggebenerReihenform
schreiberasst,uiberlassemir derMathematik Hier habenwir gezeigtwie sichdie Koefzien-
tenbestimmerassenwenndiesderFall ist.

Die Tatsachegdasssich beliebigeperiodischd~unktionendurchdie Elementedesobenangege-
benenOrthonormalsystemdarstelledassengibt AnlasszufolgenderDe nition:

De nition 11.2.3(vollstandiges-unktionensystem)
Da sich beliebige 2%speriodischeFunktionenals Reihe darstellenlassen bezeichnetman die
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Mengef cosnx; sinnx (n = 0;1;:::)g alsvollstandig (zur DarstellungperiodischefFunktio-
nen).

Man kannauchdie TaylorentwicklunganalytischeFunktionenn diesemSinneverstehenStatt
nachden (vollstandigen)periodischerfFunktionencosnx undsinnx zu entwickeln, entwickelt
manhier nachdenFunktionx".

Vielfachist eine komplexe Darstellungder Fourierreihezweckn@l3ig und einfacher Mit den
bekannterBeziehungen

™ = cosnx § isinnx;
1 . i _ 1, . i,
cosnx = S(é™ +e ™). sinnx= (e &™),
siehtmansofortein, dassauchf €™ jn = j1 ;:::;1g vollstandigist. Esgilt:
X .
f(x) = cne™
n=il
mit
7
LlE7A ]
= — f(x)e"™dx
“= 2 %

Die reelleunddie komplexe Darstellungassersichleichtineinandelumrechnen:

b3 _ X _ .
Cnemx - CO+ [Cnemx + Ci ne' |nx]
n=il n=1

f (x)

Co+ [ch(cosnx + isinnx) + ¢ ,(cosnx j isinnx)]

[(Go + € ) COSNX + (G i G; n) SINNX)]

I
&L
+

worausfolgt

1 .
Co = 58, 8 = Ch+ Cn; h=i(ci Cn):

Die Funktionene™ bildenein Orthonormalsysterbzgl. desSkalarproduktes
z Ya

(f;g) = 2i1/4 _l/fl(X)g(x)dx;
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dennesgilt: _
6 ieimx e ¢ 1 ghimx o dim¥g gii(ni m¥ 0
n m : ; = e = - =
21£4|(ni m) ., i(nj m)
. Ya
n=m: g d Tz 2 k= 1
2 .y,

DiesesErgebnislaRtsichmit Hilfe desKroneclerSymbolskompaktzusammerdssen:

Ieimx. inx¢_ .
1e —i'n;m-

Wir wollennunnocheinmaldie Fourierdarstellun@penveisendiesmain derkomplexenVariante.
Wiedernehmenwir an, dasssich die Funktionf (x) als eine Fourierreiheschreiben aft. Wir
zeigenjetzt, dasdie Entwicklungsloefzienten geradedie in demobigenSatzbehauptetéorm
habenDabeiverwenderwir Wiederdl'&e Orthonormaliat der Funktionene™ :
Z 1, . )4 ) )Q. .
4 o i ¢ . . i ¢
é de (X)el Imx — eImX ’f = e|mx , Cnell’lx — Cn eImX ;eII"IX = Cm:
i Va n=il n=il

Beispiel 11.2.1. Wir betrachterdie Funktionf (x) = x in [0; 2%}, die wir uns 2¥speriodisch
auf ganz R fortgesetztdenlen (sieheAbb. 11.2.2}. Der Graphvon f (x) ahneltdanneinem
Sagezahn.

Z g, ik 2% Z 4y, ;
o xei inx 2 1 4 1 I
neéo: = =~ xel ™dx= -+ e Mdx= — = —
Cn Y4 i 2%n ,  2Y%n ) iin n
- =0
Z y, 2 2
n=20: = = xdx = —— =Y.
© = i, &ay
Also habenwir folgendeDarstellungvonf alsFourierreihe:
— X . ) )
X— =Yk ™ =Y — sin(nx);
2Yxperiodisch néo n n=1 n

wobei wir bei der letztenUmformungdie Termezu n und j n zusammengefithaben.Man
beachtedassdie Reihean denUnstetigleitspunkterk = 0 mod 2¥4(d. h. x ist ein Vielfaches
von 2¥) tatsachlichdenWert \0*9* 1610 = 0:2% = 1/interpoliert!

Bemerkung:

Verwendetman statt der vollen Fourierreinenur endlichviele Funktionene™ , so liefert dies
eineApproximationderperiodischerFunktion.Diesewird umsoschlechterje schnellersichdie
Funktionbeix andertinsbesonderanUnstetigleitentritt dassogenannt&ibbs-Planomerauf.
Ein Beispielistin Abb. 11.2.3gezeigt.

Zum Abschlusswvollen wir nochdie FourierdarstellunginerbeliebigenT j periodischerFunk-
tion (T > 0) angeben.

INatiirlichistf auchperiodischmit Periodizititsinterall [; ¥4 ¥J. Die folgenderRechnungesindabereinfacher
in [0; 2¥1.
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f (x)

_

[ [
0 2V, 4Y, X

Abbildung11.2.2:Sagezahn

Satz11.2.2(Fourierreihendarstellung;j periodischefFunktionen) £ a
Die Funktionf (x) seiT periodischunderfille die Dirichlet-Bedingungeim Intervall i %% .
Dannhatf (x) folgendeFourierdarstellung:

X‘ . 1 1 °
f(x) = %+ an coszfx + msinzmx
n=1
X
— CneiZI/‘?'nx
n=il
mit denFourierKoefzienten
Z H fi
27 T 2Y,
a = T 2f(x)cos X d (n=20;1;:::);
N
Z . u 1
27 T2 7
b= £ f()sin T‘“X dx  (n=12::):
i T=2
1 Z T=2 .1 2Yanx
G = 7 f(x)e'' T dx (n=ij1 ;:::5;1):
i T=2

Wie mansieht,gehtdiesfir denSpezialall T = 2¥in die bekannterFormelniiber

11.3 Fourier-Transformation

Im vorigen Abschnitthabenwir gesehengdasssich periodischeFunktionenals Fourierreihen
darstellenassenWas passiertaberfur Funktionendie gar nicht periodischsind ? DieserFall
entsprichigeradedemGrenZibegangT ! 1 .

Wir betrachterzunmachstdie Funktioncosn! t = cos(@t), die periodischmit PeriodeT ist.
WennT ! 1 liegendie Punkte! , = 2% immerdichter DerLimesT ! 1 entsprichtdann
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Abbildung11.2.3:Die Abbildungzeigtdie ersterBeitragezur Fourierreiheder Kastenfunktion,
die aufdemintenall [j a;a] denWert A hatundauf[a; 3a] denWert 0, alsodie Periodeda. In
derlinken Spaltesind jeweils die bis zur Ordnungn = 1; 3;5; 7 beitragenderfrunktionen(mit
ihren Amplituden)damgestelltundin derrechtenSpalteihre Uberlagerungalsodie Fourierreihe
bis zur Ordnungn. Man sieht,dassdie Reiherelatv schnellkorvergiert und bereitsfurn = 7
einegute Ubereinstimmundestehtin der Naheder Unstetigleiten,alsobeix = § a erkennt
mandasGibbs-Planomen.
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demUbemgangvon einerFourierSummezu einemFourierIntegral. Dieswollen wir im folgen-
dengenauebetrachten.

Satz11.3.1(FourierTransformation)
Die Funktionf (x) erfille folgendeVoraussetzungen:

1) f (x) geriigtdenDirichlet-Bedingungemm Intenall ]j 1 ;1 [,
R
2) T jf(j2dx< 1.

il

UnterdiesenVoraussetzungeglt:

-
=

1“1 .
f(X)= p=— F(!)ée *d!

]/4 il

mit dersog.Fourier-Transformierten
F(')= pl—z 1 f(x)e " Xdx:
! i :

Man beachtedassdie obengenannteYoraussetzungemnreichendabernicht notwendigsind.
In derPraxissindsieabermeisterfullt.
BemerkungF ist FourierTransformiertevonf undf ist Fouriertransformiert@onF !

BemerkungWir haberhier einesymmetrischéufteilung derKoefzienten (d. h. 912:1/4) vordem
Integral gewahlt. Hau g werdenanderekornventionenverwendetd. h.

f(x) = d:iround F(1) = o dx:::
ilZ 2/4zil
1 1 1
- . I PR I - PR
oder f(x) % d::: und F(!) , dx:::

Die entsprechenddrourier Transformierteminterscheidesichum einenFaktor(plz=1/4 bzw. P 2Y).
DiesmulBmanz. B. beimNachschlagem Tabellenimmerbeachten.

Ebensopb die FourierTransformierteals Integral iberel " * odere*" * de niert ist. In letzte-
remFall andertsichnatirlich auchdasentsprechend€orzeicherin der FourierDarstellungvon

f(x)!

Im folgendenzeigenwir, wie sich die FourierTransformatiorausdemGrenzall T ! 1 der
FourierReihe

X . 2V
c €' X mit !, = ?n;

f(x)

o}
I

il

Z

N

f(x)e " "*dx

C

o
Nk
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emgibt, wobeif (x) = f (x + T).

Wir machemundenGrenzibegangT ! 1 undn! 1 so,dass!, = ! konstantgehalten

wird. Dannistauch¢ !, = 1 .1 i !, = 2 = ¢! konstantund beim Grenzibeganggeht

T4
¢! ! d!'.FurdieFourierreihefolgt:

R T i' nX 1 X il nX
f(x) = an—l/e'“¢!=|9: F(!,)e ¢!
n=jl % n=jl
1
! p1: F(!)e" *d!

]/4 il

N

wobeiwir de niert haben

L Z
Flo) = P = P fexax T F@):

[N

I\)-T_|
N

[N

Damit habenwir gezeigt,dasssich die FourierTransformierteals Grenzall der Fourierreihe
einerFunktionmit unendlichePeriodeergibt.

BemerkungIn derPhysik interessieremnshau g nurreelleFunktionerf (x).
Danngilt: F(1) = F(j !)

Beweis:
F(1)° = up—l o f (x)€" xﬂn_ pl _Z T X iei il x¢“dx
- 2_]/4 il 2_]/4 il ['{g'? |—{Z—}
7 f (x) al x
1“1 :
= p— f (x)€' Xdx = F(j !
192—1/4 . (x) G1!)

Weiteresolchemiitzlicherldentitatenwerdenwir in denUbungenkennenlernen.
Als Beispielwollen wir die Fouriertransformierteler Blockfunktion (bzw. der charakterischen
Funktiondesintervalls[j a;a]) (sieheAbb. 11.3.1)
(o
<
£(x) = ]Xj a
0 jxj>a

berechnen:
Z, | 1 zZ, |
F(!) —_ f(x)e' *dx= p= €' *dx
Zil ia
a
P— cos( x)dx
; 2% o _Q )I’
2sin( x)=2 _ 2sin( a).
;4 ! 0 B ;4 ! ’

I
= N-TH
RN
N
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f (x)

Abbildung11.3.1:Blockfunktion

Peak

Abbildung11.3.2:Fouriertransformierteler Blockfunktion
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Beim Ubegangzur zweitenZeile haberwir ausgenutztdassdasintegral iiberdenlmagirérteil
sin(! x) verschwindetdaderSinusungeradest. Abb. 11.3.2zeigtdie Form derFouriertransfor
mierten.DasMaximumbeix = 0bezeichnemanmanchmabhuchmit demenglischerAusdruck
Peak unddie kleinerenMaximaim oszillierenderTeil alsWiggle.

Speziellfir x = 0 habenwir:

Z Z Z
1~ 171 sin( a) 271 sin(l a)
= p— F())d = = d = — —d!
]/4 il ( ) 1/4 il I 1/4 0 '
u::! a E ! Slnudu
1/4 0 u
undsomit .

sinu Ya

_du_ -
0 u 2

Ahnlich wie die Fourierreihebei der BerechnundomplizierterReihenhilfreich seinkann, hilft
die FouriertransformatiomanchmabeiderBerechnungon Integralen.

11.3.1 Delta-Funktion
Wir haberbereitshau g dasKronecler-Symbol

1 fallsj = |

+, =
T 0 fallsj 6 |
gewinnbringendverwendetEine ahnlicheGrofekannmanim kontinuierlichenFall de nieren.

De nition 11.3.1(Delta-Funktion)
Wir de nierendie sog.Delta-Funktion durchfolgendeEigenschaften:

#Xij Xo) = O furallex 6 Xo;

f (Xo)

Z 1
und f(X)HX | Xo)dx

il

wobeidie zweiteEigenschaftir alle Funktionenf (x) geltensoll, die stetigbei x, sind.

Bem.: Fur analytischeFunktionenf (x) kanndie zweite Bedingungabgeschwchtwerdenzu
ii HX i Xo)dx = 1

Diesist eineheuristischeDe nition!! Eigentlichist = keine Funktion,sonderreinesogenannte
Distribution (! Mathematik):Der Funktionf wird ihr Funktionswertf (xo) ander Stellexg
zugeordnetAls Funktionist (X j Xg) hochgradigsingufr, da sie nur an einemPunktx, von
Null verschiederst, abertrotzdemein endlichedntegral besitzt.H(x | Xo) kanndeshalbin xq
keinenendlichenWert annehmensondernwird dort unendlich.In Abb. 11.3.3ist angedeutet,
wie mansich X j Xg) vorzustellenhat. Man kanndie Delta-Funktionals daskontinierliche
AnalogondesKronecler-Deltasanseheninsbesonderarennmanbeachtetlast,, = %, bo-
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Abbildung11.3.3:,Grapli von(x j Xo)

Die Delta-Funktionspielteinewichtige Rolle in der Physik, dennsie hatviele Anwendungen.
Ein Beispielhierfur liefern die Punktmassenjon denenwir sehroft gesprochemaben.
Fur die Massendichté&x) einerPunktmassen amOrt X gilt:

X)

9 fur x 6 Xog;
1
¥x)dx:

aber m
il

Somitsiehtman,dassdie MassendichteinerPunktmasseéurch
Vo= mx(X i Xo)
gegebenist. Mit Hilfe derDeltafunktionkannmanalsoim Prinzip diskreteund kontinuierliche

Systemaen einheitlichenVeisebeschreiben.

DasFourierIntegral fihrtaufeine,Darstellung der+Funktion.Setztmannamlichdie Fourier
transformierteexplizit in die Fourierdarstellungin, sofolgt:

o0 = Earrnys et @ g
Zil1 2 ) Z, i1 ?1/4 1 2
= () o, ) g xiNdr dy = f(x):
Hierausliestmandaswichtige Ergebnis
1 1 i Xi V)4l — .
>, ., € d =HXxj vy

. . R, ..
ah DieskannmanalsVerallgemeinerungon 5, i ., € MxXdx = &, ansehen.
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Zum Abschlusswollenwir nocheineweitereDarstellungvon £(x) angebenDie Funktionenfol-
ge(#e)e Mit Z,
(X)) = —  dlexe®i= 1 20
2Ya 2Y4®? + X?
korvergiertnamlichfur®! 0 gegendie Deltafunktiont(x). Dieskannmanzeigenjndemman
veri ziert, dasfur®! 0diebeidende nierendenEigenschaftederDeltafunktionerfullt sind.
Dies wird in den Ubungengenauemetrachtetzusammenrmit andererDarstellungerund den
wichtigstenRechenrgeln.

11.3.2 Anwendung: DGL

Als physikalischeAnwendungder Fourier Transformatiorbetrachterwir die DGL fir eineer-
zwungeneschwingung:
A+ ax + bx= f(t):

Dabeiist x(t) die Auslenkungausder Ruhelagezur Zeitt undf (t) die (zeitablangige)aul3ere
Kraft. Die Termeauf derlinken Seitereprasentiererdie Beschleunigunggie Dampfungdurch
einegeschwindigkitsablangigeReibungskraftund die Ruckstellkraft(Hooke'schesGesetz).

Wir wollen nun dieseDGL mit Hilfe der FourierTransformationganz allgemeinlésen.Dazu

stellenwir die Auslenkungx(t) durchihre FourierTransformierte(! ) dar:
Z 1

1 :
x(t) = p=— e (! ):
(t) 971/4 . (')
Nun konnenwir die FourierTransformierterder Zeitableitungerbestimmen:
Z Z Z
1 d- 1t 1 71 @i ¢ 1 -t
x(t) = p=—— e ()= p=— — @) = p=— il e te(!):
_() 21/4dt il ( ) 21/4 il @ ( ) 2]/4 il ( )

Hierauslesenwir ab:
FT(x) =i! FT(X);

wobeiFT(x) die FourierTransformierteson x bezeichnetAnalogfolgt
FT(A = j ! 2FT(x):

Wir seherhierdiewesentliché/ereinfachunggdiewir durchBetrachtunglerFourier Transformierten
erzielt haben:Nach Fouriertransformatiorwerdenaus AbleitungeneinfacheMultiplikationen

(mit it )m

Wir wendemundie Fouriertransformatioaufdie gesamtéGL an,d.h.wir multiplizierenbeide
SeitenderGleichungmit e " ' undintegrierendann.UnterAusnutzunglerLinearitatsovohl der
DGL alsauchderFourierTransformatiorerhaltenwir dann:

F('):= FT(f () FT(A+ ax + bx) = FT(A + aFT(x) + bFT(x)
i 12FT(x) + ai! FT(x) + bFT(x) = (b+ ai! j ! %) FT(x)
(b+ ail j ! 2)%():
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Somitkdonnenwir die FourierTransformierte«(! ) von x(t) explizit bestimmen:

F(!)

X’(l ) = FT(X) = m

DurchRucktransformatiorrhalterwir danndie gesuchtd.osung

z Z -
1 1 . 1 1 F()e't
X(t) 9?1/4 . dl e 'x(!) 9—2—1/4 . d! b+ail j |2

Zur expliziten Berechnungnussnatirlich die antreibendeKraft f (t) (und damitihre Fourier
Transformiertd- (! )) anggebenwerden.Spaterwerdenwir sehenwie wir solchelntregale mit
Hilfe der Funktionentheoriberechnekodnnen.



Kapitel 12

Systemevon Differ entialgleichungen

In diesemKapitelwollen wir unsweitermit Differentialgleichungebesclaftigten.in Kapitel 6
hattenwir die Grundlagerder TheoriedergenvohnlichenDGL kennengelernZunachstwollen
wir dieseThemaetwasvertiefenund unsmit Systemervon DGL und einigenspeziellenDGL
derPhysik genauebesclaftigen.Zum Abschlul3werdenwir dannpartielleDifferentialgleichun-
genbetrachten.

In der Physik hat manessehroft mit Systemernvon DGL zu tun, d.h. mehrererDGL, die un-
tereinandegelkoppeltsind. So etwaspassiertz.B. immer dann,wennman Systemeausmehre-
renTeilchenbetrachtetdie miteinandemwechselvirken (d.h. Kr afte aufeinanderudiben).Uber
dieseWechsealirkungskiafte sind die NewtonschenBewegungsleichungeier Teilchendann
miteinandewverkoppelt.

Esgibt aberauchandereGriinde warummanan Systemervon DGL interessierseinkann.Als
weitereMotivationbetrachtemwir die folgendeDGL 3. Ordnung:

yo% 3% 9y’ sy=0:
Wir de nierennunneueFunktionendurch
yi(x) = y(x);  y2(x) = yAx); ya(x) = yoRx)

Fur diesgilt dannoffensichtlichfolgendesSystenvon DGL.:

Y3

= Yo,
yg = Vs,

yg = 3yz+ 9y, + 5yi;

wobeiwir die letzte Gleichungausder urspiinglichenDGL 3. Ordnungerhaltenwennwir sie
nachy®? y? au dsenund die auftretenderbleitungendurchdie neude nierten Funktionen
ersetzen.

133
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In Matrixform konnenwir diesesSystemkompaktschreiberals

0 01 0 10 1
Y1 010 Y1
@YSA =@ 0 1A @YZA:
y3 59 3 vy

Diesist jetztein DGL-systemallerdingsist esvon 1. OrdnunghdhereAbleitungentretennicht
mehrauf.

Allgemeinkannmanmit diesemTrick eineDGL n-terOrdnungn n gekoppelteDGL 1. Ordnung
verwandeln.

Ein allgemeine®ifferentialgleichungssyste(. Ordnung)hatdie Form
0 1

Y1
yo=f(y;x)  mit y(x) = %E
Y

n

Hinzu kommtu.U. nocheineAnfgangsbedinung(x,) = Yo
Istf (y;x) = f (y), sosprichtmanvon einemautonomenSystem

Im Fall n = 1reduziertsichdiesaufy®= f (y; x), die allgemeineDGL 1. Ordnungwie wir sie
bereitsin Kapitel 6 kennengelernhaben.

12.1 Lineare Differ entialgleichungssysteme

Zunachstbetrachterwir denFall einesautonomerSystemspei demdie Funktionf (y) linear
ist. Dannkonnenwir dasSystemauchals Matrixgleichungder Form

y'=Aty+B
mit n £ n-MatrizenA undB schreibenderenElementeKonstantersind.
Zunachstbetrachtewir wiederdenhomogenetall
y'= Aty
undmacheranalogzumFall n = 1 denAnsatz
Xj(x) =el*y :

Dannistxjoz ,j¥; undsomit
:J'Xj = ¢Xj :

Diesist eineEigenwertgleichungSomitliefert unserAnsatzeineL 6sungdesSystemsfalls | ;
einEigenwertvon A istundy; derzugefdrige Eigervektor

1>
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Gibt esn unterschiedlich&igenwerteund linear unablangigeEigervektoren,so lautetdie all-

gemeineLodsung
X

Y= Gy,()

j=1
mit Konstantert;, die durchdie Anfangsbedingung(xo) = Yo bestimmtsind.

Beispiel12.1.1. Als ein Beispielbetrachtemwir die Schwingungsgleichung
A+ 12y = 0:

Mit y; ;= y undy, = y erhalt mandasSystem
B : _ H 0 1‘” _
y=Ag¢y mt A=
= =42 = i< 0
Die Eigenwertevon A sind
M 1 1

.12 = 81! mit Eigervektor u,., = §i

Damit lautetdie allgemeind_dsung
TR noo |
y(t) = ¢ “1 e+ Il, ent:
= : L
Die ersteKompenteentsprichtder Losung,die wir friiherschonbestimmthatten.Die zweiteist
derenAbleitung,entsprichtalsoder Geschwindigkit, wennmany; (t) alsAuslenkungnterpre-
tiert.

Bemerkung Wenn zwei Eigenwerte, ; = | Ubereinstimmenalso entartetsind, und nur ein
Eigervektory; existiert,dannmachtmandenAnsatz

y,(X) = xy,(X) + ey = el (xu + V) :
EinekurzeRechnundiefert dannfolgendeBedingungandennochunbekannteiektorv:
' ¢
Iéi L Gv= g

i ¢
DieseGleichunghateinenicht-triviale L'c)sunngry(unddamit;_/l),dajadet'éi .j = Oist,
da, ; Eigenwertvon A ist.

Bei hohererEntartungemachtmandanndenAnsatz

. ¢
Y (X) = e xPu + xv+w

etc.

Um die Losungdesinhomogenerialls (B 6 0) zu erhaltengehtmanwie friherim Falln = 1
vor. Man bestimmteinespeziellddsungdesinhomogenersystemsz.B. durchRaten Variation
der Konstanteretc. Die allgemeinel dsungerhélt mandannals Summeder speziellenund der
allgemeinerLdsungdeshomogenerProblemgwie obenangegeben).
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12.2 DynamischeSysteme

Wir betrachtemunein allgemeineDGLsystemy = f (y;t) undwollen die unablangigeVaria-
blet als Zeit' interpretierenDabeiseidie Funktionf ( (y t) nichtnotwendiglinear. Ein solches
ProblembezeichnemanauchalsdynamischesSystem Die Ldsungerim nichtlinearerfall ha-
benhau g interessant&igenschafterfFraktaleetc.)!

Wir wollen unshier nur mit demautonomerfall

y=1(y)

besclaftigen.Wennwir y alsdenOrts\wektoreinesTeilchenanterpretierengdannliefert die DGL

die zu einerPositiongerbrige Geschwindigkit. Diesmachtdie BezeichnungdynamischesSy-
stem”plausibel.

Waspassierinun, falls an einemPunkty0 gilt: f (y ) = 0 ? Offensichtlichist danny = 0 und
daherandertsich'y nicht mehr wenn dasTellchen einmalden Punkty erreichthat! Solche
Punktebezeichnetandaherauchals Fixpunkte. |.a. werdensueerstnachlangerZelt d.h.im

Grenzallt! 1 erreicht.

JenachVerhaltenn derNahedesFixpunktesunterscheideman

2 anziehendeoderattrakti ve Fixpunkte,
2 abstofRendeoderrepulsive Fixpunkte.

Man sprichtin diesemZusammenhanguchvon der Stabilitat desFixpunktesund nenntat-
traktive Fixpunktestabil undrepulsve Fixpunkteinstabil. Uberdie Stabilitat einesFixpunktes
erhalterwir AufschluRdurcheineTaylorentwicklungn seinerl\léhe.Daf_(Xo) = 0ist, folgt:

fy) %Ay y) mit Aj= D
@ .,

Mit derAbklrzungz := vy j Yo erhalt mandanndie Gleichung
z=A¢z;

die das Verhaltendes dynamischerSystemsin der Nahe des FixpunktesbeschreibtA heifst
Stabilitatsmatrix, ihre EigenwertecharakterisieredasVerhaltemahedemFixpunkt.

Beispiel12.2.1. Als Beispielbetrachtemwir im Fall n = 1 die logististischeGleichung
y=®(liy)

mit ® > 0, die z.B. in derPopulationsdynamikuftritt. Sie enthalt zwei konkurrierendélermey
undj y?, die zumWachstumbzw. Schrumpfen(Zerfall) vony fithren.Ist y klein, sokannman
y? gegeriibery vernachiissigenDanndominiertdasWachstumlst y abergroR,so dominiert
derquadratischderm,d.h.derZerfall.
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Die Funktionf (y) = ®y(1; y) hatzweiFixpunktedie mandirektableserkann.Essindy, = O
undy; = 1. Fuhrtmandie obenbeschrieben&ntwicklungdurch,soerhalt manfir yp:

Ao = fo(y: 0)=®1i 2y)jy=0 = ®
undsomitdie linearisierteGleichungfirz=yj yo=y
Z= Apz= ®z:
DerenL 6sungist
20 (t) = ce™:
Analogerhalt manfiry, zurachst
Ar=fqy=1)= ®&Li 2y)jy=1 =i ®
undhierausdie linearisierteGleichungfurz=yij y;=yij 1
z=A1z=j @z,
derenLdsungdurch
2 (t) = cel ®:

gegebenist.

Da® > 0, wachsembweichungenvom Fixpunkty, = 0 schnell(exponentiell’)an, wahrend
Abweichungervom Fixpunkty; = 1 schnellkleinerwerden.Daherist yo abstof3endalsoinsta-
bil, undy; anziehendindsomitstabil.
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Kapitel 13

Symmetrienund Gruppen

13.1 Symmetrien

Symmetrieroderinvarianzerspielenin der Physik eineextremwichtige Rolle, dasie z.B. eine
Vereinfachungder Beschreiling erlaubenDabeigibt esunterschiedlich&lassenvon Symme-
trien, die eineRolle spielen.

1. Symmetrien von Objekten: Z.B. ist ein Kreis invariantunterbeliebigenDrehungerum
seinenMittelpunkt. Ein Quadratist daggennur invariantunter Drehungerum den Mit-
telpunkt,wennder Drehwinkel ein Vielfachesvon 5/ betiagt. Ein gleichseitigeDreieck

schlieBlichist invariantunterDrehungerum denSchwerpunkum Vielfachevon 2—31/“.

2. Symmetriender NaturgesetzeWir nehmeran,dasglie Natuigesetzeeitlichurverander
lich sind,d.h.ein (ideales)Experimentiefert heuteundnachsteNochedasgleicheErgeb-
nis. Die NatuigesetzesinddaherinvariantunterzeitlichenVerschiebingen.

In analogeMeisesind sie auchunterraumlichenVerschielbingeninvariant,d.h. die Na-
turgesetzen Koln undNew York sinddie gleichen.
OffensichtlichbestehtauchinvarianzunterbeliebigenKombinationenvon zeitlichenund
raumlichenVerschielbingen.Eine wichtige Konsequenzsolcherinvarianzersind sog.Er-
haltungsétze z.B. impliziert die InvarianzunterzeitlichenVerschiebingendenEnegie-
erhaltungssatz.

Allgemeinverstehtmanuntereiner Symmetrie eine Operationdie ein Objektin einevonihm
nicht unterscheidbarBorm tberfihrt. DieseabstrakteDe nition wird von denobenangegebe-
nenBeispielegutillustriert.

Grundsatzlichist eseineBestimmungaller dieserOperationRotationenyerschielingen Spie-
gelungeretc.)beijedemProblemsehrwichtig.

Die Gruppentheorierlaubtnundie Untersuchungler GesamtheisolcherOperationenDie Ele-
menteder (mathematischerruppeentsprechedabeidenSymmetrieoperationen.

139
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13.2 Gruppen

De nition 13.2.1(Gruppe)

Eine Gruppe ist eine(nichtleere)MengeG, fur derenElementeeine Verknipfung'¢ de niert
ist, die Ublicherweiseals (Gruppen-)Multiplikatioh bezeichnetvird.

Die GruppenmultiplikatiormuR3folgendeEigenschaftemmaben(Man beachtedassstatta ¢b oft
einfachabgeschriebemvird!):

1. AbgeschlossenheiEur allea;b2 G istauchab?2 G.
2. Assoziatvitat: Sinda; b;c 2 G, sogilt: (abc= a(bg.

3. Einheitselemen{neutralesElement):Es gibt eine 2 G, so dassfir allea 2 G qilt:
ae= aundea= a.

4. InversesElement:Zu jedema 2 G existierteinb 2 G mit ab= eundba= e Man
bezeichnetliesesElementauchalsdaszu a Inverseundschreibtb= ai *.
Bem.:Wie manleicht iberpiift, gilt (abi ! = b a 1.

Die Anzahlder Elementeeiner Gruppeheil3tOrdnung der Gruppe.Diskrete Gruppen haben
endlich oder abzhlbarunendlichviele Elemente Kontinuierliche Gruppen habendaggen
uberabahlbarviele Elemente.

Gilt zusatzlich
5. Kommutatvitat: Fur allea;b2 Gistab= ba
soheil3tdie Gruppekommutativ oderabelsch
Beispiel13.2.1. Wir betrachtereinigeBeispielefiir Gruppen.
1. Die ganzenZahlen bildenbzgl.derAddition einediskrete abelschesruppe.
2. fi 1;1g bzgl.der(tiblichen)Multiplikation.
3 ©é®_®2 ’ mit der Multiplikation.
4. Alle Vektorraumesindbzgl. derVektoradditiorabelsche&ruppen.
5

. Die natirlichenzZahlen mit derAddition sindbildenkeineGruppedadie Inversemicht
enthaltersind(z.B. | 2, daslnversevon 2 bzgl.derAddition).

EndlicheGruppenkannmanauchdurcheine Gruppenmultiplikationstabelle oderGruppen-
tafel de nieren.Fur Beispiel2) lautetdiesez.B.

¢| 1 1
1 1 i1
illil 1

1Selbstdann,wennessicheigentlichum eineAddition handelt!
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Gruppenmit eineranalogerGruppentafebezeichnetmanmit Z .
Die GruppeZ, ist durchdie Gruppentafel

O T o Re
O T O Rk
RO oo o
O R0 oo
oo R Oolo

de niert.
AnhandsolcherGruppentafelassersichdie Gruppeneigenschaftdeicht Uberpiifen.

De nition 13.2.2(Unteigruppe)
Ist eineTeilmengeH Y2 G selbsteineGruppe,sonenntmansieauchUntergruppe von G.

Bem.:Manmuf3nichtalle GruppeneigenschafterachweisenEsgeniigt,neberderAbgeschlos-
senheitvon H, zu zeigen,dassdasneutraleElementund die Inversenin H enthaltensind. Ihre
Existenzist bereitsklar, daG eineGruppeist.

De nition 13.2.3(direktesProdukt)
Aus zwei GruppenG; und G, kannman eine neueGruppeG = G; £ G, konstruierengdas
dir ekte Produkt von G; undG,, mit denElementery := (a;b), wobeia2 G; undb2 G,, und
derMultiplikation

0% = (ag; ) (az; ) = (aqay; biby):

Auf GrunddieserDe nition “erbt” G die GruppeneigenschafteeinerBausteines; undG,.

13.3 Wichtige Gruppen

13.3.1 Permutationsgruppe

De nition 13.3.1(Permutationsgrupps,).

Die Mengealler moglichenPermutationeron n Elementenst eineGruppederOrdnungn!, die
sog.Permutationsgruppe S, . Dabeiist die GruppenmultiplikatioralsHintereinanderaughrung
zweierPermutationee niert.

Wir hattenschonin Kapitel 2.3 einigeEigenschafteron PermutationefkennengelerntAusge-
hendvonderldentitat(1 23 4) (im Fallen = 4) kdnnenwir z.B.die Permutatiort ! 1,2! 3,
3! Ah 41 2 bes[f:hreiberdurch die Aufzahlungder Bildmenge(1 3 4 2) oderaustihrlicher

1234
durch 134 2
Die Multiplikation, alsoHintereinanderaughrungzweierPermutationesiehtdannz.B. folgen-
dermalRermus(n = 3):
ul 2 3'””1 2 3.”_“1 2 3ﬂ_
132 231 321"
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Dabeiwird derrechte Faktor' zuerstangevendetundaufdesserkrgebnisdannderlinke Faktor.
Z.B.wird die'l" zumchstaufdie'2' abgebildeunddiesedannaufdie'3'.
Vertauschemvir die Reihenfolgeder Faktoren soerhaltenwir

H123‘Hu12‘ﬂ H 2‘H
231 13 1

3 123
2 - 213"

Die Permutationsgrupp8, ist alsonichtkommutaty!

Die Menge(sieheauchKap. 2.3)
A, = fP 2 S, P istgeradePermutatiog

ist eineUnteigruppevon S,,, die sog.alternierendeGruppe.

Die Menge -
A, = fP 2 S, P istzyklischePermutatiog

ist ebendlls eine Untelgruppevon S, die manals zyklische Gruppe bezeichnetGenauelist
A, eineabelsch&Jntegruppemit n Elementen.
Z.B.im Fall n = 4 sindist die zyklischeGruppegegebendurch

A, = (1234) (4123) (3412) (2341):

Die Mengef0; 1;2;:::;nj 1g mit derAddition modulon (d.h.manbetrachtehur denRestbei
Divisiondurchn, z.B.istdann(nj 1)+ 3= n+ 2" 2 mod n) ist einezyklischeGruppe,
die manZ, nennt.Die Multiplikationstabellenm Fall n = 2 undn = 4 hattenwir schonin
Kapitel 13.2anggeben.

13.3.2 Matrixgruppen

De nition 13.3.2(Matrixgruppen)

Eine Reihewichtiger Gruppensind Teilmengender MengeM (n; n) aller n £ n-Matrizen.In
Kapitel 13.4werdenwir sehendasssie auchRepiasentantewon abstrakterGruppenmit der
gleichenStruktursind.

2 Die orthogonale Gruppe

) a

ony:i= M2M(MnM M= =M M’

allerorthogonalem £ n-Matrizen.Dabeihei3teineMatrix M_orthogonal, falls gilt

Mit=MT;
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d.h.die transponiertéatrix ist gleichderinversen.
OrthogonaléMatrizenlasserSkalarprodukténvariant:

Ma)¢Mb=(Ma'¢(Mb=aM'Mb=a'b=ath

Dabeihabenwir ausgenutztdasssich dasSkalarprodukt ¢b zweier Vektorenauchals
Matrixmultiplikation a” binterpretiereaRtunddasallgemeingilt (A B)T = B)TAT.
Anschaulichumfasstdaherdie GruppeO(n) alle Drehungerund Drehspigelungenim
" Esgqilt
_ — FaaT ¢ _ T i ¢,
l=det( )=det M' ¢M = det(M "')det(M) = detM ":

SomithabenorthogonaléMatrizendie DeterminanteletM = § 1. Matrizenmit detM =
1 beschreibemneineDrehungendie mit detM = j 1 Drehspigelungen. o

2 Die spezielleorthogonale Gruppe

@© a
"\, —

SO(n) := M. 2 O(n) det(M) = 1

beschreibteineDrehungenm .

2 Die unitare Gruppe

7\
&

Uin):= U2M(nn)Weu= = Ucew

a

allerunitarenn £ n-Matrizen.Dabeihei3teineMatrix U unitar, falls gilt
uit=
wobeidie adjungierte Matrix (oderauchhermiteschkonjugierte Matrix ) de niert ist

durch .
w=

d.h.manbildetdie TransponiertelerMatrix, die ausdenkomplex-konjugierterElementen
derMatrix U bestehtlst die Matrix reell, soist die Adjungiertegleichder Transponierten.

Wie im Fall derorthogonalerGruppefolgt wieder dassdet(U) = § 1ist.

2 Die spezielleunitare Gruppe

) a

SuU(n) := ‘c’gz U(n) det(U) =1 :

2 Die allgemeinelineare Gruppe (engl.“generallineargroup”)

@© a
&

GL(n; ):= M 2M(n;n) det(M) 6 0

umfal3tdie allgemeinennicht singuiren(d.h. invertierbaren)linearenTransformationen
x7! x%= M xim "
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13.4 Darstellungen

Gruppenkonnenauf verschieden&Veiserealisiertwerden.Erfolgt die RealisierungdurchMa-
trizen,sosprichtmanvon einerDarstellung der Gruppe.

Beispiel 13.4.1. Wir hattenschonam Anfang diesesKapitels argumentiert,dassdie Drehun-

genim " eine Gruppebilden. Wahlt man nun eine Basis, so entsprechemen Vektorenals

n-komponentigeSpaltenektorenund derenDrehungder Multiplikation mit einerorthogonalen
n £ n-Matrix (mit Determinantel). In diesemSinneist die MatrixgruppeSO(n) alsDarstellung
einerabstrakterGruppezu interpretierendie denDrehungerim " entspricht.

De nition 13.4.1(Darstellung)
EineDarstellung D derGruppeG ist eineAbbildung

D:G! GL(n; ) mit D(a)D(b) = D(ab):

Eine Abbildung mit dieserEigenschafbezeichnemanauchals Gruppenhomomorphismus
Offensichtlichfolgt hierausbereits,dassD (€) = seinmul3.
Darstellungersind nicht eindeutig,man kannimmer aquivalenteDarstellungerD ° durch eine
Ahnlichk eitstransformation

D%a):= V. D(aV'!

mit einernicht-singuérenMatrix V. erzeugenDasdiesedie gleichenGruppeneigenschaftérat,
siehtmanfolgendermalierAus D (@)D (b) = D (ab) folgt

DYabh =V D(ahv''=V D(a)D(RV'*=V D(a)V' 'VD(HV''= DY@a)DIb):
Wir betrachtemocheinigeSpezialélle:
2 Bei einerunitaren Darstellung sinddie MatrizenD (a) unitar. Danngilt auch
D@ Y= "p@"="D@"":
2 Bei einertreuen Darstellung entsprichtiedem Gruppenelemengenaueine Matrix und
umgelehrt.

2 Eineregulare Darstellung einerendlichenGruppeder Ordnungn ist durcheinen £ n-
Matrixdarstellunggegeben RegulareDarstellungersindauchtreu.

2 Einereduzible Darstellung hatz.B. die Form

U@ o

D(a) = 0 B(a) ;

d.h. sie zerfallt in unablangigeTeile, die jeweils fur sich eine Gruppedarstellenlst das
nichtderFall, sosprichtmanvon einerirr eduziblenDarstellung.
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13.5 Kontinuierliche Gruppen

De nition 13.5.1(kontinuierlichenGruppen)

Bei einerkontinuierlichen Gruppe G kénnenGruppenelementg(t) 2 G durchstetigeAnde-
rungeneinesParameters ineinandeiibegefuhrtwerden Dabeikannt auchein Vektorsein,der
fur mehrereaeelleParametesteht.

Auf Grundder Gruppeneigenschadjilt

g(t)a(t2) = 9(ts) mit tz = h(ty;t2):

Beispiel 13.5.1. Ein Beispielist die unitareGruppeU(1), derenElementedie Formg(' ) = €'
haben: U(1) = f€' j' 2 g.In diesemFall istwegen

g D9( )= € 1d 2=l D =g 1+ ))
h durch

h("1;"2)="1+"2

gegeben.

De nition 13.5.2(Lie-Gruppe)
Bei einerLie-Gruppe ist die Funktionh(t,; t,) analytischin ihnren Argumenten.

Beispiel13.5.2.Die Elementegy(’ ) derspeziellerorthogonalerGruppeSO(2) beschreibedre-
hungenumdie z-Achseum denWinkel' undkdnnenallgemeinin derForm (vgl. Aufg. 34)

M 0

()= cos' sin'
9t )= i sin' cos

mit' 2 [0; 2%} geschriebemverden.

Von Drehungerum die gleicheAchseerwartetman,dassg(’ 1)g(' 2) = g(' 1 + ' ») gilt. Dies
kannmanexplizit anHandderangegeberDarstellungnachpiifer?. Daheristwiederh(' 1;' ») =
it o

Offensichtlichkommutierendie DrehungermiteinanderDies gilt abernicht mehy wennman
Drehungerum unterschiedliche Achsenbetrachtet!

Beispiel 13.5.3. Ein weiteresBeispielsinddie Translationen
T(@: x7!'x°=x+a

fur die offensichtlichauch
T(@T(bh=T(a+ b

gilt. Eshandeltsichalsoum eineabelschésruppe.

2Bei derRechnungyehendie Additionstheoreméiir Winkelfunktionenein!



146 KAPITEL 13. SYMMETRIEN UND GRUPPEN

13.6 Generatorenund Lie-Algebra

Um zu betonen,dassder Parametert auchein Vektor seinkann, schreibenwir im folgenden
g(a) stattg(t), mit einemn-komponentigeiVektora. AuRerdermehmenwir 0.B.d.A.an,dass
g(a= 0) = e, demneutralerElementder GruppegG, ist.

De nition 13.6.1(GeneratorerinerLie-Gruppe)
Dannkannmang(a) nachTaylor entwickeln (bis 1. Ordnung):

N-CE

k=1 a=0

g(@ = g0 +

Dannde niert mandie Generatoren X  derLie-Gruppedurch

wobeiderFaktori einerverbreiteterKonventionentspricht.
Ist g DarstellungsmatrieinerGruppe dannsindauchdie GeneratoreMatrizen.Hierzuwerden
wir gleichein Beispielkennenlernen.

Speziellfir unitareoderorthogonaleGruppengilt:

e=g@g@' " = g(g)g(g;)(y A !
= e+i  aXy+0@) eji aX]+0(a
X k k
e+i aXki X{)+ O(@@):
k

In derOrdnungO(a) gilt daher
Xk = Xlil;

d.h.die Generatoresindhermitesch.
Weitergilt fur unitareoderorthogonaleGruppen
A |
.X-] .
g@=exp i  aXx
k=1

wobeidie rechteSeitedurchdie Reihendarstellunder Exponentialfunktiorde niert ist.
Aus derallgemeineridentitat fir Matrizen(bzw. Operatorer)

det(exp(A)) = exp(SpurA);

3Die manz.B. durchDiagonalisierundgeweisenkann.
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wobeidie Spur einern £ n-Matrix A de niert istdurch

X
SpurA = Ajj;
j=1
folgt speziellfiir dieWaht A = InQ
" #
X
1= detg= exp(Spurlng) = exp Spur(i aXk)

k

Die ersteldentitat gilt auf GrundderUnitaritat von g. Somiterhaltenwir
SpurXy = O:
Wir fasserdie obigenErgebnisseusammen:

Satz13.6.1.Die Generatorenon unitarenundorthogonalerGruppersindhermiteschundspur
los.

Wir wollen dieseabstrakterDe nitionen aneinigenkonkreterBeispielendiskutieren.

Beispiel13.6.1.
1. Fur die GruppeU(1) mit derDarstellungg(' ) = €' istn = 1 undesgibt dahemureinen
GeneratarWegen - -
@)= i -
Q@ ' =0 =0
ist dieserdurch
X=1
gegeben.
2. Fur die spezielleorthogonaleGruppeSO(2) ist
M , 0
()= cos sin
9 i sin" cos
undsomitwiedern = 1und
5 = @(' )- _ucos' sin'ﬂ_uo 1‘”
@ ., isin cos ~ j10
also
X - IJO i i‘ﬂ
i 0

“Wobeidie rechteSeitewiederuiberdie Reihenentwicklungle niert ist.
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Hiermit kdbnnenwir jetztauchdasobenanggebeneallgemeineResultat

g(" ) = exp(i'X )
uberpiifen:
X ik o (; 1)k- 2k e (; 1)k- 2k+1
.y _ (i k _ 1 . 1
exp(i'X ) = . K (iX) -~ —(Zk)! + i i —(2k+ 1)
il PR o T T o sin
= cos + iX sin' = cos .+ - sin
0 cos i sin 0
M . T
_ cos sin - g0 ):
i sin" cos 9t )

wobeiwir (iX )2 = ausgenutzhabenwasmanleichtveri ziert.
3. Fur die Gruppeder TranslationerT (a) : x 7! x°= x + agilt:

d
X—|I&.

4. In denUbungen(Aufgabe35) untersuchemir denFall der SU(2), die drei Generatoren
besitzt.

De nition 13.6.2(Lie-Algebra)
Fur die GeneratorerinerLie-Gruppegilt

X
Xi; Xl =i g Xi;
|

wobeider Kommutator de niert ist als
[A;B]:= AB | BA:

Die Zahlencj, heiRenStrukturk onstanten
Die Generatoreibilden alsoeinenVektorraumbzw. sogar eine Algebra,die manLie-Algebra
derGruppebezeichnet.

13.7 Tensorrechnung

NebenSkalarerundVektorentretenin vielenBereicherderPhysik sog.Tensoenauf. Diesesind
durchihr Verhalterunterorthogonalef ransformationenharakterisierin derExperimentalpisik-
VorlesunghabenSie schonden TragheitstensokennengelerntEine besonderdRolle spielen
Tensoreraberin allgemeinerRelatvitatstheorie.



13.7. TENSORRECHNUNG 149

13.7.1 De nition

Bevor wir einegenaueDe nition gebenwollenwir ein Beispielbetrachten.

Beispiel 13.7.1. Wir betrachterdie lineareVektorfunktionb = Ta, bei derjedemVektora in
linearerWeiseein Vektorb zugeordnetvird. Fur denFall, dassessichjeweils um Elementedes
3 handelt,schreibtmanauchkomponentenweise

bk = tpag+ tpap + tizas;

b, = txay+ tpay + txag;

s =tz + tyap + tizas;
oderkirzer X

b=tjg:= t§:
j=13

Dabeiwurdedie Einstein'sche Summenkonvention verwendetDiesebesagtdassuberdop-
pelt vorkommendelndizes zu summierenist. Die Summationsgrenzergebensich dabeiaus
demZusammenhandieseKornventionist sehrpraktischywennmanes,wie in derallgemeinen
Relatvitatstheoriemit vielen Matrizen, Tensoreretc. zu tun hat. Man muf3allerdingssehrauf-
passenz.B. kannmanin einemAusdruckwie tj a =(s; &) nichteinfacha; kirzen!Iin diesem
Kapitelwerdenwir die Summenkrnventiondurchgehenderwenden!
In demBeispielhabenwir die lineareAbbildungT durcheineMatrixmultiplikation dagestellt.
UnserTensorist dahemichtsanderesls eineMatrix®.
In der Physik charakterisiertnan allgemeinTensorendurchihr Verhaltenunter orthogonalen
Transformationerz.B. DrehungenWir wendendaherauf a und b eineorthogonalenTransfor
mationR = (r;),d.h.R' * = R" bzw.

5¢Rt = bzw. Fij ryy = ﬁ| ;

(wobeiwir die Summenknventionverwendethaben)alsoeine Drehungoder Drehspigelung,
an:

a=ra; B = rab;
wobeidie transformierter(*gedrehten”)VektorendurcheinenStrich gekennzeichnesind, bzw.
die Umkehrung

a =rjal; b=k
DieseUmkehrungfolgt ausder Orthogonaliit der Matrix R.

Wir fordernnun, dassim gedrehterSystemder gleicheformale Zusammenhangwischenden
Vektorenwie im urspiinglichenSystembestehersoll, d.h.

b= toaf:

SWegenderspaterenVerallgemeinerungesTensorbgriffes schreiberwir hier T stattT .
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Esstellt sichdanndie Frage,wie dertransformierteTensorT® = (t,) mit demurspiinglichen
T = (tx)) zusammenangt.DieszeigtfolgendekurzeRechnung:

tha’= | = rab = r (b &) = raty (rja) = (rarty) &
Somitlesenwir ab:
t% = rkir“—tij .

Dies de niert dasTransformationssrhalteneinesTensors?2. Stufe, d.h. alle Grof3en,die sich
unterDrehungergenausotransformierensind Tensoren.

Man beachtedassdiesesTransformationserhaltenanalogzu demdesProduktesh a; zweier
VektoreR ist:

taP= rr;ha :
De nition 13.7.1(Tensoren)

Ein Tensor 2. Stufe transformiertsich unterorthogonalerfransformationefR = (r;; ) wie das
ProduktzweierVektorkomponenten:

0 — .
tkl = rkir”tij .

Allgemeinist ein Tensorn-ter Stufe (vom Rangn oderderOrdnungn) eineMengevon Termen
mit n Indizesundanalogeniransformationserhalten

0 — .
tklmn;;; = TIkalib melnd ¢¢¢tabcd:::y

d.h.mit einemFaktorr; firjedenindex. Speziellhabernwir

n=0: Skalare (1 Komponentem 3);
n=1: Vektoren (3 Komponenteim 3);
n=2: Matrizen (32 = 9Komponenteim 3);

d.h.dieFallen = 1;2; 3reduzierersichaufbereitsbekannteObjekte.
Etwasformalersind TensorermultilineareAbbildungendesRaumesv; - V, - ¢¢¢- V,,, dem

plexenZahlen.Der Tensor‘erbt” danndasTransformationssrhaltendereinzelnerRaume.
Man unterscheidettau g zwischensymmetrischenundantisymmetrischenTensoren
tic = 8ty ;

wobei das obere (untere)Vorzeichenfiir den symmetrischer(antisymmetrischenlrall steht.
Bei TensorerhohererStufe mufd man zusatzlich angebenpzgl. welcherindizeseine (Anti-)-
SymmetriebestehtSobedeutet

ti kice= 8 tjikicee

6GenauemiiBtemansagenzum TransformationssrhaltendesProdukteszweierVektorkomponenten!
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(Anti-)Symmetriein denersterbeidenindizes.
Man kannTensorer®. Stufeimmerin einensymmetrischemindeinenantisymmetrischeAnteil
aufspalten:

1 1

i = 5@t )+ St i ti):
f—z— P—z—}
symmetrisch antisymmetrisch

Fur TensorerhdhererStufegehtdasfir zwei beliebigelndizes.

Beispiel13.7.2. Wir gebenreinigewichtige Beispielefur Tensoren.
1. DasKronecler-Deltad; ist ein symmetrischeffensor2. Stufemit
#(j) = lisljtdse = Tisljs = & ;

d.h.%; istinvariantunterorthogonaleransformationen.

2. Im 2 habenwir mit %, = | ¥%:; = 1und%; = %, = 0 densog.antisymmetrischen
Tensor2. Stufe H 1
3um 0 1
4 10

3. Aus denUbungen(ng.SAufgabe7) kennenwir bereitsdasLevi-Cevita-Symbol

2 1 (ij k) geradePermutatiorvon (123),
2k = i 1; (ij k) ungeradd’ermutatiorvon (123);
0; sonst(d.h.mind. zweigleichelndizes).
Esist als02153 = 2531 = 2315, = 1l und?13 = 253 = 2357 = j 1, alle 21 anderen
Komponentewerschwinden.

Das Levi-Cevita-Symbolbezeichneman auchals 2-Tensor oder den vollstandig anti-
symmetrischenTensor 3. Stufe.

4. Als physikalischenBeispielwollen wir denTragheitstensorl = (1) nennenderden
ZusammenhangwischenDrehimpulsL und Winkelgeschwindigkit ! fir einenstarren
Korperbeschreibt:

Z . ¢
iy I o, . :
Li= 1! = VdVl/éxl,Xz,Xs) reg g Xixp !y,
wobei4r) die MassendichtelesKorpersistundr? = x;x; = x3 + x3 + x3. Explizit hat
erdie Form
0 5 ) 1
Z X5+ X5 i XiXa | X1Xs
| = dV%X1iXaiXs) @ xoxy X2+ %% XoXs A
v i XaX1 | XaXz X2+ X3

d.h.der Tragheitstensoaist ein symmetrischeffensor2. Stufe.Das Tragheitsmomenim
eineAchse(durchdenUrsprung)in Richtungn istdanndurchl, = n;l; n; gebeben.
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13.7.2 Rechenegelnfur Tensoren

Wir stellenhier kurz die wichtigstenRechenrgelnfiir Tensorereusammen.
Die Addition (SubtraktionzweierVektoren(gleicherStufe!)ist analogzur Addition von Matri-
zenkomponentenweisee niert:

Gk = ak 8 b :
Entsprechendegilt fur TensorerbeliebigerStufe.

Im Gegensatzur Addition unterscheidesichdie Multiplikation von Tensorervon dervon Vek-
torenoderMatrizen.

Dasdir ekte Produkt oderTensoiprodukt
Fikim := @k - Bm = gjkhm
fuhrt namlichauf TensorerhohererStufe . Esist nicht nur fir TensorergleicherStufede niert,
die De nition laRRtsichanalogaufbeliebigeProdukteverallgemeinernAllgemeingilt:
n-Stufe- m-Stufe= (n + m)-Stufe:

EineweitereneueOperationist die sogenannt®erjingung oderK ontraktion . Hierbeiwerden

Indizesaussummiertz.B. im Falle einesTensors4. Stufe, bei demdie erstenbeidenindizes
verjungtwerden: A I
X
Sim = Tjjim = Fijim
j
Die Verjungung,die Uberzwei beliebigelndizeserfolgenkann,fuhrt alsoauf einenTensorder
Stufen| 2.

Die Matrixmultiplikationkonnenwir nunals Tensorprodukinit anschlieRendérerjingungdar
stellen,z.B. fur dasProdukteinerMatrix undeinesVektors:

ti - a = tja = Sk i! b =tja = sj;:

Diesbezeichnemanauchals qurschiekung zweierTensoren.
Analogist dasSkalarproduktie UberschiebngzweierTensoreril. Stufe:

a- b =ah i! ah = a¢h:
Im Fall einesTensor2. Stufeentsprichidie Verjungungder Spurbildung:

Spur(tji) = tj; :

"Mit AusnahmedesFalls Tensorer0. Stufe.



Kapitel 14

Differ entialgleichungenlll

14.1 DGL alsEigenwertproblem

Differentialgleichungemabenmanchmaldie Form von EigenwertproblemerDerentypische
Formist

Dy(x) = .y (X);
wobei D ein Operatorist, der Ableitungenentalt. In der Regel fordert mannoch zusatzliche
Randbedingungeso dassdie DGL nicht unbedingtfir alle Wertevon , eineLdsunghat. Exi-
stierteineLosungy (X), sohei3tdasentsprechendg Eigenwertundy (x) Eigenfunktionoder
Eigenlosungvon D).

Ein wichtigesBeispielist die Schwingungsgleichunglie sichfir D = (3(—22 ergibt. Wir werden
daraufamEndediesesAbschnittszurickkommen Vorherwollen wir unsmit einemallgemeine-
renProblembesclaftigen.

De nition 14.1.1(Sturm-Liouville-Problem)

Wir betrachterdie Funktioneng(x), p(x) undr(x), die jeweilsim Intervall [a; b] de niert sind.
Dabeiseiq(x) stetig,p(x) > 0 undzweimalstetigdifferenzierbaundr(x) > 0 und stetigin
la; H.

DasEigenwertproblem

Sy(x) + ,r (x)y(x) = 0

bezeichnetnhanals Sturm-Liouville-Pr oblem, wobei 8 mit

$y() = 1 (POOYX0) + AbY(x)

als Sturm-Liouville-Differ entialoperator bezeichnetvird.
Zusatzlichfordertmandie sog. Sturm-Liouville-Randbedingungen. Hierbeisoll fr zwei be-
liebige,unterschiedliché 6sungeru(x) undv(x) desSturm-Liouville-Problemgelten:

PO [UCOVIX) i u)V(X)] © = O:

153



154 KAPITEL 14. DIFFERENTIALGLEICHUNGENIII

Dabeiist :::;j2 wie bei der Integrationzu interpretierenals die Differenzder Funktionswertean
der Stellebund a. Der Grundfir dieserechtungevohnlicheWahl der Randbedingungewird
gleichetwasklarerwerden.

Man kannzeigen dassdasSturm-Liouville-Problenunterdenobenanggebenen/oraussetzun-
gen(inklusive der Randbedingungemngelle Eigenwerte, ,, hatmit zugeldrigenEigenbsungen
Yn(x). Dieseerfullen folgendeOrthogonaliatsbedingung
Z b
(Yn:Ym) = dxr(X)yn(X)ym(x) = 0 farn & m:
a
Dieskannmanrelativ einfachbeweisen Zunachsuilt, day, (x) eineLosungderSturm-Liouville-
DGL ist, .
(POYYR ()™= i [a(x) + , ar ()] Yn(x) :

Nun multiplizierenwir dieseGleichungmit y,,(x) undintegrierendannuiberdasintenall [a; b).
EineanalogeBeziehungerhaltenwir, wennwir in obigerVorgehensweisa undm vertauschen.
Bildet mandie DifferenzdieserbeidenGleichungensofolgt

— zZ,

S

PO ym ()Ya(¥) i YmOYa()] .= Cmi wn)  AXT(X)Ya(X)Ym(X) :
a

Die linke Seiteverschwindetuf Grundder Sturm-Liouville-RandbedingungeBa, ., 6 , , ist,
muf3dasintegral verschwindenAn dieserStelleerkennenwir einenGrundfir die ungevohnli-
cheWahlderRandbedingungen.

Beispiel 14.1.1. Als ein wichtigesBeispielwollen wir auf die Schwingungsgleichunguriick-
kommen Hier ist offensichtlich

px)=1, qx)=0; r(x)=1:

Als Intenall wahlenwir [j %%}, d.h.b= j a= % Mit derWahly(8 %) = 0 sindoffensichtlich
die Sturm-Liouville-Randbedingungesrfillt.
Die LosungerdiesesSturm-Liouville-Problemsinddurch

2

.n=n"n und  yn(x) = Asin(nx)

gegeben Dies siehtmanfolgendermal3er®hneBeriicksichtigungder Randbedingungelautet
dieallgemeind_osungfur, , O

y(x) = Asin(pfx)+ BcosF,_x):

Die Randbedingungelassensich nur erfillen, fallsB = 0 istundp . =n2 .Daherhaben
die Eigenwertdn diesemFall die Form, , = n? mitn 2
Die Eigenbsungererfiillen die Orthogonaliatsbedingungen
YA Ya
(YniYm) = sin(nx) sin(mx)dx = 0 fir n 6 m;
i Ya

waswir friherschonexplizit gezeigthatten.
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14.2 SpezielleDGL

14.2.1 Legendre'scheDGL
Die Legendre'scheDGL lautet

L7 XAy i 2xyqx) + I(1 + D)y(x) = O;

wobeix 2 [j L;1Jundl 2  seinsoll'. Die LosungendieserGleichungbezeichnemanals
Legendre-PolynomeP,(x) zudenEigenwerter(l + 1). =

Dies kannman explizit nachpiifen mit dem Potenzreihenansatdx) = i:o a,x". Explizit
lautendie ersten_egendre-Polynome

Pox)=1  Pi(x)=x  Pa(x) = gxzi %; P3(x) = gx3i gx:
Farl < 0,12 gilt:
Piiii1= P
Die Legendre-Polynomgeriigender Orthogonalitsbeziehung
Z, 1
ilde|(><)F’n(><) = oy gn

Man kanndie Legendre-Polynomeéurch Ableitung auseinersog.erzeugendenFunktion er
halten.Dieseist de niert durch

i X
Ax;h) = P(x)h':
1=0
Damitgilt dann _
1 @ ; -
Pn(x) = @ AX;h) | o
Man kannzeigendassA(x; h) explizit gegeberist durch
. 1
X h=p—n—r-oam jhj < 1):
A(X; h) P on s e (jhj< 1)

Hierauskannman danndurch Berechnungler n-ten Ableitung an der Stelleh = 0 dasn-te
Legendre-Polynonbestimmen.
EineandereMoglichkeit zur Berechnungon P, (x) liefert die Rekursionsgleichung

(N+ 1)Prs1(X) = (2n+ 1)XPo(X) i nPp; 1(X) :

Hiermit kannmanausPy(x) = 1 und Py(x) = x rekursv alle hoherenLegendre-Polynome
bestimmen.

NebenderLegendre-DGLiritt auchmanchmablie verallgemeinerteLegendrescheDGL

!Esgibt auchLosungfiirl 2 . Diesehabendie Form von Potenzreinemindwerdenhier nicht betrachtet.
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OIi1- 2 ¢.u_ i I 1ﬂ =0;
&(Ix)yo(x)l T X2+(+)Y(X)— ;

auf,wobeim 2 mitm? . [2ist. Fir m = Oreduziertsichdieszur Legendresche®GL.
Die LosungerderverallgemeinertehegendrescheDBGL sinddurchdie zugeordneten_egendre-
Polynome
_, d”
PI() = G )M (Li XY™

SEPI00 0 m- )

gegebenFir | < m < | gilt dabei
; |
m(l | m) Pm(X):

F)Ii m(X) = (l 1) (l + m)l |

14.2.2 Kugel achenfunktionen
Einesehrwichtige GleichungderPhysik ist die Laplace-Gleichung
| 4f =0;

diez.B.im Zusammenhangit WellenpfanomenemuftauchtStrenggenommerandeltessich
um einepartielleDGL (sieheKapitel 14.3),die wir aberim folgendenauf gewvohnlicheDGLen
zurickfuhrenwerden.

Wir wollen spezielldie Losungder Laplace-Gleichungem Kugelkoordinaterf (r;#;' ) unter
suchenDazumachenwir den(Separations-)Ansataiehespaterin Kapitel 14.4.4)

f(r;#')=RMSET(),;

d.h. wir suchenLdsungendie sich als Produktvon Funktionennur einer Variablenschreiben
lassen!

Zunachstsetzerwir diesenrAnsatzin die Laplace-Gleichungin,wobeiwir denLaplace-Operator
4 zwecknaligerweisén KugelkoordinaterdarstellensieheKapitel 15.3.4):

0

4f(r;#")

- 1 T .
l—@urz—@ + 1 —@“sin#—@ + 1 e f(r;#")
re @ r2sin# @ @ r25in2ﬁf1@2 "H,
RST 1d" ,dR 1 Msinga?  ds' aeT"

— —— [ + —— —— sin#— + ==
r2  Rdr dr si# S d# d# Td?2

Wir betrachtemundie beidenTermein dereckigenKlammer Der erstehangtnurvonr ab,der

zweitenurvon# und' . Daherkanndie Gleichungfur beliebigeWertevonr, # und' nurdann

erfullt sein,wennbeidekonstantsinc?, genauer

lgurzd_Rﬂ ) 1 Fsin# d
Rdr dr

0 || 1
sin#d—S LdT =i ®

= - + -
® und Sy TS5 @ @  Tde

2DahinterstecktfolgendeAussageGilt f (x) + g(y) = Ofirallex undy, soistf (x) = aundg(y) = | a mit
einerKonstantera. Die Aussagezeigtmanleicht durchDifferenzieremachx bzw y.
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mit einernochunbekannteiKonstanter®.
Die Gleichungfur r wollenwir hier nicht weiterbetrachtenFur die zweite Gleichunggilt nach
derelementaretymformungin
M. H T l 2
sin# d dS 1d°T _

. .2
S o sm#@ + ®sin“# +?F_O

ein ahnlichesArgumenthDerersteTeiI hangtnurvon# ab,derzweitenurvon' . Dahergilt
?% sin#@ + ®sin’# =~ und %(;2—-2 =i
mit einerKonstanten .
Die zweiteGleichungkanndirektgelostwerden:
TC)=td ~ +te’
Die ersteGleichungformenwir zunachstmit Hilfe der Substitutiorx := cos# umin
d g o y2 dsﬂ g . -
dx (1i X)& + ®j 1 %
Diesist eineverallgemeinertéegendre-DGL Damit eineL dsungexistiert, misser®und  die
Form

S(x) = 0:

®=1(+1) und = m?
habermmit ganzzahligenn undm. Esgilt dann
S(#) = P"(cos#) :

Somithabenwir denWinkelanteilder Losungder Laplace-Gleichungn Kugelkoordinaterbe-
stimmt.Er wird erzeugtdurchdie sog.Kugel achenfunktionen.

De nition 14.2.1(Kugel achenfunktionen)
Die Kugel achenfunktionensindde niert durch

S

Yim(#" ) =

@2+ 21)(j m)
4% (I + m)!

P™(cos#)e™

Man beachtehierbei,dassesin der Literatur durchausunterschiedlichéorventionenfiir das
Vorzeicherunddie Normierunggibt!

Explizit lautendie erstenrKugel achenfunktionen
r_— r__ r__
1

3 . " 3
4—1/4 Yii=j —=—sin#e€ ; Y= — COSH:

Yoo = 8 i
AulRerdenmilt o
YI;i m = (i 1)mY|m :
Diegugel achenfunktioneerfullen die OZrthogonaIii'atsbeziehungen
2Y4 Ya
d- Yiomo(#;"' )Yim(#;' ) = d' d# sin# Yiomo(#; "' )Yim(#;' ) = Hjotpmo:
0 0
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14.2.3 BesselscheDGL

MachtmaneinenanalogerSeparationsansattiar die Laplace-Gleichungn Zylinderkoordinaten,
sokommtmanfir denYabhangigenTeil derLosungzur BesselcheDGL

dudy io. 50 _n-
x& x& + X% p° y(x)=0:

EineKlassevon Losungersinddie Besselfunktionenl. Art der Ordnung p:
X e

(i l)n 5 2n+p.
L i(n+Di(n+p+1) 2

qq
I

Jp(x) =

Dabeiist j( X) die Gamma-Funktion. Flr positive,ganzzahligex = n+ 1gilt j( n+ 1) = nl.
WeitereLdsungersinddurchdie Besselfunktionen2. Art
. cosfR)Io(X)i J;0(x)
Yo(x) = l!l!mp sin(¥®)

gegeben.

14.2.4 Hermite'scheDGL
Die Hermite' scheDGL

1 qq
d a i X2 dy ' i X2 _
ax e ax +2ne“y(x)=0

wird durchdie Hermite-PolynomeH ,(x) gelost.Dieseerhalt manausdererzeugendeRunkti-
on

) X h" e
A h) = Ha(x) = g hrahx,
n=0 )
Siegen’JgenderOrthogongliﬁtsrelation
1
dxe X Hp () Hm(x) = | 72Nty
il
14.2.5 Laguerre'scheDGL
Die Laguerre'scheDGL lautet
1 qq
d i i X dy ' i X
. X2 4 i — .
x xe x ne' *y(x) = 0:
Ihre Losungersinddie Laguerre-FPolynomelL ,, die durchdie erzeugend€&unktion
< )4 1 . xh
A(x; h) = L,(x)h" = ——¢' Tin
. 1i h

bestimmtsind.
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14.3 Partielle DGL

Partielle Differ entialgleichungen(pDGL) enthalten(partielle)Ableitungennachmehrerernva-
riablen,z.B. 25U und @51 Siesindin derRegel deutlichschwierigerals gawohnlicheDGL
undselbstfir Gleichungeri. Ordnung(bei denemur ersteAbleitungenauftauchenyibt eskei-
nesoallgemeinelheoriewie fur gewohnlicheDGL.

In der Physik amwichtigstensind partielleDGL 2. Ordnung,bei der hdchsten. Ableitungen
auftretenlhre allgemeing~ormist im Falle von zwei unablangigenvariablenx undy:

@u @u @u d@l+e@+fu—R(xy)

e’ @@' ‘@ “a ‘@
Dabeikdnnenalle auftretenderkoef zienten wie die gesuchtd-unktionu(x; y) ebenélls Funk-
tionenvonx undy sein,alsoa = a(x;y) etc.

Man unterscheidedrei Typen: elliptische, parabolischeundhyperbolischepDGL 2. Ordnung.
Dieseliegenvor, wennfolgendeBedingungererfullt sind:

hyperbolisch: ? > 4ac;
parabolisch: * = 4ac:
elliptisch: K < 4ac:

Daa, bundc Funktionersind,kannderTyp in verschiedeneBereicherdesDe nitionsbereiches
unterschiedliclsein!

Hau g hat manesmit einemRandwertpr oblem zu tun. Hierbei mul3 die gesuchtd_dsungu
nochamRand@\ desDe nitionsbereiche\ gewisseBedingungererfullen. Manunterscheidet
dabeifolgendeTypen:

2 Dirichlet-Randbedingungen: Hier sind die Funktionswerteam Randvorgegeben,also

u(@).

2 Neumann-RandbedingungenHier ist die Ableitungder FunktionamRandin Richtung
derNormalenvorgegebend.h.n ¢gradu -

2 Cauchy-Randbedingungen:Hierbei handeltes sich um eine (gewichtete) Kombination
von Dirichlet- undNeumann-Randbedingungen.

14.3.1 Wichtige pDGL der Physik
Im folgenderwollenwir die wichtigstenpDGL derPhysik aufzahlenundklassi zieren.

2 Die Laplace-Gleichung



160 KAPITEL 14. DIFFERENTIALGLEICHUNGENIII

habenwir bereitskennengelernin zwei Dimensionerlautetsie expliziter

@u, Gu_,
@2 @2

Die zugeldrigeinhomogenésleichung
4 u=%Xy)

heil3tPoisson-Gleichung Sie beschreibtz.B. daselektrischePotentialeinerLadungser-
teilungx; y).

Die Poisson-Gleichungst vom elliptischenTyp.

2 Die Diffusions-GleichungoderauchWarmeleitungsgleichunglautet

4 u(x;y;t) = }%

Dabeiist- > 0 eineKonstante.
Eshandeltsichum eineparabolisché®GL. Furt ! 1 erhalt manwegen

lim @:0

i @
einestatischgd.h. zeitunablngige)Losung Dieseerfillt danndie Laplace-Gleichung!

2 Die Wellengleichung

1
_2@20
vZ @2

beschreibtie Ausbreitungdie Ausbreitungvon Wellen mit der Fortp anzungsgeschwin-
digkeit v. Sieist vom hyperbolischeyp.

4 u(x;y;t)

2 Die Schrodinger-Gleichung

i N @
i oAU+ V(Oulst = i @

ist die grundlggendeGleichungder QuantenmechanilSie beschreibtie quantenmecha-
nischeWellenfunktionu(r;t) = u(x;y;z;t) eines(nichtrelatvistischen)Teilchensder
Massem, dassichim PotentialV (r) bewegt. ~ = h=2%iist dasWirkungsquantum.

In denobigenBeispielerhaberwir in derRegel denzweidimensionalefall (zwei Raumdimen-
sionenx undy) angegeben.Die Verallgemeinerunguf den n-dimensionalerfall ist in allen
Beispielenoffensichtlich.
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14.4 Losungserfahrenfir pDGL; Green'scheFunktionen

Wie schonerwahnt,gibt esfur pDGL wenigerallgemeineAussageroderL dsungserfahrenals
fur gewohnlicheDGL. In der Praxiswerdendaherhau g numerischeMethodenwie Relaxa-
tionswerfahrenoder FastFourier Transformation(FFT) eingesetztHier wollen wir abereinige
Beispielefiir analytischeMethodenvorstellen.

14.4.1 Integraldarstellung

Wir betrachterdie eindimensional®iffusionsgleichung

Gu_a

@ @
mit derRand-bzw Anfangsbedingung(x; 0) = f (x). Siebeschreibtie zeitlicheEntwicklung
derzurZeitt = 0 vorgegebenetWarmeverteilungu(x; t).

In denUbungen(Aufgabe32) werderwir mit Hilfe derFourierTransformatiorzeigendasssich
Losungin folgenderForm schreiberafit:

7
U 1) = e e S5 (y) -
0= Pu W y):

(xi )2

DenFaktorel —a — bezeichnetmanin diesemZusammenhanguchals Hitzekern (“heatker-
nel”).

14.4.2 Integraltransformation

Wir betrachterdie Poisson-Gleichung drei Raumdimensionen:
4u(r) =i 4/ (r);

wobei

£9(r) :

HX)Hy)H(2) :

Physikalischbeschreibtdannu(r) daselektrischePotentialeiner Punktladungg am Ursprung
r = 0. Wir werdenspatersehenwie manausderLosungdiesespeziellerProblemsur Losung
fur einebeliebigelnhomogeniat4r) kommt.
Zur LosungdieserGleichungwendenwir eineFouriertransformatiorauf alle drei Variablenx,
y,z an,z.B.
1 Z, zZ, Z, -
t(Px; Py P2) := FT(u(r)) = pﬁ dx dy dze Px*el Py Pz2y(x;y;z) :

4 il il il

SWobeiwir 0.B.d.A.- = 1setzen.
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Man beachtedassessich um drei getrenntelransformationefandelt.Die Variablenim Fou-
rierraumhabenwir dabeimit py, py, und p, bezeichnetWennwir sie als Komponentereines
Vektorsp interpretierenkonnenwir diesauchkompakterschreiberals
1 z
tp) = p—5 d’re Bru(n):
a7

A

Wendetmannun die Fouriertransformatiomuf die obige Poisson-Gleichungn, so erhalt man
nachkurzerRechnung

1
i P(p) = | 41/qp—/3;

2Y4
undsomit ro
_ 2q.
t(p) = ;4@ :
Der Faktorj p* = j p;i p]i P entstehtdabeidurch AnwendungdesLaplace-Operators

= &, + & + & aufdieFouriertransformierte.
DurchRucktransformatiotkonnenwir nundie Losungexplizit bestimmen:
Z

u(r) ~—  d’pt(p)el”t

I
jp
NE

1 Z21/4 Zl/4

dp d d#p? sin# 1eilor cos#
0 0 p2

| |
o) 'N-"Q
.. %
o

Hier habenwir die DetailsderRechnungausgelasse®eim Ubeigangzur zweitenZeile wurden
fur die BerechnunglesintegralsKugelkoordinaten(p = jpj; #;" ) im p-Raumeingefihrt. Dabei
wurdedie p,-Achseparallelzur Richtungvonr gewahlt. Bei derBerechnunglesintegralswurde
auBerdem, S"¥dy = ¥ verwendet.

Aus physikalischerSichtist dasErgebnisnatirlich nicht tiberraschendlenneshandeltsichum
dasbekannteCoulomb-PotentiagéinerPunktladungy im Ursprung!

14.4.3 Green'scheFunktion

Wir wollen jetzt ein wichtigesVerfahrendiskutieren daszur L dsungallgemeineiinhomogener
DGL mit gegebenerRandbedingungemsbesonderaberauchvon pDGL.

Wir wollenhierspezielldeneindimensionalefall betrachtenyndzwar fir ein Sturm-Liouville-
Problemvom Typ

Dy()=f(x)  mit y@=y(=0
unddemSturm-Liouville-Operator

Dy = (p(x)y(x))°+ a(x)y:
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Die WahlderRandbedingungeist keineeinschneidendgéinschiankung Fir denFall y(a); y(b) 6
0 I16stman zuerstdie homogeneSleichungDy, = 0 mit yn(a) = Ya, Yn(b) = Y. Isty(x) die
LosungdesobenanggebenerProblemamit y(a) = y(b) = 0O, soist

$(x) = y(x) + yn(x)
die Losungvon By(x) = f (X) mit $(a) = y. undy(b) = yp.
Wir kommennunzur Lésungvon Dy(x) = f (x) mity(a) = y(b) = 0.

De nition 14.4.1(GreenscheFunktion)
Die Green'scheFunktion (oderEin ussfunktior) derDGL Iﬁy(x) =f(xX)mity(a) = y(bh =0
ist die LosungG(x; z) derGleichung

DG(x;z) = Hx i 2)
G(a;z) = G(b;z) =0 (a<x;z< b:

G(x; z) stellt eine Art Elementarbsungdar, ausder sich die Losungvon Dy(x) = f (x) mit
y(a) = y(b) = 0bestimmenaldt.Diessiehtmanfolgendermal3erZunachstgilt, nachDe nition
derGreenschenFunktion,

(PGY°+ aG = Hx i 2):

Diese Gleichungmultiplizierenwir mit y(x) und subtrahiererhiervon die betrachteteSturm-
Liouville-Gleichung,
G(py)°+ ayG = G(x; 2)f (x);

die wir nochmit G(x; z) multipliziert habenDiesergibt zunachst
[p(yG® YyG)I°= yHxi 2)i Gf

undnachintegrationtiberx Uberdasintervall [a; b
- z b z b Z b
PG’ YB) o= dxy()HXi 2)i  dXG(x2f ()= y(@)i  dxG(X 2)f (X):
a a a
Die linke Seiteverschwindetauf GrundderRandbedingungei®omiterhalterwir folgendeDar-

stellungder LosungdesSturm-Liouville-Problem®y(x) = f (x), y(a) = y(b) = 0 durchdie
GreenscheFunktion:

e ]

Zp

y(x) = dx G(x; z)f (x)

a

fur z 2]a;d. Dies erlaubtuns, bei Kenntnisder GreenschenFunktion,die DLG fur beliebige
Inhomogeniatenf (x) explizit zulosen!
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Beispiel14.4.1. Als Beispielbetrachterwir die Poisson-Gleichurfy
4 u=j 4HX;y):

Die GreenscheFunktionhattenwir im Prinzipschonin Kapitel 14.4.2bestimmtwennmandort
g= 1setzt:

1
G(r;r) = - :
(vir) jri 9
Somitlautetdie allgemeind_dsungderPoisson-Gleichung
g A

u(r) = d°r - :
(r) s jrij 19

14.4.4 Separationder Variablen

Ein Verfahrenmit demsichin vielenFallenLdsungervon pDGL bestimmenassenperuhtauf
einemSeparationsansatzz.B.

u(x;y;t) = X(X)Y(y)T(t):

Wir habendies bereitsbei der Herleitungder Kugel achenfunktionenn Kapitel 14.2.2ange-
wendet.Dasdort beschrieben®orgehenist typischfur diesesverfahren Wir wollen unsdaher
aufein paarallgemeineBemerkungermeschanken.

2 Ein Separationssatzietet sich vor allem dannan, wennder Randdurch Koordinatenli-
nien oder- achendarstellbarist. Daherist beim Separationsansatfie Wahl geeigneter
Koordinatenjn denemmandie Separatiordurchfuhrt, wichtig.

2 DurchdenAnsatzwird die pDGL in mehreregevohnlicheDGL zerlegt, die oft die Form
von Eigenwertproblemehaben DieseDGL sind durchgemeinsam&onstantemmitein-
anderverbunden.

2 Die allgemeinel dsungerhalt manals Linearkombinationvon Produktenaller Teillosun-
gen.

2 Randbedingungeachi@anken die Losungerein, z.B. legen sie die erlaubtenEigenwerte
festoderbestimmerdie Koefzienten derLinearkombinationen.

2 Manchmalgibt esnur fir bestimmteParameterwerteer DGL zulassigd.osungen.

4Wir habenhier die Inhomogeniat etwas andersnormiert,um die Poisson-Gleichunin eine “physikalische'
Form zubringen.



Kapitel 15

Koordinatensysteme

15.1 GebrauchlicheKoordinatensysteme

Bisherhabenwir im 2 die kartesischerKoordinaterx; y; z (bzw. X1; X»; X3), die Zylinderko-
ordinaten’2;; z und die Kugelkoordinatenr;'; # kennengelerntDanebengibt esnochviele
weitereKoordinatengdie in einzelnerFallenhilfreich seinkdnnen!

Strenggenommerhabernwir abermeistnichtwirklich Zylinder- oderKugelkoordinaternverwen-
det,d.h. Vektorenin der BasisdieserKoordinatensystemeargestellt,sondermur die Kompo-
nentenderkartesischeioordinatermit Hilfe derVariablenYz;; z bzw. r;"; # parametrisiert
Wir wollen in diesemKapitel ganz allgemeinherleiten,wie sich Grof3enin unterschiedlichen
KoordinatensystememeschreibetassenWir konzentriererunsauf denFall des 3, aberalle
Uberlggungenassersichin offensichtlicheMeiseauf beliebigeDimensionerverallgemeinern.
Bei unsererBetrachtungemwerdenunsdie kartesischeoordinateralsReferenzsystermienen.
Zur Vereinficghungpezeichnemvir sieim folgendermmit x1; x»; X3 stattx; y; z, d.h.derOrts\ektor

X1
istdurchr = @x,A gegeben.

X3
Esseiennunug; u,; uz beliebigeandereKoordinaten Wir stellendie kartesischerKoordinaten
alsFunktiondiesemeuenKoordinaterdar:

X1 = Xi(Up;Uz; Us);
X2 = Xa(Uq;Uz; U3);
X3 = Xz(Uq;Ugz; U3);

wobei wir den Funktionsnamemgleich der entsprechendekartesischeiKomponentegevahlt
habenDiesesGleichungssystemst nachdenu; au sbarfallsfir die Jacobi{bzw. Funktional-
) Determinantgvgl. Kap. 8.4) gilt:

- S|
@X1;X2i%3) _ gor @

——— 2 6 0:
@us; Up; Us) Q@

165
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A)

A+ dA

P
r r+dr X

Abbildung15.1.1:Koordinatenlinienn ebenerPolarloordinatenDie r-Linien sindradialeGe-
rademit Winkel' o unddie' -Linien Kreisevom Radiusr .

Wir betrachtemundie Koordinatenlinien (vgl. Kap. 8.4),die manerhalt wennmanalle Koor-
dinatenbis aufeine xiert unddiesefreie Koordinatealle erlaubténMertedurchlauferd asst.Die

KoordinatenlinierdurchdenfestenPunktr @ = r u{®;u{’;ul’ nennenwir

0 0 _ 0 0 _ 0 .
ra(un) = r(usud;ud); rp(u) =t uzsu); rg(un) = ru;ud); us):

Schneidersich die Koordinatenlinierpaarweisan einemrechtenWinkel, so sprichtmanvon
rechtwinkligen oderorthogonalenKoordinaten.
In kartesischeKoordinatersinddie KoordinatenlinierGeraderparallelzurkorrespondierenden
Achse,z.B.istr,(x;) = r(xl,x(zo),xgo)) eineParallelezur x-Achse.
Abb. 15.1.1zeigt die Koordinatenlinierr ;(r) = r(r;" o) (r-Linien) undr,(r) = r(ro;" ) ( -
Linien) derebenerPolarloordinaten.
Die Basis\ektorenderkartesischetKoordinatersind die Einheits\ektorene, ; e,; €; in Richtung
der Koordinatenachseisie stimmenmit denTangentemektorenan die Koordinatenlinienibe-
rein! Dieswollenwir aufbeliebigeKoordinatenibertragemundde nierendaherals Basis\ekto-
rene, derKoordinateruy; us; us
1 @ - , @

o= - mit hy, = —
§UJ @J r=ry K
Damitist e, alsoein normierterTangentewektor T; an die u;-Linie durchr,. Man beachte,
dassdaherdie &, nochvom Punktr, abrangenkonnen!Die Normierungsaktorenh,, werden
wir spaterexplizit berbtigen!
Fur orthogonalé&Koordinatenauf die wir unshier beschankenwollen, gilt

eu_¢eu:+

Daherbilden die f g, g eine Orthonormalbasisles 3. l.a. benutztman die Korvention, dass
dlese§ystemechtsland|g|st d.h.esgqilt

1)

e, =¢&,E €, + zyklischelndexvertauschungen
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Under construction !

Abbildung15.1.2:Die RichtungderBasiS\ektorengzuj andertsichi.a. mit derPosition.

An dieserStelleseinochmalsetontdasssichi.a. die RichtungderBasis\ektorere,, , unddamit
die Orientierungder Basis,als Funktionvonr , andert(sieheAbb. 15.1.2).Man machesichdas
am BeispielderebenerPolarloordinaterklar (sieheAbb. 15.1.1).Der Basis\ektore, zeigtals
Tangentewektor andie r-Linie immerin radialeRichtung,die abermit '  variiert. Die karte-
sischerKoordinaterbilden hier eine Ausnahmegdadie Koordinatenlinierdurchverschiedenen
Punkteparallelsind!

Wir wollen dieseallgemeinerBetrachtungemuf die bereitsbekannterialle der Zylinder und
KugelkoordinaterspezialisierenDie Ergebnissaverdenwir dannverwendenum z.B. die Form
derDifferentialoperatorem diesenSystemerherzuleiten.

15.1.1 Zylinderk oordinaten

Wir hattendie Zylinderkoordinatenn Kapitel 1.4.3eingefihrt. Prazisergesagthabenwir dort
nurdie'Zylindervariableny%;; x3 de niert undmitihnendiekartesischeiKoordinaterparame-
trisiert. In unserejetzigenNotation(mit u; = “2u, = ' undusz = X3) lautendie dortabgeleiten
Beziehungen:

01 0 1 P
X1 Ycos Yo = X2+ x5 2[0;1[
r = @x,A = @usin' A mit ' = arctan® 20,2 :
X3 X3 X3 2

Die Koordinatenlinierlassersichanalogzumobenbetrachteterall derebenerPolarloordina-
tenleichtbestimmenDie Y:Linien

1
cos' g
r, (A = @Ysin' (A
X(0)
3

sindradialeHalbgeradein thex(go) im Winkel' (. Die" -Linien sindKreiseumdenUrsprung

unddie x3-Linien sind Parallelenzur z-Achse.
Die Basis\ektorender Zylinderkoordinatersind dahergegebendurch
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cos
e, = R @sin' A ; hy,= 1;
h1/2 2 0
0o 1
i Sin
e = ig:@COS'A; h.:1/2;
h @ 0
01
1@ 2
&, = __:@OA:%, hX3:1
hX3 @3 1

Man beachtedasswir hierdie Basis\ektorendurchihre Darstellungn kartesischeioordinaten
(als3-komponentige/ektoren)anggebenhaben.
Da

e,£ e =g,

wie manleichtnachrechnetilden(e,; e ; e,,) ein Rechtssystem.

15.1.2 Kugelkoordinaten

Die Kugelkoordinatert2#:' hattenwir ebentillsin Kapitel 1.4.4kennengelerit Auch sie hat-
tenwir bisherim Wesentlicherzur Parametrisierunglerkartesischetomponentemenutzt:

O 1 O 1 P
X1 r sin# cos Vo= xi+xs+x3 2[01]
r = @x,A = @rsin#sin' A mit # = arctan% 2 [0:Y]
X3 r cos# ' = arctan® 2 [0;2Y]
Wir konnennundie Basis\ektorenderKugelkoordinatenm kartesischetsystemangeben:
/a) 1
sin# cos'
1 ) )
e = h—@ = @sin#sin' A ; hy = 1;
r @ 0 cost
COS# cos'
1 )
e, = h—@ = @cost#tsin' A : he = 1;
" O i sin#
o 1
1 i Sin .
e = h—@:@cos' A h = rsin#:
. @ 0
Da
efte=¢;

bilden(e ; e,; e ) ein Rechtssystem.

ISieheauchAufgabe3 der Ubungen.
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15.2 Bestimmungvon Vektorkomponenten

De nition 15.2.1((Vektor)Komponenten)
Dadie Vektorenf g, g eineBasisbilden,kannmanbeliebigeVektorenF in ihr darstellen:
X
E = FUJ' guj :
i
Die ZahlenF,, nenntmandie Komponentenvon E bzgl. derBasisf e, 9

Furorthogonal&oordinatenst f e, 9 sogareineOrthogonalbasiDannkonnenwir die Kompo-
nenteF,, einfachalsProjektionvonE aufdieRichtunge, (dieRichtungderu,-Koordinatenlinie)
berechnen: X X
E ¢g, = Fu, &, te, = Fo 51 = Fuy:
J ]
Die kartesischeomponenteff; , d.h.die Komponentezgl.derBasisf e,; e,; €,9, sindoffen-
sichtlichein Spezialll derobigenDe nition. Meist sind Vektorenin kartesischemkoordinaten

gegeben: X
F= Fe;
j
wobeiwir vereinfichendg JUr &) schreibenDie kartesischerKomponenterfasstmandann
F1
auchals SpaltenektorF = @F,A zusammen.
F3

Beispiel15.2.1.

1. Die KomponentemesOrtswektorsr in Zylinderkoordinatersindgegebendurch:

= T0e,= COS (¥goS ) + sin' (Vsin' ) = YcoS " + sin’’ ) = ;
rr = r¢e = (j sin' )¥cos + cos (¥sin') = 0;
My, = L¢§Xs = Xa:

Dabeihabenwir die explizite Form der Basis\ektorene,, e ; g,, ausgenutztdie wir in
Kapitel 15.1.1anggebenhatten.Somiterhaltenwir alsodie Darstellungvonr in Zylin-
derkoordinaterals

I = %6+ X3g,,:

2. Analog konnenwir nun mit Hilfe der ErgebnisseausKapitel 15.1.2den Ortswektor in
KugelkoordinaterdarstellenMan siehtschnell,dassr ¢e = 0 = r ¢e, ist undsoergibt
sich

r=re:
Die Darstellungn Zylinder- undinsbesonderan Kugelkoordinaterist alsoviel einfacher
alsdie Darstellung = x1€,, + X26,, + X3&,, in kartesischeioordinaten!



170 KAPITEL 15. KOORDINATENSYSTEME

0 1
X3
3. Abschliel3endwvollen wir nochdenVektor E = xzg,, = @O0A in Kugelkoordinaten
0
darstellen.
Mit X3 = r cos# folgt:
0 1 0 .
r cost# sin# cos'
F. = F¢e =@ 0 A ¢@sin#sin' A = rsin#cos# cos)
0 cost
Fs = r¢e, =rcog#cos;
F = rc¢e =jrcostsin"

Die Darstellungvon F in Kugelkoordinatenist also wesentlichkomplizierterals die in
kartesischeKoordinaten.

Als Nachsteswollen wir uns mit dem Differenzierenvon Vektorenbesclaftigen. Da die Ko-
ordinatenlinieni.a. keine Geradersind (auf3erim kartesischerrall), anderndie Basis\ektoren
ihre Richtungund musserdaherauchdifferenziertwerden nicht nur die Komponentenwie im
kartesischerfrall. Bei AbleitungnachdenKoordinateru, gilt daher:

@ = X " @u' %ﬂ
@ @ e

Bei derAbleitungnachandererParameterr{z.B. der Zeit) gehtmanunterBerucksichtigungder
Kettenrgel analogvor.

§U|+F
|

Beispiel15.2.2. Wir wollen die Geschwindigkit v(t) ausr (t) bestimmen.
In kartesischeiKoordinatersinddie Basis\ektoreng, konstantundwir habendie bekannte-or-
mel X
vty =r(t)=  x()g;

]
d.h.wir erhaltendie Komponenterder Geschwindigkit durchZeitableitungder Komponenten
vonr.
In Zylinderkoordinatenist dasnicht so! Wir verwenderdie in Beispiel15.2.1abgeleiteteDar-
stellungdesOrtswektorsin Zylinderkoordinaterund erhaltenzunachst

di, ¢
V(D) = r(t)= o et xae,
= e+ VBt X3€, + Xa€,’

Wir berbtigennundie Zeitableitungerder Basis\ektoren Diesekonnenwir unsausdenErgeb-
nissenin Kapitel 15.1.1beschdken, dennesgilt z.B.

o 1 0 1
COS SIN

(-
e,= 9 @sin’ A = @' cos A="e.:
dt 0 0
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Offensichtlichgilt e,, = 0 undsomiterhaltenwir fir die Geschwindigkit
v(t) = Y&, + V£ . + X38,,:

DiesesErgebniskannmanalternatv auchfolgendermalReherleiten:Zunachstdriickt manr im
kartesischetsystemmit Hilfe derZylindenariablenaus:

0O 1 O

X1 Ycos
r= @x,A = @usin' A ;

X3 X3

Hierausfolgt 0 1 0
X1 Ycos | ¥ sin'
r = @x,A = @ysin' + % cos A :

X3 X3

Die Projektionerr_¢e,, etc.ins Basissystender Zylinderkoordinaterliefern dannwiedery(t) =
Yog,+ Yoo + Xa8,,.

Bei derobigenRechnunghabenwir die Ableitungender Basis\ektorenbentigt. Allgemeinist
folgendesErgebnisnitzlich:

Esseig(t) einbeliebigerEinheits\ektor, desserRichtungvon derZeit abhangt.Danngilt wegen
1= e(t) ¢e(t) = €(t) (wobeie(t) = je(t)j denBetragdesVektorsbezeichnet)

0= S(e(t) ee(t) = 26(t) celt)

undsomitist
et) ? et):

Die AbleitungeinesEinheitsektorsstehtimmersenkrechauf diesem!
In obigemBeispielwissenwir daherdasssichz.B. g, darstelledassermullalse,, = ae + be,,
mit Koefzienten a; b. DieselassersichmanchmablurchandereUberlegungerbestimmen.

Bemerkung

2 Esbestehtein Unterschiedzwischender bloRenVerwendung<rummliniger Koordinaten
(genauerVariablen)undderDarstellungeinesVektorsin einemsolchenBasissystem!

2 Die Spezi kation einesVektorsdurchseineKomponentemrmachtnur bei AngabedesBa-
sissystemsinn! Wir wir an denBeispielengeseherhaben sind die Komponentereines
Vektorsin kartesischetoordinateralsdie in Kugelkoordinaten.

Beispiel15.2.3. Wir wollen diesewichtigenBemerkungemocheinmalanHandeinesBeispiels
diskutierenDazubetrachtenvir denVektora = 5x:€, + 5x,€, + 5X3€&; in derkartesischeiBasis
fe;; e,; ;0. Dort hatderdie Komponenter5x,; 5x»; 5x3). Wir kdnnennundieseKomponenten
(1) auchin Kugehariablenausdiickenals (5r sin# cos’; 5r sin#sin'; 5r cos#). Man beachte:
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Dies sindimmer nochdie kartesisbenKomponentennun aberparametrisiertiurchdie Varia-
blenderKugelkoordinaten!

In der Basisfe, ;e,; e g der Kugellkoordinaten(und in den entsprechendeNariablenausge-
drickt) habenwir abera = 5re, mit den KompgnenterQSr; 0; 0). Diesekdnnenwir auchnoch
mit denkartesischevariablenausdiickenals(5 x3 + x3 + x3;0;0).

Bemerkung  Wenn nicht andersang@eben,sind mit “Komponenten’i.a. die kartesischen
Komponentemgemeintz.B. in derkomponentenweisee nition einesVektors.

15.3 Differentialoperatorenin krummlinigen Koordinaten

Als nachsteswollen wir die Frageklaren,wie die Differentialoperatorei@Gradient, Rotation,
DivergenzundderLaplace-Operatan andererorthogonalerBasissystemeaussehen.

15.3.1 Gradient

EsseiA(r) ein Skalarfeld.Die KomponentalesGradientergradA in &y, -Richtungist gegeben
durch

H 1 @'ﬂ
(gradA), = (gradA) te, = (gradA) ¢ = -
uj |
1% éa&_ 16
hUj @I @IJ huj @] '

undsomitgilt im neuenBasissystem

X
grad= 1

Speziellfur die unsbekannterKoordinatererhalterwir hierausexplizit

. X @
kartesisch: gradA(Xq; Xp; X3) = g —;
@
. , @ @ @ ;
- 1 J. - _ 1 Jo .
Zylinder: gradA(%2!; Xa) | gl/z—i AV @ + 6, @ A%, X3);
. . . @ 1 @ @ 4o
Kugel: gradA(r;#,' )= & @ + r§#@£+ rsin#g @ A(r;#;")
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15.3.2 Divergenz

Aus demallgemeinerErgebnisfir den Gradienterangevandtauf die Koordinatenselbstfolgt
zurachsteineDarstellungder BasisektorendurchdenGradienten:

X 1 @ X 1
h, graduj = hy, &, ——=-=hy, & —

P
Wir betrachtemunein SkalarfeldA = j Ay (ug; uz; ug,)gzuj , desserKomponenter\,; in den
krummlinigenKoordinaterbekanntsind.
Zur Vereinfachunguntersuchemir zunachsinurdie Wirkung derDivergenzaufdenerstenTerm

Ay gy,
. ¢ i ¢ ¢
div A,g, = div g, £eg, Ay,
= div (hy,hy,Ay, (gradu, £ gradus))
= grad(hy,hy,Ay,) ¢(gradu, £ gradug) + hy,hy,Ay, div (gradu, £ gradus)

1
= ———g, ¢grad(hy,hy,Au,)

hu, Ny, ~
— 1 @hUZhu3AU1).
hU2 hU3 @l .

Dabeihabenwir im ersterSchrittausgenutzt;lassdieg:uj einrechtslandigeOrthonormalsystem
bilden, und im zweiten Schritt die obenang@ebeneDarstellungder Basis\ektorendurchden
Gradientenlm dritten Schrittwurdedie allgemeineProduktreel

div(AA) = A ¢gradA+ AdivA;

die fiir beliebigeSkalarfelderA und Vektorfel_qlerA gilt, benutzt.Eine ahnlicheldentit@at fur die
DivergenzeinesKreuzproduktesvurdebeim Ubemgangzur 4. Zeile ausgenutzt:

div(A£E B)=B¢rotAj AcrotB:
Speziellfiir A = gradu, undB = gradus; folgt wegenrot(grad A) = 0 (sieheAufgabel5):
div(gradu, £ gradus) = O:

Die Rechnundgir die anderenTermegehtanalog.Als Endegebnisfir die Divergenzin einem
beliebigenorthogonalerKoordinatensysterarhaltenwir daher

div A(uy; Uz ug) =

1 @ @ @ s
hu, Ny, he, l(hUZhU3AU1) + @z(huthe,AuZ) + @(hulthAw) :

Speziellfur die unsbekannterKoordinatererhalterwir hierausexplizit
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X .
kartesisch: divA = @ ,
;@
1 '
Zylinder: div A(¥4!; X3) = 1—1/@(;'%) + 1}/% + %Xs ;
2 2 2 3
_ _ s 1@rA) 1 @sin#Ay) 1 @\
Kugel: dvA(r#" ) = 2 @ o r sin# @ ¥ rsintg @

Dabeihabenwir dasVektorfeldjeweils in derentsprechendeBasisdagestellt,z.B. fur Zylin-
derloordinateralsA(%2); Xa3) = Awg,+ A- e + Ay, 6,,.

Beispiel 15.3.1. Als Beispielfir die Nutzlichkeit dieserErgebnissewollen wir die Divergenz
desVektorfeldes: = rizgr berechnengasalsoin derBasisder Kugelkoordinatengegebenist.
Esbeschreibt.B. die Gravitationskraftzwischenzwei Punktmassen.

Die Komponentewon E in KugelkoordinatersindF, = rlz undF; = F = 0. Somitgilt

2
divF = 1@rr)

- = 0:

15.3.3 Rotation

P
Wir betrachterzurachstnur denAnteil A, e,, desVektorfeldesA = ; A, e, undgehen
ahnlichvor wie beiderBerechnunglerDivergenz:

rot(Ay,€,,) = rot(hy, Ay, gradu;)
= hy, Ay, rot(grad u;) + (grad(hy,Ay,)) £ gradu;
i gradu, EAgrad(hulAul))

1 X 1 @hlAu ) .
= i £ =~ "1
"he T hy @
. Lo@nAy, 1 @hAy
huth3 @3 hulhuz @IZ

Dabeihabenwir die Identitat
rot(AA) = Arot A + gradA£ A

benutztdie fur beliebigeSkalarfelderA und VektorfelderA gilt.
Die Rechnundir die andererBeitragegehtanalog.Insgesamkannmandie Rotationkompakt
in folgenderForm als Determinanteschreiben:

Ehulgul ho,€, hus€y, E
rotA(uj;upuz) = — G@; @@, @E@; —:
hulAul thAU2 hUsAU3
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DieseRegel ist analogzur bekannterMerkregel fir dasKreuzproduktzu interpretierenMan
entwickelt die Determinantdormal nachdererstenZeile, die ja Vektorenals Elementeenthalt,
und erhalt so die Komponenterder Rotation.Bei der Entwicklungist zu beachtendassman
die Reihenfolgeder Faktorennicht vertauschemlarf, dadie zweite Zeile Differentialoperatoren
enthalt, die auf die entsprechendelalementederdrittenZeile wirken.

Alernativ konnenwir dasallgemeineErgebnisauchmit Hilfe desLevi-Cevita-Symbolg;  (vgl.
Auf. 7) schreiberals

@huk Auk )
@

(rot A(ug;ugug))y, = Zjkhy,
jik

P
Dabeiistdannrot A = ;(rot A)y, g, -

Wir spezialisieremliesesallgemeineResultawiederauf die wichtigstenFalle:

kartesisch:  (rot A(Xy; X2; X3)),; =

. 1
Zylinder:  rotA(Y2); X3) = -
2

s 5 ! @ S
1 I@@sin#A-). @\#ﬂ Hog @\ 1@rA')ﬂ

r sin# @ 1'1 @ &+ rsintE @ ' r @
a1

T - i - e

r @ r @

Kugel: rotA(r;#;"' )=

Dabeibezeichnetvieder?; , dasLevi-Cevita-Symbol.

15.3.4 Laplace-Operator

AbschlieRendvollen wir nochdie Ergebnissdir denLaplace-OperatoohneRechnungange-
ben.Im Prinzipkannmansie ausdenbereitsabgeleitetearstellungerdesGradienterundder
Divergenzilber4 A= div(gradA) gewinnen.

DasallgemeineResultaist

4 A(ug; uy; us) div (grad A(uy; up; us))
. 9 _ T,
1 1 EI‘ hUQhU:g @\ + 1 u huth3 @\ + 1 u huth2 @\

hU]_hUZhUQ, @1 hul @l @2 hU2 @'IZ @I3 hU3 @3
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Under construction !

Abbildung15.4.1:ParametrisierunginerRaumkune durchdie Bogenknge.

Speziellfur die dreiwichtigstenKoordinatensystemigedeutetlies:

X Ve
kartesisch: 4 A(X1;X2;X3) = @;'2‘;
. J @
. " @ 1@ @
Zylinder: 4 A(Y2); X3)= — + 1—/— z— — A(l/z,‘; X3);
s e L e
Kugel: 4Ar# )= 2 sin#t—  + :

7@ '@ @ rZsnE@ @  risn#@?
15.4 Bogen-,Flachen-,Volumenelemente

15.4.1 Raumkurven

Wir betrachtereineRaumkure, die durchdie Parametrisierung(t) beschriebemwird. Beispiele
hattenwir schonim AbschnittiiberWegintegralekennengelernt.

Eine natirliche Parametrisierungst durch die Bogenhngegegeben,d.h. dem zuriickgelgten
Weg entlangderKurve. Dieserwird relatv zu einemfestenBezugspunkt, = r(t = 0) gemes-
sen(Abb. 15.4.1).

Die in nitesimale Bogenkngeds konnenwir einfachin kartesischetoordinaterausdiicken:

(ds)? = (dxq)? + (dxo)? + (dx3)?;

worausfolgt

Z, Z,

— — 0 and HNne st
s(t) = Ods(tfﬁ- 0dt + @ o

NachDe nition derGeschwindigkit gilt auf3erdenfitirinrenBetrag

ds
)= —:
v(t) = 4
Der (normierte)Tangentervektor andie Kurve ist
v(t)
T(t) = ==

gegebenwassichmit Hilfe derBogenkngein der Form

I:

alg
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schreiberialit.
Nebender Tangentergibt esnochzwei weitereVektoren,die die Raumkure lokal charakteri-
sierenDer ersteist derHauptnormalenvektor (oderKr immungswektor)

1dT
H=-—
— - ds
wobei- durchdie ForderungHj = 1 bestimmtist. - nenntmanauchKr immung. Man kann

sieauchuber

_LEH
jri
bestimmen.
Aus derNormiertheitvon T folgt
d dT
0= —T?=2T ¢—
ds— — ds

d.h.derHauptnormalevektor stehtsenkrechauf der Tangenten.
Um ein lokalesOrthogonalsysterau erhalten bemtigenwir nocheinenVektor, der senkrecht
aufT undH steht.DiesennenntmanauchBinormalenvektor:

B =TEH:

Wir konnendie Bogenkngeauchin beliebigenKoordinateru; ausdiicken:

ds= (hydur)®+ (hu,duz) + (hy,dus)®:
Speziellin Zylinderkoordinaterhabenwir z.B.
(ds)? = (d%* + ¥5(d" )* + (d2)*:

15.4.2 Flachen-und Volumenelemente

Wir wollennunnochdie allgemeind-ormvon Flachen-undVolumenelementeim krummlinigen
(orthogonalenKoordinaterableiten.

Zunachstbetrachterwir eine Koordinaten ache,die durchdie Parametrisierung (us; u,; ugo))
gegebensei. Dannist dasFlachenelemergegebendurch _

dA(ui;up) = (hy,&,) £ (hy,8,,) dusduy:

AnalogeErgebnissesrhalt man,wennmanandereKoordinateralsuz xiert.
Ein Beispielist der Zylindermantel,der sich als Koordinaten acheemibt, wennman¥z= %
xiert. Danngilt

dA("; X3) = Yd'dx 3:
DasVolumenelemenist allgemeindurch
dV = jhy,hy,hy,jdu;duydus:

gegeben.Hierauserhalt mandannfur die Kugel- und Zylinderkoordinatendie in Kap. 8.4 mit
Hilfe desTransformationssatzedgeleiteterergebnisse.



