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Vorbemerkungen

Das vorliegende Skript zu Vorlesung Mathematische Methoden ersetzt nicht den regelmassigen
Besuch der Vorlesungen. Es ist als Erganzung gedacht, zum Nacharbeiten oder zur Vorberei-
tung auf Klausuren und Priifungen. Deshalb sollten alle Formeln und Aussagen immer Kritisch
betrachtet werden, es kdnnten noch Druckfehler enthalten sein!

Wesentlicher Bestandteil der Vorlesung Mathematische Methoden sind die Ubungen. Gerade in
den ersten Semestern ist es unbedingt erforderlich, den Stoff durch eigenstandiges Bearbeiten
von Ubungsaufgaben zu vertiefen.

Ziel der Vorlesung und der dazu gehérigen Ubungen ist die Vermittlung grundlegender mathema-
tischer Techniken und Fahigkeiten, die zur Losung physikalischer Aufgabenstellungen bendtigt
werden. Im ersten Teil werden die mathematischen Techniken und Methoden eingefihrt, die zum
Verstandnis der Vorlesungen “Experimentalphysik 1+11” notwendig sind. Schwerpunkt des zwei-
ten Blocks ist die Vorbereitung auf die Kursvorlesungen der Theoretischen Physik. Die meisten
der hier vorgestellten Methoden sind nicht Gegenstand der Mathematikvorlesung.

Wesentliches Ziel der Vorlesung ist die praktische Beherrschung der vorgestellten Verfahren.
Notwendigerweise bleibt im Vergleich zu einer ‘echten’ Mathematikvorlesung die mathemati-
sche Strenge etwas auf der Strecke. Es werden daher hdchstens Beweisideen oder Beweisskizzen
prasentiert. Aullerdem soll speziell auf den besonderen Umgang der Physiker mit der Mathema-
tik hingewiesen werden.

Fur Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschlage bin ich jederzeit dankbar. Sie kdnnen auch
per email an mich (as@ hp. uni - koel n. de) geschickt werden. Die jeweils aktuellste Versi-
on des Skripts ist im Internet Giber meine Homepage

htt p: // www. t hp. uni - koel n. de/ ~as

verfiigbar.

Andreas Schadschneider
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Literaturempfehlungen

Im folgenden finden Sie eine kommentierte Auswahl der populdrsten Lehrbicher. Die Vorle-
sung orientiert sich nicht speziell an einem Buch. Ich empfehle Ihnen deshalb, sich vor einem
eventuellen Kauf zunédchst die einzelnen Werke griindlich anzusehen. Alle sind in der Studenten-
bibliothek vorhanden.

e S. GroBmann: Mathematischer Einfiihrungskurs fir die Physik (Teubner-Verlag)

Preiswerte Einfhrung in die wichtigsten mathematischen Techniken. Kann wahrend des
gesamten Studiums verwendet werden, insbesondere als Nachschlagewerk. Es werden al-
lerdings nicht alle Themen der Vorlesung behandelt.

Preis: ca. 30 Euro

e C.B. Lang, N. Pucker: Mathematische Methoden in der Physik (Spektrum)

Ein neueres Lehrbuch, das alle Themen der Vorlesung umfasst. Enthdlt auch zahlreiche
Ubungsaufgaben mit Losungen.
Preis: ca. 45 Euro

e K. F. Riley, M. P. Hobson, S. J. Bence: Mathematical Methods for Physics and Enginee-
ring (Cambridge University Press)

Ein englischsprachiges Lehrbuch, das sehr ausfihrlich ist (mehr als 1300 Seiten!). Erganzend
finden sich zahlreiche Ubungsaufgaben zum Selbststudium.

e H. Fischer, H. Kaul: Mathematik fuir Physiker (Teubner), 3 Bande
Eine dreibandiger Klassiker, der den Stoff der Vorlesung weitgehend abdeckt und dariber-
hinaus weitere Themen sehr detailliert diskutiert. Ist auch fir die Mathematik-\Vorlesung
nitzlich.
Preis: ca. 40 Euro pro Band

e T. Arens, F. Hettlich, C. Karpfinger, U. Kockelkorn, K. Lichtenegger, H. Stachel: Mathe-
matik (Spektrum Verlag)

Eine Empfehlung der Studierenden! Sehr umfangreiches Mathematik-Buch, das sich aber
auch um die Anschauung bemiiht und daher sehr gut zur Begleitung der Vorlesung geeig-
net ist.

Preis: ca. 70 Euro
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Kapitel 1

Vektoren

\ektoren sind gerichtete GréRRen. Sie beinhalten Informationen iber Lange (Zahl) und Richtung.
Vektoren kdnnen auch dimensionsbehaftete GrofRen sein. Dann haben sie auch eine Einheit.

Ein typischer Vektor ist eine Verschiebung (siehe Abb. 1.0.1). Damit lautet eine erste, intuitive
Definition fiir einen Vektor:

GroRen, die sich wie eine Verschiebung verhalten, bezeichnet man als Vektoren.
Man schreibt hierfir @, a, a, . . ..

Im Rahmen der Vorlesung und in diesem Skript verwenden wir die Notation a. Dies ist vor allem
dann bequem, wenn man mit der Hand schreibt.

N
N
N

N N
~
N

N a
N
~
N

Abbildung 1.0.1: Verschiebungen lassen sich durch Vektoren charakterisieren.

Der Angriffspunkt spielt bei der Charakterisierung einer Verschiebung keine Rolle. Daher sind
\ektoren parallel verschiebbar.

Typische Beispiele fiir Vektoren in der Physik sind der Ortsvektor r, der die Position eines Teil-
chens angibt, die Geschwindigkeit v oder eine Kraft F.

Eine physikalische Grole, die sich durch Angabe einer einfachen Zahl beschreiben 1&sst, be-
zeichnet man als Skalar. Wichtige Beispiele hierfiir sind die Masse m, die Temperatur 7" oder
die Zeit t.
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KAPITEL 1. VEKTOREN

1.1 \Vektorraume

Eine mathematisch formalere Definition eines Vektors ist folgende:

Definition 1.1.1 (Vektorraum, Vektor).

Eine Menge von Elementen V' = {a, b, ... } heillt Vektorraum und a, b, . . . Vektoren, wenn fir
allea,b,c,--- €V gilt:

1.

2.

7.

Abgeschlossenheit: a+b € V und \a € V (furalle A € R; A bezeichnet man auch als Skalar)
Assoziativitdt: a + (b+c¢) = (a+b) + ¢
Neutrales Element (Nullvektor): Es existiert0 € V mita+0=qa firallea e V

Inverse: Fir alle a € V existiert a € V mita + a = 0. a bezeichnet man als inverses
Element. Man schreibt auch —a.

Kommutativitdt: a + b=b+a
Furalle A, € R gilt:

(@ AN+ pa=ra+pa
(b) (\p)a = Apa)
(©) Ma+0b) = (Aa) + (Ab)

l-a=a

Die meisten dieser Eigenschaften sind offensichtlich, wenn man an Verschiebungen denkt!

Die Addition zweier Vektoren a und b kann man sich anschaulich als Hintereinanderausfiihrung
zweier Verschiebungen vorstellen, die sich nattrlich durch eine einzige Verschiebung realisieren
lasst. Diese bezeichnet man dann mit a + b. Grafisch ldsst sich das wie folgt veranschaulichen
(siehe Abb. 1.1.1a): Der Vektor b wird parallel an das Ende des Vektors a verschoben. a + b ist
dann die Verbindung des Anfangspunktes von @ mit dem Endpunkt des verschobenen Vektors b.

Die anschauliche Bedeutung des Multiplikation mit einem Skalar werden wir spater in diesem
Abschnitt diskutieren.

Abb. 1.1.1b veranschaulicht das inverse Element @ = —a. —a hat die gleiche Lange, aber die
entgegengesetzte Richtung von a. Damit 14t sich auch die Subtraktion von Vektoren als Addition
des Inversen definieren: @ — b :=a + (—b) = a + b.
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a+b

e .

a) b)

Abbildung 1.1.1: Veranschaulichung der Addition von Vektoren (links) und des inversen Ele-
ments a = —a (rechts).

Beispiel 1.1.1.
R? mita = (Zl) , wobei a;,a; € R
2
. . T . ai + )\bl
mit der Addition und skalaren Multiplikation: a-+ b=
as + )\bg

Verallgemeinerung auf R": analoge komponentenweise Definition
Speziell fir n = 1 erhdlt man die bekannten Rechenregeln fiir die reellen Zahlen R.

Definition 1.1.2 (Betrag eines Vektors).
Den Betrag bzw. die Lange oder auch Norm eines \Vektors a bezeichnet man mit

la| = a.

Spater werden wir immer die Schreibweise a verwenden?, sofern keine Verwechslungsgefahr
besteht.
Speziell gilt: |0] = 0.

Fiir das obige Beispiel 1.1 des R? definiert man den Betrag als ‘ (Z;) ‘ = y/a? + a3. Allge-

a1
mein gilt fiir den R™: = vVai+ a2

Qn

1.2 Vektoralgebra

Im folgenden wollen wir drei verschiedene Multiplikationen von Vektoren definieren.

Definition 1.2.1 (Skalare Multiplikation). b = A\a  (Vektor=Skalar - Vektor)
Die skalare Multiplikation kennen wir bereits aus den Vektorraum-Axiomen, die auch ihre
Regeln festgelegen. Man kann das Ergebnis einfach geometrisch interpretieren:

a) A > 0: aundb zeigen in die gleiche Richtung (parallel): a || b
b) A <0: aundbentgegengesetzt (antiparallel).

D.h. wir lassen einfach das Vektorsymbol _ weg.
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.

|b| - cos ¢ -

Abbildung 1.2.1: Die Projektion von b auf a.

Fir den Betrag gilt |b| = |A| - |a|. Daher:

a) |\| > 1. Streckung

b) |A\| < 1: Stauchung

Definition 1.2.2 (Skalarprodukt). Vektor-Vektor=Skalar (Zahl)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren a, b liefert einen Skalar.
Im R? ist es definiertals:  a - b := a1b; + asbs.

Die Verallgemeinerung auf den R™ ist offensichtlich: ‘ a-b:=ab+...4+a,b, ‘

Wir kdnnen das Skalarprodukt auch geometrisch definieren:

Diese geometrische Deutung impliziert nun:
a-b=0% ¢ ==47/2 < asenkrechtaufb (a L b)

a-b=lal-|bl-cos¢

Die Projektion von b auf a ist |b| cos ¢ (siehe Abb. 1.2.1). Diese Projektion l&sst sich auch direkt

a

mit Hilfe des Skalarproduktes ausdriicken als %% oder a - b, wobei wir den Einheitsvektor @ = %

lal la

in Richtung von a eingefiihrt haben (s.u., Def. 1.3.3).

Definition 1.2.3 (Kreuzprodukt (Vektorprodukt, duferes Produkt)). Vektor x Vektor = Vektor

Im Gegensatz zur skalaren Multiplikation und dem Skalarprodukt ist das Kreuzprodukt ¢ =
a x b € R3 zweier Vektoren a, b € R? nur im R? definiert!

Anschauliche Definition: ¢ = a x b hat den Betrag ||c| = |a| - |b] - sin$ | und steht senkrecht

auf g und b: Dabei bilden a, b, ¢ ein Rechtssystem (Rechte-Hand-Regel).

Bem: Daraus folgt sofort: « x b = —b x a (das Kreuzprodukt ist antikommutativ).

agbg — agbg
Komponentenweise Definition: axb:=|asb; —abs
ale — &le

Ein weiteres Produkt, das nur im R? definiert ist, ist das Spatprodukt.

Definition 1.2.4 (Spatprodukt).
Als Spatprodukt bezeichnet man folgendes Produkt dreier Vektoren a, b, c € R®: a- (b x ¢).

Weitere Rechenregeln fiir Skalar-und Kreuzprodukt lernen Sie in den Ubungen kennen!
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Wichtige Bemerkung: Im Gegensatz zur Multiplikation von reellen Zahlen (# 0) lassen sich die
Multiplikationen von Vektoren i.a. nicht umkehren.

M.a.W.: Es gibt keine Division durch Vektoren!

Ein Grund hierfir ist, dass man z.B. aus der Kenntnis von a - b und a nicht eindeutig auf b
zurlickschliessen kann. Tatsdachlich gibt es hier i.a. unendlich viele Losungen. Man kann nur
durch Betrége von Vektoren dividieren!

1.3 Basis eines Vektorraumes

Definition 1.3.1 (Linearkombination, Erzeugendensystem).

Es ist zweckméssig, in einem Vektorraum gewisse Vektoren e, e,, ..., e, auszuzeichnen, mit
deren Hilfe sich alle anderen Vektoren a¢ € V" als

a= Z)\jéj =gy + Aoey + -+ Ae,
=1

darstellen lassen. Man sagt: a ist eine Linearkombination der Vektoren e, e,, ..., ¢, . Ist es bei
fest vorgegebenen e, e,, ..., e, moglich, fir alle Vektoren ¢ € V geeignete Skalare \; € R
zu finden, so dass sich a als Linearkombination dieser Vektoren ergibt, so bilden die Vektoren

€y, €, - ..,€, €in s0g. Erzeugendensystem von V.

Definition 1.3.2 (Basis, Dimension).

Kann man keinen der \ektoren eines Erzeugendensystems weglassen, ohne dass diese Eigen-
schaft verloren geht, so hei8t e, e,, . . . , e,, €ine Basis des Vektorraumes V. Die Zahl n der Vek-
toren der Basis heil3t die Dimension von V. Man schreibt hierfiir auch n = dim V.

n kann auch unendlich sein! In diesem Fall spricht man von einem unendlich-dimensionalen
Vektorraum und schreibt dim V' = oo. In der Linearen Algebra wird gezeigt, dass » eindeutig

bestimmt ist, d.h. alle Basen eines Vektorraums bestehen aus gleich vielen Elementen.
Die )\; sind die Komponenten von g bzgl. der Basis e, e,, . .., €

n'

Beispiel 1.3.1. Die Vektoren e, = (é) , €y = ((1)) R G) bilden ein Erzeugenden-

system des R?. ¢,, ¢, bilden sogar eine Basis, denn fiir einen beliebigen Vektor ¢ = Zl gilt
2

offensichtlich ¢ = a;e; + ase,. Somit hat a die Komponenten a; und a, bzgl. der Basis e, e,.
AuRerdem folgt dim R? = 2.

Nach Hinzunahme des Vektors e, kann man immer noch alle Elemente des R? als Linearkombi-
nation darstellen. Man setzt einfach A3 = 0. Allerdings ist e, e,, e; keine Basis mehr.

Beispiel 1.3.2.
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ist eine Basis des R3.
Allgemein hat der R™ die Dimension n.

Haufig ist es zweckmadssig, die Basisvektoren moglichst “einfach” zu wahlen. 1.a. normiert man
ihre Lange auf 1 (d.h. ¢; - ¢; = 1 bzw. |¢;| = 1) und wahlt die Vektoren paarweise orthogonal
(e; Le) ¢ -¢ =0furallej# I. Man spricht dann von einer Orthonormalbasis.

Ist |e;| # 1 fur mindestens ein j, so hat man es mit einer Orthogonalbasis zu tun.

Definition 1.3.3 (Einheitsvektor).

Einheitsvektoren sind Vektoren der Lange 1. Zu einem beliebigen Vektor a € V' (a # 0) kann
man einen Einheitsvektor gleicher Richtung definieren:

i=2% A Ja=1
lal

Offensichtlich sind a und « parallel zueinander.

Speziell fiir die Einheitsvektoren in x, y, z-Richtung schreibt man: z, ¢, Z oder e, e, €

_w7_y’ =z"

Die Wahl einer Basis eines Vektorraumes ist nicht eindeutig. Man wéhlt i.a. die Basis, die fir ein
gegebenes Problem am zweckmassigsten erscheint. In der Regel sind dies Orthonormalbasen.

1.4 Koordinatensysteme

In der Physik tritt sehr hdufig das Problem auf, die Lage von Punkten in einem Raum zu be-
schreiben?. Dies geschieht mit Hilfe von Koordinatensystemen. Ein Koordinatensystem erhalt
man durch Festlegung eines Punktes, dem Ursprung, und einer Basis.

Im folgenden wollen wir die wichtigsten Koordinatensysteme kurz vorstellen. Wir werden spéater
darauf zuriickkommen und z.B. die Basisvektoren der Systeme explizit definieren.

Wir betrachten nun einen Punkt P, dessen Lage im Raum wir auf verschiedene Arten charak-
terisieren wollen. Wir stellen uns daher vor, dass wir einen ausgezeichneten Punkt als Ursprung
gewahlt haben. Der Punkt P kann dann durch den Vektor a charakterisiert werden. Dieser ent-
spricht der Verschiebung vom Ursprung nach P.

1.4.1 Kartesische Koordinaten

Wir betrachten zunéchst den Fall eines zweidimensionalen Raumes, den wir mit dem R? iden-
tifizieren. Die einfachste Wahl einer Basis des R? fiihrt auf das sog. kartesische Koordina-
tensystem. Hier wahlt man (orthogonalen!) Einheitsvektoren ¢, e, in z— und y—Richtung als
Basisvektoren (siehe Abb. 1.4.1) und kommt so (durch Projektion auf die z— bzw. y—Achse) zu

der bekannten Darstellung  a = a.e, +a,e, bzw. a = Zx
Y
Hier sind also die Koordinaten (a,, a,) des Punktes P gleich den Komponenten des Vektors a.

2Der ’Raum’ kann dabei durchaus sehr abstrakt sein!
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Abbildung 1.4.1: Kartesisches Koordinatensystem und Definition der ebenen Polarkoordinaten.

1.4.2 (Ebene) Polarkoordinaten

Das zweite hdaufig verwendete Koordinatensystem in zwei Dimensionen sind die (ebenen) Po-
larkoordinaten (|a|, ¢). Die Koordinaten sind hier nicht durch die Projektionen auf die x— und
y—Achse gegeben, sondern durch die Lange a = |a| des Vektors a und den Winkel ¢, den er
mit der x—Achse einschlie3t (siehe Abb. 1.4.1). Daraus ergibt sich der folgende Zusammenhang
zwischen den kartesischen und den Polarkoordinaten:

a, = acosqzﬁ} {a Vai+a;

a, = asing tang = X

(%3

Die Koordinaten konnen folgende Werte annehmen: «a > 0und 0 < ¢ < 27.

Man beachte, dass ¢ durch die Bedingung tan ¢ = a,/a, nicht eindeutig bestimmt wird! Dies
wird in Kap. 5.2 genauer diskutiert!

Bem: Ein Vektor ¢ an sich ist unabhangig vom Koordinatensystem. Erst die Komponenten eines
Vektors sind von der Wahl des Koordinatensystems abhangig.
Die Polarkoordinaten stimmen nicht mehr mit den Komponenten des Vektors tiberein!

1.4.3 Zylinderkoordinaten

Ublicherweise arbeitet man im R? mit einem dreidimensionalen kartesischen Koordinatensy-
stem. Bei Problemen mit bestimmten Rotationssymmetrien konnen jedoch daran angepasste Ko-
ordinatensysteme weiterhelfen.

In Zylinderkoordinaten werden zweidimensionale ebene Polarkoordinaten in der z-y-Ebene
mit einer z-Koordinate kombiniert (siehe Abb. 1.4.2). ' = (a,, a,, 0) ist die Projektion von ¢ in
die x — y—Ebene und ¢ der Winkel zwischen &’ und der x—Achse. Dabei hat man zu beachten,
dass das urprungliche kartesische Koordinatensystem rechtshandig ist, d.h. die Rechte-Hand-
Regel erfillt3. Als Koordinaten erhalt man o’ = |a/|, ¢ und a. mit folgender Umrechnungsvor-
schrift:

3Der Daumen zeigt in Richtung der z—Achse, der Zeigefinger in y—Richtung und der Mittelfinger in Richtung
der z—Achse.
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Abbildung 1.4.2: Zylinderkoordinaten

a, = a cos¢ a Va: +a

G _ %y
a, = a'sing — tang = ¢
a, a

Die Koordinaten kdnnen folgende Werte annehmen: o’ > 0,0 < ¢ < 27 und —oo < a, < o0.

Bem.: Man beachte, dass «’ nicht der Betrag von a ist, also dessen Lange. Stattdessen ist o’ der
Abstand von der z—Achse.

1.4.4 Kugelkoordinaten (spharische Polarkoordinaten)

In Kugelkoordinaten benutzt man auBer der Ldnge a = |a| des Vektors a zwei Winkel ¢, 6 (siehe
Abb. 1.4.3). Der Winkel 6 ist dabei der Winkel zwischen dem Vektor ¢ und der z—Achse. Um
von den Zylinderkoordinaten zu den Kugelkoordinaten tiberzugehen, muf3 man die Projektionen
a’ indie z — y—Ebene und a. auf die z—Achse durch die Lange « und den Winkel 6 ausdriicken.
Mit @’ = asinf und a, = a cos 6 erhalt man:

. — T 2 -2 —
a, = asinfcoso a ) ag + ay + a2 = |a|
a, = asinfsing — tang = 2
2 2
a, = acosf tanf — aztay
az

Die Koordinaten konnen folgende Werte annehmen: > 0,0 < ¢ <27und0 <6 <.
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Abbildung 1.4.3: Kugelkoordinaten

Wir werden spater sehen, dass man durch geschickte Wahl des Koordinatensystems oftmals ein
Problem stark vereinfachen kann. Dabei hat man sich an den Symmetrien des Problems zu orien-
tieren. Bei einer Kreisbewegung ist z.B. der Radius konstant und nur der Winkel ¢ veréndert sich
in einer Polarkoordinatendarstellung. In kartesischen Koordinaten wiirden sich dagegen sowohl
die x— als auch die y—Koordinate zeitlich andern.
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Kapitel 2

Matrizen und Lineare Gleichungssysteme

2.1 Lineare Abbildungen

Wir betrachten einen n-dimensionalen Vektorraum V' mit der Basis {e,,...,¢,} und einen n'-
dimensionalen Vektorraum V'’ mit der Basis {¢, ..., €', }.

Eine Abbildung f : V' — V" heil’t linear, falls fur alle v,,v, € V und alle o € R gilt:

[l +avy) = f(uy) + af(vy) .

Hieraus folgt offenbar sofort, dass f(0) = 0 sein muss!

Man kann lineare Abbildungen auch anders charakterisieren, ndmlich tber das Verhalten der
Komponenten bzw. Koordinatenvektoren. Dazu betrachten wir das Verhalten der Basisvektoren
aus V' unter der Abbildung f. Da es sich um Vektoren in V'’ handelt, lassen sich die Bildvektoren
in der Basis von V' darstellen:

f(Qj) = Z Mlje—/l .
=1

Diese Gleichungen definieren die n - n’ reellen (oder komplexen) Zahlen M.
Wir werden nun zeigen, dass die Kenntnis von M;; ausreicht, um den Bildvektor eines beliebigen
Vektors v € V zu bestimmen. Dazu zerlegen wir v zunéchst beziiglich der Basis in V:

n
v = E vje; -
=1

Unter Ausnutzung der Linearitat von f und der Definition der M;; ergibt sich dann:

nl

/ (Z Uj§j> = Zvjf(gj) = Zvj Z (Mye'))

j=1 =1

f(w)

n/

n n'
;! /
= E E Mi;v; e_l:E wie; .
=1 1=1

=1

17



18 KAPITEL 2. MATRIZEN UND LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Somit kann man die Komponenten w; des Bildvektors f(v) durch die Komponenten von v und

die M;; ausdriicken:
n
w; = Z Mljvj .
j=1

Die Zahlen M;; enthalten also die vollstéandige Information Uber die lineare Abbildung f. Dies
motiviert die Definitionen im folgenden Abschnitt.

2.2 Matrizen

Definition 2.2.1 (Matrizen).
Die folgende Anordnung von m x n (reellen) Zahlen a; (mit j =1,...,mundl=1,...,n)Iin
m Zeilen und n Spalten

ayp - Qi

Am1 *° Qmn
bezeichnen wir als m x n Matrix.
Oft schreibt man auch einfach é = (aj;;), wenn man die Elemente a;; nicht explizit angeben
mochte.
Die Menge aller m x n-Matrizen bezeichnen wir im folgenden auch mit M (m, n).

Wir wollen die wichtigsten Regeln fir das Rechnen mit Matrizen zusammenstellen. Seien

@11 - Aip ay cc Qg
A= und A=
Am1 **° Qmn dml amn
m X n-Matrizen und
bll : bln
B = s
b1 brn

eine n x p-Matrix.

L. A=A < a;=ay; firallej,!.
Zwei Matrizen sind also gleich, wenn alle ihre Elemente {ibereinstimmen. Insbesondere
missen beide Matrizen gleich groR sein!

2. Die Addition zweier Matrizen ist elementweise definiert durch
ay;l+an 0 Qg+ an,
= E : = (aj + a;) .

Qm1 +a'm1 ot Amn +afmn

[

A+

Man beachte, dass die Summe nur fiir Matrizen der gleichen Grol3e definiert ist !
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3. Die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar A € R ist komponentenweise durch

Aair - Aaiy
M = o : = (Aaji) .

)\a'ml )\a'mn
definiert.

4. Das Matrixprodukt C' := A - B ist eine m x p-Matrix mit den Elementen

n
Cij: E ailblj.
=1

Damit man zwei Matrizen multiplizieren kann, muf} die Zeilenzahl der zweiten Matrix
gleich der Zahl der Spalten der ersten Matrix sein ! Bei der Berechnung des (i, j)-ten
Elements des Produktes muf? man also die Produkte der [-ten Elemente der i-ten Zeile von
A mit dem [-ten Element der j-ten Spalte von B aufsummieren.

Bemerkung. Im allgemeinen ist
A-C#C-A

Z.B. ist das rechte Produkt fiir m # p Gberhaupt nicht definiert.

5. Fur die Matrixmultiplikation gilt das Distributivgesetz

(4+4) B=4-B+

[s=

6. Das Nullelement in M(m,n) ist die Matrix

0 --- 0

o
Il

0 --- 0

7. Als n x n-Einheitsmatrix in M(n, n) bezeichnet man die Matrix

1 0 - 0
01 - 0

g = : : . . (6jl)j,l:1 ..... n 1= £
00 - 1

mit dem sog. Kronecker-Symbol

{1 falls j =1
dji =
0 sonst
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Die Einheitsmatrix ist eine spezielle Diagonalmatrix, bei denen nur die Elemente a;; auf
der Diagonalen von Null verschieden sein kdnnen.
Man Uberlegt sich leicht, dass fiir eine beliebige Matrix A € M(n, n) gilt:

A-E-E-A=A

8. Die transponierte Matrix A’ einer Matrix A € M(m,n) ist die n x m-Matrix, die aus A
durch Vertauschung von Zeilen und Spalten hervorgeht:

ay; - Aip ay; *+* aml

- ét: oot , d.h. o

[BS
|

Qm1 *°° Gmn A1p - Anum

Fir quadratische Matrizen (n = m) entspricht dies einer Spiegelung an der Diagonalen.

9. Inverse Matrix: Sei é eine n x n-Matrix. Existiert eine Matrix é‘l mit

[
[

T=E=A"".

[ES

Y

so bezeichnet man diese als die zu A inverse Matrix.

Wichtiger Spezialfall: n x 1-Matrizen, also Matrizen mit nur einer Spalte, identifiziert man mit
Vektoren. Die Multiplikation eines Vektors b € M(n, 1) mit einer Matrix A € M (n, n) ist dann
gegeben durch

a;n o Qip bl a11b1 + CL12b2 + -+ alnbn
A-b=| o o [ ]= '

Am1  **° Qmn bn CLmlbl + am2b2 + -+ amnbn

Fir n = m = 2 entspricht das gerade unserem oben betrachteten Beispiel. Jetzt sollte auch die
Matrixdarstellung von linearen Gleichungssystemen klar sein!

Somit lassen sich lineare Abbildungen auch durch Matrizen charakterisieren. Nach Wahl von
Basen in Ursprungs- und Bildraum, kann man die Matrix M bestimmen. Damit kann man fr
einen beliebigen Vektor v die Kompenten des Bildvektors w bestimmen:

w; = Z Mljvj bzw. w = Muv.
J



2.3. DETERMINANTEN 21

2.3 Determinanten

Definition 2.3.1 (Determinante).
Als Determinante einer n x n-Matrix A = (a;;) bezeichnen wir folgende reelle Zahl:

a1x -+ Qi

det A = det : : = Z(—l)PChPu)azP(z) ©* GpP(n)

Ap1 **° Qpn P

Diese Definition wird auch als Leibniz-Formel bezeichnet. Die Summe lauft dabei tber alle Per-
mutationen P der Zahlen 1,2,...,n. Als Permutation bezeichnet dabei jede Umordung der
Reihenfolge. Z.B. fiir n = 3 hat man folgende Permutationen: 123, 132, 213, 231, 312, 321. Fur
die zweite Permutation 132 bedeutet dies genauer: P(1) =1, P(2) = 3 und P(3) = 2.

Die Zahl der Permutationen wachst sehr schnell mit » an. Sie ist gegeben durch! n! := n(n —
1)(n—2)---2- 1. Damit ist 3! = 6, aber flr n = 6 haben wir schon 6! = 720.

(—1)¥ bezeichnet das sog. Signum (Vorzeichen) der Permutation. Manchmal wird auch das
Symbol sign(P) verwendet. Eine Permutation heif3t gerade (ungerade), wenn sie durch eine ge-
rade (bzw. ungerade) Anzahl an Paarvertauschungen aus 1, . . . , n hervorgeht. Manchmal schreibt
man auch sgn(P) statt (—1)7.

Zum Beispiel ist die Permutation 132 ungerade, da sie aus 123 durch Vertauschung von 2 und 3
hervorgeht. Dagegen ist 231 gerade, denn hier ben6tigt man zwei Paarvertauschungen (z.B. erst
1 mit 2, was 213 liefert, und dann 1 mit 3).

Obige Definition der Determinanten l&sst sich folgendermalien interpretieren: Man hat alle mogli-
chen Produkte zu bilden, bei denen aus jeder Zeile und jeder Spalte genau ein Element vorkommt.
Diese Produkte sind dann zu addieren, wobei man das Vorzeichen aus dem Signum der entspre-
chenden Permutation beachten muf.

Speziell im Fall n = 2 gilt:

det a1 Q12
€ = a11G22 — A12G21 -
Q21 A22

Der erste Summand kommt von der identischen Permutation mit P(1) = 1 und P(2) = 2, der
zweite von P(1) = 2, P(2) = 1. Letzere ist ungerade und daher ist (—1)” = —1.

Im folgenden geben wir einige wichtige Eigenschaften von Determinanten ohne Beweis an:

1. det A = 0, falls eine Zeile oder eine Spalte verschwindet (d.h. dort alle Elemente = 0
sind).

2. det A = 0, falls zwei Zeilen oder zwei Spalten gleich oder proportional sind (d.h. es gibt i
und % so dass a;; = Aay; bzw. a;; = Aajyi, fur alle 7 mit einer geeigneten reellen Zahl \).

1Gesprochen: n Fakultit
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ay; - Aip
cdet | Aapg -0 Aay, | = Adet 4,
an1 e Ann

d.h. man kann einen gemeinsamen Faktor aus einer Zeile (oder Spalte) vor die Determi-
nante ziehen.

. Vertauscht man zwei Zeilen oder zwei Spalten, so wechselt das Vorzeichen der Determi-

nante.

. det (ét) = det é

. det A andert sich nicht, wenn zu einer Zeile (oder Spalte) das Vielfache einer anderen

Zeile (bzw. Spalte) addiert wird.

Die urspriingliche Definition ist nicht besonders gut zur praktischen Berechnung von Determi-
nanten geeignet. Wir wollen hier daher ein praktischeres Verfahren vorstellen, die sog. Laplace-
Entwicklung. Hierbei handelt es sich um ein rekursives Verfahren, bei dem die Berechnung von
n x n-Determinanten auf die Berechnung von (n — 1) x (n — 1)-Determinanten zuriickgeftihrt

wird.

Als Vorbereitung geben wir zundchst zwei Definitionen an. Dazu betrachten wir eine n x n-
Matrix A = (ag).
Als Minor von a;; bezeichnet man dann folgende reelle Zahl:

all DY a/lj DR alTL
Mij = det (075 N ¢ 77 B € 7798
anl DR a/lj ... ann

wobei die Elemente a;;, die durch . gekennzeichnet sind, aus der Matrix zu streichen sind. Der
Minor ist also die Determinante der Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und j-ten
Spalte entsteht.

Cy; = (1) M;; heillt Kofaktor von a;;.

Die Laplace-Entwicklung einer Determinante ist nun definiert durch

det A = z": a;jCij = zn: ai;Cij,
j=1 i=1

wobei die erste Summe einer Entwicklung nach der i-ten Zeile entspricht, die zweite der Ent-
wicklung nach der j-ten Spalte.
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Wir wollen dies am Beispiel einer 3 x 3-Matrix veranschaulichen. Eine Entwicklung nach der
ersten Spalte liefert:

ai; Qi2 a3 a a a a
22 23 12 13
det 921 Q922 Q923 = a1l det ( ) — Q921 * det ( )

32 A33
31 Aaz2 ass

+ as - det ( @213 ) .

Q22 A23

Bemerkung. Neben der Determinante gibt es noch eine weitere einfache Zahl, die sich aus einer
Matrix bilden I&Rt und die spater noch eine wichtige Rolle spielen wird.
Die Spur einer n x n-Matrix A ist definiert durch

Spur A := i Ajj,

j=1

d.h. als Summe der Diagonalelemente.

2.4 Lineare Gleichungssysteme

In vielen praktischen Probleme hat es mit linearen Gleichungssystemen zu tun. Hier mdchte
man zundchst einmal wissen, ob sie tberhaupt eine Losung haben und wie man diese gegebe-
nenfalls bestimmen kann. Dabei heifl3t ein Gleichungssystem linear, wenn keine Potenzen oder
Produkte der Unbekannten auftreten.

Als ein typisches Beispiel betrachten wir folgendes System aus zwei Gleichungen mit zwei Un-
bekannten und seine Ldsung:

r+3y = 6 = 1r+32x—-5)=6 =Tr=21 = x=3
2r—y = 5 =y=2xr-5 =y =1

Eine alternative Darstellung des Gleichungssystem mit Hilfe von Vektoren (‘;) und (g) im

R?, die die Unbekannten z, y bzw. Inhomogenitéaten zusammenfassen, ist durch

2 2)0)-6)

gegeben. Die 2 x 2-Matrix, die hier auftritt, bezeichnet man auch als Koeffizienten-Matrix.
Allgemein lassen sich lineare Gleichungssysteme aus m Gleichungen mit n Unbekannten immer
in der Form

A-xz=D

schreiben, mit dem Vektor z € R", der die n Unbekannten als Komponenten enthélt, der Inho-
mogenitat b € R™ und einer Koeffizientenmatrix A € M(m, n).
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Ist m = n und kann A invertiert werden, so kann man die Losung mit Hilfe der Inversen bestim-
men:
—1 X b

&:

|5S

2.4.1 Gaul3-Algorithmus

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem aus n Gleichungen mit n Unbekannten:

a;1ry + -0 T, = b1

Ap1T1 + - +ann~rn - bn

bzw. A - z = b. Dann gilt:

Istdet A # 0, dann hat A-z = b eine eindeutige Losung. AuRerdem existiert A~*. Im homogenen
Fall, d.h. b = 0 kann man die L&sung dann sofort angeben: In diesem Fall muR z = 0 sein!
Dieses stellen wir mit Hilfe des folgenden Schemas symbolisch dar:

ay; - Qi | by

Ap1  *+ Qpn bn

Ziel ist es nun, dieses Matrixschema durch Aquivalenzumformungen auf Dreiecksgestalt zu brin-
gen. Mit Aquivalenzumformungen meinen wir dabei Operationen, die den Lésungsraum nicht
verandern. Es handelt sich dabei um die bekannten Operationen, die man bei der Ldsung “zu
FuBR” (siehe das Beispiel zu Beginn dieses Kapitels) anwendet, also z.B. die Addition zweier
Gleichungen oder die Multiplikation mit einer reellen Zahl.

Wir gehen nun folgendermalien vor: Im ersten Schritt subtrahieren wir von allen Zeilen 7 (au-
Rer der ersten!) die jeweils mit a;; /a,; multiplizierte erste Zeile. Hierdurch werden die ersten
Elemente aller Zeile (aulRer der ersten!) zu Null gemacht. Man erhélt dann folgendes Schema:

aii a12 te A1n by
_ a2 .. _ a2 _ @21
0 az — ap Qon — Phar, | by — $2by
_ Gn1 . _ an1 _ On1
O An2 a1l a12 Ann a1 A1n bn a1 bl

Dies wiederholt man nun fiir die Untermatrix, die in der 2. Zeile und 2. Spalte beginnt etc. Am
Ende hat man dann folgendes Schema vorliegen:

ayp a2 - Qi | by
0 g2 -+ ag, | b2

0 0 - ayylb,
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Die explizite Form der Elemente a;; geben wir hier nicht, sie kdnnte aber im Prinzip bestimmt
werden.

Ausgeschrieben lautet die letzte Zeile a,,z, = b,. Damit haben wir z,, explizit bestimmt:
Ty = ;’—"n Dies kdnnen wir nun in die vorletzte Zeile einsetzen, so dass dort nur noch z,,_
als Unbekannte explizit auftaucht usw. Damit lassen sich alle z; rekursiv ablesen.

Alternativ kénnte man auch noch weitere Aquivalenzumformungen vornehmen und das Schema
auf Diagonalform bringen:

a1 0 cee 0 7)1
0 51/22 cee 0 b2
0 0 - G| bn

Hieraus kann man die Losung direkt ablesen: z; = b;/a;;. Um diese Diagonalform zu erreichen,
muss man geeignete Vielfache der letzten Zeile von den anderen abziehen und so die letzte Spal-
te zu Null machen etc.

Bem.: Manchmal kann ein Diagonalelement in einem Zwischenschritt den Wert 0 haben. Dann
muR man Zeilen oder Spalten vertauschen, was u.U. einer Umnummerierung der Variablen ent-
spricht.

Wir wollen das Vorgehen an einem konkreten Beispiel demonstrieren.

Beispiel 2.4.1.
r+2y+ 2z = 3
T+ y— 2z = -1
20 —2y+42z = 10
Dies liefert folgendes Schema:
1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1 3
1 1 -1{-1]—|{0 -1 2|4 |—01 —2|—-4
2 =2 4|10 0O -6 2| 4 0 0 14 28

Die letzte Zeile lautet explizit 14z = 28 also z = 2. Setzt man dies in die vorletzte Zeile
y — 2z = —4 ein, so folgt y = 0. Aus der ersten Zeile erhélt man schliellich z = 1.

Alternativ kann man auch weitere Umformungen vornehmen und den Koeffiziententeil auf Dia-
gonalgestalt bringen. Dabei geht man analog vor, wobei nun geeignete Vielfache der letzten Zeile
von den anderen Zeilen subtrahiert werden. Aufierdem kann man sich zunutze machen, dass die
Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahl ebenfalls eine Aquivalenzumformung darstellt.
So erhélt man dann folgende weitere Umformungsschritte: Dies liefert folgendes Schema:

12 1] 3 1 2 01 1 0 01
— 101 2|4 | —010/0]—1{01O00
00 1} 2 0 0 1|2 00 1|2
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Man sieht, dass man nun die Losung direkt in der rechten Spalte ablesen kann, wenn man den
Koeffiziententeil in Diagonalform gebracht hat!

Zum Abschluss einige Bemerkungen:

1.

Obiges Vorgehen funktioniert auch mit mehreren Inhomogenitaten gleichzeitig. Dies tritt
z.B. beim Invertieren einer Matrix A auf:

ayg - ap |1 - 0 1 --- 0

_ e e e — '._ ' A—l

Die vorgestellte Losungsstrategie kann auch auf allgemeinere Systeme aus n Gleichungen
mit m Unbekannten (wobei n # m) angewendet werden.

Fir quadratische Systeme (n = m) gilt: Ist det A # 0, so hat Az = b eine eindeutige
Losung. AuRerdem existiert A,

Hieraus folgt, dass im Fall b = 0 (homogenes Gleichungssystem) z = 0 die eindeutige
Losung ist.

Ist in einer Zeile der Koeffiziententeil iberall Null, das entsprechende Element des inho-
mogene Teils (rechte Spalte) aber nicht, so besteht offensichtlich ein Widerspruch. Das
Gleichungssystem ist dann nicht l6sbar.

Ist in eine Zeile identisch Null (inklusive der Inhomogenitét), so kann man eine Variable
beliebig wéhlen und das System hat unendlich viele Lésungen.



Kapitel 3

Funktionen und Differentiation

Definition 3.0.1 (Funktion).

Eine Funktion ist eine Vorschrift f, die jedem Element einer Menge D, dem Definitionsbereich,
ein Element y =: f(z) einer anderen Menge 7, der Zielmenge, zuordnet. Man spricht auch von
einer Abbildung von D nach Z und bezeichnet diese mit

f:D—Z
oder charakterisiert die Zuordnung durch
x— f(x) mit x € D, f(z) € Z.
Bemerkungen:

1. z und/oder f(x) kdnnen auch Vektoren sein!

2. Statty = f(x) schreibt man oft auch einfach y = y(z). Die Schreibweise y(x) soll andeu-
ten, dass man in der Physik haufig nicht zwischen der Funktion f (also der Zuordnungs-
vorschrift) und der abhangigen Variablen y unterscheidet.

3.1 Eigenschaften von Funktionen
Funktionen f : D — Z lassen sich auf verschiedene Arten und Weisen charakterisieren. In einer

Kurvendiskussion kann man folgende Eigenschaften untersuchen.

1. Injektivitat: Die Funktion f ist injektiv, wenn f(xy) # f(x2) fur alle z1,z2 € D mit
T 7é 9.

2. Surjektivitat: Die Funktion f ist surjektiv, wenn die Bildmenge f(D) := {f(z)/x € D}
mit der Zielmenge Ubereinstimmt: f(D) = Z.

3. Bijektivitat: Eine Funktion, die injektiv und surjektiv ist, bezeichnet man als bijektiv oder
auch eineindeutige Abbildung. Dies wird wichtig, wenn man die Umkehrfunktion bilden
mochte.

27
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A f(X)

Abbildung 3.1.1: Die dargestellte Funktion ist unstetig bei =, da sie dort einen Sprung macht.

4. Monotonie: Die Funktion f hei8t monoton wachsend (bzw. fallend), wenn fir alle z; < x»
gilt f(x1) < f(x2) (bzw. f(z1) > f(x2)). Gilt sogar die strenge Ungleichheit, so heif3t die
Funktion streng monoton wachsend (bzw. fallend).

5. Extrema: f nimmt im Punkt z, ein (lokales) Maximum (bzw. Minimum) an, falls es ein
Intervall |zo — 6, xo 4+ [ um ¢ gibt (§ > 0), indem f(z) < f(xo) (bzw. f(x) > f(zy)) ist.
Das groiite lokale Maximum (bzw. Kleinste lokale Minimum) hei3t absolutes Maximum
(bzw. absolutes Minimum)?.

6. Asymptotik: In der Physik interessiert man sich oft fiir das Verhalten von Funktionen fir
grol’e oder kleine Argumente bzw. allgemeiner am Rand des Definitionesbereiches. Dieses
l&sst sich oft durch einfachere Funktionen charakterisieren. Z.B. sagt man, dass sich f(z)
fur grolRe = asymptotisch wie =" verhdlt, wenn f(x)/z™ — 1 fir z — oo.

7. Symmetrie (gerade/ungerade Funktionen): Eine Funktion f heilt gerade, falls fir alle
x € Dyilt: f(—z) = f(x).
Die Funktion heil3t ungerade, falls fiir alle x € D qgilt: f(—z) = —f(x).
Man beachte, dass in der Regel Funktionen weder gerade noch ungerade sind!

Definition 3.1.1 (Stetigkeit).
Eine stetige Funktion hat einen Kurvenverlauf ohne Sprung?. Der Graph der Funktion kann dann
ohne abzusetzen gezeichnet werden (siehe Abb. 3.1.1).

Stellen, an denen eine Funktion ein “auBergewdhnliches” Verhalten zeigt, bezeichnet man auch
als Singularitaten.

Zwei wichtige Typen von singuldrem Verhalten sind:

YVorsicht! Hier miissen evtl. Funktionswerte an den Randern des Definitionshereichs separat betrachtet werden!
2Wir verzichten hier auf eine streng mathematische Definition zu Gunsten der intuitiven Vorstellung.
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A f(x)

Y

Abbildung 3.1.2: Der Graph der Heaviside’schen Sprungfunktion.

A f(x)

Abbildung 3.1.3: Funktion mit einer Singularitat im engeren Sinne.

1. Unbestimmtheit: Hiermit meint man einen speziellen Fall von Nichtstetigkeit, den wir am
Einfachsten anhand einer oft gebrauchten Funktion illustrieren, der sog. Heaviside’schen

Sprungfunktion
1 fi
o) = l.,.ll’ x>0 .
0 firxz<0

Man sagt: “© ist singulér bei z = 0”. ©(0) wird i.a. per Konvention festgelegt. Auf wel-
chen Wert hangt meist von der Anwendung ab. Die gebréuchlichsten Konventionen sind
©(0)=1,0(0) =0und B(0) = 1/2.

Der Graph der Sprungfunktion ist in Abb. 3.1.2 dargestellt.

2. Unendlichkeit (Divergenz): Der zweite wichtige Typ von Singularitdten sind Stellen, an
denen die Funktionen keinen endlichen Wert annehmen, d.h. divergieren. Dies sind Singu-
laritdten im engeren Sinne.

Ein Beispiel ist in Abb. 3.1.3 dargestellt, ndmlich die Funktion f(z) = ﬁ Sie ist offen-
sichtlich fir = = 1 nicht definiert, da dort der Nenner eine Nullstelle hat. Man sagt auch,
dass f bei x = 1 singulér ist bzw. genauer, dass f dort einen Pol (bzw. eine Polstelle) hat.
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In der Physik spielen Singularitéaten eine wichtige Rolle, z.B. in der Theorie der Phaseniibergange.
Diese lassen sich an Hand ihres Verhaltens in der Ndhe von Singularitdten charakterisieren!

Bemerkung: Er gibt auch Singularitéten, die sich “beheben” lassen. Ein Beispiel ist die Funktion
x—2 1
flw) = 2—3x+2 x-—1
Formal hat der Nenner die Nullstellen z = 1 und x = 2, d.h. dort sollten Singularitéten vorliegen.
Da die Nullstelle = = 2 von der entsprechenden Nullstelle des Z&hlers kompensiert wird, merkt
man aber von ihr nichts. Die Funktion kann an der Stelle x = 2 stetig erganzt werden durch die
Festlegung f(2) = 1. Formal entspricht das dem Kiirzen des Linearfaktors = — 2. Man bezeichnet
diese Singularitat daher als hebbare Singularitat.

3.2 Elementare Funktionen

Im folgenden wollen wir die wichtigsten Funktionenklassen, die in der Physik immer wieder vor-
kommen, vorstellen und ihre wesentlichen Eigenschaften aufzéhlen. Spater und in den Ubungen
werden wir noch weitere wichtige Funktionen kennenlernen.

3.2.1 Potenzfunktion

Die Potenzfunktion ist definiert durch

f(z) =z
x bezeichnet man als Basis und « als Exponenten.
Fur Exponenenten « = n € N sind die Potenzfunktionen gerade Funktionen, wéhrend sie fur
ungerade n ungerade Funktionen sind (siehe Abb. 3.2.1).
Folgende Rechenregeln gelten fur die Potenzfunktion (mit z € R und a,b € R):

1
$a£L'b — maer? (l_a)b _ xab, T — —.
xT

AuRerdem gilt z° = 1, wobei aber 0° nicht definiert ist!

Als Polynom n-ter Ordnung bezeichnet man Summen der Form

folz) = Z a;z) = ag + a1x + agx® + -+ + a, "
j=0
mit der natirlichen Zahl n € Nund a; € R.

Eine rationale Funktion ist Quotient zweier Polynome f,, und g,,:

h(x) = fm(fl?)

gn()

In den Ubungen werden wir die sog. Partialbruchzerlegung diskutieren, mit der sich rationale
Funktionen in eine Standardform bringen lassen.
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A f(x)
f(x)

Abbildung 3.2.1: Graph der Potenzfunktion f(z) = z™ fur gerades n (links) und ungerades n
(rechts).

3.2.2 Exponentialfunktion

Bei der Potenzfunktion ist die Basis variabel und der Exponent fest. Bei den Exponentialfunk-
tionen ist es genau anders herum:

fo:R—RT  mit  f,(z)=d"
Spezielle Exponentialfunktionen sind
f2(3:) = 2967 flO(x> = 10367 f€<$) - ex = exp(x),

wobei e die sogenannte Eulersche Zahl ist: e = 2.71828 .. ..
Man bezeichnet die Exponentialfunktion zur Basis e auch als die Exponentialfunktion oder als
naturliche Exponentialfunktion.

Die Exponentialfunktionen sind streng monoton wachsend und stetig. Fiir « > 1 wachsen sie fur
grol3e = sehr schnell an und fallen fiir groRe negative = sehr schnell ab (Abb. 3.2.2).
Spezielle Funktionswerte sind

fll(o) =1, fa(1> = a, fa(_l) = %

Fur die Exponentialfunktionen gelten folgende Rechenregeln:

a®b” = (ab)?, a*a¥ = a""v.

Sie sind also durch folgende Funktionalgleichung charakterisiert:

fa<x>fa(y) = fa(JJ + y)‘
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104

Abbildung 3.2.2: Graph der Exponentialfunktion f, fur verschiedene Basena = 2,3,--- , 7. Die
naturliche Exponentialfunktion (a = ¢) entspricht dem fett gezeichneten Graphen.

Die Exponentialfunktion ist eine der wichtigsten Funktionen im Rahmen der Naturwissenschaf-
ten. Sie beschreibt z.B. viele Wachstumsprozesse (Zellteilung, Kernspaltung) und Zerfallspro-
zesse (Radioaktivitat).

Wir haben schon erwéhnt, dass die Exponentialfunktionen sehr schnell anwachsen. Etwas prazi-
ser: Sie wachsen stérker an als jede Potenz, was sich mathematisch folgendermalien ausdriicken
l&sst:

n

lim —
11m
200 fo(7)
Entsprechend fallen die Funktionen fiir x — —oo sehr schnell ab, was man sich mita=" = 1/a”
leicht klar macht. Mit dieser Beziehung kann man sich auch uberlegen, was im Fall 0 < a < 1
passiert!

=0 (a>1,n>0)

3.2.3 Logarithmus

Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.

Definition 3.2.1 (Umkehrfunktion).
Ist f : X — Y eine bijektive Abbildung, so existiert die Umkehrfunktion (oder auch inverse
Funktion) f~!: Y — X charakterisiert durch

f(fw)=y und [ (f(z)) =2 firalleze X,yeY.

Hierbei darf man die Umkehrfunktion f~!(z) nicht mit dem Kehrwert (f(z))~! = 1/f(x) ver-
wechseln! In Biicher etc. wird hier die Notation oft nicht ganz sauber verwendet. Man muR dann
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logz (x)

i In (x)

logus (x)

Abbildung 3.2.3: Graph der Logarithmusfunktion log,, fur verschiedene Basen a = 2, a = e und
a=1/2.

-1
dem Zusammenhang entnehmen, was gemeint ist! Manchmal schreibt man daher auch f fir
die Umkehrfunktion.

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion f,(z) = a® (mit a > 0) bezeichnet auch man als
Logarithmus (zur Basis a) log, vy : R™ — R.

Die Logarithmusfunktion ist streng monoton wachsend und stetig. Ihren Graphen erhalt man,
wie allgemein fur Umkehrfunktionen, durch Spiegelung des Graphen von f,, an der Diagonalen
y = x (siehe Abb. 3.2.3). Es gilt

z=log,(a"),  y=a"%".

Fur die Félle « = 10 und @ = e haben sich spezielle Bezeichnungen eingebiirgert:

Inz :=log, z, log x := logy, .

Bem.: Wir hatten im vorigen Abschnitt gesehen, dass die Exponentialfunktion fiir grof3e = schnel-
ler als jede Potenz anwdchst. Als Konsequenz daraus, wachst der Logarithmus langsamer als jede

Potenz, d.h.

. log,x
lim
rz—oo 7

Auch die Rechenregeln ergeben sich direkt aus den entsprechenden Regeln fiir die Exponential-
funktion. Wir stellen sie hier kurz zusammen:

=0 fur v > 0.
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log,(AB) = log, A+log, B
log, (A") = rlog, A

1
log, (Z) = —log, A
mit A, B >0undr € R.

Mit Hilfe des Logarithmus kénnen wir nun Exponentialfunktionen mit unterschiedlichen Basen
ineinander umrechnen. Insbesondere gilt:

T
a:p — (elna) — ewlna'

Dies zeigt, dass es tatsachlich genugt, die natirliche Exponentialfunktion® exp(z) = e® zu ken-
nen. In den Ubungen werden wir sehen, dass eine analoge Aussage auch fiir den natiirlichen
Logarithmus In z gilt!

3.2.4 Trigonometrische Funktionen

Zur Definition der trigonometrischen Funktionen betrachten wir einen beliebigen Punkt auf dem
Einheitskreis. Diese lassen sich vollstandig durch Angabe des Winkels ¢ charakterisieren.

Winkel werden in der Physik in der Regel im BogenmaR (Radiant) gemessen. Die Umrechnung
in Grad geschieht folgendermassen:

o

Winkel in Grad = 360
2

Daher entspricht der Winkel = dem Winkel % - = 180°.

- Winkel in Radiant.

Die Koordinaten eines Punktes auf dem Einheitskreis sind durch x = cos¢ und y = sin¢
gegeben. Dies entspricht der klassischen geometrischen Definition der Winkelfunktionen
cos ¢ = Ankathete nd — Gegenkathete

~ Hypothenuse’ ~ Hypothenuse

da die Lange der Hypothenuse hier gleich 1 ist.

Wenn wir nun den Winkel ¢ variieren, andern sich auch cos ¢ und sin ¢. Wir konnen daher Sinus
und Cosinus als Funktionen von ¢ auffassen.

Bevor wir die trigonometrischen Funktionen im Detail diskutieren, noch eine Definition:

Definition 3.2.2 (periodische Funktionen).
Eine Funktion f heil3t periodisch mit Periode 7', wenn fiir alle z gilt:

fle+T) = f(a)

Man beachte, dass die Periode 7" > 0 nicht eindeutig ist, da mit 7" immer auch 27", 3T etc.
Perioden sind. Die kleinste Wert von 7" > 0, der obige Identitat erfillt, heilt kleinste Periode
oder einfach nur die Periode von f(t).

30der jede beliebige andere Exponentialfunktion!
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Abbildung 3.2.4: Definition von Sinus und Cosinus am Einheitskreis.

Abb. 3.2.5 zeigt den Graphen von cos ¢. Der Cosinus ist als Funktion auf ganz R definiert. Aus
der geometrischen Interpretation ist klar, dass die Funktionswerte im Intervall [—1,1] liegen
missen. Sie zeigt aulerdem, dass der Cosinus eine gerade Funktion ist, die zudem 27-periodisch
ist. Zusammengefasst gilt also:

cos : R—[-1,1]
cos¢ = cos(—o¢)
cos¢p = cos(¢+ 2m)
Nullstellen : (2n+1) g (neZ)

Analoge Uberlegungen kénnen fiir den Sinus angestellt werden. Sein Graph ist in Abb. 3.2.5
gezeigt. Allerdings ist der Sinus eine ungerade Funktion. Es gilt:

sin @ R—[-1,1]
sing = —sin(—¢)
sing = sin(¢ + 2m)

Nullstellen : nmw (neZ)

Zwischen der Sinus- und Cosinusfunktion bestehen verschiedene wichtige Zusammenhénge:

1 = sin®¢ + cos? ¢,

cos¢ = sin ((b—l—g),

sing = cos (gzﬁ— g)
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Sine and Cosine
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Abbildung 3.2.5: Graph der Cosinus- und Sinusfunktion.

Die erste Beziehung folgt sofort aus dem Satz von Pythagoras und der Definition am Einheits-
kreis. Die anderen beiden Identitdten besagen, dass Sinus und Cosinus um 7 gegeneinander
verschoben sind (siehe Abb. 3.2.5).

Aus Sinus und Cosinus lassen sich weitere trigonometrische Funktionen definieren, die in An-
wendungen hdufig auftreten. Zunéchst ist dies der Tangens

sin ¢

tan ¢ =
¢ cos @

mit
fan R\{@n+UgMEZ}—HR

tang = —tan(—o)
tang = tan(¢ + )

Nullstellen : nm (neZ)
Pole : @n+Dg (n €7Z)

Im Gegensatz zu Sinus und Cosinus ist der Tangens also 7-periodisch. Seine Nullstellen stimmen
mit denen des Sinus Uberein. AuRerdem hat er Polstellen an den Nullstellen des Cosinus (siehe
Abb. 3.2.6). Im Gegensatz zur Sinus- und Cosinusfunktion ist der Tangens nicht beschrankt, sein
Wertebereich sind die gesamten reellen Zahlen R.

Der Cotangens ist der Kehrwert des Tangens:

I cos¢

cot @ := =
¢ tang  sing
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Abbildung 3.2.6: Graph der Tangens- (links) und Cotangensfunktion (rechts).

und hat die folgenden Eigenschaften:
cot : R\ {nwlne€Z}—-R

cot¢p = —cot(—q)
cotd = cot(p+ )
T

Nullstellen : (2n+1) 5 (neZ)

Pole : nw (neZ)

Der Cotangens ist auch w-periodisch. Er hat Pole an den Nullstellen des Sinus und seine Null-
stellen stimmen mit denen des Cosinus tberein. Wie der Tangens ist auch der Cotangens nicht
beschrankt, sein Wertebereich sind die gesamten reellen Zahlen R.

Neben den trigonometrischen Funktionen sollte man auch deren Umkehrfunktionen gut kennen.
Da die trigonometrischen Funktionen alle periodisch sind, mufl man ihren Definitionsbereich
einschrénken, so dass sie bijektiv werden und man eine Umkehrfunktion tGberhaupt definieren
kann. Dies fiihrt auf die Hauptwerte der Funktionen. Im folgenden sind diese zusammengestellt:

Cos : 0,7] — [-1,1]

— . arccos  (Arcuscosinus)
sin : [-2,2] — [-1,1]

— . arcsin  (Arcussinus)
tan : ]—g,g[ — | — 00,0

— . arctan  (Arcustangens)
cot : 10,7r] — ] —o00,00]

— . arccot  (Arcuscotangens)

Abb. 3.2.7 und 3.2.8 zeigen die Graphen der inversen trigonometrischen Funktionen.
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Abbildung 3.2.7: Graph der Umkehrfunktionen arccos (links) und arcsin (rechts) der Sinus- und
Cosinusfunktion.
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Abbildung 3.2.8: Graph der Umkehrfunktionen arctan (links) und arccot (rechts) der Tangens-
und Cosinusfunktion.
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3.3 Differentiation

Ein typisches physikalisches Problem ist die Bestimmung der Geschwindigkeit, wenn die zuriick-
gelegte Entfernung als Funktion der Zeit bekannt ist. Dies gilt insbesondere, wenn die Geschwin-
digkeit nicht konstant ist. Man kann nach der momentanen Geschwindigkeit zu einem gegebenen
Zeitpunkt fragen. Anschaulich entspricht dies der Bestimmung der Steigung des Graphen einer
vorgegebenen Funktion in einem beliebigen Punkt.

Definition 3.3.1 (Ableitung, Differentiation).

Der Zuwachs* y — y + Ay einer Funktion y(z) bei Veranderung des Arguments z — z + Ax
ist ein MaR fur die Verdnderung einer Funktion (siehe Abb. 3.3.1):

Ay y(z+ Az) —y(z)
Az Ax

Dieser Differenzenquotient ist also die Steigung der Geraden durch die Punkte (z,y(x)) und
(x + Az, y(z + Az)) (siehe Abb. 3.3.1), der sog. Sekante. Im oben angegebenen Beispiel ent-
spricht dies der Durchschnittsgeschwindigkeit im “Zeitintervall’ [z, x + Axz].

Die Ableitung 3/ (z) einer Funktion y(z) ist dann die momentane Veranderung der Funktion, die
durch den Grenzwert

gegeben ist. Man schreibt fiir diesen Differentialquotienten auch symbolisch

y’zd—y
dx

mit den Differentialen dz, dy.

Hohere Ableitungen sind rekursiv definiert: " = (3/), "1 = (™), etc. Man schreibt auch
(TL) _dy
Yy (x) = qan-

Bemerkung: Streng genommen ist g—g kein Quotient zweier GroRen dy und dz und kann nicht
auseinandergerissen werden. Trotzdem macht man dies in der Physik hdufig! Dahinter steckt die
Vorstellung, daR man mit den Veranderungen Ay, Az rechnet und am Ende erst den Grenziiber-
gang Az — 0 vollzieht.

Beispiel 3.3.1.

y(x) =2" ~  y(z)=na""!

Dies kann man mit Hilfe der binomischen Entwicklung einsehen, denn es gilt (z + Ax)" =
" + na" Az + O((Ax)?). Setzt man dies in den Differenzenquotienten ein, so erhalt man
W = nz""! + O(Ax), woraus im Limes Az — 0 das Ergebnis folgt.

Im folgenden stellen wir die wichtigsten Rechenregeln zusammen, mit denen sich aus bekannten
Ableitungen weitere Ableitungen bestimmen lassen:

“Dieser ‘Zuwachs’ kann auch negativ sein!
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y(x + Ax)

y(z)

1 y(z) =u(@)v(z) = |y (z)="d(z)v(r)+ u(z)(z) (Produktregel)

2. y(z) = zgz; = |y ()= “’(m)v(f,)(;fz(x)yl(z) (Quotientenregel)

8. y=fluhu=ulx) = yl@)=f(u(x)
> y=%, = Fu=[(u(x)

dz “erweitern’/ du dz

4. Ableitung der Umkehrfunktion = = f~*(y) vony = f(z):

:\
—
=

dh.|y = f'(u(z)) v (x)| (Kettenregel)

. dy 1
—1\ o 1 ! .
() (@) = 7=y | bzw. in Kurzform y== —Zi.

Dies beweist man z. B. {iber die Kettenregel, da f(f~'(z)) = x. Man beachte, dass man
die Ableitung von f’ an der Stelle f~'(x) zu nehmen hat (siehe folgendes Beispiel).

Beispiel 3.3.2.
Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion f(x) = e ist bekanntlich der (natiirliche) Loga-
rithmus f~!(z) = Inz. Da f’(z) = e* erhdlt man als Ableitung des Logarithmus

dlnz 1Y () — 1 b1
dx - (f ) ( ) f/(f—1<x>) elnz T

Im Prinzip geniigen die oben angegebenen Rechenregeln zusammen mit der Kenntnis einige we-
niger Ableitung, um fast alle wichtigen Funktionen differenzieren zu kdnnen. Die wichtigsten
Funktionen, deren Ableitung man auswendig kennen sollte, sind in folgender Tabelle zusam-
mengestellt:
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flx) | f(z)
a 0
z* | az® !
e’ e’
Inz i
sinx | cosx
cosx | —sinz

Dabei ist a € R eine Konstante.

Im Prinzip kdnnte man diese Liste noch verkiirzen, da man z.B. die Ableitung des Logarithmus
wie in Beispiel 4.3.2 aus der der Exponentialfunktion bestimmen kodnnte. Auch die Ableitung
des Sinus konnte aus der des Kosinus hergeleitet werden:

dsinzx d ( T ) . ( T )
= — —_ — S1n - = .
. . cos |z 5 sin (= 5 cos T

Dabei haben wir neben den bekannten Identitaten fiir trigonometrische Funktionen nur die Ket-
tenregel benutzt.

Definition 3.3.2 (Ableitung von Vektoren).

Die Ableitung von Vektoren ist komponentenweise erkldrt: Sei a(t) = (Z%i;) eine vektor-
2

wertige Funktion und a(t + At) = a(t) + Aa(t) deren Anderung. Dann ist
da . Aalt) day a (t)
— =1 —= = i = ! .
it Ao At ( dap ) ( d(t)

3.4 Potenzreihen und Taylor-Entwicklung

Viele Funktionen, die in der Physik auftreten, sind nicht in geschlossener Form angebbar, d.h.
lassen sich nicht auf einfache Weise durch elementare Funktionen ausdriicken. Stattdessen gibt
man sie in der Form von Reihen an.

3.4.1 Potenzreihen
Definition 3.4.1 (Potenzreihen).
Eine Potenzreihe mit Koeffenzienten a,, hat die Form

[e.9]

flz) = Z apx".

n=0

Man beachte, dass alle auftretenden Potenzen n ganzzahlig und nicht-negativ sind. Wir betrach-
ten x als Variable und haben somit eine Funktion von z definiert.
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Formal sind Potenzreihen Grenzwert der Folge (ijzo anx”> der Partialsummen.
NeN

Die Reihe konvergiert evtl. nur in einem endlichen Bereich |z| < R. Dann heift R auch Kon-
vergenzradius der Potenzreihe.

Beispiel 3.4.1. Aus der Schule dirfte ihnen die geometrische Reihe

f:a:” L fir|z| < 1
~ 11—z

bekannt sein. Diese kann man als Potenzreihe interpretieren, wenn man z als variabel betrach-
tet. Die Koeffizienten dieser Reihe sind a,, = 1 fiir alle n. BekanntermaRen hat die Reihe den
Konvergenzradius 1.

Wir sehen an den Beispiel, dass man manchmal Reihen durch einfache Funktionen ausdriicken
kann. Genauer gesagt, stimmt die geometrische Reihe im Intervall | — 1, 1] mit der Funktion ﬁ
uberein.

3.4.2 Taylor-Entwicklung

Es stellt sich daher die Frage, ob man eine beliebige Funktion f(z) in Form einer Potenzreihe
darstellen kann. Wir nehmen dazu an, dass dies mdglich ist und versuchen die Koeffizienten a,,

zu bestimmen. Sei also f(z) = 3°°°  a,2". Da man Potenzreihe gliedweise differenziert®, folgt:
f(z) ao+ a1z + a4+ asrd+ -+ apx™ + -
@) = ar + 2a02 + 3azz” + -+ naa" T+
fll@) = Dz + Gasz + -+ n(n — 1)ana™2 + - -
() = 6as + - +n(n —1)(n — 2)a,z" > + - -

Hieraus liest man ab:

fO)=ap, f(0)=ay, f'(0)=2ay, f"(0)=6as,---,f™(0)=nlay,,---

und somit

Somit erhalten wir die Taylor-Reihe (oder Taylor-Entwicklung) von f um z =0

o0

f) =3 O

n=0

SUber die Frage, wann das erlaubt ist, wollen wir uns hier keine Gedanken machen! Zumindest muss die glied-
weise differenzierte Reihe auch wieder konvergieren!
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Eine grolie Klasse von Funktionen kann durch Taylor-Reihen dargestellt werden. Diese Funktio-
nen heillen analytisch (in z = 0).
Dies gilt aber nicht fur alle Funktionen. Ein Gegenbeispiel ist

fla)=e
Fir diese Abbildung gilt
f™)y=0  firallen.

Somit ist die Taylor-Reihe identisch Null!
Ein anderes Beispiel ist die Funktion f(x) = % die in = = 0 gar nicht definiert ist, genauso wie
alle ihre Ableitungen.

Eine wichtige Anwendung der Taylor-Entwicklung ist die Bestimmung einer einfachen Nahe-
rung einer Funktion in der Nahe von = = 0, z.B.

F() = F0) + F/(0) + 3 f(0)? + O).

Dabei bezeichnet O(x?) Terme, die fir z — 0 mindestens so schnell wie =3 verschwinden. Eine
allgemeine mathematische Definition hierfur lautet:

Definition 3.4.2.
Seien f(x) und g(z) vorgegebene Funktionen und xy € R U {£oc}. Dann definiert man

f(z) = O(g(z)) <= esgibtein M € R mit ’% < M firz — zg.
glz

Fir den Fall lim,_.,, f(z) = 0 bedeutet dies, dass f(z) fur x — x, mindestens so schnell
verschwindet wie g(x). Fir den Fall lim, ., | f(x)| = oo, wéchst | f ()| hochstens von derselben
Ordnung wie |g(x)|.

Analog definiert man:

d.h. f(x) verschwindet schneller als g(x) fir x — =z, falls lim,_.,, f(z) = 0. Fur den Fall
lim, ., | f(x)| = oo wird |g(z)| flr x — xy schneller wachsen als | f(x)]|.

Oft ist es nutzlich, die Taylor-Entwicklung von f nicht um Null, sondern einen anderen Punkt x
zu betrachten. Diese konnen wir nun leicht bestimmen. Dazu betrachten wir die Funktion

9(Ax) == f(xo + Az) = f(),

d.h. g istum z, gegenuber f verschoben: g(z — z¢) = f(x). Wir entwickeln nun g um Null:

g(Ar) = 3 g (0)(Ax)"

n=0
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Nach Kettenregel gilt aber fiir alle n

g"™(0) = £ (xo)

und somit

Fle) = 3 O wo) (o)™

Dies ist die Taylor-Entwicklung von f um x,. Voraussetzung ist natiirlich, dass f in zy analytisch
ist.
Im folgenden wollen wir einmal die wichtigsten Potenzreihendarstellung auflisten:

explz) = e = g %x” (z €R)
sinz = g %x%ﬂ (z €R)
cosz = g (éi;?x% (r €R)
In(l+x) = i (_17zn+1x" (z €] —1,1])
(1+z)pP = i<£)x" (peR, z€]—1,1])

mit dem Binomialkoeffizienten

<p ) _pp=Dp=2)--(p-—n+1)

n n!

Spater werden wir noch sehen, dass die Darstellung einer Funktion als Taylor-Reihe i.a. Aus-
gangspunkt ihrer Erweiterung ins Komplexe ist. Fir beliebige = € C ist die Funktion dann da-
durch definiert, dass man in der Taylor-Reihe x durch z ersetzt. Dies ist sinnvoll, da die Funktion
so fir reelle Argumente mit ihrer urspriinglichen Definition ibereinstimmt und die Berechnung
der Reihe im Prinzip nur die Grundrechenarten erfordert.



Kapitel 4

Integration

Eine haufig auftauchende Frage lautet: Wie bestimmt man z(¢) wenn v(t) = % bekannt ist ?

In physikalischen Problemen ist dabei z.B. v(t) der zeitliche Geschwindigkeitsverlauf einer Be-
wegung und x(¢) die bis zur Zeit ¢ zuriickgelegte Strecke.

Die zur Beantwortung dieser Frage ndtige Umkehrung der Differentiation bezeichnet man als
Integration.

4.1 Stammfunktion

Definition 4.1.1 (Stammfunktion).
F(z) heiflt Stammfunktion der Funktion f(x), wenn F'(z) = f(z). Man schreibt auch

0= [ fa)a

und bezeichnet dies als das unbestimmte Integral von f. In der Physik schreibt man auch h&ufig
[ dx f(x), was spater bei mehrdimensionalen Integralen eine niitzliche Konvention ist.

F ist nicht eindeutig, denn mit F'(x) ist auch F'(z) 4+ a mit einer beliebigen reellen Konstanten
a eine Stammfunktion. Genauer bezeichnet daher [ f(x)dz die Menge aller Stammfunktionen
von f. a heildt auch Integrationskonstante.

Ahnlich wie die Ableitung kdnnen wir uns eine Tabelle mit den wichtigsten Stammfunktionen
zusammenstellen:

flz) | F(z)
xr T—’%xr—&—l
1 In |x|
er er

sinz | —coszx

COS T sin

Dabei ist zu beachten, dass bei jeder Stammfunktion additiv noch Integrationskonstante a auftritt.
Im ersten Beispiel 2" istr € R\ {—1}. Istr ¢ N, so muB = > 0 sein.

45
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f()

AR

f(u+ Au)
f(u)

Af

—1

a u u+Au X

Abbildung 4.2.1: Das Integral

4.2 Bestimmtes Integral

Eine andere Motivation der Integration ist die Flachenberechnung. Man spricht auch von be-
stimmten Integralen. Fir die Flache die vom Graphen f(x) der Funktion f mit der z—Achse
zwischen x = a und x = u eingeschlossene Flache (schraffierter Bereich in Abb. 4.2.1) schreibt

man auch:
/ fa

Man fragt sich nun: Wie sieht F'(u) aus, wenn f(x) bekannt ist?

Auf den ersten Blick ist naturlich nicht offensichtlich, dass dieses Problem etwas mit dem im
vorigen Abschnitt eingefiihrten Integral zu tun hat. Die Notation deutet aber einen solchen Zu-
sammenhang schon an, den wir uns im folgenden klar machen wollen.

Zu Bestimmung der Funktion F'(u) vergroBern wir den Integrationsbereich um ein Stiick Au
(siehe Abb. 4.2.1):

Fu+ Au) = F(u)+ f(u)Au+ AR,
AR =~ AuAf.

Die Flache A R haben wir nur sehr grob durch AuA f approximiert. I.a. wird hier noch ein Koef-
fizient v auftreten, d.h. AR = aAuA f. In dem Beispiel in Abb. 4.2.1 wére eine Approximation
des Bereichs AR durch ein Dreieck (d.h. o = 1/2) sicher genauer. Wir werden aber gleich se-
hen, dass es darauf gar nicht ankommt. Wichtig ist nur, dass A R gegen Null geht, wenn Aw oder
A f gegen Null gehen.

Nun ergibt sich durch einfache Umformung:

F(u+Au) = F(u)  f(u)Au+ AR
Au Au ~
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und somit flir Au — 0: - A -
lim (u+ Au) — F(u) = f(u)

Au—0 AU,
Dabei haben wir ausgenutzt, dass lima,_.q Af = 0.

Insgesamt haben wir also:

d.h. F'ist eine Stammfunktion von f bzw. F' = [ f(x)dz.

Die Bedingung F'(u = a) = 0 legt die Integrationskonstante fest. So kommt man zum bestimm-
ten Integral:

/u f@)dz = F(u) — F(a) = F(x)

a

Das bestimmte Integral von f zwischen a und w ist also eine Zahl!

Den Zusammenhang zwischen bestimmtem Integral und Stammfunktion bezeichnet man auch
als den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

Bei der Berechung kann eine beliebige Stammfunktion gewahlt werden, da die additive Konstan-
te bei der Bildung der Differenz F'(u) — F'(a) herausféllt.

Beispiel 4.2.1.
Als einfaches Beispiel betrachten wir die Funktion x™. Das unbestimmte Integral ist gegeben
durch

l,n—i—l
F(z) = "dr = .
(x) /x T= +c

Das bestimmte Integral zwischen a und w ist

u un+1 an+1
z"dr = — )
/a n+1 n+4+1

Speziell fir @ = 1 und v = 2 ergibt sich
2
2n+1 -1
/ dr = ———.
1 n+1

Bei der Interpretation des bestimmten Integrals als eingeschlossene Flache muss man vorsichtig
sein, wenn die Funktion negativ werden kann. In dem Beispiel in Abb. 4.2.2 ware die einge-
schlossene Fléche durch Fy + F, + F3 gegeben, wobei F; > 0. Das Integral liefert aber

b
/ f(ﬂf)dﬂf = F1 — FQ + F3
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A f(X)

4 F, F,
| .
a

F, >0 b

Abbildung 4.2.2: Zur Interpretation des bestimmten Integrals als Flache.

Im folgenden stellen wir einige einfache Rechenregeln zusammen. Zunédchst einmal ist die Inte-
gration linear, d.h. fur beliebige (integrierbare) Funktionen f und g und reelle Zahlen r gilt

/ab (f(z) +rg(x))de = /ab f(x)dx +r /abg(x)dx,

Aulerdem ist die Integration additiv, d.h.

/acf(x)der/cbf(x)dx:/abf(a:)d:c (mita < c < b).

AuRerdem gilt

| #t@xde = F) - Fla) = = (@) = F) = [ f(w)i

wobei F' eine Stammfunktion von f ist. Mit der letzten Regel tiberlegt man sich leicht, was bei
der Additivitat in dem Fall passiert, in dem ¢ nicht zwischen a und b liegt!

4.3 Integrationsverfahren

In der Praxis mull man eine gewisse Menge elementarer (unbestimmter) Integrale auswendig
konnen. Aus diesen kann man sich durch Anwendung geeigneter Regeln viele andere Integra-
le herleiten. Sehr nitzlich sind auch Integrationstabelle, z.B. das Buch von Gradstein/Ryshik.
Heutzutage gibt es auch Computeralgebraprogramme wie Mathematica oder Maple, die sogar
unbestimmte Integrale bestimmen konnen.

Im folgenden wollen wir einige nitzliche Integrationsverfahren vorstellen.
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4.3.1 Partielle Integration

Die partielle Integration ist gewissermafen die Umkehrung der Produktregel der Differentiation.
Sei f(x) = ¢'(z)h(x), d.h. f ist Produkt der Ableitung einer Funktion g, die wir kennen, und
einer Funktion h. Da nach Produktregel - (gh) = ¢g'h + gl/, folgt:

/f(x)dar = / [%(gh) — gh'] dx = gh — /gh'dx

bzw. als bestimmtes Integral

[ @@ = gam@, - [ gt @

Der Nutzen dieser Regel liegt darin, dass manchmal das Integral [ gh'dx einfacher auszurechnen
istals [ ¢'hdz.
Wir wollen dies an einigen Beispielen illustrieren.

Beispiel 4.3.1.

1. Wir wollen f: xe®dz bestimmen. Dazu identifizieren wir e® mit g, also ¢’(x) = e*, und
h(z) = z, d.h. h'(x) = 1. Damit ergibt sich aus der Regel der partiellen Integration:

b b
/ xetdx = xez}z - / 1-e%dr = (ze® — e‘”)‘z.

a

Natirlich héatte man auch die ldentifikation ¢’(z) = x und h(x) = e* wéhlen kdnnen.
Dann hétte aber die partielle Integration zu keiner Vereinfachung gefiihrt, da immer héhere
Potenzen von x auftreten wiirden.

2. Als zweites Beispiel untersuchen wir ein Integral tber eine trigonometrische Funktion,
namlich fab sin? zdz. Hier hilft die Identifikation ¢'(z) = h(x) = sinx weiter. Dann ist
g(x) = —cosz und h'(x) = cos x:

b b b
) ) ) ) b
/ sin? zdr = / sin x sin xdx = —cosxsmx|a — / (— cos? x)dx
a a a
) b
- —cosa:sinx|a+/ (1 — sin® z)dz
a

b
. b .
= —cosxsmx|a—|—x\g—/ sin® zdx.
a

Hier haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile die Beziehung sin? z + cos?z = 1 be-
nutzt. Zundchst sieht es so aus, als ob wir uns im Kreis gedreht haben, da auf der rechten
Seite wieder das gleiche Integral auftaucht, das wir ausrechnen wollten. Man beachte al-
lerdings das andere Vorzeichen! Wir kénnen daher den Term auf die andere Seite bringen
und erhalten somit

b
1
/ sin® xdr = 5 (x — cosxsinx)|Z] .



50 KAPITEL 4. INTEGRATION

3. Als letztes Beispiel betrachten wir ff In zdx. Hier hilft die Identifikation ¢’(z) = 1 und
h(z) = Inz:

b b b
/ lnxdx:xlnx}b—/ x-—dx:xlnx|b—/ dmz(xlnx—x)‘b.
a “ a T “ a “

Die Stammfunktion von In z ist also z Inxz — z.

4.3.2 Substitutionsregel

Die Substitutionsregel ist die Umkehrung der Kettenregel der Substitution.
Sei y = g(z) invertierbar mit Umkehrfunktion ¢~!(y). Dann gilt:

N ()
/ Platyde= [ s @y

Dies sieht man folgendermaRen ein: Sei h(x) := f (g(x)) und H eine Stammfunktion von h:

= [ st as

_7g(b
()], = Hg™ W))2)

a

Andererseits gilt auch

Y

da g~* die Umkehrfunktion von g ist und somit z.B. g~!(g(a)) = a. Weiter gilt nach dem Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung und Kettenregel

() 1 0 L
_ ) I dg—(y) _ dg~(y)
H(g~' W) ) :/g(a) H (g7 () =g~y = » h(g™ W) =, ~ v

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass H Stammfunktion von h ist. Da h(z) =
f (g(z)), folgt hieraus die Behauptung.

Wir geben noch zwei dquivalente Formen der Substitionsregel an, die manchmal niitzlich sind*:

/abf(:v)dx = /gl(b) Flg(z)g (z)dx.

g (a)

oder auch

g(b) b
x)dx = ) g (x)dx
s / flg(2)d' (@)

LEs geniigt natiirlich, eine der Regeln zu kennen, nimlich die Form, die man sich am leichtesten merken kann.
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Die Form fir unbestimmte Integrale

[t = [ e

kann man sich leicht merken, wenn man «/(z) als Differentialquotient < ausdriickt und dann
quasi dx “wegkirzt”. Man beachte, dass in dem rechten Integral « nicht mehr fiir eine Funktion
steht, sondern die Integrationsvariable bezeichnet. Wir werden dies gleich in den Beispielen noch
explizit sehen.

Die Substitutionsregel kann man in beide Richtungen (von links nach rechts oder von rechts nach
links) anwenden. Manchmal ist es nitzlich, durch Substitution mit einer geeigneten Funktion
u(x) zum scheinbar schwierigeren Integral auf der linken Seite tiberzugehen.

Beispiel 4.3.2.

1.
/esmx cosrdr = /e“du =e' ="
u=simaex
du=cos zdx

Offensichtlich bietet sich hier die Identifikation v = sinz an. Wegen % = cosz, ist

dx
du = cos zdzx.

/u<x>da: = d—u:ln|u| = In|u(z)].
u

u(z)  du=wde

Ahnlich wie im ersten Beispiel haben wir hier “dz” quasi weggekiirzt.

3. Ein Beispiel mit bestimmtem Integral:

7 7 16
/ N / —= - 5dy = —/ y V2= oyt =2

Hier haben wir mit y = g(z) = 2242 substituiert. Damit ist die Umkehrfunktion ¢~ (y) =
3(y—2)und (97 () (y) = 3.

4.3.3 Ableitung nach Parameter

Als weiteres niitzliches Verfahren wollen wir einen Trick verstellen, der von R.P. Feynman h&ufig
gewinnbringend eingesetzt wurde. Dieser Feynman-Trick beruht auf folgendem Ergebnis:

Satz 4.3.1 (Ableitung nach einem Parameter).
Wir betrachten das Integral

I(a) = / o)
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bei dem der Integrand neben der Variablen = von einem weiteren Parameter « abhangt, tber
den nicht integriert wird. Die so definierte Funktion /(«) von « ist unter relativ schwachen
\oraussetzungen differenzierbar und es gilt:

b b
I’(a):%/ f(:)s,a)da::/ %dm.

Mit anderen Worten: Man kann die Ableitung nach a “unter das Integral ziehen”. Dann wird sie
zur partiellen Ableitung, da f ja von zwei Variablen abhéngt.

Wir wollen den Nutzen dieser Tatsache fiir die Berechnung von Integralen an einem Beispiel
konkretisieren.

Beispiel 4.3.3.
1 1 aea:c
Pdr = d
/_lxe T . a T

d ' azx _d ]‘axl _d 1 a —«
= @ _16 d.fL'—@(ae |1)—@(a(€ — € ))

d 2 2 2
= — (— sinha) =-—— sinh o + — cosh a.
«Q

da \ « Qo

Dabei haben wir in der ersten Zeile erkannt, dass sich der Integrand als Ableitung einer einfa-
cheren Funktion, ndmlich f(z, «) = e** schreiben 18Rt, auf die wir den Satz von der Ableitung
nach einem Parameter angewendet haben. Bei der Auswertung des Integrals haben wir dann die
in den Ubungen untersuchte hyperbolische Sinusfunktion sinh « eingefiihrt, was die Berechnung
der Ableitung im letzten Schritt etwas vereinfacht. Hierbei wurden die Produkt- und Quotienten-
regel verwendet.

In dem obigen Beispiel war relativ klar, nach welchem Parameter man abzuleiten hat. Die eigent-
liche Kunst liegt darin, geeignete Parameter einzufiihren! Stellen Sie sich z.B. vor, wir hatten nur
das Integral f_ll xe®dx berechnen missen! Der eigentliche Trick bestlinde dann darin zu erken-

nen, dass es viel einfacher ist, das allgemeinere Integral f_ll xe*®dx zu bestimmen und am Ende
dann o = 1 zu setzen. Gerade darin bestand die Meisterschaft von Feynman!

4.4 Uneigentliche Integrale

In der Physik steht man haufig vor dem Problem, entweder Integrale Giber unbeschrénkte Interval-
le zu berechnen, bei denen eine oder beide Grenzen unendlich sind, oder aber dass der Integrand
Polstellen hat. Man spricht dann auch von uneigentlichen Integralen. Im folgenden wollen wir
uns ansehen, wie man in diesen Fallen vorgeht.



4.4. UNEIGENTLICHE INTEGRALE 53

4.4.1 Integration Uber ein unbeschranktes Intervall

Wir betrachten eine Funktion f(z) und fragen uns, ob das Integral [ f(x)dx tber das unbe-
schrénkte Intervall [a, co[ existiert. Dazu fassen wir es als den Grenzwert

/:o fla)de = im /abf(x)dx

auf. Wir missen also untersuchen, ob der Grenzwert tberhaupt existiert. Eine offensichtliche
Forderung, die f(x) erfullen muss, ist, dass die Funktion fir + — oo hinreichend schnell abféllt.
Was das bedeutet, wollen wir an einem konkreten Beispiel untersuchen, das oft als Vergleichsfall
herangezogen wird, ndmlich die Potenzfunktion z".

Beispiel 4.4.1.

o) b
. ) ) 1
/ z'dr = lim "dr = lim [ ——z"! |b
o b—oo J, r#£—1b—oo \ 7 + 1 a
1

1 1
= lim |—— (brJrl — aTH) = lim b+t — ——¢
b—oo |7+ 1 r+1b- r+1

Der Grenzwert existiert nur, falls » + 1 < 0 ist. Dann ist ndmlich b™*' = L+, was fiir groRe b
gegen Null strebt. Fir » < —1 gilt also

o 1 1 1
/ dr = — Attt = ——
u r+1 |7+ 1] alr+1

r+1

Fur r > —1 ist o™ ! divergent und das uneigentliche Integral existiert nicht.
Zur \Vollstandigkeit sei noch der Fall » = —1 angegeben:

| b1
/ —dx = lim —dx = lim 1nx|Z.

T b—oo [, X b—oo
Auch hier existiert das Integral nicht, da In b flir b — oo divergiert.

Zusammenfassend kdnnen wir also feststellen, dass das uneigentliche Integral der Potenzfunkii-
on z" Uber [a, oo] existiert, falls r < —1 ist.

Wie schon erwéhnt, dient die Potenzfunktion als Vergleich, um die Existenz von uneigentlichen
Integralen entscheiden zu kénnen. Wir kdnnnen daher festhalten, dass [ f(x)dz existiert, falls
f(z) fur groRRe = schneller als 1/ abfallt!

Zum Abschluss noch eine wichtige Bemerkung zum Fall, dass beide Grenzen unendlich sind, d.h.
fur die Integration uber | — oo, oo[. Bei solchen Integralen, die an beiden Grenzen uneigentlich
sind, ist die Konvergenz an beiden Grenzen unabhéngig erforderlich!

Betrachten wir hierzu das Beispiel [~ —dz. Offensichtlich gilt

oo 1+x2

lim Ldav =0,

2
a—oo J_, + x
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da der Integrand eine ungerade Funktion ist, die iber das symmetrische Intervall [—a, a] integriert
wird. Allerdings existiert das Integral nicht, denn die unabhéngige Konvergenz ist nicht erfillt,
daIn(1 + 2?) Stammfunktion von T Ist (siehe das 2. Beispiel in Beispiel 5.3.2) und somit

b
x 1 9 9
/a 1+$2dx:§[ln(1+b)—ln(1—l—a)}.

Dies divergiert offensichtlich fur b — oo als auch fiur a — —oc.

4.4.2 Integration Uber Polstellen

Wir betrachten nun eine Funktion, die eine Polstelle bei =, hat. Auf Grund der Additivitat des
Integrals kdnnen die Uberlegungen leicht auf den Fall mehrerer Polstellen verallgemeinert wer-
den. Als Beispiel dient uns wieder die Potenzfunktion x", die fur » < 0 einen Pol bei xq = 0 hat.
Dazu definieren wir , ,
/ r'dr = lim x'dz.

0 a—0-+ a
Dabei bedeutet « — 0+, dass man den Grenzwert bildet, indem man sich nur von der rechten
Seite, also a > 0 der Null ndhert. Eine andere Schreibweise hierfir ist a ~\, 0.

Eine analoge Rechnung wie in Abschnitt 4.4.1 liefert dann, dass fab x"dz fir a — 0+ konvergiert,
falls » > —1, und divergiert, falls » < —1.

Fur den Fall mehrerer Polstellen oder in Kombination mit einer Integration tber unbeschréankte
Intervalle gelten wieder &hnliche Aussagen wie in Abschnitt 4.4.1, d.h. die Konvergenz muss
unabhangig vorliegen!
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Komplexe Zahlen

Beim Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren, Dividieren und Potenzieren von reellen Zahlen
bleiben wir im Bereich der reellen Zahlen. Beim Wurzelziehen stoRen wir auf einen neuen Zah-

lentyp.

5.1 Definition und Rechenregeln

Problem: 2% = —1 hat keine reelle Losung x

Man definiert daher® (Euler 1777): i := /—1.
i wird als imaginare Einheit bezeichnet.

Eine allgemeine imaginare Zahl ist dann von der Form & - ¢ mit reellem b, also z.B. 2i, i, etc.

Wir Ubertragen nun die tblichen Rechenregeln der reellen Zahlen auf die imagindren Zahlen
(unter Beachtung von i? = —1):
byi + boi = (by + bo)i

(bll)(bgl) = bleiQ = —blbg

3 2

17 =1 =—1 etc.

Definition 5.1.1 (komplexe Zahlen).
Allgemeine komplexe Zahlen sind von der Form
z=x+1y

mit reellen Zahlen x und y. = bezeichnet man auch als den Realteil von z und y als den Ima-
gin&erteil. Man schreibt dann auch:

z = Re(z) +ilm(z).

IMan beachte, dass hier streng genommen die “positive” Wurzel gemeint ist.

55
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Wie fur die rein imagindren Zahlen ubertragen wir auch fur die komplexen Zahlen die bekannten
Rechenregeln. Man erhélt so den Korper C der komplexen Zahlen.

Addition: z3 = 21+ 20 = (21 + 1y1) + (22 + 1Y) = (1 + x2) +i(y1 + y2)
Re(z3) = Re(z1) + Re(z2) und Im(z3) = Im(z;) + Im(29)

Multiplikation: z120 = (z1 4 iy1) (22 + iy2) = (x122) + i(x1y2) + i(y172) + iZ(ylyg)
= (2122 — Y1¥e) +i(21y2 + 2201)

Speziell fur reelles A gilt:
Az = Nz +iy) = (Az) + i(\y)

Definition 5.1.2 (Komplexe Konjugation).
z* := x —1y heilt komplex-konjugiert zu z = x 41y, d.h. die Operation * bedeutet Vorzeichen-
wechsel beim Imagindrteil. Manchmal schreibt man auch Zz statt z*.

Offensichtlich gilt: Re(z) = (2 + 2z*) und Im(z) = o-(z — 2*)

Fur das Produkt einer komplexen Zahl =z mit ihrem komplex-konjugierten gilt
22" = (x+iy)(z —iy) = 2> + >
Es ist also immer reell und groRer gleich Null.
Nitzlich ist das Komplex-Konjugierte auch bei der Division durch komplexe Zahlen:

1 z* T — 1y x .y

— = — 1 .
z i :L.Q_'_yZ x2+y2 $2+y2

Hiermit ist die Division in C auf eine Multiplikation zuriickgefuhrt.

Definition 5.1.3 (Betrag).

Man definiert den Betrag |z| einer komplexen Zahl z durch ||z| = /zz* |
Fur ihn gelten analoge Rechenregeln wie fiir den Betrag von reellen Zahlen, z.B. die Dreiecks-
ungleichung.

5.2 Komplexe Ebene

Es bietet sich an, Real- und Imaginarteil als Komponenten eines zweidimensionalen \Vektors
zu interpretieren. Man kommt so zu der zweidimensionalen Darstellung in der sog. komplexen
Ebene (siehe Abb. 5.2.1):

z=z+iy € C— (g) € R?,
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y fees Z2=x+1y
r
6\
\\ x
N4

Abbildung 5.2.1: Die komplexe Ebene. Die Darstellung wird auch als Argand-Diagramm be-
zeichnet.

wobei nun y ein zweidimensionaler Vektor ist. Nun kann man wieder zu ebenen Polarkoor-

dinaten = = r cos ¢ und y = r sin ¢ tUbergehen und erhalt
z=x+1iy =r(cos¢+ ising).

Eine einfache geometrische Uberlegung liefert r = /22 + 42, d.h. 7 = |z|. Man bezeichnet den
Betrag von z in diesem Zusammenhang auch manchmal als Modul oder Modulus von z und
schreibt » = mod(z).

Den Winkel ¢ in der Polarkoordinatendarstellung bezeichnet man auch als Argument von z:
¢ = arg(z).

Insgesamt hat man daher folgende Darstellung einer komplexen Zahl:

z = |z|(cos ¢ + isin ).

Das Argument wird wie bei den ebenen Polarkoordinaten tber ¢ = arctan £ bestimmt. Hierbei
ist aber Vorsicht geboten, da der Wertebereich? des arctan das Intervall [—Z, Z] ist. l.a. sind daher
Zusatziiberlegungen zur Bestimmung des Winkels ndtig und man darf nicht blind der Ausgabe
eines Taschenrechners vertrauen!

Streng genommen gilt nur tan¢ = £ und man muB die Periodizitdt tan(¢ + 7) = tan ¢ des
Tanges beriicksichtigen. Wir wollen dies an einem Beispiel verdeutlichen.

Dazu betrachten wir z = —1 — 4. In der komplexen Ebene liegt z im 3. Quadranten, d.h. es gilt
T < ¢ < 3. Es gilt aber arctan =} = arctan 1 = Z. Auf Grund der 7-Periodizitét des Tangens
kdnnen wir hierzu Vielfache von 7 addieren, ohne den Wert des Tangens zu andern. Um in den

) . . : N B
3. Quadranten zu gelangen, missen wir 7 addieren, d.h. es giltarg(—1 — i) = °F.

Auch mit diesem Verfahren ist ¢ nicht eindeutig bestimmt, da wir immer Vielfachen = 0, £1, £2, . ..
von 27 addieren konnen. Dies entspricht dann n» Umrundungen des Ursprungs. Die Konventi-

on ist aber, dass ¢ € [0, 2. Dies bezeichnet man als den Hauptwert. Manchmal ist es auch
zweckmassig, ¢ €] — m, w| zu wahlen.

2Genauer: Der Wertebereich des Hauptzweiges.
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5.3 Eulersche Formel

Mit komplexen Zahlen kann man komplexe Funktionen bilden: f(z) € C, z.B. f(z) = 222 + 2.

Beispiel 5.3.1. Wir betrachten im folgenden ein fir die Praxis sehr wichtiges Beispiel, die kom-
plexwertige Exponentialfunktion.
Fir reelle Argumente x ist die Exponentialfunktion durch ihre Reihenentwicklung gegeben (fir
eine Definition, siehe Kap. 3.2.2):

1 r? 2 =1 _
exp(z) =e" = +1|+§+§+ X;E:c

Betrachten wir diese Reihe fiir ein imagindres Argument i¢ mit reellem ¢, dann gilt

F1\3
e = 1+1ﬂb+<§) +<Z§L|)+---

= 1+Z¢—l —Z—¢3+ qz5+2 gb5
= 1__¢+ !¢4_...+¢(¢_§¢3+a¢5_...)
= cos¢ +isin g,

wobei wir im letzten Schritt die Potenzreihen von sin und cos verwendet haben.

Dies liefert die Eulersche Formel:

€' = cos ¢ + isin ¢

d.h. die komplexe Zahl e** mit ¢ € R liegt auf dem Einheitskreis (da |e?*|? = cos? ¢+sin® ¢ = 1)
mit Winkel ¢.
Wir konnen daher fir reelle ¢ den Real- und Imaginérteil der Exponentialfunktion bestimmen:

Re(e'?) = cos ¢,
Im(e®) = sin ¢.

Mit der Eulerschen Formel kdnnen wir nun eine beliebige komplexe Zahl darstellen als

z o= |zle”.

Hiermit macht man sich die folgenden Rechenregeln fiir den Betrag und das Argument Klar:
21 2 = |21|€ - | 22]€8%? = | 2125|801 H92),
Speziell fir das Komplex-Konjugierte folgt:
= |2|(cos ¢ — isin @) = |z|(cos(—¢) + isin(—9¢)) = |z|e”
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Allgemein gilt folgende Aussage: Ist f(x) flr alle = € R reellwertig, so gilt: f(z*) = (f(z))*.

Unter Benutzung der Rechenregeln fiir die Exponentialfunktion, die analog fiir komplexe Argu-
mente gelten, konnen wir die Eulersche Formel auf beliebige = = x + iy verallgemeinern:

e” =" =" = ¢” (cosy +isiny) .

Man kann nun auch die Winkelfunktionen durch die komplexe Exponentialfunktion darstellen.
Da e® = cos ¢ + isin ¢ und e~ = cos(—¢) + isin(—¢) = cos ¢ — i sin ¢, folgt

1, . 4 1 . .
cos ¢ = E(ezd’ +e)  und  sing = ?(ew5 —e ).
7

Diese Identitaten sind enorm ndtzlich. Zum Beispiel lassen sich mit ihnen die bekannten Addi-
tionstheoreme fiir die trigonometrischen Funktionen einfach beweisen. Letztlich fiihrt man sie
auf die Eigenschaften der Expontialfunktion zuriick. Dies werden wir in den Ubungen genauer
untersuchen.

5.4 Wurzeln

Losungen von z = w” bzw. 2/ = w heiRen n-te Wurzeln von z.

Die Zahl der Losungen héngt offensichtlich von n ab:

w2:1 — w:17w2_17

wt =1 - wr=1w=-1 = w=1w=-1,w=i w=—i.

Allgemein kdnnen wir die allgemeine Losung flr dieses Problem elegant mit Hilfe der Polardar-
stellung bestimmen.

Jo Vi a— (|Z‘€i¢)1/n _ |Z|1/nei¢/n _ W (COS ? 4 4sin ?) .
n n
Die Nichteindeutigkeit des Winkels ¢,

e'? = O (k= 0,£1,£2,...)

der nur bis auf Vielfache von 27 bestimmt ist, fihrt auf verschiedene Wurzeln, die fiir verschie-
dene Werte von k auftreten kénnen (solange 222 ¢ [0, 2r]).

Somit finden wir, dass z = w; mit

2k 27k .
wg = v/ |2] (cos¢+ T +isin¢+ T ) mitk=0,1,...,n—1,
n

n

d.h. es gibt n verschiedene n-te Wurzeln. Es ist wichtig, dies immer im Hinterkopf zu behalten.
Spéter werden Sie sehen, dass in physikalischen Problemen nicht immer die reelle Lésung die



60 KAPITEL 5. KOMPLEXE ZAHLEN

N

Abbildung 5.4.1: Lage der Einheitswurzeln firn = 1,2, 3, 4.

interessanteste ist!

Insbesondere gibt es auch n sogenannte n-te Einheitswurzeln
e/ (k=0,1,...,n—1).
Sie liegen auf dem Einheitskreis (siehe Abb. 5.4.1).

Es sei davor gewarnt, die aus dem Reellen bekannten Rechenregeln fiir Wurzel einfach ins Kom-
plexe zu tibertragen. Dies geht, gerade auf Grund der Nichteindeutigkeit der Wurzeln, oft schief!
In den Ubungen werden wir dies néher beleuchten.



Kapitel 6

Differentialgleichungen

Bei der Integration haben wir es mit dem Problem zu tun, eine Funktion y(z) aus ihrer bekannten
Ableitung y/(x) = f(x) zu bestimmen. Als Verallgemeinerung der Integration werden uns im
folgenden immer wieder sogenannte Differentialgleichungen (DGL) begegnen.

In erster Linie werden wir es mit zwei Typen zu tun haben, den sog.
DGL 1. Ordnung: y'(z) = f(z,v),
DGL 2. Ordnung: y'(z) = f(z,y,9).

Die fundamentale Gleichung der Mechanik, die Newtonsche Bewegungsgleichung
mi(t) = F(x,t)

ist ein Beispiel fur eine DGL 2. Ordnung. Dabei ist & = CC%;” die Beschleunigung und F'(z,t) die
zur Zeit t auf die am Ort x befindliche Masse m wirkende Kraft.

6.1 Klassifikation von DGL

Differentialgleichungen lassen sich auf unterschiedliche Arten klassifizieren.

e gewohnliche DGL.: Eine gewohnliche DGL enthélt keine partiellen Ableitungen, es gibt
nur eine unabhangige Variable.

e partielle DGL: Eine partielle DGL spezifiziert Funktionen von mehreren Variablen. Sie
enthélt partielle Ableitungen nach den verschiedenen unabhangigen Variablen.

e Ordnung der DGL.: Die Ordnung einer DGL ist durch die Ordnung der héchsten vorkom-
menden Ableitung gegeben.

o explizite DGL: Explizite DGL haben die Form 3™ (z) = f(x,y,y/,...,y™ ), d.h. sie
driicken die hochste vorkommende Ableitung als Funktion der anderen Ableitungen aus.

e implizite DGL: Implizite DGL haben die Form f(z,5,y/,...,y™) = 0.

61
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e lineare DGL.: In linearen DGL treten keine Potenzen von y, 4/, . .. auf, ebensowenig Pro-
dukte wie yy oder y/y" etc. Potenzen der unabhéngigen Variablen x sind aber erlaubt. Ein
Beispiel einer linearen DGL ist 3y + 22 4 y cos z = 0.

¢ nichtlineare DGL.: Nichtlineare DGL enthalten Potenzen oder Produkte von g, 4/, . . ., z.B.
yy// + (y/)Q =0.

e Anfangswertproblem: Bei einem Anfangswertproblem sucht man die Lésung einer DGL,
die zusétzlich die sog. Anfangsbedingung y(xq) = yo erfullt, wobei x, und y, vorgegebe-
ne Konstanten sind. Dies tritt hdufig bei physikalischen Fragestellungen auf, wo z.B. x die
Anfangszeit und y, der Anfangsort sein kann. Bei DGL hdherer Ordnung sind i.a. weitere
Anfangsbedingungen vorgegeben, wie die Anfangsgeschwindigkeit y'(zo) = vo.

Bemerkung: l.a. wird die Ldsung einer DGL nicht eindeutig sein! Wie beim Integrieren treten
Integrationskonstanten auf, und zwar in der Regel n Stiick, wenn n die Ordnung der DGL ist.
Diese werden dann durch die Anfangsbedingungen fixiert.

6.2 Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Als erstes wichtiges Beispiel betrachten wir nun eine lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten:

(i) ay"+by +cy = 0 homogene DGL
(i1) ay’ +by +cy = f(x) inhomogene DGL

mit Konstanten a, b, ¢ € R.

Wir konnen 0.B.d.A.! annehmen, dass a = 1 ist. Dies kdnnen wir immer erreichen, indem wir
die Gleichung durch a dividieren. Dabei ist der Fall a = 0 uninteressant, da es sich dann nicht
um eine DGL 2. Ordnung handelt!

Eine wichtige Anwendung dieser Gleichung haben Sie schon in der Experimentalphysik ken-
nengelernt. Die homogene Gleichung tritt bei der Beschreibung einer harmonischen geddmpften
Schwingung auf. Wirkt zusatzlich eine dussere Kraft auf den Oszillator, so fiihrt dies auf die
inhomogene Gleichung. In beiden Fallen ist y(x) die Auslenkung aus der Ruhelage zur Zeit x.

6.2.1 Homogener Fall

Wir untersuchen daher zunéchst die homogene Gleichung
y'+ by’ +cy=0.

Zur Loésung machen wir den Ansatz
y(x) = Ae,

ID.h. “ohne Beschréankung der Allgemeinheit”
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den wir in die DGL einsetzen. Als “Ansatz” bezeichnet man allgemein eine Losung, deren Struk-
tur man gewissermafen geraten hat, obwohl man einige Details der Lésung noch nicht kennt. In
unserem Fall ist ein Versuch mit einer Exponentialfunktion naheliegend, da diese bei Ableitung
reproduziert wird. Wir missen nun tberprtfen, ob wir die noch nicht bestimmten Konstanten A
und X so wihlen kdnnen, dass Ae’* tatsachlich eine Losung der Gleichung wird.

Zunéchst bendtigen wir die Ableitungen y/(x) = AAe*® und 3’ (z) = A\2Ae*®. Setzt man diese
in die DGL ein, so folgt

AeM (A2 4+ b +¢) = 0.

Da A # 0 (wir sind schlieRlich an einer nichttrivialen Losung interessiert!) und e** £ 0, folgt

M4+bA+c=0
b b2
=~ 44/ -
)\i 5 1 C
/b2 reell, falls & — ¢ > 0,
4 imaginar, falls & — ¢ < 0.

Deshalb sind A fir & — ¢ < 0 komplex?:

und somit

Da b, c reell sind, ist

d.h. insbesondere ist A = (A_)*.
Fur % — ¢ > 0 haben wir zwei verschiedene reelle Losungen A, und A_.

Fur % — ¢ = 0ist Ay = \_. Dann existiert aber eine weitere Losung y = xe** (nachrechnen!).
Diesen Fall wollen wir im folgenden nicht néher betrachten.

Wir haben also zwei Ldsungen der homogenen Gleichung gefunden, ndmlich
yi(z) = Apets?,

wovon man sich leicht durch Nachrechnen tiberzeugt. Dabei ist A durch die Koeffizienten b und
c der DGL bestimmt, wahrend A.. beliebige Integrationskonstanten sind!

Da die DGL linear ist, hat sie die angenehme Eigenschaft, dass die Summe y = y, + y_ zweier
Losungen v, y_ wieder eine Losung liefert®:

y' by ey = (v +y-)" + by +y) ey +y-)
= (Y} + oy +ey) + (¥ + byl +ey-) =0,

2\fergleiche auch mit Aufgabe 6g der Ubungen!
3Dies gilt leider nicht allgemein!



64 KAPITEL 6. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

wobei im letzten Schritt beide Klammerausdriicke separat verschwinden, da ., y_ LOsungen
sind.

Zusammenfassend lautet also die allgemeine Losung der homogenen Gleichung im Fall % #+c

y(r) = AeM® + At

mit zwei Integrationskonstanten Ai, die durch die Anfangsbedingungen y(zo) = yound y'(x¢) =
v festgelegt werden und A\ = i Z —c

Ist % = ¢, S0 lautet die allgemeine Losung
y(x) = Aye 3% + Ayre 3",

Wir sehen, dass in beiden Fallen zwei unabhdngige Integrationskonstanten auftreten. Da es sich
um eine DGL 2. Ordnung handelt, haben wir die allgemeinste Losung gefunden.

Wenn y (z.B. als eine Auslenkung aus der Ruhelage) aus physikalischen Griinden reell sein mufR,
kdnnen wir im Fall % < ¢ den Realteil (oder auch den Imaginérteil) der obigen Lésung nehmen.
Auf Grund der Linearitat der Gleichung und der Bildung des Realteiles bzw. der Ableitung sind
diese im Falle reeller Koeffizienten b, ¢ auch eine Losung der DGL, denn aus 4" + by’ + cy = 0
folgt
0 = Re(y'+by +cy)

= Re(y") + bRe(y’) + cRe(y)

= (Rey)" +b(Rey) + cRe(y),
wobei wir beim Ubergang zur zweiten Zeile die Linearitat der Realteilbildung ausgenutzt ha-
ben und die Tatsache, dass b und ¢ reell sind, und beim Ubergang zur dritten Zeile, dass man

Differentiation und Realteilbildung vertauschen kann, da die Ableitung einer komplexwertigen
Funktion gerade als Summe der Ableitungen von Real- und Imaginérteil definiert ist.

Somit kdnnen wir also im FaII ® < caus der komplexen Losung die neuen reellen Losungen
yi(x) = Re(y(x)) und  y(z) = Im(y(z))
gewinnen. Explizit ergibt sich
yi(z) = Re(ApeM™+A ")

b
Aje 2% coswr,

mit Ay = A, + A undw = /|2 —c| = /c — £ = Im()..) bzw. fiir den Imaginérteil

ya(z) = Im (At + A7)
= Age_gxsinwx,

mit A, = A, — A_.
Die allgemeinste reelle Losung im Fall % < c ist dann gegeben durch
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b by
y(xr) = Aje 2"coswr + Are 2" sinwzr

mit den beiden (reellen) Integrationskonstanten A; und A,, die durch die Anfangsbedingungen
festgelegt werden.

Wir sehen, dass sich die Lasungen fiir die Falle ¥ > cund ¥ < ¢ qualitativ unterscheiden.
Im ersten Fall haben wir als Ldsung reine Exponentialfunktionen, wéhrend die Losungen im
zweiten Fall periodische Funktionen mit der Periode 7' = 27 /w enthalten. Man spricht auch von
quasi-periodischen Ldsungen.

Wir wollen noch zwei wichtige Spezialfalle erwéhnen, die in der Physik immer wieder auftreten.
Dies ist zum Einen der Fall b = 0 und ¢ > 0. In diesem Fall tritt die lineare DGL h&ufig in
folgender Form auf:

y'+ Wty =0,
mit w? = c. Diese Gleichung heiRt auch Schwingungsgleichung. Deren allgemeine Lésung
sollte man unbedingt kennen:

y(x) = Acoswz + Bsinwzx

mit den beiden Integrationskonstanten A und B.

Der andere wichtige Spezialfall ist die lineare DGL 1. Ordnung, also der Fall « = 0, den wir
bisher ausgeschlossen hatten. Diese ldsst sich dann so schreiben:

Y = \y.

Eine solche Gleichung tritt z.B. bei der Beschreibung des radioaktiven Zerfalls auf. Die allge-
meine Losung ist
y(x) = Ae.

Ist A > 0 so beschreibt die Losung exponentielles Anwachsen, im Falle A < 0 einen exponen-
tiellen Zerfall.

Zum Schluss noch der Hinweis auf den allgemeinen Fall einer homogenen linearen DGL mit
konstanten Koeffizienten n-ter Ordnung. Diese kann analog mit dem gleichen Exponentialan-
satz y = e geldst werden. Einsetzen in die DGL liefert dann ein Polynom n-ter Ordnung in
A, dessen Nullstellen die erlaubten \-Werte bestimmen. Man beachte, dass es fiir n > 4 kein
systematisches Verfahren (sprich eine Verallgemeinerung der p-g-Formel) mehr gibt, um diese
Nullstellen zu bestimmen!

6.2.2 Inhomogener Fall

Wir betrachten nun die inhomogene DGL. Sei daher 7 eine beliebige Ldsung der inhomogenen
DGL, die wir uns auf irgendeine Art und Weise verschafft haben, z.B. durch Raten oder Variation
der Konstanten (s.u.). Dann ist die allgemeine Losung der inhomogenen DGL gegeben durch
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y(x) = Y(x) + Yhom(T),

wobei yhom(x) die allgemeine Losung der homogenen DGL ist (wie in Abschnitt 6.2.1 disku-
tiert). Das y(x) eine tatsdchlich eine Lésung der DGL ist, macht man sich wieder leicht klar. Die
Rechnung ist analog zum Beweis, dass im homogenen Fall die Summe zweier Lésungen wieder
eine Losung der homogenen Gleichung ist. Dabei ist die Linearitdt der DGL wichtig.

Oft findet man leicht eine spezielle Losung der inhomogenen DGL (z.B. 7 = konst.). Diese
erfullt i.a. aber nicht die gewiinschten Anfangsbedingungen. Deshalb bendtigt man die allgemei-
ne Losung.

Allgemein kann man folgende Faustregel festhalten: Hat man eine Losung einer DGL n-ter Ord-
nung gefunden, die n unabhéngige Integrationskonstanten enthalt, so ist dies die allgemeinste
Losung. Dies gilt fur den homogenen und inhomogenen Fall und auch im Falle nichtlinearer
DGL.

Damit bleibt fur die inhomogenen Gleichungen die Frage, wie man sich eine spezielle Losung
verschafft. Ein in vielen Fallen probates Mittel ist tatsachlich Raten. Z.B. kann man leicht te-
sten, ob 7(x) eine Losung ist. Ein systematisches Verfahren, die sog. Variation der Konstanten,
werden wir spater kennenlernen.

6.3 Allgemeine lineare DGL 1. Ordnung

6.3.1 Homogener Fall

Die allgemeine lineare DGL 1. Ordnung hat im homogenen Fall folgende Form:

y'(z) = a(x)y(z).

Wir werden in Abschnitt 6.4.1 sehen, dass es sich hierbei um einen Spezialfall einer DGL mit
getrennten Variablen handelt.

Im Prinzip kann man die Ldsung fast raten! Offensichtlich wird bei der Ableitung die Funktion
selbst reproduziert, mit einem zusatzlichen Faktor. Das ist genau das, was bei der Ableitung der
Verkettung der Exponentialfunktion mit einer anderen Funktion passiert. Die Losung der DGL

lautet daher .
o) = mexp ([ atoyir).

Genauer gesagt ist dies die Losung der DGL, die die Anfangsbedingung y(zo) = yo erflllt.
Da die angegebene Losung eine Integrationskonstante enthalt, namlich 1y, ist dies bereits die
allgemeine Ldsung.

Wir kdnnen die Losung auch “herleiten”, und zwar folgendermal3en: Zunéchst haben wir

dy _

o a(x)y.
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Nun trennen wir die Variablen folgendermaRen:

dy
= = qa(z)dzx.
y (z)

Hier haben wir wieder den Differentialquotienten auseinandergerissen, um alle y-abhangigen
GroRen auf die linke, alle z-abhangigen Grolien auf die rechte Seite zu schaffen.
Diese Gleichung wird nun integriert, d.h. wir bestimmen die Stammfunktionen auf beiden Seiten:

[ %= [+

c ist dabei eine Integrationskonstante*. Die linke Seite kdnnen wir integrieren ( [
so erhalten wir nach Exponentieren

y=exp (/a(a:)dx + 5> — coxp (/ a(:c)dx)

dy
Y

= Iny) und

mit ¢ = €€,

6.3.2 Inhomogener Fall

Die allgemeinste Form der inhomogenen linearen DGL 1. Ordnung lautet

y'(z) = a(z)y(r) + b(x).

Hier wollen wir die Losung mit Hilfe der Losung der homogenen Gleichung bestimmen. Dazu
benutzen wir ein Verfahren, dass als Variation der Konstanten bezeichnet wird. Die grundle-
gende Idee dabei ist, die Losung der homogenen Gleichung als Ansatz zu wahlen, wobei die auf-
tretenden Integrationskonstanten nun Funktionen sein kdnnen. Dann versucht man diese Funktio-
nen so zu bestimmen, dass man eine Losung der inhomogenen DGL erhélt. In unserem Beispiel
lautet daher der Ansatz

y(z) = a(z)exp (A(x)  mitder Abkiirzung  A(z) :— / a(t)dt.
Zo
Wir haben also die Integrationskonstante y, durch die Funktion a(x) ersetzt, die nun geeignet
zu bestimmen ist. Dazu mussen wir den Ansatz in die inhomogene DGL einsetzen. Zundchst
bestimmen wir mit Produkt- und Kettenregel die Ableitung unseres Ansatzes:

Y =det +ade? = d'e? + aae?,

wobei wir im zweiten Schritt ausgenutzt haben, dass per Definition A Stammfunktion von « ist.

Einsetzen liefert dann

A

a'e® + aae® = aae® +b

4Eigentlich tritt auf beiden Seite eine Integrationskonstante auf, die wir zu einer zusammenfassen kénnen!



68 KAPITEL 6. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
woraus folgt

o =be 4.
Dies kann man leicht integrieren und erhélt so die gesuchte Funktion o(x):

a(z) =1y —i—/ b(s)e 4 ds.

o

Damit kénnen wir die allgemeine Ldsung der inhomogenen DGL angeben

y(x) :yoeA(r)—I—/ b(s)e®=46) s mit  A(z) ::/ a(t)dt.
zo

x0

Diese Losung enthalt eine freie Integrationskonstante, namlich .

6.4 Nichtlineare DGL

Nichtlineare Gleichungen sind i.a. nicht so leicht 16sbar. Wir diskutieren hier aber zwei wichtige
Falle, in denen man ein allgemeines Losungsverfahren angeben kann.

6.4.1 DGL mit getrennten Variablen
Wir betrachten eine DGL der Form

Dies ist offensichtlich eine Verallgemeinerung der homogenen linearen DGL 1. Ordnung (sie-
he Kap. 6.3.1), die man fiir die Wahl h(y) = y erhdlt. Das Vorgehen ist analog zu dem oben
besprochenen Fall, d.h. wir 16sen die Gleichung durch Trennung der Variablen: Mit ¢/ = j—g
folgt

Somit erhalt man

/%z/g(m)daz—l—c

und daraus nach Ausfiihrung der Integrationen und Aufldsen nach y = y(x) die Lésung. Im
Gegensatz zum linearen Fall konnen wir hier das Integral tber y nicht explizit ausrechnen, da
die Funktion h(y) beliebig ist. Wir wollen uns das Verfahren daher an einem konkreten Beispiel
Klarmachen.

Beispiel 6.4.1.
Wir betrachten folgende DGL mit getrennten Variablen: y/(x) = —2zy?(z).

Wir haben J
/y_g = /(—2)xdx = -2’ +c
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Andererseits:

dy 1 1 9 1
— = —— = —— =" +c n T) = .
¥ty y(x) vo) = e

Mit Anfangsbedingung y(1) = 1 ergibt sich die Integrationskonstante zu ¢ = 0 und man erhélt
die Losung y(z) = %2 Dass dies tatsachlich eine Losung der DGL y/(x) = —2xy?(x) Uberpriift
man leicht durch Differenzieren.

6.4.2 Bernoulli-Gleichung

Als Beispiel dafiir, dass man manchmal DGL durch geeignete Transformationen auf einfachere
DGL zuriickfiihren kann, betrachten wir die sog. Bernoulli-Gleichung

Y (z) = a(@)y(x) + b(x)y"(z)

mit o« € R.
Zundchst multiplizieren wir die Gleichung mit y~%. Man erhalt

Yy~ = a(x)y' ™ + b(z).

Nun flihren wir eine neue Funktion z(z) ein, die durch z := y'~° definiert ist. Dann ist 2/ =
(1 — o)y~ *y' und die Gleichung lautet daher

Z(z) = (1 —a)a(z)z(z) + (1 — a)b(x).

Dies ist aber die bereits bekannte inhomogene lineare DGL 1. Ordnung, die wir systematisch
geldst haben (Kap. 6.3.2). Somit konnen wir z explizit bestimmen und hieraus iiber y = z'/(1=®)
die gesuchte Funktion y(z).
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Kapitel 7

Vektoranalysis

Wir betrachten nun Funktionen, die entweder von mehreren Variablen abhéngen oder die vektor-
wertig sind. Als unabhéngige Variablen kommen dabei in der Physik vor allem die Zeit ¢ und der

z

X
Ortr = (y in Frage.

Definition 7.0.1 (Skalarfeld).
I

Ein Skalarfeld f ordnet jedem Raumpunktr = | : | € R™einen Skalar f(z1,xa, ..., x,) Zu.
Tn,

Beispiele fur physikalische Skalarfelder sind das Temperaturfeld 7'(r, ¢), dass jedem Punkt r die

dortige Temperatur zur Zeit ¢ zuordnet, oder Hohenprofile h(x,y), die die Hohe eines Gebirges
am Ort (x, y) angeben.

Definition 7.0.2 (\ektorfeld).
Ein Vektorfeld F'(r) ordnet jedem Raumpunkt r € R™ einen Vektor
F1<LU1, Lo, ... 7‘rn)
F(r)= : eR™
Fm(xlvaa ce. axn)
zu. Dabei kann m # n sein. In der Physik ist i.a. m = 3 und n = 3 (zeitunabh&ngige Probleme)
oder n = 4 (zeitabhéngige Probleme).

Beispiele fir physikalische Vektorfelder sind Kraftfelder F'(r,¢) oder die sog. Bahnkurve r(t),
die die Position eines Teilchens zur Zeit ¢ angibt.

Zusammenfassend sei noch einmal betont, dass Skalar- und Vektorfelder eigentlich nichts ande-
res als spezielle Funktionen sind, bei denen Definitions- und/oder Zielmenge mehrdimensionale
Vektorraume sind!
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7.1 Partielle Ableitung und totales Differential

Definition 7.1.1 (Partielle Ableitungen).

Die Ableitung von y = f(x1,z2) nach z;, die man auch als partielle Ableitung von y nach
x; bezeichnet, wird berechnet, indem man z, festhalt und dann wie oben mit x = z; ableitet.
Schreibweise:

Of (w1, 1) Of (w1, 1)
. bzw. s

Beispiel 7.1.1.
Wir betrachten die Funktion f(xy,x5) = 2,23 der Variablen z; und z,. Als partielle Ableitungen
erhadlt man dann

of of
8361_952 und s

= 21’11‘2.
Wir kdnnen auch hohere partielle Ableitungen definieren:

of _ 0 (9

al’% T 8m1 E)xl ’

of _ 9 (of
0x20x1  Oxo \Ox1 )

o°f 9 (of
Or10xs ~ Oxq \ Oy )’

was sich leicht auf mehrere Variablen x4, ..., z,, und hthere Ableitungen verallgemeinern l&sst.

Eine wichtige Eigenschaft ist die Vertauschbarkeit von partiellen Ableitungen:

*f 1 0°f

Or90x,  Or10Ts

Analoges gilt natiirlich fiir die anderen Ableitungen. Es ist also egal, in welcher Reihenfolge man
partiell nach zwei verschiedenen unabhéngigen Variablen differenziert.

Wir wollen uns davon noch einmal an dem Beispiel f(z1,z2) = x,23 Uberzeugen. Die ersten
Ableitungen hatten wir bereits bestimmt. Fir die zweiten Ableitungen folgt daraus:

9% f ) (af> B <8f) 02 f
- — 2y =

8x28x1 N 81'2 8x1 8x1 8x2 - 8[E18[E2.

AuRerdem gilt
2 2
ﬂ =0 und of

—5 = 217.
or? 0x3 xl
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Man beachte, dass natiirlich in der Regel g% = % ist.
Die partielle Ableitung von f(x+, z5) misst die Stérke der Anderung der Funktion in z;-Richtung.
Analoges gilt fur 597];- Es stellt sich die Frage, wie man den Gesamtzuwachs der Funktion cha-
rakterisieren kann. Wir gehen dabei analog zum Fall einer Variablen vor und betrachten die
Anderung flxy + Axy,z9 + Axy) — f(x1,x2). Wir nehmen dabei wieder an, dass Az; und
Az, Klein sind!. Daher konnen wir f(z; + Axzy, x5 + Axy) durch eine Taylorentwicklung ap-
proximieren. Zundchst machen wir eine solche Entwicklung fur die Funktion g;(x; + Axy) :=
f(z1 + Azq,xe + Axg). Wir stellen uns also vor, dass =, + Az, konstant gehalten wird und

entwickeln um z;. Bis zur ersten Ordnung erhalten wir dann:

0
f(iUl -+ A$1,$2 -+ A$2) = f(.fll'l, To + Al’g) -+ af (Z’l, To + AZIZ’Q)AiUl -+ @) (<A$1)2) .

ar,
Als nédchstes untersuchen wir den ersten Term weiter. Wir machen nun eine Taylor-Entwicklung
der Funktion go(zo + Axs) := f(z1, 22 + Azy) Um xo , d.h. nun halten wir z; fest:

0
f(z1, 29 + Axy) = f(x1,29) + %(ml, To)Azy + O ((Axg)Q) )
2
Als Letztes entwickeln wir g3(xs + Axy) := g—afl(xl, x9 + Axy). Hier genugt flr unsere Zwecke
eine Entwicklung nullter Ordnung um x,:
of

0
a—xl(xl,xg + Axy) = a—i(xl,xg) + O (Axy).

Setzen wir alle diese Entwicklungen ein, so erhalten wir fiir den Gesamtzuwachs der Funktion

flz1 + Azy, 20 + Axy) — f(21,22) = g—f(xl, T9)Axy + a—f(xl,x2)A:U2 +0 ((Am)2) )
1 al’g
Dabei steht O ((Az)?) fiir Korrekturen, die mindestens quadratisch in den Az; sind, also Terme
der Form (Ax1)?, (Az)? und Az Az,
Machen wir nun Az; und Az, infinitesimal klein, so erhalten wir fir df = f(z1 + dzy, 22 +
dry) — f(r1,72)

0
/ x1, x9)dxr + =——(x1, 22)dxs.

df =5, s

Dies bezeichnet man als das totale Differential von f.
Fir Funktionen von n Variablen z+, ..., z,, gilt analog

df = Z a—xj(xl, o X)) dT
j=1

1Spiter werden wir sie wieder gegen Null gehen lassen!
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Wir betrachten als Beispiel unsere bekannte Funktion f(xy,xs) = x,23, fir die wir ja bereits die
partiellen Ableitungen bestimmt hatten. Damit ergibt sich

df = xgdxl + 221 29dTo

fur das totale Differential.

Es sei hier angemerkt, dass nicht jede GroRRe der Form gy (x1, x2)dxy + go(21, ) dzo €in totales
Differential ist! Hierzu musste es ndmlich eine Funktion f(x;, z5) geben, so dass 8f = ¢; und

af — gy ist.

Als Beispiel hierfiir betrachten wir zodz, + 2x1x9dxo. Dies ist kein totales Differential, denn
es gibt keine Funktion f(zy, z,) mit fl = x5 und 2L = 22,2, Um dies einzusehen, nehmen
wir einmal an, es gabe eine solche Funktlon Auf Grund der Vertauschbarkeit der partiellen Ab-

leitungen misste dann auch 2/ sein. Dies ist aber offensichtlich nicht erfillt, da

8x 8J:1 0x10x2
22f _
asdar =1 und am 8:13 = 214 ist.

Solche Grolien heiRen inexakte Differentiale und spielen z.B. in der Thermodynamik eine wich-
tige Rolle.

Zum Abschluss wollen wir noch zwei Anwendungen des totalen Differentials diskutieren:

1. Die partiellen Ableitungen geben uns an, wie stark sich die Funktion f(xq,z5) in die x;-
bzw. x,-Richtung dndert. Dies entspricht der Wahl dx, = 0 bzw. dx; = 0 im totalen
Differential. Andere Wahlen von dx; und dx, liefern die Veranderung von f in andere
Richtungen. Dies werden wir im ndchsten Abschnitt mit Hilfe der sog. Richtungsableitung
prézisieren.

2. Das totale Differential erlaubt es, die Kettenregel auf Skalarfelder zu verallgemeinern.
Wir betrachten dazu eine Funktion g(t) = f(z(t),y(t), 2(t)), d.h. die Argumente z,y, z
héngen selbst wieder von einer unabhdngigen Variablen ¢ ab. Hierbei kann ¢ z.B. die Zeit
sein, z(¢),y(t), z(t) die Koordinaten eines Massenpunktes zur Zeit ¢ und f der Betrag der
auf das Teilchen wirkenden Kraft. Diese ist i.a. als Funktion des Ortes r gegeben, wird
aber bei Einsetzen der Bahnkurve r(t) zu einer Funktion f(t) der Zeit.

Die Ableitung von g nach dem Parameter ¢ bestimmt sich dann aus

dg 8fdm (’9fdy 8fdz
dt — Oz dt 8y dt 0z dt

Wie erwartet gehen dabei naturlich auch die ¢t—Abhangigkeiten der Funktionen z(t),y(t),
z(t) ein. Die Anderung von g hangt sowohl davon ab, wie stark sich g mit x, y, z dndert,
als auch davon, wie stark diese GroRen sich mit ¢ &ndern.

Wir werden nun eine weitere GréRe einfiihren, die uns wichtige Informationen tber die lokalen
Anderungen eines Skalarfeldes liefert.
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7.2 Gradient

Definition 7.2.1 (Gradient).
Zu einem skalaren Feld f(r) = f(x,y, z) definieren wir

grad f :=

Q||| Q
NL&@ |N%2 |Kn

d.h. die j-te Komponente des Gradienten von f ist gerade die partielle Ableitung nach der j-ten
unabhdngigen Variablen. Dieses Vektorfeld bezeichnet man als Gradienten von f.

Eine analoge Definition gilt fir beliebige Skalarfelder f(z1,...,z,). Hier hat der Gradient n
Komponenten.

Die angegebene Definition gilt in kartesischen Koordinaten. Die Form des Gradienten in anderen
Koordinatensystemen werden wir spater kennenlernen.

Mit Hilfe des Gradienten a3t sich das totale Differential von f schreiben als

dx
df = (grad f) - dr mit dr = | dy
dz
Definition 7.2.2 (Nabla-Operator).
Der sog. Nabla-Operator V ist definiert als

Vi | 4

Allgemein bezeichnet ein Operator eine Abbildung, die eine Funktionenmenge als Definitions-
und Wertebereich hat. Ein Operator ist also eine Funktion, die auf Funktionen wirkt und als
Ergebnis wieder eine Funktion liefert. Der Nabla-Operator ist ein Vektoroperator, da er als
Ergebnis einen Vektor liefert, dessen Komponenten Funktionen sind.

Damit kann man den Gradienten von f auch schreiben als

grad f = V.

Wir werden im folgenden beide Schreibweisen verwenden.

Der Gradient grad f eines skalaren Feldes f hat auch eine anschauliche Bedeutung.

1. Wir betrachten die Menge aller Punkte r, fur die giltf(r) = ¢, wobei ¢ eine vorgegebene
Konstante ist. Diese Menge bezeichnet man als Niveauflache?. Auf dieser Flache ist per

2In der Physik treten sie z.B. als Aquipotentialflachen auf.



76 KAPITEL 7. VEKTORANALYSIS

f(r=c,

grad f

Abbildung 7.2.1: grad f steht senkrecht auf der Niveauflache f(r) = const.

Definition df = 0 und somit (grad f) - dr = 0. Dabei verbindet dr zwei infinitesimal
benachbarte Punkte r und r + dr der Niveauflache, bezeichnet also die Tangente an diese
Flache. Somit konnen wir schliel3en:

grad f steht senkrecht auf den Niveauflachen der Funktion f (siehe Abb. 7.2.1).

2. Der Vektor grad f(r) = (grad f)(r) zeigt in Richtung des stérksten Anstieges von f am
Punkt r.
Dazu betrachten wir die Richtungsableitung in Richtung e mit |e| = 1. Diese ist definiert
durch e - V f. Offensichtlich wird das Skalarprodukt e - Vf = |V f|cos « (wobei « der
Winkel zwischen e und V f ist) genau dann maximal, wenn V f parallel zu ¢ ist. Dies heif3t
aber nichts anderes, als dass die Richtungsableitung in Richtung von V f maximal wird,
d.h. V f zeigt in Richtung des stérksten Anstiegs.

3. Der Betrag | grad f| misst die Stérke der Anderung von f senkrecht zu den Flachen f(r) =
const.

Beispiel 7.2.1.
Die obigen Eigenschaften kann man sich an folgendem Beispiel unmittelbar klar machen:

grad f
fla,y) = 2*+y°

grad f = 2(§>=2z @

Die Kurven f(r) = ¢ = const. sind hier Kreise vom Radius R = +/c. Das Gradientenfeld
grad f = 2r zeigt radial nach auRen und steht senkrecht auf diesen Kurven.

Fir den Gradienten gelten eine Reihe von Rechenregeln. Die meisten folgen direkt aus denen fir
die partielle Ableitung, z.B. die Linearitdt grad(f + ag) = grad f + a grad g mita € R.



7.3. DIVERGENZ 77

o o~

Abbildung 7.3.1: Zur Interpretation der Divergenz eines Vektorfeldes.

7.3 Divergenz

Definition 7.3.1 (Divergenz).
Die Divergenz eines Vektorfeldes F'(r) ist (in kartesischen Koordinaten) definiert als

OF, dF, OF,
pe (r) + a—y@) + > ().

divE: =V -F=

Eine analoge Definition gilt fiir die Divergenz eines Vektorfeldes in beliebigen Dimensionen.
Man erhdlt also div ', indem man formal das Skalarprodukt des Nabla-Vektors mit dem Vektor-
feld bildet! Die Divergenz eines Vektorfeldes ist also ein Skalarfeld.

Die Divergenz gibt Auskunft tiber die Quellen und Senken eines Vektorfeldes. Ist div £’ = 0, so
nennt man £’ auch quellenfrei.

Zur Interpretation stellt man sich F z.B. als Stromungsfeld einer Flussigkeit vor, d.h. FF = puv,
wobei p die Dichte und v die Geschwindigkeit der Fllssigkeit am Ort r ist. Wir betrachten dann
ein kleines Volumen AV um den Punkt r. div F' gibt dann an, wieviel Masse effektiv in das
Volumen hineinflieR3t, also die Differenz von Ein- und Ausfluss.

Beispiel 7.3.1. Wir betrachten zwei Beispiele zur Interpretation der Divergenz:

1. Zundchst untersuchen wir ein Feld F'(r), das in Betrag und Richtung konstant ist (siehe
Abb. 7.3.1a). Anschaulich sollte klar sein, dass der Einfluss und der Ausfluss aus dem
eingezeichneten Rechteck um den Punkt r in diesem Fall gleich sind. Im gezeigten Fall
gibt es Einfluss nur an der linken Seite, Ausfluss nur auf der rechten. Man kann zeigen,
dass auch fur beliebig geformte Flachen Ein- und Ausfluss immer gleich sind. Natirlich
gilt das fur beliebige Punkte . Somit verschwindet die Divergenz. Dies ist konsistent mit
der expliziten Berechnung div F = 2L 8;; = 0, da beide partiellen Ableitungen wegen

oz
der Konstanz des Feldes verschwinden.

2. Als zweites Beispiel betrachten wir ein radiales Feld, z.B. F'(r) = r (siehe Abb. 7.3.1b).
Als Flache betrachten wir einen diinnen Kreisring. Offensichtlich ist der Einfluss kleiner
als der Ausfluss, da das Feld im inneren Kreis (gestrichelt) einen kleineren Betrag hat als
auf dem duBeren. Somit ist div £ > 0. Dies ist konsistent mit der expliziten Berechung

divE:8£@+%:2,daFI:xundFy:y.
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Spéter (in Kap. 8.5) werden wir lernen, wie man den Fluss durch eine Flache explizit berechnet.

Fir die Divergenz gelten einige einfache Rechenregeln, die sich aus denen fir die partiellen
Ableitungen ergeben, insbesondere die Linearitét div(F + aG) = div F + a divG mita € R.

Aus Divergenz und Gradient kbnnen wir einen weiteren wichtigen Operator bilden, der hdufig in
der Physik eine Rolle spielt.

Definition 7.3.2 (Laplace-Operator).
Der Laplace-Operator A ordnet einem Skalarfeld f(r) ein anderes Skalarfeld zu gemaR

Af :=div(grad f) = V- Vf = V*f.

bzw. explizit (was man durch Nachrechnen leicht priift)

_Pf P O

Af_@xz oy? 022

Einen analogen Ausdruck erhalt man fir Skalarfelder f(z1,...,z,).

Manchmal ist es beim Laplace-Operator praktisch, wenn man seine Wirkung auf ein Vektorfeld
F(r) gems
AF,
AF = | AF,
AF,

definiert. In diesem Fall ist die Wirkung also komponentenweise zu verstehen!

Wie schon erwéhnt, tritt der Laplace-Operator in zahlreichen Anwendungen in der Physik auf.
Hier seien nur die Wellengleichung und die Diffusionsgleichung erwahnt.

7.4 Rotation

Definition 7.4.1 (Rotation).
In 3 Dimensionen (und nur dort!) kdnnen wir die Rotation eines Vektorfeldes F'(r) (in kartesi-
schen Koordinaten) durch

oF, _ OFy

8}3{1 0z

rot F=V x F=| % _ 9%
— —_— — Oz ox
Oby _ OF:

ox Oy

definieren. Mit Hilfe des sog. Levi-Cevita-Symbols kénnen wir dies auch etwas kompakter als

3
0
(I"OtE)i = Z Eijk%sz

4.k=1 J
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a) b)
(R R
/7 \\
A
¢¢V¢ ¢¢N \N
CQ N\\\\6///
=
Py oy b

Abbildung 7.4.1: Zur Interpretation der Rotation eines Vektorfeldes: In beiden Feldern wird ein
kleines Testobjekt vom Stromungsfeld in Drehung versetzt.

schreiben. Dabei ist €193 = €3] = €319 = 1, €139 = €913 = €391 = —1 und alle anderen €ijk = 0.
Formal ergibt sie sich also aus dem Kreuzprodukt des Nabla-Operators mit dem Vektorfeld. Die
Rotation eines Vektorfeldes ist also wieder ein Vektorfeld.

Die Rotation eines Vektorfeldes gibt Auskunft tiber die Wirbel des Feldes. rot F’ bezeichnet man
auch als Wirbelfeld?®.

Zur Interpretation stelle man sich £ als das Geschwindigkeitsfeld einer stromenden Flissigkeit
vor. Wird ein kleines Objekt bei r von diesem Feld gedreht, so ist rot F'(r) # 0. Dies passiert
z.B. bei den beiden Feldern, die in Abb. 7.4.1 gezeigt sind.

Spater werden wir noch sehen, wie man die Wirbelstarke explizit berechnen kann!

Es gibt eine Reihe von wichtigen Identitaten, die die Wirkung unterschiedlicher Operatoren mit-
einander verkniuipfen. Wir werden diese hier nicht alle auffiihren, da Sie diese in den meisten
Lehrbiichern und Formelsammlungen finden. Einige werden wir in den Ubungen diskutieren.

Zwei ldentitdten wollen wir aber explizit nennen, die spéater eine wichtige Rolle spielen werden:

und

rot(grad f) =0, div(rot £/) =0

Diese Identitaten gelten allgemein fiir beliebige Skalarfelder f(r) bzw. Vektorfelder F(r).

Die folgende Tabelle fasst die verschiedenen Ableitungen, die wir in diesem Kapitel kennenge-
lernt haben, noch einmal zusammen:

Operator wirkt auf liefert
2 Skalarfeld Skalarfeld
grad Skalarfeld Vektorfeld
div Vektorfeld Skalarfeld
A Skalarfeld Skalarfeld
rot Vektorfeld (in 3d) | Vektorfeld (in 3d)

3Manchmal bezeichnet man auch Felder mit rot £ # 0 als Wirbelfelder.
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Hier sei noch einmal darauf hingewiesen, dass man die Anwendung des Laplace-Operators auf
Vektorfelder komponentenweise definieren kann!



Kapitel 8

Wegintegral und mehrdimensionale
Integration

Integrale Uber Vektorfelder F'(¢), die nur von einer Variablen ¢ abhéngen, sind komponentenwei-

se definiert:
J E,(t)dt
/E(t)dt = | [E,(t)dt |.
JE.(t)dt
Im folgenden wollen wir einige andere Falle von mehrdimensionalen Integrale betrachten.

8.1 Wegintegrale
Zunéchst wollen wir ein Vektorfeld £(r) langs eines Weges integrieren.

Definition 8.1.1 (Wegintegral).
Das Integral eines Vektorfeldes £'(r) langs eines Weges ¢ vom Punkt P zum (), das man auch
als Wegintegral (oder als Kurvenintegral bzw. Linienintegral) bezeichnet, ist definiert durch

Q

/P F(r)-dr = Alrlirgo : E(r,) Ar, = Al:irgo : F(r;)Ar; cos ¢;.

Im Gegensatz zum friiher definierten Integral Giber eine vektorwertige Funktion werden hier also
nur die Projektionen F'(r,) - Ar; des Vektorfeldes F'(r) auf die Richtung Ar, des Weges auf-
summiert (siehe Abb. 8.1.1). Man muss dabei beachten, dass der Wert des Integrales i.a. vom
genauen Verlauf des Weges ¢ zwischen P und () abhangt, ganz im Gegensatz zum eindimensio-
nalen Integral, wo der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung die Wegunabhangigkeit
garantiert. Der Weg muss daher beim Wegintegral immer spezifiziert werden.

Bem.: Statt ff F(r)-dr misste man préaziser fc F(r)-dr schreiben, da der Wert des Wegintegrals
i.a. nicht nur von den Anfangs- und Endpunkten abhangt, sondern vom genauen Verlauf des
Weges ¢ von P nach ). Dies ist anders als beim gewdhnlichen Integral, wo der Hauptsatz der

81
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y 4

i Ar.

/1

Abbildung 8.1.1: Wegintegral

=

Differential- und Integralrechung besagt, dass der Wert des Integrals durch die Differenz der
Funktionswerte der Stammfunktion an den Grenzen des Integrationsintervalls gegeben ist.

Die praktische Berechnung von Wegintegralen fPQ F' - dr geschieht i.a. in zwei Schritten so:
1) Bestimme eine Parametrisierung c(¢) des Weges von P nach Q:

ct) = (clt),c(t))
mit c(to) =1p, c(t1) =g
und c(t) liegt auf dem Weg fiir alle ¢ € [to, t1].
Man kann sich den Parameter ¢ als Zeit vorstellen. Dann ist ¢(¢) der Ort auf dem Weg, an dem

man sich zur Zeit ¢ befindet. 2) Diese Parametrisierung wird dann in den Integranden eingesetzt
und das Wegintegral somit zu einem Integral Giber den Parameter ¢:

[ Ewae= [ b o

p to

Dabei ist F'(c(t)) die Feldstarke auf dem Weg und ¢(t) = () die “Geschwindigkeit”, mit
der der Weg durchlaufen wird. Man beachte, dass das Skalarprodukt zu bilden ist, denn das
Wegintegral liefert als Ergebnis einen Skalar!

Im zweidimensionalen Fall lautet diese Gleichung expliziter

Q 2 de, dc,
Ew)-dr = [ |\ Faleat) e ()= (1) + Fylea(t). e, (1) 7 (1)
P to
Das Vorgehen in n Dimensionen ist vollkommen analog zu diesem zweidimensionalen Beispiel!
Damit haben wir die Berechung von Wegintegrale auf die Berechnung eines eindimensionalen
Integrals zurtickgefiihrt. Dies kann man als Verallgemeinerung der Substitutionsregel ansehen,
bei der ja auch die Ableitung der substituierten Funktion auftritt.
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8.1. WEGINTEGRALE
Beispiel 8.1.1. Im folgenden geben wir die wichtigsten Beispiele fur Parametrisierungen an:

1. Gerade von P nach Q:

c(t) =rp+(rg —rp)t

(t € ]0,1])

Offensichtlich beschreibt dies eine Gerade mit ¢(0) = 7, und ¢(1) = ry,.

2. Kreisbogen:

¢(t) = R(cost,sint)

mit R = |rp| = |rg| und t € [tp,tq)]

Dabei sind ¢p und tq die Winkel, die die Ortsvektoren r, und r, von P und @ mit der
x—Achse bilden, und R der Radius des Kreishogens. Bei solchen Wegen miissen natirlich

P und @ den gleichen Abstand R vom Ursprung haben.

Definition 8.1.2 (Geschlossener Weg).
Bei einem Wegintegral konnen Anfangs- und Endpunkt auch identisch sein (P = Q). Fir solche

Wegintegrale fuihrt man ein spezielles Symbol ein:

P=Q
$F-dr
l.a. wird § F - dr # 0 sein. Fir den Weg, der nur aus dem Punkt P = @ besteht, ist natiirlich
F-dr=0.

immer ¢
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Beispiel 8.1.2.
z
Wir wollen das Wegintegral des Vektorfeldes F(r) = | xy | langs eines geraden Weges von
T
0 3

0 | nach [ 1 | berechnen. Zundchst bestimmen wir eine Parametrisierung des Weges:
0 0

3 3
cry=t[ 1], =1
0 0

Durch Einsetzen dieser Parametrisierung folgt dann:

/QE(z)-dz = /Olg(g(t))-gdt:/olﬂ(?)t,t,o)-gdt

P
1 0 3 1
= / t-t |- 1 dt:/(o+3t2+0)dt=t3|5:1.
0 3t 0 0

Hier sieht man noch einmal explizit, dass das Wegintegral als Wert eine reelle Zahl liefert!

Wegintegrale sind additiv, d.h. wenn man erst 1&ngs des Weges ¢, (¢) von A nach B geht und dann
l&angs ¢, (t) von B nach C', dann gilt flr das Integral 1angs des kombinierten Weges ¢(t) von A
nach C', den man suggestiv auch als ¢(t) = ¢, (t) + ¢,(t) schreibt,

/g1+22E(£)-d[:/gE(£).dﬁ+/c F(r) - dr.

1 =2

Durchlduft man den Weg ¢(¢) in umgekehrter Richtung, so bezeichnet man diesen umgekehrten
Weg auch als —¢(t). In diesem Fall gilt

/gﬂ(t)'dfz —/QE(Z)'dZ

in Analogie zur Integrationsregel im eindimensionalen Fall®.

8.2 Wegunabhangigkeit und Potential

Wie bereits erwahnt, hangt der Wert des Wegintegrals [ lf;2 F'-dri.a. vom gewahlten Weg zwischen
P und @ ab. Die Frage, wann das Integral unabhéngig vom expliziten Weg ist, ist eng verkniipft
mit der Frage nach der Existenz eines sog. Potentials.

\orzeichenanderung bei Vertauschung der Integrationsgrenzen!
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Definition 8.2.1 (Potential).

Existiert zu einem Vektorfeld F'(r) ein Skalarfeld f mit I = —gradf, dann nennt man f ein
Potential von F.

Das Minuszeichen in der Definition ist eine Konvention, die sich in der Physik als sinnvoll her-
ausstellt.

Ein Potential f ist nicht eindeutig bestimmt, da auch f + ¢ mit einer beliebigen Konstanten ¢ ein
Potential ist. Haufig wahlt man ¢ geeignet, um z.B. gewisse Nebenbedingungen zu erfillen.

Eine wichtige Frage lautet nun: Wann existiert zu vorgegebenem Vektorfeld ein Skalarfeld f mit
F = —gradf ? Wir geben nun (ohne vollstandigen Beweis) wichtige Kriterien fiir die Wegun-
abhangigkeit bzw. die Existenz von Potentialen an:

Satz 8.2.1. Folgende vier Aussagen sind dquivalent:

1) ff F - dr ist fur beliebige, feste P und ) wegunabhéngig

2) §g£ - dr = 0 fur alle geschlossenen Wege.

3)  Esexistiert ein Potential f von F, d.h. ' = —gradf

4) rot FF =0 (falls der Definitionsbereich von F' einfach-zusammenh&ngend ist)

Aussage 1) ist dabei nicht so zu verstehen, dass alle Wegintegrale den gleichen Wert haben.
Wihlt man zwei andere Punkte P und Q, so kann das Wegintegral zwischen diesen Punkten
einen anderen Wert haben als das zwischen P und Q!

Aus Aussage 4) kann man nur dann auf die anderen Aussagen schlieen, wenn eine zusétzliche
Bedingung an den Definitionsbereich des \Vektorfeldes erfiillt ist. Diese werden wir weiter unter
diskutieren.

Die Aquivalenz von 1) und 2) sieht man leicht an Hand der oben erwéhnten Additivitatseigen-
schaften bzgl. des Integrationsweges ein. Der Beweis zu “3) = 4)” ist leicht, denn rot(grad f) = 0
gilt (siehe Ubungen) fir beliebige f. Die anderen Beweise wollen wir hier nicht angeben.

Existiert ein Potential von £, so kann man es aus

1) = fteo) — [ E e

To

bestimmen, wobei der Integrationsweg zwischen den fest gewéhlten (beliebigen) Punkten r, und
r beliebig ist.

Definition 8.2.2 (einfach-zusammenhéngend).

Eine Menge M C R™ heift einfach-zusammenhé&ngend, wenn sich jeder geschlossene Weg
durch kontinuierliche Deformation ganz in M auf einen Punkt zusammenziehen lasst. AuRerdem
muss M wegzusammenhédngend sein, d.h. zwei beliebige Punkte missen sich durch einen Weg
ganz in M miteinander verbinden lassen.
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Diese Definition wollen wir durch zwei Beispiele illustrieren:

Beispiel 8.2.1.

1. Sei M = R?\ {0}, also die z-y-Ebene ohne den Ursprung. Betrachten wir einen ge-
schlossenen Weg, der den Ursprung umschliel3t, z.B. einen Kreis vom Radius R. Dieser
lasst sich nicht auf einen Punkt zusammenziehen, da man beim Zusammenziehen im-
mer am Ursprung 0 “hdngenbleibt”, der ja nicht zu M gehdrt. M ist also nicht einfach-
zusammenhéangend.

2. Sei M = R?\ {0}, also der dreidimensionale Raum ohne den Ursprung. Hier lassen sich
die im vorigen Beispiel betrachteten Wege auf einen Punkt zusammenziehen, da man sie
zundchst aus der z-y-Ebene anheben kann. Man kann zeigen, dass M = R?\ {0} einfach-
zusammenhangend ist. In drei Dimensionen muss man typischerweise eindimensionale
Gebiete (z.B. Geraden) entfernen, damit der einfache Zusammenhang verloren geht.

In den Ubungen wird ein Beispiel diskutiert, das zeigt, dass die Bedingung tber den einfachen

Zusammenhang des Definitionsbereichs tatséchlich erfillt sein muss, um aus rot £ = 0 auf

die Existenz eines Potentials schlieBen zu kdnnen. Das Feld F(z,y,z) = (—%, —2—,0)
. : . : ) . . a?1y®) a2ty

hat eine verschwindende Rotation, aber das Wegintegral 1angs eines Kreises um den Ursprung

verschwindet nicht!

8.3 Mehrdimensionale Integrale

Definition 8.3.1 (Molumenintegral).
Mehrdimensionale Volumenintegrale sind durch den Grenziibergang zu infinitesimalen Volu-
menelementen definiert:

fdv = lim > f(r,) - AVi.
k

AV —
\olumen V'

Dies ist in vollkommener Analogie zum gewdhnlichen Integral zu verstehen. Man unterteilt das
Volumen (statt des Intervalls) in kleine Teilvolumina AV} und approximiert die Funktion in die-
sem Teilvolumen z.B. durch den Wert f(r,) “in der Mitte”. Dann macht man die Teilvolumina
infinitesimal. Natirlich miRte man zeigen, dass das Ergebnis unabhéngig von der Art der Auf-
teilung ist, aber dies ist Aufgabe der Mathematik.

Solche Integrale treten z.B. bei der Berechnung von Volumina (dann ist f(r) = 1) oder Massen
(danniist f(r) = p(r) die Massendichte des betrachteten Kdrpers) auf.

Analog dazu definiert man Flachenintegrale

f(r)dF.

Flache F

Analog sind Integrale in beliebigen Dimensionen definiert. Statt dV bzw. dF' schreibt man auch
d®r bzw. d?r oder allgemein in d Dimensionen d%r.
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y A

1

a) b)

Abbildung 8.3.1: Veranschaulichung der Integration Utber einen Viertelkreis flir verschiedene
Integrationsreihenfolgen. a) Erst z—Integration, dann y—Integration; b) erst y—Integration, dann
x—Integration

In kartesischen Koordinaten schreibt man Volumenintegrale ausfiihrlicher als

z1 | vi(2) [ z1(y,2)

///f(x,y,z)d:pdydz:/ / / f(z,y,2)dz 3 dy| dz

Volumen 20 |yo(z) \=o(y,2)

Man beachte, dass die Integrationsgrenzen noch von den Koordinaten abhéngen kdnnen, tber

die noch nicht integriert wurde. Nach der ersten Integration Uber = erhdlt man eine Funktion
z1(y,2)
ai(y,z)= [ f(z,y,z)dx, die nur noch von y und = abhéngt. Diese wird dann zunéchst iiber

zo(y,2)
y integriert, so dass man eine nur noch z abhéngige Funktion g»(z) = yil((;)) 91(y, z)dz erhélt.
Diese wird dann Uber z integriert.

Die Reihenfolge der Integrationen ist dabei i.a. unwichtig. Man hat aber zu beachten, dass sich
die Integrationsgrenzen natirlich dndern kdnnen, wenn man die Reihenfolge vertauscht (siehe
das folgende Beispiel).

Beispiel 8.3.1 (Viertelkreis in 2 Dimensionen).

Als Beispiel wollen wir das Integral der Funktion f(z,y) = « Uber einen Viertelkreis integrieren.
Dabei wollen wir verschiedene Integrationsreihenfolgen betrachten. Ein solches Integral ist z.B.
bei der Bestimmung des Schwerpunktes des Viertelkreises zu bestimmen.

a) Zuerst soll y von 0 bis 1 laufen und = dementsprechend gewéahlt werden. Zu festem y lauft
dann die x—Integration bis /1 — y? (siehe Abb. 8.3.1).
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1 1—y2 1y 1—y?2
xdxdy = / / xdx dy:/ —a? dy
) o [Jo o [2 o
Viertelkreis
! 1 1.0 12 1
= — ]_ — 2 d = — —_ — 3 = — s — = —
/0 5(1=y)dy =5y —3v") T37373

b) Mit der umgekehrten Reihenfolge der Integrationen (erst y—, dann z—Integration) ergibt sich

analog:
1 T—a2 1 V1-a?
rdxdy = / / xdy| dx —/ Ty dx
] . 0 0 0 0
Viertelkreis

! 1 !

= / x\/l—xde:——(l—x2)3/2 = -,

0 3 o 3

Hier fixiert man erst ein z und bestimmt dann fir dieses = den Bereich der erlaubten y. Dies
bestimmt die Grenzen der y-Integration, die zuerst ausgefihrt wird.

Das Beispiel zeigt, dass es zum einen nicht auf die Integrationsreihenfolge ankommt. Allerdings
fiihrt eine Anderung der Reihenfolge auch zu einer Anderung der Integrationsgrenzen. Zum An-
deren sehen wir, dass die Details der Rechnung von der Reihenfolge der Integrationen abh&ngen.
Man kann also meistens durch geschickte Wahl der Reihenfolge ein Problem vereinfachen!

8.4 Integration in krummlinigen Koordinaten

Die allgemeine Vorgehensweise fiir die Berechnung von Flachen- und Volumenintegralen ist in
Abb. 8.4.1a) dargestellt. Dort wird die Form der infinitesimalen Flachen- bzw. Volumenelemente
mit Hilfe der sog. Koordinatenlinien bestimmt. Diese erhadlt man, wenn man alle Koordinaten
bis auf eine fixiert und diese freie Koordinate alle erlaubten Werte durchlaufen l&sst.

In kartesischen Koordinaten findet eine Zerlegung der Flache in infinitesimale Rechtecke der
Flache dx dy statt. Diese erhalt man aus der Flache, die von infinitesimal benachbarten Koordi-
natenlinien begrenzt wird (siehe Abb. 8.4.1a)).

Bei der Integration in kartesischen Koordinaten ergeben sich i.a. Probleme mit der Wahl der
Integrationsgrenzen, wenn der Korper nicht rechteckig ist. Durch passende Wahl des Koordina-
tensystemes laRt sich dieses Problem in vielen Fallen umgehen, z. B. mit Polarkoordinaten:

/f(:v,y)da:dy:/f(rcosgbwsingb)rdrdgb

Wir wollen dies an unserem Beispiel etwas genauer untersuchen.

Beispiel 8.4.1 (Viertelkreis in Polarkoordinaten).
Ideal geeignet fur die Integration tber den Viertelkreis sind Polarkoordinaten. Wir wollen wie-

der [z dF berechnen, wobei in Polarkoordinaten = = r cos ¢ ist. Durch eine analoge
Viertelkreis
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v A v A

y+dx [\

\/ 7
\/» ¢ +do <

|
a) X X+dx X b) ror+dr x

Abbildung 8.4.1: Flachenzerlegung in a) kartesischen Koordinaten bzw. b) ebenen Polarkoor-
dinaten. Die Fléache, die durch die infinitesimal benachbarte Koordinatenlinien begrenzt wird,
entspricht dem elementaren Fldchenelement.

Konstruktion? wie bei der Bestimmung des Flachenelements dF = dx dy in Kartesischen Koor-
dinaten erkennt man, dass in Polarkoordinaten gilt (siehe Abb. 8.4.1b))

dF = rdr de¢.

Dies entspricht der schraffierten Flache, die einem Kreissegment mit Bogenlénge rd¢ und “Tie-
fe” dr entspricht.

Um in Polarkoordinaten einen Viertelkreis vom Radius 1 zu beschreiben, muss r zwischen 0 und
1 variieren und ¢ zwischen 0 und 7. Man beachte dabei, dass flr jedes » der Winkel ¢ tber das
volle Intervall variieren muss (und umgekehrt), d.h. die Integrationsgrenzen sind unabhéngig von
r und ¢. Damit ergibt sich:

1 pr/2 1
/ rcos¢rd¢dr—/ / rzcos¢d¢dr—/ r? sin ¢
o Jo 0

Viertelkreis

w/2 1

1 1
dr— =3 — -
r 37"

0

0

Das Ergebnis stimmt natiirlich mit dem in kartesischen Koordinaten {berein. Der grof3e Vorteil
bei der obigen Integration ist natirlich, dass das zweidimensionale Integral in zwei eindimensio-
nale Integrale faktorisiert, da die Integrationsgrenzen unabhéngig von den Integrationsvariablen

sind:
1 pr/2 1 /2
/ / r’cospdpdr = {/ T2dr] [/ cosgbdgb] .
0 0 Grenzen fest 0 0

Das gilt nattrlich nicht allgemein, siehe z.B. die entsprechende Integration in kartesischen Ko-
ordinaten.

2d.h. durch infinitesimale Variation von 7 und ¢ erhalt man wieder dF als eingeschlossen Flache, siehe Abb. 8.4.1
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Satz 8.4.1 (Transformationssatz).
Eine Verallgemeinerung der Substitutionsregel fur eindimensionale Integrale auf mehrdimensio-
nale Integrale ist der Transformationssatz. Gegeben sei eine Koordinatentransformation

(z,y,2) — (u,v,w) mit z=z(u,v,w) etc.

Dann transformiert sich ein Volumenintegral entsprechend

det <M>‘ du dv dw

O(u, v, w

/f(x,y,z)dxdydz:/f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))-
1% 1%

mit der Funktionaldeterminante (bzw. Jacobi-Determinante)

ox

Oz, y,2)\ gu

det (ﬁ(u,v,w)) = det g
ou

<<
o))
<

or Oz
v Quw

8
z 0z
v Bw

QY

Wie bei der bekannten Substitutionsregel @ndert sich natirlich der Bereich, tber den zu integrie-
ren ist (hier von V nach V). In einer Dimension dndert sich i.a. nur die Lénge des Integrationsin-
tervalls, in hoheren Dimensionen @ndert sich darlber hinaus i.a. die Form des Volumens. Da bei
der Substitutionsregel auch die Ableitung der substituierten Funktion auftritt, ist es nicht tiberra-
schend, dass dies hier auch passiert. Da wir es mit Funktionen mehrerer Variablen zu tun haben,
treten naturlich alle partiellen Ableitung auf. Warum diese gerade in einer speziellen Kombinati-
on, namlich der Funktionaldeterminante, auftreten, soll hier nicht diskutiert werden.

Wir wollen noch darauf hinweisen, dass der Transformationssatz natirlich in analoger Form in
beliebigen Dimensionen gilt. Fiir Funktionen von einer Variablen reduziert er sich auf die Sub-
stitutionsregel!

Im Transformationssatz tritt der Betrag der Jacobi-Determinante auf. Im folgenden werden wir
nur Transformationen betrachten, bei der sich die Handigkeit des Koordinatensystems nicht
andert. In diesem Fall kann er weggelassen werden.

Beispiel 8.4.2 (Ebene Polarkoordinaten).

Wir wollen uns am Beispiel der ebenen Polarkoordinaten davon tiberzeugen, dass das trans-
formierte Flachenelement tatdchlich genau die Form hat, die wir vorher schon anschaulich aus
Abb. 8.4.1 abgeleitet haben. Mit x = r cos ¢ und y = r sin ¢ folgt fiir die Funktionaldeterminante

oz, y)\ % 2—; B cos¢ —rsing
det(@(r,gb)) = det<% g_gs = det sing  rcosd

= rcos’p+rsin’®p=r

und damit

_ Az, y) _
dF = det (8(7“, ¢)> dr d¢ = rdr de.
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Abbildung 8.4.2: Infinitesimales Volumenelement in Kugelkoordinaten.

Die Determinante det (géjgﬁ) beschreibt die Verzerrung des infinitesimalen Volumenelemen-

tes unter der Koordinatentransformation. Speziell fur die bereits bekannten Koordinatensysteme
ergibt sich:

Kartesisch: dV = dxdydz N / f(z,y, 2)dx dy dz

Ebene Polarkoordinaten: dF = rdrdo¢ ~ / f(rcos¢,rsing) rdrdp
Zylinderkoordinaten: AV =rdrdpdz N / f(rcoso,rsing, z) rdrdedz
Kugelkoordinaten: AV =r?sin@ drdpdd ~ / f(r,¢,0) r? sin@ dr do do

wobei f(r, ¢,0) = f(rcos¢sin b, rsin ¢sin b, rcosh).

Die Form des infinitesimalen Volumenelements in Zylinderkoordinaten kann man sich leicht vor-
stellen, z.B. durch (kartesische) Fortsetzung des Flachenelements in ebenen Polarkoordinaten
(Abb. 8.4.1b). Es &hnelt einem Tortenstiick, von dem man die Spitze abgeschnitten hat. Das in-
finitesimale Volumenelement in Kugelkoordinaten ist schwerer vorzustellen. Es ist in Abb. 8.4.2
dargestellts,

Ein Problem bei der Anwendung des Transformationssatzes ist die Bestimmung des neuen In-
tegrationsbereiches V. Wie bei der Substitutionsregel besteht natiirlich ein formaler Zusammen-
hang zwischen V und V iiber die Transformationsfunktionen «, v und w. Statt diesen explizit
auszunutzen, ist es in der Praxis meist einfacher, sich die neuen Integrationsgrenzen in den neu-
en Koordinaten anschaulich zu tberlegen, genau so wie wir das in Beispiel 8.4.1 gemacht haben!

3Im Druck gibt es verschiedene Darstellungen fiir die griechischen (Klein-)Buchstaben phi (¢ = ¢) und theta
@ = ).
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Abbildung 8.5.1: Eine Flache F' bestehend aus (infinitesimalen) Flachenelementen df mit Nor-
malenvektoren n.

8.5 Flachenintegrale und Vektorfluss

In Kapitel 8.4 haben wir gelernt, wie wir Skalarfelder in beliebigen Dimensionen integrieren
konnen. Analog zum Wegintegral (siehe Kapitel 8.1), bei dem Vektorfelder 1&ngs eines Weges
integriert werden, konnen wir auch Vektorfelder tiber (gerichtete) Flachen integrieren. Dies wird
z.B. bendtigt, um den Fluss durch eine Flache zu bestimmen. Dies fiihrt auf das Konzept des
Flussintegrals, das man als zweidimensionale Verallgemeinerung des Wegintegrals auffassen
kann. Die Bezeichnung “Fluss” ist durch die Hydrodynamik motiviert. Man kann sich tatséchlich
eine durch die Oberflache stromende Flussigkeit vorstellen.

Wir betrachten eine Flache im dreidimensionalen Raum?, die beliebig geformt sein kann. Ihr
Flacheninhalt (die Oberflache) sei F. Wir stellen uns vor, dass die Flache aus infinitesimalen
Flachenelementen df besteht (siehe Abb. 8.5.1), so dass

F:/#

Definition 8.5.1 (Normale, Fachenvektor).

Auf jedem infinitesimalen Flachenelement df errichten wir einen senkrecht stehenden Einheits-
vektor n. n heift auch Normale.

df = ndf heilt (infinitesimaler) Flachenvektor.

Bemerkung: Bisher sind fiir die Normale noch zwei Richtungen maglich. Fir geschlossene
Flachen (z.B. Kugeloberflachen) zeigt die Normale jedoch per Konvention immer nach aul3en.

Definition 8.5.2 (\ektorfluss).
Seien nun ein Vektorfeld A(r) und eine Flache F' gegeben. Dann bezeichnet man

[a-a= [ Ao

“4Die meisten Uberlegungen lassen sich auf Hyperflachen beliebiger Dimension libertragen.
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als den Fluss von A durch F'. Dabei wird das Integral tber die Oberflache genommen.

Der Vektorfluss ist eine skalare Grof3e, die von A und der Art und Lage der Flache bestimmt wird
(siehe Abb. 8.5.2).

Die Darstellung auf der rechten Seite zeigt, dass man letztlich ein gewohnliches zweidimensio-
nales Integral Uber ein Skalarfeld zu berechnen hat. Man beachte aber dabei, dass der Norma-
lenvektor n i.a. keine Konstante ist, sondern sich von Position zu Position auf der Flache andert!

AN

1S

df

Abbildung 8.5.2: Fluss des Vektorfeldes A durch die Flache F'.

Sei « der Winkel zwischen A und df (bzw. n) (siehe Abb. 8.5.2). Dannist A - df = |A| cos adf.
Ist A an der betrachteten Stelle senkrecht zu df, d.h. A liegt in der Flache, so ist A - df = 0. Zum
Vektorfluss tragt also nur der durch die (gekrimmte) Flache jeweils senkrecht hindurchtretende
Anteil von A bei.

Beispiel 8.5.1.

Als Beispiel betrachten wir eine Kugelschale Kz vom Radius R um den Ursprung. Der Nor-
malenvektor zeigt dann immer radial nach auflen, d.h. wir haben n = 7 = r/r. Das gerichtete
Flachenelement ist daher (in Kugelkoordinaten) gegeben durch

df = R%*sin 0dfdyp 7 = R*dQ 7,
wobei wir das Raumwinkelelement
dS) = sin 0dOd¢

eingefiihrt haben. Die Form des Flachenelements macht man sich leicht aus der allgemeinen
Form des Volumenselements in Kugelkoordinaten klar, da das Flachenelement keine “Ausdeh-
nung” in radialer Richtung hat.

Wir wollen nun ein Radialfeld der Form

A(r) = A(r)r
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uber die Kugelschale integrieren. Felder solcher Form nennt man Radialfelder. Sie zeigen im-
mer in radiale Richtung und ihr Betrag hangt nur vom Abstand r ab, nicht von der Richtung.
Dieser Fall tritt in der Physik sehr hdufig auf, z.B. bei Gravitations- oder elektrischen Feldern.
Fur das Flussintegral erhalten wir nun:

Alr) - df = /%dgo/ﬂdHRQsinQA([).f

= A(R)R? / dy / d9R*sin 6

= 47R%A

Kg

Im Integral der ersten Zeilen haben wir die Parametrisierung der Flache in Kugelkoordinaten
benutzt, in der zweiten Zeile die spezielle Form des Vektorfeldes, insbesondere die Tatsache,
dass sein Betrag auf der Kugelschale konstant ist. Letzteres macht auch das Endergebnis klar,
denn offensichtlich ist der Wert des Flussintegrals gegeben durch das Produkt der Kugelflache
und dem (konstanten) Wert des Feldes auf dieser.



Kapitel 9

Die Integralsatze von Gaul3 und Stokes

In diesem Kapitel werden wir die wichtigsten Integralsédtze kennenlernen. Diese stellen Zusam-
menh&nge zwischen Integralen in verschiedenen Dimensionen her. Die Integralsdtze von Gaufd
und Stokes spielen eine wichtige Rolle in der Elektrodynamik, im Zusammenhang mit den Max-
wellschen Gleichungen. Sie erlauben die Ausnutzung von Symmetrien und vereinfachen daher
in vielen Fallen die Berechnung von elektrischen und magnetischen Feldern drastisch.

Zunachst wollen wir uns allerdings den Greenschen Satz anschauen, mit dessen Hilfe wir dann
allgemeinere Satze ableiten kdnnen.

9.1 Der Greensche Satz in der Ebene

Wir betrachten eine Flache F', deren Rand durch die Randkurve C = OF gegeben ist. Wir nehmen
0.B.d.A. an, dass es fiir jeden Wert von = genau eine obere und eine untere Grenze gibt!. Dies
definiert die untere bzw. obere Grenzkurve fi(x) bzw. fo(x) (siehe Abb. 9.1.1) und fur alle
x € [a,b] gilt fi(z) <y < faox), falls der Punkt (z, y) in der Flache F liegt.

Es sei nun V (z, y) eine Funktion, die auf F stetig partiell differenzierbar sei. Dann gilt:

b fa(z)
/dxdyaV(l“,y) _ /dx / dy(‘?V(fv,y)
F ay a fi(x) ay

b
_ / dx [V (x, fa(x)) = V(z, fi(x))

— _/badxx/(x,fz(:c))—/abd:cV(:c,ﬁ(:c))
- —fdzrV(x,y),

c
d.h. das Flachenintegral kann in ein Wegintegral umgeschrieben werden!

! Ansonsten muR man die kompliziertere Fliche aus solchen einfachen zusammensetzen.
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drehen j

Abbildung 9.1.1: Zur Herleitung des Greenschen Satzes.

Wir drehen nun die Flache, wie in Fig. 9.1.1 dargestellt und gehen in der gedrehten Version

analog vor:
/ dxdy oViz,y) = j{dyV(a:,y) :
F Oz c

Wir fassen nun diese beiden Teilergebnisse zusammen:

Satz 9.1.1 (Greenscher Satz).
Der Satz von Green fir Funktionen Vi (x,y), Va(x,y) die auf der zweidimensionalen Flache F’
stetig partiell differenzierbar sind, lautet

[ ety [W?a(jy) _ (Wla(;”’y)] = f Whte.vpie + ey

wobei C = 0F die Randkurve von F ist.

Wir wollen zwei Anwendungen dieses Satzes diskutieren.

1. Sei 96 96
Dann verschwindet das Flachenintegral im Greenschen Satz, da
oV, ¢ 0*¢ OV,
dr  Oxdy Oydr Oy

ist. AuBerdem gilt mitr = (‘;)

Vidx + Vaody = dp = grad ¢ - dr .
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Somit lautet die Aussage des Greenschen Satzes in diesem Fall

}édqﬁ:o.

Vi

Dies wissen wir natiirlich schon, da V' := (V
2

Potential —¢ ist.

oo (VY L
2. FurV .= <V2) gilt

) per Definition ein konservatives Feld mit

K~@=/rotz-df,
C F _

wobei df = ndwxdy senkrecht zur = — y-Ebene steht und auf der rechten Seite 1 als
dreidimensionaler Vektor mit 3. Komponente V3 = 0 zu interpretieren ist.

3. Wir konnen mit Hilfe des Greenschen Satzes Flachen berechnen. Dazu betrachten wir die
Funktionen Vi (z,y) = —y und Va(z,y) = x. Dann gilt:

j{[—ydanxdy]://Fd:pdy [%— (—g—z)} :2//Fdxdy:2F.

Als Beispiel bestimmen wir die Flache einer Ellipse, die durch

372 y2

St =1 (9.1.1)
definiert ist?. Eine Parameterdarstellung ist durch r(t) = (acost,bsint) gegeben (¢ €
[0, 27]). Dann gilt:

1 1 [
Filipse = —?{ [—ydx + zdy] = —/ [—bsint(—asint) + acostbcost| dt = abr .
Ellipse 2 0

9.2 Integraldarstellung der Rotation

Die Rotation eines Vektorfeldes A(r) 148t sich als Wegintegral ausdriicken. Diese Darstellung
wird in den folgenden Abschnitten sehr niitzlich sein.

Wir betrachten eine geschlossenen Weg C um den Punkt r, an dem wir die Rotation bestimmen
wollen. Dieser Weg schlief3t die Flache AF ein. Ist diese hinreichend klein, so kdnnen wir sie
als eben ansehen und durch den Normalenvektor n charakterisieren, der senkrecht auf ihr steht.
Die Komponente der Rotation parallel zu n lasst sich dann folgendermal3en bestimmen:

1

2D.h. alle (z, y), die diese Gleichung erfiillen, liegen auf der Ellipse.
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Um die Rotation vollstdndig zu bestimmen, kann man z.B. Wege nehmen, die in der z —y-, z — z-
und y — z-Ebene liegen, wobei dann n der Einheitsvektor in z-, y- und z-Richtung ist.

Zum Beweis dieser Integraldarstellung betrachten wir 0.B.d.A. ein infinitesimales rechteckiges
Flachenelement (Abb. 9.2.1) in der y — z-Ebene. Das Wegintegral 1angs des Weges 1 — 2 —
3 — 4 — 1 laBt sich dann folgendermalien berechnen:

1 1
7{4 dr = Ay(zv,y,z— Edz)dy + A (x,y + §dy, 2)dz
c

1 1
- Ay(xvya Z+ idz)dy - Az(x7y - idyv Z)dZ

_ 0A.(r) 94, (r)
= Dy dydz 5 dydz
0A, 04, B
= ( o 0n ) AF = (rot A), AF.

Dabei haben wir angenommen, dass die Kantenldngen dy und dz infinitesimal sind und deshalb
der Wert das Vektorfeldes auf einer Kante konstant ist. Hierbei haben wir den Funktionswert in
der Kantenmitte gewahlt. Fir die Kante 1 — 2 sind die x- und z-Koordinaten konstant (ndmlich
z und z — 3dz) und die y-Koordinate variiert von y — 3dy nach y + 3dy. Die Kantenmitte ist
also bei (z,y,z — $dz) und deshalb ist A, (z,y, = — 3dz) zu wahlen?. Beim Ubergang zur drit-
ten Zeile sind wir analog vorgegangen wie beim Beweis des Satzes von Gaul3. Hier wurden die
auftretenden Beitrdge Taylor-entwickelt, wobei sich die konstanten Terme wegheben.

Somit haben wir flr n = = gezeigt
Alliprgo NG A[,A -dr = (rot A), = n - rot A.

Mit einem analogen Argument &Rt sich diese Aussage auch fiir die y— und z—Komponenten
beweisen, womit (xx) gezeigt ware, und damit der Stokessche Integralsatz.

9.3 Integralsatz von Stokes

Es sei A(r) ein beliebiges Vektorfeld. Aus Kapitel 8.2 wissen wir, dass gilt (falls der Definiti-
onsbereich von A einfach-zusammenhangend ist):

A=—gradp <= r10tA=0 <= fﬂ-dﬁzo,
c

wobei die rechte Seite fur alle geschlossenen Wege C gelten soll.

3Es tragt nur die y-Komponente des Feldes bei, da sich auf dem Weg nur die y-Koordinate dndert und deshalb
A-dr = Aydy ist.
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z

dZZ

<t
<

Abbildung 9.2.1: Zum Beweis der Integraldarstellung der Rotation.

a) b)

/

Abbildung 9.3.1: Zum Satz von Stokes. a) Flache F' mit Rand C. b) Orientierung der Flachen-
normalen (rechte-Hand-Regel).

Wias passiert fiir rot A # 0 ? Man erwartet, dass dann i.a. auch §. A - dr # 0 sein wird. Dies
bringt der Integralsatz von Stokes (in quantitativer Form) zum Ausdruck.

Satz 9.3.1 (Stokes’scher Integralsatz).
Sei I eine beliebige (gekrimmte) Flache im IR mit Rand C, d.h. der Rand ist eine geschlossene
Kurve (siehe Abb. 9.3.1a). Dann gilt:

fA-df:/rotA-df.
C F T

Dabei ist das infinitesimale Flachenelement df = ndf gemal einer rechten-Hand-Regel (siehe
Abb. 9.3.1b) orientiert. B

Der Satz von Stokes besagt also, dass das Wegintegral von A 1&ngs des geschlossenen Weges C
gleich dem Fluss von rot A durch die von C berandete Flache F ist.

Beim Beweis gehen wir dhnlich vor wie beim Gaulischen Satz. Zunéchst unterteilen wir die
Flache F'in zwei Teile F} und F5. Diese Teile werden von den geschlossenen Kurven C; und C,
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Abbildung 9.3.2: Zum Beweis des Stokesschen Integralsatzes.

berandet (Abb. 9.3.2a). Dann gilt:

]{A-dzzj{ A-d£+]{ A-dr.
C C1 Co

Dabei haben wir schon ausgenutzt, dass die Schnittfliche von C; und C, in unterschiedlichen
Richtungen durchlaufen wird und sich die entsprechenden Beitrdge deshalb wegheben.
Die obigen Teilungsprozedur setzen wir nun immer weiter fort (Abb. 9.3.2b). Dann erhalten wir:

féé-dz = Z%n dr = [A;%A-df}mvn

— /I‘OtA'Qdf
F

wobei wir beim Ubergang zur zweiten Zeile die Summe wieder als Zwischensumme eines Inte-
grals interpretiert haben.

Der Integralsatz von Stokes hat zahlreiche wichtige Anwendungen in der Physik, insbesondere
in der Elektrodynamik im Zusammenhang mit den Maxwellschen Gleichungen.

9.4 Integraldarstellung der Divergenz

Eine andere Interpretation der Divergenz erhélt man durch Betrachtung des Vektorflusses durch
die Oberflache A F’ eines Volumenelements AV (siehe Abb. 9.4.1):

1
divA = l‘l/n_l)oﬁ/ A'di.

Die Divergenz des Vektorfeldes kann also als Grenzfall des Flusses durch die Oberflache eines
kleinen Volumenelements aufgefasst werden. Dies quantifiziert unsere anschauliche Interpreta-
tion der Divergenz als “Quellstarke” des Feldes. Befindet sich eine Quelle in dem betrachteten
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Abbildung 9.4.1: FIuR durch AV

dz

Abbildung 9.4.2: Zum Gaulischen Satz: Fluss durch einen infinitesimalen Wiirfel mit den Kan-
tenldngen dx, dy und dz. Das Zentrum des Wiirfels befindet sich bei r = (z, vy, 2).

\olumen, so strdmt mehr heraus als herein. Dann ist div A > 0. Entsprechend ist bei einer Senke
divA < 0.

Zum Beweis der Integraldarstellung betrachten wir den Fluss durch die Oberflache eines Wiirfels
mit den Kantenléngen dz, dy und dz um r = (x,y, z) (siehe Abb. 9.4.2). Auf der Vorderseite
F} zeige der Normalenvektor n in z-Richtung, auf der Riickseite F; in —z-Richtung. Die Fliisse
durch £} und £, sind dann

1
Flussdurch F, = A,(z+ §d:v, y, z)dydz,

1
Flussdurch F, = A.(z — de, Y, z)dydz

wobei A,(r) = A.(z,y,z) die z-Komponente des Vektorfeldes am Ort r, dem Zentrum des
Wiirfels, bezeichnet. Wir haben hier angenommen, dass das Vektorpotential auf den Flachen als
konstant angesehen werden kann, wobei der Wert durch den Wert in der Mitte gegeben ist.
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Somit erhalt man fir den Fluss durch die beiden Flachen F; und F5:

/F1+F2

[

1 1
df = (z + —d:c, Yy, z) — Ax(r — §dx, Y, Z)} dydz

0A, 0A, 1
= {( x,Y, 2 &r 2d ) <Az(x,y, z) — e §d:17)} dydz
0A

= 8 dxdydz
Dabei haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile ausgenutzt, dass der Wirfel infinitesimal ist
und wir deshalb die Feldwerte durch eine Taylor-Entwicklung erster Ordnung approximieren
kdnnen.
Analog erhalten wir dann fiir den Fluss in y- und z-Richtung:

y — Richtung: / A-df = M dxdydz,
F3+Fy dy

z — Richtung: / A-df = 04.(r) dxdydz.
F5+Fp 0z

Fasst man nun diese drei Teilergebnisse zusammen, so folgt die angegebene Integraldarstellung
der Divergenz.

9.5 Gauldscher Satz

Ziel des Gaul3schen Integralsatzes ist es, eine andere Darstellung fir ein Flussintegral der Form
¢ A - df anzugeben.

Satz 9.5.1 (Gaulischer Integralsatz).
Sei A(r) ein Vektorfeld und F' eine beliebige geschlossene Flache, die ein Volumen V' um-

schlieRt. Dann gilt:
%A-df:/divédv.
F T 14

Der GauRsche Integralsatz erlaubt also die Umwandlung eines Flussintegrals in ein Volumen-
integral Uber die Divergenz des Vektorfeldes tiber das von der Fléche eingeschlossene Volumen.

Zum Beweis teilen wir zunédchst das Volumen V" in zwei (beliebige) Teilvolumina V; und V5
(siehe Abb. 9.5.1). Die neue Oberflache der beiden Teilvolumina bezeichnen wir mit F; bzw. F5.
Man beachte, dass eine gemeinsame Trennflache zwischen den beiden Teilvolumina entsteht.
Da die Normalen jeweils aus dem Volumen herauszeigen, ist auf der gemeinsamen Trennflache
n, = —n, (siehe Abb. 9.5.1) und somit

fag-fau+)ax
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ZT
Tl

Abbildung 9.5.1: Zum Gaulschen Satz: Unterteilung des Volumens V' in zwei Teilvolumina V;
und V5. n,, n, sind die Normalenvektoren auf der Trennflache.

da sich die Beitrage auf der Trennflache wegheben.

Wir setzen nun diese Teilungsprozedur immer weiter fort und erhalten so eine Einteilung in viele
kleine Volumina AV, mit Oberflache F,:

fFA.ﬁ = nZi]{nAgzi[AanﬁAﬁ] AV,

.1 ‘
AV /v (Alggo AV fi( AV) 4 ﬂ) dv = /V div A dV

wobei F'(AV') die Oberflache des Wiirfels AV um den Punkt r ist. Im letzten Schritt haben wir
die Integraldarstellung der Divergenz aus Abschnitt 9.4 verwendet.

Eine wichtige Anwendung des GauBschen Integralsatzes ist die Herleitung der sogenannten Kon-
tinuitatsgleichung

dp

5 +divj = 0.

Gleichungen dieses Typs treten in der Physik immer wieder auf, z.B. in der Hydrodynamik,
denn sie der mathematische Ausdruck fiir ein lokales (d.h. von r abhdngiges) Erhaltungsgesetz.
p(r,t) bezeichnet dabei immer eine Dichte (z.B. eine Massen- oder Ladungsdichte) und j(r, t)
die zugehorige Stromdichte (z.B. den Massen- oder elektrischen Strom). In den Ubungen werden
wir die Kontinuitatsgleichung aus sehr allgemeinen Uberlegungen ableiten.
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Kapitel 10

Operatoren und Eigenwerte

10.1 Eigenwerte von Matrizen

Definition 10.1.1 (Eigenwert, Eigenvektor).
Es sei A eine quadratische Matrix. Gilt dann

A-v=>

so heifit A Eigenwert von A und v Eigenvektor (zum Eigenwert M), Dabei ist \ eine reelle oder
komplexe Zahl.

Bem.: Die Eigenvektoren zum Eigenwert \ sind nicht eindeutig festgelegt, da mit v auch jedes
Vielfache av (mit o # 0) Eigenvektor zum gleichen Eigenwert ist.

Die Menge aller Eigenwerte einer Matrix bezeichnet man als Spektrum der Matrix, die Menge
aller Eigenwerte und Eigenvektoren als Eigensystem.

Beispiel 10.1.1. 1. Bei Drehungen gehen Punkte auf der Drehachse in sich Gber: Av = v.

2. Wir betrachten die Matrix A = <(1) g) Dann gilt

1 1 0 0
2(0)= (o) e 2 () =2(0)-
Die Matrix A hat also die Eigenwerte 1 und 2 mit den zugehdrigen Eigenvektoren ((1))

o (2)

Wir wollen uns nun mit der Frage beschaftigen, wie man die Eigenwerte und -vektoren konkret
berechnen kann. Dies bezeichnet man als das Eigenwertproblem.

1Man beachte, dass man im Englischen von eigenvalue und eigenvector spricht!

105
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Die Eigenwerte und -vektoren sind als Losungen des linearen Gleichungssystems
(A-AL)u=0

definiert. Man beachte, dass man hierbei auch das A a priori nicht kennt! Das Gleichungssystem
hat nicht-triviale Losungen, falls

det (é—)\]l) =0

ist. Ansonsten existiert nur die triviale Losung v = 0. Diese Gleichung bezeichnet man auch als
Sékulargleichung. Ist A eine n x n-Matrix, so ist liefert die Determinante ein Polynom n-ten
Grades in ), das sog. charakteristische Polynom p()\).

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat ein Polynom n-ten Grades »n Nullstellen, die aber
komplex sein konnen. Wir bezeichnen die Nullstellen von p(\) mit Ay, As, ..., A,.. Sind einige
der \; gleich, so spricht man von Nullstellen hoherer Ordnung bzw. Entartung. Man cha-
rakterisiert diese durch die algebraische Multiplizitat oder algebraische Vielfachheit. Ist z.B.
A1 = )Xo, SO hat der Eigenwert \; die algebraische Multiplizitat 2.

Sind die Eigenwerte \; bekannt, so kann man die zugehdorigen Eigenvektoren v; als Losungen
des linearen Gleichungssystems
A-v,=\v

= 3 =J
explizit bestimmen.

Beispiel 10.1.2. Als Beispiel betrachten wir die Matrix

(5 )

Zunéchst bestimmen wir mit Hilfe der Sékulargleichung das charakteristische Polynom:

|BS

10—X =3

p(A) :=det (A — A1) = det ( 3 9_

\) = 0=V =X) = (-3)(-3) =¥ - 1A+ 11

p(A) hat die Nullstellen A\; = 1 und A\, = 11, die also jeweils die algebraische Vielfachheit 1
haben und die Eigenwerte von A sind.

Einen Eigenvektor zu A\, finden wir durch Losung des linearen Systems

(A—XMN1)y, =0.

9 -3 T .
(5 ) () -0
Die Losung ist x; = ¢t und y; = 3t mit beliebigem ¢ € R, t # 0. Somit haben wir die Eigenvek-
toren zum Eigenwert \; = 1 bestimmt:
[t
B1=\3t)

Explizit lautet dieses System
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Bei der Bestimmung des Eigenvektors zum Eigenwert A, = 11 gehen wir analog vor. Hier haben

wir das System
. -1 -3 T\
(A=t 1, = (-3 —9> (yz) -

zu ldsen. Wir erhalten z, = ¢t und g, = —£.

In der Regel gibt man die normierten Einheitsvektoren an, also hier

) ()

Man beachte, dass offensichtlich v; und v, senkrecht aufeinander stehen. Wir werden spater
Kriterien dafiir angegeben, wann dies der Fall ist.

Bemerkung.
1. Allgemein sind die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerte linear unabhéngig!

2. Es gibt nicht immer gleich viele Eigenvektoren wie Eigenwerte. Zum Beispiel hat die

Matrix
(0 1
T \=—1 =2

den entarteten Eigenwert A = —1 (mit algebraischer Multiplizitat 2), aber nur einen Ei-

[BS

genvektor v = . Die Zahl der Eigenvektoren zu einem bestimmten Eigenwert nennt

1
-1
man seine geometrische Multiplizitat oder geometrische Vielfachheit. Sie ist kleiner
oder gleicher der algebraischen Multiplizitat.

Wenn wir die Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix A kennen, kdnnen wir die Matrix

unter bestimmten Umstanden diagonalisieren, d.h. durch eine Ahnlichkeitstransformation? in
Diagonalgestalt bringen. Dies entspricht einem Basiswechsel.
Wir betrachten hierzu eine n x n-Matrix A, deren Eigenwerte \; und zugehdrigen Eigenvektoren
v; wir kennen:

A- v; = Aju; .

Wir nehmen nun an, dass alle Eigenwerte reell und die Eigenvektoren v, paarweise orthogonal
sind, d.h. 7, - v; = ¢;;. Der linke Faktor ist komplex zu konjugieren, in Uberelnstlmmung mit der
Definition des Skalarproduktes in Abschnitt 11.1. AulRerdem sollen die Eigenvektoren normiert
sein, d.h. v, = 1.
Wir definieren nun die Matrix

U= (vy,...,2,),

» Yn

deren Spalten aus den Eigenvektoren gebildet werden, d.h. es gilt Uj; = (v;);.

2Das sind Transformationen der Form %‘1 “A-M
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Fur diese Matrix gilt

Y : : : U1 -0 Uy
Q.QTZQT,QZ Q_Q Qll 2'2 Qn _ 2_2;21 2_2:22 ) 1
o) N Uy " Uy,
wobei
U= (0)"

die adjungierte Matrix (oder auch hermitesch konjugierte Matrix) ist. Sie entsteht durch
Bildung der Transponierten der Matrix, die aus den komplex-konjugierten Elementen U;; der
Matrix U besteht. Ist die Matrix reell, so ist die Adjungierte gleich der Transponierten.

Daher gilt fur die oben definierte Matrix U, dass

ut=u'

Eine solche Matrix nennt man unitar.
AuBerdem sieht man schnell ein, dass per Konstruktion von U aus den Eigenvektoren von A gilt:

A-U=Mvy, .., \,)=U-A

mit der Diagonalmatrix

Somit gilt wegen der Unitaritét von U

U'AU=A  bow

[N
I
I
1=
IS

Man sagt auch: U diagonalisiert A.
Komponentenweise lautet die letzte Gleichung

(A)jm = > Ae(w) 5 (@)m -

Die Matrix A 4Rt sich also mit Hilfe ihrer Eigenwerte und Eigenvektoren darstellen. Dies be-
zeichnet man als Spektralzerlegung oder Spektraldarstellung.
Speziell fir A = 1 gilt dann
D @)@ = G-
k
Dies bezeichnet man auch als Zerlegung der Einheit oder Vollstandigkeitsrelation.

Bemerkung. Beachte, dass sich nicht alle Matrizen auf diese Art diagonalisieren lasssen! Fir
eine spezielle Klasse von Matrizen 14Rt sich dies aber allgemein beweisen.
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Definition 10.1.2 (Normale Matrizen).
Gilt

S
=
i

[BS

=

T_AT.

[BS

=0,

so heilt die Matrix A normal.
Dabei ist [A, B] = AB — BA der sogenannte Kommutator.

Insbesondere sind also hermitesche (éT = A) und symmetrische (A reell mit 4T = A) Matrizen
normal.

Es gilt: Normale Matrizen sind unitér diagonalisierbar (d.h. g +A-U = A) und haben eine
Spektraldarstellung.

Bemerkung. Die Diagonalisierung entspricht dem Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem,
d.h. einem Basiswechsel. Es gilt

alsomit U'- A-U = A und der Abkiirzung @ := U'v

In der Basis der Eigenvektoren v hat A also Diagonalform!
Da sich die Spur und die Determinante bei Basiswechseln nicht &ndern, gilt

SpurA = Z/\jzz)\jpj>
=1 j

detA = ﬁAj:HA§f.
j=1

J

Dabei ist p; die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts® );. Die Spur einer n x n-Matrix A
ist definiert durch

Spur 4 := Z Ajj,
j=1

d.h. als Summe der Diagonalelemente.

Bemerkung. Die Eigenwerte der Matrix A und ihrer Transponierten A stimmen iiberein. Dies
folgt aus der allgemeingiiltigen Identitdt det AT = det A, die die Gleichheit der charakteri-
stischen Polynome impliziert. I.a. stimmen aber die zugehdrigen Eigenvektoren nicht iiberein!
Dies flihrt zu folgender Definition:

3In der entsprechenden Darstellung ist nur noch tiber die unterschiedlichen Eigenwerte zu summieren bzw. zu
multiplizieren!
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Definition 10.1.3 (Rechte und linke Eigenvektoren).
Die bisher betrachteten Eigenvektoren v sind rechte Eigenvektoren fir die gilt

A-v= ).

In Analogie hierzu definiert man linke Eigenvektoren o als die Eigenvektoren von éT:
Ao = Xp.
Die Bezeichnung erklart sich aus folgender Identitét:
1A= (4"2)" = () = N,

d.h. ein linker Eigenvektor wird bei Multiplikation von links an die Matrix A bis auf einen Faktor
reproduziert.

Fur normale Matrizen, also insbesondere fiir hermitesche und symmetrische Matrizen, stimmen
rechter und linker Eigenvektor berein.

10.1.1 Theoreme zum Eigenwertproblem

Wir geben im folgenden eine Sammlung wichtiger und nitzlicher Aussagen zum Eigenwertpro-
blem an, die wir aber nicht beweisen wollen.

Satz 10.1.1 (Eigenwertprobleme).

1. Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

2. Hermitesche Matrizen, d.h. Matrizen fiir die éT = A gilt, haben reelle Eigenwerte
und die (normierten) Eigenvektoren bilden eine Orthonormalbasis. Sie sind mit Hilfe der
unitdren Matrix U der Eigenvektoren diagonalisierbar und haben eine Spektraldarstellung.

3. Eine analoge Aussage gilt fir symmetrische Matrizen, d.h. alle Elemente A;; sind reell
und es gilt éT = A. In diesem Fall kann A mit Hilfe einer orthogonalen Matrix U

diagonalisiert werden, d.n. U™" = U".

4. Kommutierende, hermitesche Matrizen A, B (mit [A, B] = 0) haben ein gemeinsames
Eigenvektorensystem vy, ..., v,, d.h. es gilt

A-v; =Ny,  und

[isy

Y= S‘J‘Qj-
Man beachte, dass die Eigenwerte \; und ); aber i.a. verschieden sind!

5. Die (normierten) Eigenvektoren einer normalen Matrix bilden eine Orthonormalbasis. Sie
sind wie hermitesche Matrizen unitér diagonalisierbar und haben eine Spektraldarstellung.

6. Alle normalen Matrizen sind diagonalisierbar, aber nicht alle diagonalisierbaren Matrizen
sind normal.

7. Nicht alle diagonalisierbaren Matrizen haben eine Spektraldarstellung.
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10.2 Operatoren

Wir betrachten zwei Vektorraume V und 1. Allgemein versteht man unter einem Operator A
eine Abbildung* A : V — . Im folgenden werden wir, sofern nicht anders angegeben oder aus
dem Zusammmenhang offensichtlich, vor allem den Fall V' = W behandeln. AulRerdem wollen
wir vor allem lineare Operatoren betrachten, die durch

Az + ay) = Az + oAy furalle z,y € V und o € R oder C

charakterisiert sind. Hierbei haben wir schon eine hdufig verwendete Konvention benutzt, namlich
die, dass man bei Operatoren oft Az statt A(x) schreibt. Dies kennnen natiirlich schon von Dif-
ferentialoperatoren wie d% oder grad.
Im folgenden werden wir die Notation fiir den Fall eines komplexen Vektorraumes benutzen.
Wenn nicht anders angegeben, gelten analoge Ergebnisse fiir den reellen Fall, man muf lediglich
die komplexe Konjugation weglassen!
Bisher haben wir den Fall V' = IR™ betrachtet, wo wir A durch eine Matrix A darstellen kdnnen.
Die fiir Matrizen angestellten Uberlegungen lassen sich dann iibertragen, wenn wir ein Skalar-
produkt (x,y) (mit z,y € V) zur Verfliigung haben (siehe Kapitel 11.1) und folgende Identifika-
tionen benutzen:

Z'QH<J;’y)7 EAQH(%A?J% etc.
Dies werden wir gleich weiter ausarbeiten. Zundchst wollen wir Beispiele fir lineare Operatoren
kennenlernen.

Beispiel 10.2.1.

1. Das Skalarprodukt mit einem festen 2, € V definiert einen linearen Operator: Az :=
(o, ). Indiesem Fall ist W =R # V.

2. Die Ableitung Af = [’ ist ein linearer Operator.

Definition 10.2.1 (adjungierte und hermitesche Operatoren).
Ist A : V — V ein linearer Operator, so bezeichnet man den Operator A" : V' — V charakteri-
siert durch
(z, Ay) = (AT, ) furallez,y e V
als den adjungierten Operator oder auch hermitesch konjugierten Operator.
Ist At = A, so nennt man A auch hermitesch oder selbstadjungiert®.

Wir konnen nun Darstellungen des Operators A angegeben. Dazu sei {©k} eine Orthonormalba-
sis von V. Beliebige Elemente = € V' lassen sich daher als Linearkombinationen z = >, cr¢x
darstellen. Wir kdnnen hiermit z.B. die Identitdt Ax = y in eine Matrixgleichung Ubersetzen:

Z&#kIy:AI:AZCk%:ZCkA%-
k k k

4Operatoren kennzeichnen wir oft durch ein ~, z.B. A.
SIn der Mathematik gibt es einen winzigen Unterschied zwischen hermitesch und selbstadjungiert, der in der
Physik aber in der Regel unwichtig ist.
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Nun bilden wir das Skalarprodukt dieser Identitéat mit ;:

= ch ch @Ja‘pk) ch(@j,A90k> = chAjk

k k

wobei wir die Abkiirzung Ay, := (p;, Ay, eingefiihrt haben. Somit 148t sich die Identitit nach
Wahl einer Basis auch in Matrixform darstellen als

IS
I}
I

e

Z Ajkck = 6]' bzw.
k

wobei die Elemente A;;, zu einer Matrix zusammengefasst und die c;, ¢; als Komponenten eines
(Spalten-)Vektors aufgefasst haben. Man beachte, dass Matrix und Vektoren im Prinzip unend-
lich sein kdnnen, wenn es sich bei V' nicht um einen endlichdimensionalen Vektorraum handelt.
Weiterhin gilt:

(z, Ay) = (Z Cj%‘aAzcﬁsﬂz) = Tei(e Ap) = > GAuC].
l

j gl gl
Fiir z = y nennt man dies auch Erwartungswert von A.
Es sei nun {¢} eine andere Orthonormalbasis von V. Der Basis- oder Darstellungswechsel
{¢r} — {¢r} wird dann durch einen unitdren Operator U vermittelt:

v =Up;, mit UU=00"=1

mit der Matrixdarstellung
Un = (¢, Ugr) = (p5,)
Es gilt wegen UTU = 1 fiiralle z,y € V:

A A

(2,y) = (x,U'Uy) = (Ux,Uy) .

Skalarprodukte bleiben daher bei einem solchen Basiswechsel unverdndert (invariant), weshalb
man ihn als Drehung im Vektorraum interpretieren kann.

In Komponenten gilt:

Wr2) = > (V) =D (U => (U"),, (o1,

l l l

(W, Ay) = (UTAU); = Z (UT)jk (Phs A Upt.

k,m
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10.3 Eigenwertproblem fir Operatoren

Analog zum Fall von Matrizen kdnnen wir auch bei Operatoren Eigenwerte und Eigenvektoren
suchen. Das entsprechende Eigenwertproblem lautet dann
Af = \f.

Im folgenden werden wir uns vorstellen, dass der Vektorraum aus Funktionen besteht. Dies haben
wir hier schon durch die Notation ’ f” statt "z’ fiir den Eigenvektor angedeutet. Natirlich gelten
aber alle folgenden Aussagen fir beliebige zugrundeliegende Vektorraume.

Beispiel 10.3.1. Ein typisches Beispiel ist der Differentialoperator

2
A= —.
dz?
Dieser hat die Eigenvektoren f; := sin(kz) mit den zugehorigen Eigenwerten )\, = —k?2.

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass wir ein Operatorproblem in ein Matrixproblem dber-
setzen kdnnen. Daher ist es nicht tiberraschend, dass sich die Aussagen fiir das Eigenwertproblem
von Matrizen auf Operatoren (bertragen lassen. Insbesondere gilt:

1. Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind linear unabhéngig.

2. Normale Operatoren ([A, AT] = 0, d.h. AAT = AT A) besitzen eine Orthonormalbasis {¢; }
aus Eigenvektoren: Ap; = \;¢;.

3. Selbstadjungierte Operatoren haben reelle Eigenwerte:
N = (05, X505) = (05, Ap;) = (Aps, 05) = (Njwws, 05) = Nj (05, 05) = N

Dabei haben wir, neben der Tatsache dass {¢;} eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
ist, im dritten Schritt die Selbstadjungiertheit von A ausgenutzt.

4. Unitére Operatoren beschreiben Darstellungswechsel. Im Eigenvektorsystem wird der Ope-
rator diagonalisiert:

(©5, Agy) = N5, 1) = Nidji -
Der Operator transformiert sich daher wie

(UTAU) (U f) = MU )
——
=A
wobei A diagonal ist.

5. Hermitesche, miteinander kommutierende Operatoren haben ein gemeinsames Eigenvek-
torsystem.
Bem.: Dies wird in der Quantenmechanik wichtig, wo kommutierende Operatoren Grofien
entsprechen, die man gleichzeitig “scharf” messen kann.
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Es sei A ein hermitescher Operator und f = >_; cjp; €in beliebiger Vektor, wobei {¢} eine

Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A ist. Dann ist der Erwartungswert von A (bzgl. f)
gegeben durch

~

(f,Af) = Zc_jcz(%w‘iw) = Zc_jcl)\z(@p@z) = ZC_jClesz
Jsl Jsl Jsl
= > Algl
j

Es tragen also i.a. alle Eigenvektoren und Eigenwerte zum Erwartungswert bei!

10.4 Operatoren in der Quantenmechanik

Wir haben in Kapitel 11.1 schon den Begriff des Hilbertraumes kennengelernt. Hierbei handelt
es sich um einen Vektorraum, auf dem ein Skalarprodukt definiert ist und der dartiberhinaus
vollstandig ist.

In der mathematischen Beschreibung der Quantenmechanik wird ein quantenmechanischer Zu-
stand mit einem Vektor eines geeigneten Hilbertraumes identifiziert. MeRgrofien (Observablen)
entsprechen dann selbstadjungierten linearen Operatoren in diesem Hilbertraum. Die mdglichen
MefRwerte sind dann die Eigenwerte des entsprechenden Operators.

Definition 10.4.1 (Dirac-Notation).

Dirac hat eine sehr elegante und zweckmassige Notation, die sog. Dirac-Notation, erfunden, mit
der sich besonders elegant rechnen 1aRt.

Vektoren im Hilbertraum schreibt man dabei als |a), den zu ihm hermitesch adjungierten Vek-
tor, den man auch als dualen Vektor bezeichnet als (a| := (|a))". Im R™ entspricht |a) einem
Spaltenvektor und (a| dem zugehdrigen Zeilenvektor®.

Man bezeichnet (a| auch als Bra(-Vektor) und |a) als Ket(-Vektor). Zusammengenommen er-
gibt dies (fast) das englische Wort bracket fiir Klammer.

In Dirac-Notation lautet das Eigenwertproblem fiir eine Operator A
Ala) = ala) .

Hierbei haben wir schon die Standardkonvention benutzt, dass man den Eigenwert mit dem glei-
chen Buchstaben wie den Vektor bezeichnet. Auf Grund der Notation ist hier eine Verwechslung
fast ausgeschlossen.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist durch

{alb)

%Dies sollte man im folgenden immer im Hinterkopf behalten!
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gegeben. Dies ist analog zum Standardskalarprodukt im IR"™. In Vektorschreibweise hatten wir
dieses immer als a - b geschrieben. Es gilt aber

a-b=> ajb=a"b
j=1

wobei wir die rechte Seite als Matrixmultiplikation der 1 x n-Matrix a” mit der n x 1-Matrix b
zu interpretieren haben.
Mit dem Skalarprodukt konnen wir auch die Norm angeben:

lall* == (ala) .
Der Erwartungswert im Zustand |a) ist durch (a| A|a) gegeben, falls |a) normiert ist.

Der Bra-Vektor |a) entspricht der abstrakten Darstellung des quantenmechanischen Zustandes.
Wahlt man eine geeignete Basis, so kommt man z.B. zu den sog. Wellenfunktionen.

Es sei nun wieder A ein selbstadjungierter Operator mit Eigensystem A|a,) = a,|a,). Ein be-
liebiger Vektor (Zustand) 18Rt sich dann schreiben als

= falaw)  mit  f = (anlf).

Die Darstellung der Entwicklungskoeffizienten f,, folgt wie friiher, da {|a,,) } eine Orthonormal-
basis ist. A
Wir konnen jetzt die Spektraldarstellung von A in sehr eleganter Weise angeben:

A= "aylan)(an|.

Dies sieht man folgendermafen. Fiir eine beliebiges | f) = >, fu|a,) gilt:

(Zan|an><an|> 1) = D anlan) fanlf) = 3 atalan) = 3 fullan)

" " —fn
= Alf).

Diese Rechnung wesentlichen Prinzipien des Arbeitens mit der Dirac-Notation. Zunéchst haben
wir alle Bra’s und Ket’s gewissermalien ausmultipliziert, unter Beachtung der Reihenfolge der
Faktoren. Danach haben wir nach auftretenden GroRen der Form (b|a) gesucht und diese als
Skalarprodukte interpretiert (und berechnet).

Speziell fir den Einheitsoperator 1 erhalten wir wieder die Zerlegung der Einheit oder Vollstandig-

keitsrelation:
1= l|an)(an|.

n
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Kapitel 11

Fourierreihen und
Integraltransformationen

11.1 Funktionenraume

Funktionen konnen oft auch als Vektoren, also Elemente eines Vektorraumes, interpretiert wer-
den. Dies ist oft sehr nitzlich, z.B. in der Quantenmechanik. Dabei sind Addition und Multipli-
kation mit einem Skalar wie tblich definiert:

h=f+ag, d.h. h(z) = f(z) + ag(x) furalle x.
Ein Beispiel ist die Menge
C™(X) := {m — fach stetig differenzierbaren Funktionen auf X'} .

Die bekannten Definitionen und Konzepte wie “Basis’ etc. lassen sich ibertragen. Oft sind Funk-
tionenrdaume unendlich-dimensional. AuRerdem gibt es weitere niitzliche Strukturen, die wir im
Folgenden vorstellen wollen.

Definition 11.1.1 (normierter Raum, Norm).

Eine Abbildung || ... || : V' — R auf einem Vektorraum V" heit Norm, wenn furalle z,y, z € V'
gilt:

1. ||z]| >0  (Nichtnegativitat)

2. ||z|| = 0 genau dann, wenn = = 0 (Eindeutigkeit)

3. Az = [A| [|z]| mit A € R (Skalierung)

4, ||z +yl|| < ||zl + |lyl| (Dreiecksungleichung)

In diesem Fall bezeichnet man V auch als normierten Raum.

117
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Beispiel 11.1.1. Ein wichtiges Beispiel, das z.B. in der Quantenmechanik eine zentrale Rolle
spielt, ist der Raum der quadratisch-integrablen Funktionen auf X C R,

[ 1s@p s < oo}

1f]l2 = /X|f<x)|2dx.

LQ(R)::{f:X—MD

mit der Norm

Definition 11.1.2 (Skalarprodukt).
Es sei X ein Vektorraum lber C. Ein Skalarprodukt (..., ...) ist eine Abbildung X x X — C
mit folgenden Eigenschaften (fur alle z,y, z € X und A € C):

Dabei bezeichnet a das komplex-Konjugierte von a.

Eine unmittelbare Folgerung aus Eigenschaft 1. ist, dass (z,z) € R ist.

Eigenschaft 2. bedeutet, dass das Skalarprodukt antilinear im ersten Argument ist und linear im
zweiten. Dies ist eine Konvention, die in der Physik haufig benutzt wird.

Aus Eigenschaft 3. folgt wegen 1., dass auch (z,y + 2) = (z,y) + (z, 2) gilt.

Weitere Folgerungen aus den Eigenschaften sind die

e Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(2, y)]* < (,2)(y,y),

e Minkowski-Ungleichung
Ve +yz+y) <(x2)+ V(Y1)

Definition 11.1.3 (Hilbertraum).
Ein Vektorraum mit Skalarprodukt heisst auch Prahilbertraum. Ist der Raum vollsténdig, d.h.
jede Cauchy-Folge konvergiert gegen ein Element des Raumes, so heil3t er Hilbertraum.

Bemerkung.
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1. Durch ||f]| := +/(f, f) ist eine Norm definiert.

2. Die Definitionen gelten analog fiir reelle R&ume, wobei man tberall die komplexe Konju-
gation weglasst. Fir die Quantenmechanik sind aber komplexe Rdume wichtig.

Beispiel 11.1.2.
Wir kénnen in L2(X) durch

mm:Lﬁmmm

ein Skalarprodukt definieren.
Eine Verallgemeinerung hiervon ist

mm:éwmmmmm

mit einer nicht-negativen Gewichtsfunktion w(z) (z.B. w(z) = e*").

11.2 Fourierreihen

Im diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, inwieweit sich periodische Funktionen nach “Teil-
frequenzen” zerlegen lassen. Dieses Verfahren ist auch unter dem Namen Fourier-Analyse be-
kannt.

Zunachst wollen wir noch einmal an die Definition von periodischen Funktionen erinnern (siehe
Kap. 3.2.4):

Definition 11.2.1 (Periodische Funktionen).
Die f(¢) ist heiflt periodisch mit der Periode 7" (T > 0), wenn fir alle ¢ gilt:

ft+T) = f(t).

Der kleinste Wert von T > 0, der dies erfiillt, heiRt kleinste Periode oder einfach nur die Periode

von f(t).

Prototypen periodischer Funktionen sind die komplexe Exponentialfunktion e®* und die trigo-
nometrischen Funktionen sin wt und cos wt, die jeweils die Periode 7" = %” haben.

Im folgenden werden wir zur Vereinfachung x := wt als Variable wéhlen, d.h. wir betrachten nur
die normierte Periode 7' = 2 der Funktionen sin z, cos x. Am Ende des Abschnittes werden wir
dann der Vollstédndigkeit halber die allgemeinen Formeln fiir beliebige Perioden 7" angeben.

Definition 11.2.2 (Fourierreihen).
Eine Reihe der Form

% + ; la, cosna + by, sin na]

bezeichnet man als Fourierreihe. Man beachte, dass diese Reihe 27-periodisch ist.



120 KAPITEL 11. FOURIERREIHEN UND INTEGRALTRANSFORMATIONEN
Im folgenden wollen wir die Frage untersuchen, wann sich eine periodische Funktion als Fou-
rierreihe darstellen l&Rt.

Satz 11.2.1 (Fourierreihendarstellung periodischer Funktionen).
Die Funktion f(x) seiim Intervall [, 7| definiert. Weiterhin sollen die sog. Dirichlet-Bedingungen
erfullt sein:

a) f(z) ist 2m-periodisch, d.h. f(z + 27) = f(x)

b) f(x)und f'(x) stlickweise stetig in [—, 7]

Durch die Bedingung a) ist f(x) fur alle reellen Zahlen z eindeutig definiert. Bedingung b) be-
deutet, dass f(z) und f'(x) im Intervall [—7, ] bis auf endlich viele Punkte stetig sind.

Sind die Dirichlet-Bedingungen erfiillt, dann gilt: f(x) ist darstellbar als Fourierreihe, d.h.

Qo > .
f(z) = 5 Z la, cos na + by, sin nx]

n=1

mit den Koeffizienten (Fourier-Koeffizienten)

1 s

a, = — f(z) cosnz dx (n=0,1,...),
™ —T
1 (" )

b, = — f(z)sinnzx dz (n=1,2,...).
™ —T

Das bedeutet praziser: Die Fourierreihe konvergiert gegen den Wert

o0

f(x), wenn f stetig bei x ist

n bn I T z— : ..
+ D lancosna 4 bysinna] - — { [et0O+7@=0) = \yenn f unstetig bei z ist.

Qo
2 2

n=1
Dabei bezeichnen f(x+0) und f(x—0) den rechts- bzw. linksseitigen Grenzwert (siehe Abb. 11.2.1).
Bemerkungen:

1. Die Dirichlet-Bedingungen sind hinreichend, aber nicht notwendig. Fir die physikalische
Praxis reicht dies i.a. aus.

2. Als Periodenintervall kann jedes Intervall [z, zo + 27| gewahlt werden, z. B. auch [0, 27].
3. Das Intervall [—7, 7] ist aber zweckm&RBig, da symmetrisch um 0. Denn man sieht sofort:

a, =0, wenn f(z) = —f(—x) (ungerade Funktion)
b, =0, wenn f(x) = f(—x) (gerade Funktion).
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Fle—0)] M

X

Abbildung 11.2.1: Unstetige Funktion

Das Interessante an obigem Satz ist ist, dass sich jede periodische Funktion (mit Dirichlet-
Bedingungen) durch eine Reihe mit cos nx und sin nx darstellen 148t (Beweis: — Mathematik).

Eine andere Interpretation ist die tiber den Funktionenraum

1
—.sinnx,cosnx|n=1,2,... .
(s enin =12,
Dieser bildet ein Orthonormalsystem fiir periodische Funktionen in L?([—, 7]) mit dem Skalar-
produkt

(h9) =~ [ stz

Wir nehmen nun an, eine periodische Funktion l&sst sich als Fourierreihe mit noch unbekannten
Koeffizienten a,, b, darstellen. Diese konnen wir dann folgendermassen berechnen:

Qo

(f,cosmzx) = (2

+ Z [a,, cosnx + b, sinnx] , cos mx)

n=1

= (%, cos mm) + Z a,(cosnx,cosmz) + Z by, (sin nx, cos mx)

n=1 n=1
= Q-

Im letzten Schritt haben wir ausgenutzt, dass die Funktionen orthonormiert sind, d.h. insbeson-
dere ist (sinnz, cosmaz) = 0 und (cosnxz, cosmz) = d,,,. Wenn man nun das Skalarprodukt
(f,cosmx) explizit als Integral ausschreibt, erhdlt man die oben angegebene Darstellung der
Koeffizienten. Analog bestimmt man die anderen Koeffizienten zu b,,, = (f, sinmz).

Den Beweis, dass sich die periodische Funktion f tatsachlich in der angegebenen Reihenform
schreiben lasst, tiberlassen wir der Mathematik. Hier haben wir gezeigt, wie sich die Koeffizien-
ten bestimmen lassen, wenn dies der Fall ist.

Die Tatsache, dass sich beliebige periodische Funktionen durch die Elemente des oben angege-
benen Orthonormalsystems darstellen lassen, gibt Anlass zu folgender Definition:

Definition 11.2.3 (vollstandiges Funktionensystem).
Da sich beliebige 27-periodische Funktionen als Reihe darstellen lassen, bezeichnet man die
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Menge {cosnz,sinnz (n = 0,1,...)} als vollstandig (zur Darstellung periodischer Funktio-
nen).

Man kann auch die Taylorentwicklung analytischer Funktionen in diesem Sinne verstehen. Statt
nach den (vollstandigen) periodischen Funktionen cos nz und sin nz zu entwickeln, entwickelt
man hier nach den Funktion z".

Vielfach ist eine komplexe Darstellung der Fourierreihe zweckmaRig und einfacher. Mit den
bekannten Beziehungen

et = cosnx =+ isinnz,
1( inT 4 7in:13) : 1 ( inT finx)
cosnr = —l\e e sSInr = —\e — €
2 ’ 21 ’
sieht man sofort ein, dass auch {e™*|n = —oo, ..., o0} vollstandig ist. Es gilt:
f@)= Y e
mit
1 [ <
= — —InT o
Cn = 5 B (x)e x

Die reelle und die komplexe Darstellung lassen sich leicht ineinander umrechnen:

[e.9] oo
flz) = Z cne™ = co + Z[cneim + c e
n=—o00 n=1
[e.9]
= o+ Z[cn(cos nx + isinnz) + c_,(cosnz — isin nx)]
n=1

= ¢o+ Z[(cn + c_p) cosnz +i(c, — c_y,) sinnz)]

n=1

woraus folgt

1 )
Co = 5o, Qp, = Cp + C_yp, by =i(cn — Cc_p)-

Die Funktionen e"* bilden ein Orthonormalsystem bzgl. des Skalarproduktes

(f9) =~ [ Fo)g(a)d,

2 J_.
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denn es gilt:

1 ei(n—m)x ™ ei(n—m)ﬂ _ e—i(n—m)ﬂ

n 7& m: (eim:ﬁ76inx) — %m

n=m: (emﬂ,emm):%/7r dr = 1.

—Tr

—T

Dieses Ergebnis 1alt sich mit Hilfe des Kronecker-Symbols kompakt zusammenfassen:
(eimz’ein:c) — 5n,m-

Wir wollen nun noch einmal die Fourierdarstellung beweisen, diesmal in der komplexen Variante.
Wieder nehmen wir an, dass sich die Funktion f(z) als eine Fourierreihe schreiben 1aRt. Wir
zeigen jetzt, das die Entwicklungskoeffizienten gerade die in dem obigen Satz behauptete Form
haben. Dabei verwenden wir wieder die Orthonormalitét der Funktionen e*:

%/ d$f($)e—7,mx _ (eimx’f) _ (eima}7 Z cnein:c> _ Z C (eimxjeinx) =

- n=-—00 n=-—o00

Beispiel 11.2.1. Wir betrachten die Funktion f(x) = =z in [0, 2], die wir uns 2z-periodisch
auf ganz R fortgesetzt denken (siehe Abb. 11.2.2)!. Der Graph von f(x) dhnelt dann einem

Ségezahn.
2T 21
1 , 1
0 2min J, —1in
N e’

=0

1 2 —inx

i xe
n#0: ¢ = — xe "dr = ,
2m Jo —2min

3| .

1 2 .CEQ

n=0: ¢ = zdr = —

21 0 i,

0
Also haben wir folgende Darstellung von f als Fourierreihe:

o0

=7+ Z %e’m =7 — Z % sin(nx),

2m-periodisch n0 n=1

T

wobei wir bei der letzten Umformung die Terme zu n und —n zusammengefa3t haben. Man
beachte, dass die Reihe an den Unstetigkeitspunkten z = 0 mod 27 (d. h. x ist ein Vielfaches
von 2r) tatsachlich den Wert L0300 _ 0421 _ - jnterpoliert!

Bemerkung:

Verwendet man statt der vollen Fourierreihe nur endlich viele Funktionen e, so liefert dies
eine Approximation der periodischen Funktion. Diese wird umso schlechter, je schneller sich die
Funktion bei x &ndert. Insbesondere an Unstetigkeiten tritt das sogenannte Gibbs-Ph&nomen auf.
Ein Beispiel ist in Abb. 11.2.3 gezeigt.

Zum Abschluss wollen wir noch die Fourierdarstellung einer beliebigen 7'—periodischen Funk-
tion (7" > 0) angeben.

INatiirlich ist f auch periodisch mit Periodizitatsintervall [, 7r]. Die folgenden Rechnungen sind aber einfacher
in [0, 27].
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/()

Abbildung 11.2.2: Sdgezahn

Satz 11.2.2 (Fourierreihendarstellung T'—periodischer Funktionen).
Die Funktion f(z) sei T'—periodisch und erfiille die Dirichlet-Bedingungen im Intervall [—
Dann hat f(x) folgende Fourierdarstellung:

[Nl
ol

C 2 2
flx) = % +; [an cos me + by, sin W;}x

[e.9]

i27rn1'
= E Cne T

n=—oo

mit den Fourier-Koeffizienten

2 [T/ 2mnx

a, = = f(a:)cos( >dx (n=0,1,...),
T ) v T
2 (12 2mnx

b, = = f(:):)sin( )dx (n=1,2,...),
T 7T/2 T
1 T/2 - 27Tnx

Cn = = f(x)e "7 dx (n=—00,...,00).
T J 1

Wie man sieht, geht dies fiir den Spezialfall 7" = 27 in die bekannten Formeln Gber.

11.3 Fourier-Transformation

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass sich periodische Funktionen als Fourierreihen
darstellen lassen. Was passiert aber fiir Funktionen, die gar nicht periodisch sind ? Dieser Fall
entspricht gerade dem Grenziibergang 7" — oo.

Wir betrachten zunéchst die Funktion cosnwt = cos(%2t), die periodisch mit Periode 7" ist.
Wenn T — oo liegen die Punkte w,, = Q“T” immer dichter. Der Limes 7' — oo entspricht dann
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Eitzelne Summanden biszur Ordnung 1 Uhetlagerung
" _ Pl
I \
. 1 23 a —1a 12 =ze’ 33
Eitzelne Summanden biszur Ordnung 3 Uhetlagerung
— e o
/N
Pl i f
AN \ —
fa \/ 1 2a a —la 1a ™~ 23 " 3a
Einzelne Summanden biszur Ordnung 5 Uberlagerung
" __ P Y N . Y
gl N \
N, o dh N \ —
=1a \K}/ 1 x4 a —1a 1a ™ Za 3
Eitzelne Summanden biszur Ordnung 7 Uherlagerung
__ F o NP B . 1
s o \
P \e \ oo
=1a \WW 1 38 -1a 1a™’ 2a 3a

Abbildung 11.2.3: Die Abbildung zeigt die ersten Beitrage zur Fourierreihe der Kastenfunktion,
die auf dem Intervall [—a, a] den Wert A hat und auf [a, 3a] den Wert O, also die Periode 4a. In
der linken Spalte sind jeweils die bis zur Ordnung n» = 1, 3, 5, 7 beitragenden Funktionen (mit
ihren Amplituden) dargestellt und in der rechten Spalte ihre Uberlagerung, also die Fourierreihe
bis zur Ordnung n. Man sieht, dass die Reihe relativ schnell konvergiert und bereits fir n = 7
eine gute Ubereinstimmung besteht. In der Nahe der Unstetigkeiten, also bei = =+a erkennt
man das Gibbs-Phanomen.
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dem Ubergang von einer Fourier-Summe zu einem Fourier-Integral. Dies wollen wir im folgen-
den genauer betrachten.

Satz 11.3.1 (Fourier-Transformation).
Die Funktion f(z) erfulle folgende Voraussetzungen:

1) f(x) geniigt den Dirichlet-Bedingungen im Intervall | — oo, o],
2) [ f(@)[Pde < oo

Unter diesen Voraussetzungen gilt:

1 > wr
@) = \/—27/_00 F(w)e du

mit der sog. Fourier-Transformierten

Fw)= \/% /OO f(z)e “"dx .

Man beachte, dass die oben genannten Voraussetzungen hinreichend, aber nicht notwendig sind.
In der Praxis sind sie aber meist erfullt.

Bemerkung. F' ist Fourier-Transformierte von f und f ist Fouriertransformierte von £ !

Bemerkung. Wir haben hier eine symmetrische Aufteilung der Koeffizienten (d. h. \/%) vor dem
Integral gewéhlt. Haufig werden andere Konventionen verwendet, d. h.

flz) = /oodw... und F(w):i/mdx...

1 o0 [e.e]
oder f(z) = Dy dw... und F(w):/ dx ...
T J - —o0

Die entsprechenden Fourier-Transformierten unterscheiden sich um einen Faktor (\/% bzw. v/27).
Dies mull man z. B. beim Nachschlagen in Tabellen immer beachten.

Ebenso, ob die Fourier-Transformierte als Integral tber e=*? oder e*™* definiert ist. In letzte-

rem Fall &ndert sich natirlich auch das entsprechende Vorzeichen in der Fourier-Darstellung von

fx)!

Im folgenden zeigen wir, wie sich die Fourier-Transformation aus dem Grenzfall T — oo der
Fourier-Reihe

> . i 2
o) = Y el mit w2

n=—oo

T
1 [2 ,
G = 5 f(x)e ™" dx

Sl
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ergibt, wobei f(z) = f(x +T).
Wir machen nun den Grenziibergang 7" — oo und n — oo S0, dass w,, = w konstant gehalten
wird. Dann ist auch Aw,, = wy11 — wn, = 2= =: Aw konstant und beim Grenziibergang geht

T
Aw — dw. Fur die Fourierreihe folgt:
flz) = i Cn ze””’”Aw = —1_ i F(wy)e™* Aw
n=-—oo 27T 27T n=—oo
1 & A
— F(w)e™*dw
V 27T /oo ( )
wobei wir definiert haben
Flun) = — I L=
Wp) i= —Cp = —— x)e T — w).
V2T \ 2T -z

Damit haben wir gezeigt, dass sich die Fourier-Transformierte als Grenzfall der Fourierreihe
einer Funktion mit unendlicher Periode ergibt.

Bemerkung. In der Physik interessieren uns héufig nur reelle Funktionen f(z).

Dann gilt: F(w)" = F(—w)
Beweis:

o) o
_ \/%/Zf(x)ei‘”dx:F(—w)

Weitere solcher niitzlicher Identititen werden wir in den Ubungen kennenlernen.
Als Beispiel wollen wir die Fouriertransformierte der Blockfunktion (bzw. der charakterischen
Funktion des Intervalls [—a, a]) (siehe Abb. 11.3.1)

Fa) = {1 2] < a

0 |z|>a

berechnen:

Flw) = J%Tr[ f(z)e™*dr = #/_ e dx
= J%/oa cos(wx)dx

_ fsin(wx) a_\/?sin(wa)
VT w |, VT ow
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Abbildung 11.3.1: Blockfunktion

Abbildung 11.3.2: Fouriertransformierte der Blockfunktion
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Beim Ubergang zur zweiten Zeile haben wir ausgenutzt, dass das Integral iiber den Imaginérteil
sin(wz) verschwindet, da der Sinus ungerade ist. Abb. 11.3.2 zeigt die Form der Fouriertransfor-
mierten. Das Maximum bei = = 0 bezeichnet man manchmal auch mit dem englischen Ausdruck
Peak und die kleineren Maxima im oszillierenden Teil als Wiggle.

Speziell fir x = 0 haben wir:

1 o 1 [ si 2 [si
. / F(w)dw = _/ sm(wa)dw _ _/ sin(wa) do
V2T J T) oo W T Jo w

u—wa 2 [ sinu
= - du
T Jo U

und somit

0o -
sinu s
du = —.

0 U 2

Ahnlich wie die Fourierreihe bei der Berechnung komplizierter Reihen hilfreich sein kann, hilft
die Fouriertransformation manchmal bei der Berechnung von Integralen.

11.3.1 Delta-Funktion
Wir haben bereits haufig das Kronecker-Symbol

1 falls j =1
Oji = :
0 falls j # 1

gewinnbringend verwendet. Eine dhnliche GroRRe kann man im kontinuierlichen Fall definieren.

Definition 11.3.1 (Delta-Funktion).
Wir definieren die sog. Delta-Funktion durch folgende Eigenschaften:

dz—mz9) = 0 fur alle x # o,

und / T F@)s(e —zo)de = flao)

wobei die zweite Eigenschaft flr alle Funktionen f(x) gelten soll, die stetig bei x, sind.

Bem.: Fir analytische Funktionen f(x) kann die zweite Bedingung abgeschwécht werden zu
7 0(x — wo)da = 1.

Dies ist eine heuristische Definition!! Eigentlich ist 6 keine Funktion, sondern eine sogenannte
Distribution (— Mathematik): Der Funktion f wird ihr Funktionswert f(z) an der Stelle
zugeordnet. Als Funktion ist §(z — ) hochgradig singulér, da sie nur an einem Punkt z, von
Null verschieden ist, aber trotzdem ein endliches Integral besitzt. 6(x — z¢) kann deshalb in x
keinen endlichen Wert annehmen, sondern wird dort unendlich. In Abb. 11.3.3 ist angedeutet,
wie man sich §(z — xo) vorzustellen hat. Man kann die Delta-Funktion als das kontinierliche
Analogon des Kronecker-Deltas ansehen, insbesondere wenn man beachtet das 6, = d4— 0.
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Abbildung 11.3.3: ,,Graph* von §(z — )

Die Delta-Funktion spielt eine wichtige Rolle in der Physik, denn sie hat viele Anwendungen.
Ein Beispiel hierfir liefern die Punktmassen, von denen wir sehr oft gesprochen haben.
Fir die Massendichte p(z) einer Punktmasse m am Ort z gilt:

p(z) = 0 fir x # x,
aber m = / p(x)dx.

o0

Somit sieht man, dass die Massendichte einer Punktmasse durch
p=md(x — xo)

gegeben ist. Mit Hilfe der Deltafunktion kann man also im Prinzip diskrete und kontinuierliche
Systeme in einheitlicher Weise beschreiben.

Das Fourier-Integral fuhrt auf eine ,,Darstellung™ der §-Funktion. Setzt man namlich die Fourier-
transformierte explizit in die Fourierdarstellung ein, so folgt:
o dw * dw > dy

f(x) — : ZUJIF \/% ’me N \/%

Hieraus liest man das wichtige Ergebnis

e f(y)

1 o

TV dy = oz —y)
2

ab. Dies kann man als Verallgemeinerung von -- [7_¢i"=m2dy = g, ., ansehen.

™
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Zum Abschluss wollen wir noch eine weitere Darstellung von §(x) angeben. Die Funktionenfol-

ge (0q4)q Mit
1 [ : 1 2«
504 _ dwew* —alw| _ _~
(z) 2m / we e 2m o + x?

konvergiert ndmlich fir « — 0 gegen die Deltafunktion /(). Dies kann man zeigen, indem man
verifiziert, dass fir o — 0 die beiden definierenden Eigenschaften der Deltafunktion erfuillt sind.

Dies wird in den Ubungen genauer betrachtet, zusammen mit anderen Darstellungen und den
wichtigsten Rechenregeln.

—0o0

11.3.2 Anwendung: DGL

Als physikalische Anwendung der Fourier-Transformation betrachten wir die DGL fiir eine er-
zwungene Schwingung:

I+ ax +bx = f(t).
Dabei ist z(¢) die Auslenkung aus der Ruhelage zur Zeit ¢ und f(¢) die (zeitabhéngige) duRere
Kraft. Die Terme auf der linken Seite reprasentieren die Beschleunigung, die Dampfung durch
eine geschwindigkeitsabhangige Reibungskraft und die Riickstellkraft (Hooke’sches Gesetz).
Wir wollen nun diese DGL mit Hilfe der Fourier-Transformation ganz allgemein 18sen. Dazu
stellen wir die Auslenkung x(¢) durch ihre Fourier-Transformierte z(w) dar:

2(t) = \/LQ_W /_ Z £ ().

Nun kénnen wir die Fourier-Transformierten der Zeitableitungen bestimmen:

x(t) = \/%_ﬂ% /_oo i (w) = \/%7 /_OO % (e“'z(w)) = \/%_W /_Oo iwe™' T (w).
Hieraus lesen wir ab:
FT(z) = iwFT(x),
wobei FT(z) die Fourier-Transformierte von & bezeichnet. Analog folgt
FT(%) = —w?FT(z).

Wir sehen hier die wesentliche Vereinfachung, die wir durch Betrachtung der Fourier-Transformierten
erzielt haben: Nach Fouriertransformation werden aus Ableitungen einfache Multiplikationen
(mit qw)!M!

Wir wenden nun die Fouriertransformation auf die gesamte DGL an, d.h. wir multiplizieren beide
Seiten der Gleichung mit e =™ und integrieren dann. Unter Ausnutzung der Linearitat sowohl der
DGL als auch der Fourier-Transformation erhalten wir dann:

F(w) :=FT(f(t)) = FT(i+ ai+bx)=FT(&)+aFT(i)+bFT(z)
= —w’FT(2) + aiwFT(z) + bFT(x) = (b + aiw — w?) FT(7)
= (b+ aiw — w?)F(w).
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Somit kdnnen wir die Fourier-Transformierte Z(w) von z(t) explizit bestimmen:

F(w)

b+ aiw — w?’

I(w) = FT(z) =
Durch Ricktransformation erhalten wir dann die gesuchte Ldsung
/ / )eiwt
\/27‘( \/27‘( b+azw—w2

Zur expliziten Berechnung muss natirlich die antreibende Kraft f(¢) (und damit ihre Fourier-
Transformierte F'(w)) angegeben werden. Spater werden wir sehen, wie wir solche Intregale mit
Hilfe der Funktionentheorie berechnen kdnnen.

x(t) dwe“"t



Kapitel 12

Systeme von Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wollen wir uns weiter mit Differentialgleichungen beschéftigten. In Kapitel 6
hatten wir die Grundlagen der Theorie der gewohnlichen DGL kennengelernt. Zunéchst wollen
wir diese Thema etwas vertiefen und uns mit Systemen von DGL und einigen speziellen DGL
der Physik genauer beschéaftigen. Zum Abschlul? werden wir dann partielle Differentialgleichun-
gen betrachten.

In der Physik hat man es sehr oft mit Systemen von DGL zu tun, d.h. mehreren DGL, die un-
tereinander gekoppelt sind. So etwas passiert z.B. immer dann, wenn man Systeme aus mehre-
ren Teilchen betrachtet, die miteinander wechselwirken (d.h. Krafte aufeinander ausiiben). Uber
diese Wechselwirkungskréfte sind die Newtonschen Bewegungsleichungen der Teilchen dann
miteinander verkoppelt.

Es gibt aber auch andere Griinde, warum man an Systemen von DGL interessiert sein kann. Als
weitere Motivation betrachten wir die folgende DGL 3. Ordnung:

y/// _3y// _gy/ _ 5y — O

Wir definieren nun neue Funktionen durch

Fir dies gilt dann offensichtlich folgendes System von DGL.:

yll = Y2,
yé = Y3,
ys = 3ys+9y2 + 51,

wobei wir die letzte Gleichung aus der urspriinglichen DGL 3. Ordnung erhalten, wenn wir sie
nach ¢y = y; auflosen und die auftretenden Ableitungen durch die neu definierten Funktionen
ersetzen.
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In Matrixform konnen wir dieses System kompakt schreiben als

Z/i 010 Y1
yé =10 0 1 Yo
y{), 5 9 3 Y3

Dies ist jetzt ein DGL-system, allerdings ist es von 1. Ordnung, hohere Ableitungen treten nicht
mehr auf.

Allgemein kann man mit diesem Trick eine DGL n-ter Ordnung in n gekoppelte DGL 1. Ordnung
verwandeln.

Ein allgemeines Differentialgleichungssystem (1. Ordnung) hat die Form
h

Yn

Hinzu kommt u.U. noch eine Anfgangsbedinung y(zo) = y,,.

Ist f(y,x) = f(y), so spricht man von einem autonomen System.

Im Fall n = 1 reduziert sich dies auf ' = f(y, x), die allgemeine DGL 1. Ordnung wie wir sie
bereits in Kapitel 6 kennengelernt haben.

12.1 Lineare Differentialgleichungssysteme

Zunéachst betrachten wir den Fall eines autonomen Systems, bei dem die Funktion f(y) linear
ist. Dann kénnen wir das System auch als Matrixgleichung der Form

y=A-y+B

mit n x n-Matrizen é und é schreiben, deren Elemente Konstanten sind.

Zunachst betrachten wir wieder den homogenen Fall

und machen analog zum Fall » = 1 den Ansatz

(z) = eM®u, .

v, u;

J
Dann ist g;, = /\jgj und somit
Ny, =A-y..

Dies ist eine Eigenwertgleichung! Somit liefert unser Ansatz eine Ldsung des Systems, falls \;
ein Eigenwert von A ist und u; der zugehdrige Eigenvektor.
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Gibt es n unterschiedliche Eigenwerte und linear unabhéngige Eigenvektoren, so lautet die all-
gemeine LOsung

n

y(@) =3 ey ()

j=1
mit Konstanten c;, die durch die Anfangsbedingung y(zo) = Y, bestimmt sind.

Beispiel 12.1.1. Als ein Beispiel betrachten wir die Schwingungsgleichung

j+wly=0.

_ (_&2 é).

Ao = Fiw mit Eigenvektor Uypo = (;w> )

Mit ;, := y und y, = gy erhalt man das System

N

y=A-y mit

|BS

Die Eigenwerte von A sind

Damit lautet die allgemeine Losung

o 1 wt ]- —iwt
y(t) =c1 (zw) e + ¢y (—iw) e .

Die erste Kompente entspricht der Losung, die wir friiher schon bestimmt hatten. Die zweite ist
deren Ableitung, entspricht also der Geschwindigkeit, wenn man y, (¢) als Auslenkung interpre-
tiert.

Bemerkung. Wenn zwei Eigenwerte \; = )\; Ubereinstimmen, also entartet sind, und nur ein
Eigenvektor u; existiert, dann macht man den Ansatz
y,(x) = 2y, (x) + M7 = N7 (2, +v) -
Eine kurze Rechnung liefert dann folgende Bedingung an den noch unbekannten Vektor v:
(A-XN1) v =u,

Diese Gleichung hat eine nicht-triviale Losung fir v (und damit y ), da ja det (A — A\;1) = 0 ist,
da \; Eigenwert von A ist.
Bei hoheren Entartungen macht man dann den Ansatz

y,(2) = 7 (2u; + wv + w)

etc.

Um die Losung des inhomogenen Falls (B # 0) zu erhalten, geht man wie friher im Fall n = 1
vor. Man bestimmt eine spezielle Lésung des inhomogenen Systems, z.B. durch Raten, Variation
der Konstanten etc. Die allgemeine Ldsung erhdlt man dann als Summe der speziellen und der
allgemeinen Ldsung des homogenen Problems (wie oben angegeben).
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12.2 Dynamische Systeme

Wir betrachten nun ein allgemeines DGLsystem j = f(y,t) und wollen die unabhangige Varia-
ble ¢ als ‘Zeit’ interpretieren. Dabei sei die Funktion f(y, t) nicht notwendig linear. Ein solches
Problem bezeichnet man auch als dynamisches System. Die Lésungen im nichtlinearen Fall ha-
ben hadufig interessante Eigenschaften (Fraktale etc.)!

Wir wollen uns hier nur mit dem autonomen Fall

y=fy)

beschaftigen. Wenn wir y als den Ortsvektor eines Teilchens interpretieren, dann liefert die DGL
die zu einer Position gehorige Geschwindigkeit. Dies macht die Bezeichnung “dynamisches Sy-
stem” plausibel.

Was passiert nun, falls an einem Punkt Y, gilt: f(y 0) = 0 ? Offensichtlich ist dann y = 0 und
daher andert sich y nicht mehr, wenn das Teilchen einmal den Punkt Y, erreicht hat! Solche
Punkte bezeichnet man daher auch als Fixpunkte. l.a. werden sie erst nach langer Zeit, d.h. im
Grenzfall t — oo erreicht.

Je nach Verhalten in der N&he des Fixpunktes unterscheidet man

e anziehende oder attraktive Fixpunkte,
e abstoliende oder repulsive Fixpunkte.

Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der Stabilitat des Fixpunktes und nennt at-
traktive Fixpunkte stabil und repulsive Fixpunkte instabil. Uber die Stabilitat eines Fixpunktes
erhalten wir Aufschlul® durch eine Taylorentwicklung in seiner N&he. Da i(go) = 0 ist, folgt:

: 0
A-(y—y,) mit Ay = 9l;

fy=4-(y-y oul,

Mit der Abkirzung z := y — y, erhalt man dann die Gleichung

Z:A‘Z7

die das Verhalten des dynamischen Systems in der Nédhe des Fixpunktes beschreibt. A heil3t

Stabilitatsmatrix, ihre Eigenwerte charakterisieren das Verhalten nahe dem Fixpunkt.

Beispiel 12.2.1. Als Beispiel betrachten wir im Fall n = 1 die logististische Gleichung

y=ay(l—y)

mit « > 0, die z.B. in der Populationsdynamik auftritt. Sie enth&lt zwei konkurrierende Terme y
und —y?, die zum Wachstum bzw. Schrumpfen (Zerfall) von y fiihren. Ist  klein, so kann man
y? gegeniiber y vernachlassigen. Dann dominiert das Wachstum. Ist y aber groR, so dominiert
der quadratische Term, d.h. der Zerfall.
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Die Funktion f(y) = ay(1 —y) hat zwei Fixpunkte, die man direkt ablesen kann. Es sind y, = 0
und y; = 1. Fihrt man die oben beschriebene Entwicklung durch, so erhalt man fir y,:

Ag=fy=0)=a(l =2y)[—0 =
und somit die linearisierte Gleichung fir z =y —yo =y
2= Apz = az.

Deren Losung ist

Analog erhalt man fir y; zundchst
Ai=fly=1) =a(l—-2y)|y=1 = —«
und hieraus die linearisierte Gleichung firz =y —y; =y — 1
Z=Az=—az,

deren Ldsung durch
2D (t) = Ceet

gegeben ist.

Da o > 0, wachsen Abweichungen vom Fixpunkt y, = 0 schnell (exponentiell!) an, wéhrend
Abweichungen vom Fixpunkt y; = 1 schnell kleiner werden. Daher ist y, abstoRend, also insta-
bil, und y; anziehend und somit stabil.
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Kapitel 13

Symmetrien und Gruppen

13.1 Symmetrien

Symmetrien oder Invarianzen spielen in der Physik eine extrem wichtige Rolle, da sie z.B. eine
Vereinfachung der Beschreibung erlauben. Dabei gibt es unterschiedliche Klassen von Symme-
trien, die eine Rolle spielen.

1. Symmetrien von Objekten: Z.B. ist ein Kreis invariant unter beliebigen Drehungen um
seinen Mittelpunkt. Ein Quadrat ist dagegen nur invariant unter Drehungen um den Mit-
telpunkt, wenn der Drehwinkel ein Vielfaches von 7 betragt. Ein gleichseitiges Dreieck
schlieBlich ist invariant unter Drehungen um den Schwerpunkt um Vielfache von %”

2. Symmetrien der Naturgesetze: Wir nehmen an, dass die Naturgesetze zeitlich unverander-
lich sind, d.h. ein (ideales) Experiment liefert heute und néchste Woche das gleiche Ergeb-
nis. Die Naturgesetze sind daher invariant unter zeitlichen Verschiebungen.

In analoger Weise sind sie auch unter raumlichen Verschiebungen invariant, d.h. die Na-
turgesetze in Koln und New York sind die gleichen.

Offensichtlich besteht auch Invarianz unter beliebigen Kombinationen von zeitlichen und
raumlichen Verschiebungen. Eine wichtige Konsequenz solcher Invarianzen sind sog. Er-
haltungssatze, z.B. impliziert die Invarianz unter zeitlichen Verschiebungen den Energie-
erhaltungssatz.

Allgemein versteht man unter einer Symmetrie eine Operation, die ein Objekt in eine von ihm
nicht unterscheidbare Form Uberfiihrt. Diese abstrakte Definition wird von den oben angegebe-
nen Beispiele gut illustriert.

Grundsétzlich ist es eine Bestimmung aller dieser Operation (Rotationen, \erschiebungen, Spie-
gelungen etc.) bei jedem Problem sehr wichtig.

Die Gruppentheorie erlaubt nun die Untersuchung der Gesamtheit solcher Operationen. Die Ele-
mente der (mathematischen) Gruppe entsprechen dabei den Symmetrieoperationen.
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13.2 Gruppen

Definition 13.2.1 (Gruppe).

Eine Gruppe ist eine (nichtleere) Menge G, fur deren Elemente eine Verknipfung *-* definiert
ist, die tiblicherweise als (Gruppen-)Multiplikation® bezeichnet wird.

Die Gruppenmultiplikation muR folgende Eigenschaften haben (Man beachte, dass statt a - b oft
einfach ab geschrieben wird!):

1. Abgeschlossenheit: Fir alle a,b € G istauch ab € G.
2. Assoziativitéat: Sind a, b, c € G, so gilt:  (ab)c = a(bc).

3. Einheitselement (neutrales Element): Es gibt ein ¢ € G, so dass fir alle « € G gilt:
ae = a und ea = a.

4. Inverses Element: Zu jedem a € G existiert ein b € G mit ab = e und ba = e. Man
bezeichnet dieses Element auch als das zu a Inverse und schreibt b = a1,
Bem.: Wie man leicht tberprift, gilt ~ (ab)™' = b71a™".

Die Anzahl der Elemente einer Gruppe heit Ordnung der Gruppe. Diskrete Gruppen haben
endlich oder abzahlbar unendlich viele Elemente. Kontinuierliche Gruppen haben dagegen
uberabzahlbar viele Elemente.

Gilt zusétzlich
5. Kommutativitat: Fir alle a,b € G ist ab = ba.
so heil3t die Gruppe kommutativ oder abelsch.
Beispiel 13.2.1. Wir betrachten einige Beispiele fiir Gruppen.
1. Die ganzen Zahlen Z bilden bzgl. der Addition eine diskrete, abelsche Gruppe.
{—1, 1} bzgl. der (lblichen) Multiplikation.
{e"*|o € R} mit der Multiplikation.

Alle Vektorraume sind bzgl. der Vektoraddition abelsche Gruppen.

o & W

Die natiirlichen Zahlen N mit der Addition sind bilden keine Gruppe, da die Inversen nicht
enthalten sind (z.B. —2, das Inverse von 2 bzgl. der Addition).

Endliche Gruppen kann man auch durch eine Gruppenmultiplikationstabelle oder Gruppen-
tafel definieren. Fur Beispiel 2) lautet diese z.B.

-1 —1
1 1 -1
-1|-1 1

1Selbst dann, wenn es sich eigentlich um eine Addition handelt!
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Gruppen mit einer analogen Gruppentafel bezeichnet man mit Z,.
Die Gruppe Z, ist durch die Gruppentafel

- 11 a b c
1|1 a b c
ajla b c¢c 1
blb ¢ 1 a
cjic 1 a b

definiert.
Anhand solcher Gruppentafeln lassen sich die Gruppeneigenschaften leicht tberprifen.

Definition 13.2.2 (Untergruppe).
Ist eine Teilmenge H C G selbst eine Gruppe, so nennt man sie auch Untergruppe von G.

Bem.: Man muB nicht alle Gruppeneigenschaften nachweisen. Es geniigt, neben der Abgeschlos-
senheit von H, zu zeigen, dass das neutrale Element und die Inversen in H enthalten sind. Ihre
Existenz ist bereits klar, da G eine Gruppe ist.

Definition 13.2.3 (direktes Produkt).
Aus zwei Gruppen G; und G5 kann man eine neue Gruppe G := G; x G, konstruieren, das
direkte Produkt von GG; und G5, mit den Elementen g := (a, b), wobei a € G; und b € G4, und
der Multiplikation

9192 = (a1751)(a2,bz) = (a1a27b1b2)-

Auf Grund dieser Definition “erbt” GG die Gruppeneigenschaften seiner Bausteine G, und Gs.

13.3  Wichtige Gruppen

13.3.1 Permutationsgruppe

Definition 13.3.1 (Permutationsgruppe S,,).

Die Menge aller mdglichen Permutationen von n Elementen ist eine Gruppe der Ordnung n!, die
sog. Permutationsgruppe S,,. Dabei ist die Gruppenmultiplikation als Hintereinanderausfiihrung
zweier Permutationen definiert.

Wir hatten schon in Kapitel 2.3 einige Eigenschaften von Permutationen kennengelernt. Ausge-
hend von der Identitét (1 2 3 4) (im Falle n = 4) kdnnen wir z.B. die Permutation 1 — 1,2 — 3,
3 — 4,4 — 2 beschreiben durch die Aufzahlung der Bildmenge (1 3 4 2) oder ausfihrlicher
durch b2 d :

1 3 4 2

Die Multiplikation, also Hintereinanderausfiihrung zweier Permutationen sieht dann z.B. folgen-

dermalien aus (n = 3):
1 2 3 123y (1 23
1 3 2 2 3 1) \3 2 1)
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Dabei wird der rechte ‘Faktor’ zuerst angewendet und auf dessen Ergebnis dann der linke Faktor.
Z.B. wird die "1’ zunéchst auf die *2” abgebildet und diese dann auf die ’3’.
Vertauschen wir die Reihenfolge der Faktoren, so erhalten wir

1 2 3 123y (1 23
2 31 1 32) \21 3)°
Die Permutationsgruppe .S, ist also nicht kommutativ!

Die Menge (siehe auch Kap. 2.3)
A, ={P ¢ Sn\P ist gerade Permutation}

ist eine Untergruppe von S,,, die sog. alternierende Gruppe.

Die Menge
A, ={P¢€ Sn|P ist zyklische Permutation}

ist ebenfalls eine Untergruppe von S, die man als zyklische Gruppe bezeichnet. Genauer ist
A, eine abelsche Untergruppe mit n Elementen.
Z.B. im Fall n = 4 sind ist die zyklische Gruppe gegeben durch

A, = {(1234), (4123), (3412), (2341)}.

Die Menge {0, 1,2, ..., n — 1} mit der Addition modulo n (d.h. man betrachtet nur den Rest bei
Division durch n, z.B. istdann (n — 1) + 3 = n + 2 = 2 mod n) ist eine zyklische Gruppe,
die man Z, nennt. Die Multiplikationstabellen im Fall » = 2 und n = 4 hatten wir schon in
Kapitel 13.2 angegeben.

13.3.2 Matrixgruppen

Definition 13.3.2 (Matrixgruppen).

Eine Reihe wichtiger Gruppen sind Teilmengen der Menge M (n,n) aller n x n-Matrizen. In
Kapitel 13.4 werden wir sehen, dass sie auch Reprasentanten von abstrakten Gruppen mit der
gleichen Struktur sind.

e Die orthogonale Gruppe

O(n) :={M e M(n,n)|M" - M=1=

I=

M}

aller orthogonalen n x n-Matrizen. Dabei heilit eine Matrix M orthogonal, falls gilt

Mt =M"
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d.h. die transponierte Matrix ist gleich der Inversen.
Orthogonale Matrizen lassen Skalarprodukte invariant:

(Ma) - (Mb)=(Ma)" - (M) =a"M'Mb=a"b=a-b.

Dabei haben wir ausgenutzt, dass sich das Skalarprodukt a - b zweier Vektoren auch als
Matrixmultiplikation a”'b interpretieren 1a%t und das allgemein gilt (4 B)” = B)"A".
Anschaulich umfasst daher die Gruppe O(n) alle Drehungen und Drehspiegelungen im
R™. Es gilt

1 = det(1) = det (M” - M) = det(M7”) det(M) = (det M)*.

Somit haben orthogonale Matrizen die Determinante det M = +1. Matrizen mit det M
1 beschreiben reine Drehungen, die mit det A/ = —1 Drehspiegelungen.

e Die spezielle orthogonale Gruppe

SO(n) := {M € O(n)| det(M) = 1}

beschreibt reine Drehungen im R".

e Die unitare Gruppe

Un):={UeMmn)|U-U=1=U-U"}

aller unitaren n x n-Matrizen. Dabei heilt eine Matrix U unitar, falls gilt
u'=U,

wobei die adjungierte Matrix (oder auch hermitesch konjugierte Matrix) definiert ist

durch .
U= (0)

d.h. man bildet die Transponierte der Matrix, die aus den komplex-konjugierten Elementen

der Matrix U besteht. Ist die Matrix reell, so ist die Adjungierte gleich der Transponierten.

Wie im Fall der orthogonalen Gruppe folgt wieder, dass det(U) = +1 ist.

e Die spezielle unitare Gruppe

SU(n) :={U € U(n)|det(U) =1} .

e Die allgemeine lineare Gruppe (engl. “general linear group”)

GL(n,R) := {M € M(n,n)|det(M) # 0}

umfalt die allgemeinen, nicht singulédren (d.h. invertierbaren), linearen Transformationen
gz =MzimR"
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13.4 Darstellungen

Gruppen konnen auf verschiedene Weise realisiert werden. Erfolgt die Realisierung durch Ma-
trizen, so spricht man von einer Darstellung der Gruppe.

Beispiel 13.4.1. Wir hatten schon am Anfang dieses Kapitels argumentiert, dass die Drehun-
gen im R" eine Gruppe bilden. W&hlt man nun eine Basis, so entsprechen den Vektoren als
n-komponentige Spaltenvektoren und deren Drehung der Multiplikation mit einer orthogonalen
n x n-Matrix (mit Determinante 1). In diesem Sinne ist die Matrixgruppe SO(n) als Darstellung
einer abstrakten Gruppe zu interpretieren, die den Drehungen im R™ entspricht.

Definition 13.4.1 (Darstellung).
Eine Darstellung D der Gruppe G ist eine Abbildung
D: G— GL(n,C) mit  D(a)D(b) = D(ab).
Eine Abbildung mit dieser Eigenschaft bezeichnet man auch als Gruppenhomomorphismus.
Offensichtlich folgt hieraus bereits, dass D(e) = 1 sein muB.
Darstellungen sind nicht eindeutig, man kann immer dquivalente Darstellungen D’ durch eine

Ahnlichkeitstransformation
D'(a) =V D(@)V""

mit einer nicht-singuldren Matrix V' erzeugen. Das diese die gleichen Gruppeneigenschaften hat,

sieht man folgendermaRen: Aus D(a)D(b) = D(ab) folgt

D'(ab) =V D(ab)V"" =V D(a)D(b)V."" = V D(a)V ' VDBV " = D'(a)D'(b).
Wir betrachten noch einige Spezialfalle:
e Bei einer unitaren Darstellung sind die Matrizen D(a) unitdr. Dann gilt auch

-1

(a™') = (D(a))" = (D(a))

I

e Bei einer treuen Darstellung entspricht jedem Gruppenelement genau eine Matrix und
umgekehrt.

e Eine regulare Darstellung einer endlichen Gruppe der Ordnung n ist durch eine n x n-
Matrixdarstellung gegeben. Regulére Darstellungen sind auch treu.

e Eine reduzible Darstellung hat z.B. die Form

(a) = (éé@ B(()a)) |

d.h. sie zerféllt in unabhangige Teile, die jeweils fir sich eine Gruppe darstellen. Ist das
nicht der Fall, so spricht man von einer irreduziblen Darstellung.

IS
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13.5 Kontinuierliche Gruppen

Definition 13.5.1 (kontinuierlichen Gruppen).

Bei einer kontinuierlichen Gruppe G kénnen Gruppenelemente g(t) € G durch stetige Ande-
rungen eines Parameters ¢ ineinander tbergefiihrt werden. Dabei kann ¢ auch ein Vektor sein, der
fir mehrere reelle Parameter steht.

Auf Grund der Gruppeneigenschaft gilt

g(t1)g(ta) = g(t3) mit t3 = h(ty, t2).

Beispiel 13.5.1. Ein Beispiel ist die unitare Gruppe U(1), deren Elemente die Form g(¢) = e%
haben: U(1) = {e*’|p € R}. In diesem Fall ist wegen

9(301)9(902) — lP1pive — ilprter) 9(901 + 902)
h durch
h(p1,p2) = @1+ @2
gegeben.

Definition 13.5.2 (Lie-Gruppe).
Bei einer Lie-Gruppe ist die Funktion h(tq,t2) analytisch in ihren Argumenten.

Beispiel 13.5.2. Die Elemente g(y) der speziellen orthogonalen Gruppe SO(2) beschreiben Dre-
hungen um die z-Achse um den Winkel  und kdnnen allgemein in der Form (vgl. Aufg. 34)

o= (e, 30

—sinp cosp

mit ¢ € [0, 27| geschrieben werden.
Von Drehungen um die gleiche Achse erwartet man, dass g(v1)g(p2) = g(p1 + ¢2) gilt. Dies
kann man explizit an Hand der angegeben Darstellung nachpriifen?. Daher ist wieder (1, 02) =

Y1+ P2

Offensichtlich kommutieren die Drehungen miteinander. Dies gilt aber nicht mehr, wenn man
Drehungen um unterschiedliche Achsen betrachtet!

Beispiel 13.5.3. Ein weiteres Beispiel sind die Translationen

T(): z—12'=z+a

fur die offensichtlich auch
T(a)T'(b) =T(a+ D)

gilt. Es handelt sich also um eine abelsche Gruppe.

2Bei der Rechnung gehen die Additionstheoreme fiir Winkelfunktionen ein!
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13.6 Generatoren und Lie-Algebra

Um zu betonen, dass der Parameter ¢ auch ein Vektor sein kann, schreiben wir im folgenden
g(a) statt g(t), mit einem n-komponentigen Vektor a. AuRerdem nehmen wir 0.B.d.A. an, dass
g(a = 0) = e, dem neutralen Element der Gruppe G, ist.

Definition 13.6.1 (Generatoren einer Lie-Gruppe).
Dann kann man g(a) nach Taylor entwickeln (bis 1. Ordnung):

+ O(a?).

o) = 90) + 3 0y

L:O

Dann definiert man die Generatoren X, der Lie-Gruppe durch

dg(a)
8a,€

ZXk =

Y
a=0

wobei der Faktor 7 einer verbreiteten Konvention entspricht.
Ist g Darstellungsmatrix einer Gruppe, dann sind auch die Generatoren Matrizen. Hierzu werden
wir gleich ein Beispiel kennenlernen.

Speziell fur unitdre oder orthogonale Gruppen gilt:

e=g(a)gla)™ = g(a)g(a)’

= (e +1 Z ap Xy + O(CLQ)) <€ —1 Z alei + O(a2)>

k k
= e +i2ak(Xk — X1+ 0(a?).
K

In der Ordnung O(a) gilt daher
X, = X,

d.h. die Generatoren sind hermitesch.
Weiter gilt fur unitére oder orthogonale Gruppen

g(a) = exp (l i Clka>

k=1

wobei die rechte Seite durch die Reihendarstellung der Exponentialfunktion definiert ist.
Aus der allgemeinen Identitat fiir Matrizen (bzw. Operatoren)?

det(exp(A)) = exp(Spur A),

3Die man z.B. durch Diagonalisierung beweisen kann.
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wobei die Spur einer n x n-Matrix A definiert ist durch
Spuré = Z Ajj;
j=1

folgt speziell fiir die Wahl* A =InQ

1 = det g = exp(Spurlng) = exp [Spur(i Z aka)] .
k

Die erste Identitat gilt auf Grund der Unitaritdt von g. Somit erhalten wir
Spur X, = 0.
Wir fassen die obigen Ergebnisse zusammen:

Satz 13.6.1. Die Generatoren von unitdaren und orthogonalen Gruppen sind hermitesch und spur-
los.

Wir wollen diese abstrakten Definitionen an einigen konkreten Beispielen diskutieren.

Beispiel 13.6.1.

1. Fir die Gruppe U(1) mit der Darstellung g(y) = €% ist n = 1 und es gibt daher nur einen
Generator. Wegen

ist dieser durch

gegeben.
2. Fur die spezielle orthogonale Gruppe SO(2) ist

o= (5, )

—sing cosp

und somit wieder n» = 1 und

~—

x = 99y

0 1
-1 0

Il
VR

[ cosp sing
SD:O_ —siny cosp

also

“Wobei die rechte Seite wieder uiber die Reihenentwicklung definiert ist.
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Hiermit kdnnen wir jetzt auch das oben angegebene allgemeine Resultat

9(p) = exp(ipX)
uberprufen:
k 2k; o0 ( 1>k 2k+1

exp(ipX) = Z% ]lz L4

= = - <2’€ +

0

- ()

—siny cosy
wobei wir (:X)? = 1 ausgenutzt haben, was man leicht verifiziert.

3. Fur die Gruppe der Translationen T'(a) : = — 2’ = x + a gilt:

d
X — i
Zd:c

4. In den Ubungen (Aufgabe 35) untersuchen wir den Fall der SU(2), die drei Generatoren
besitzt.

Definition 13.6.2 (Lie-Algebra).
Fur die Generatoren einer Lie-Gruppe gilt

(X5, X =1 X,
l

wobei der Kommutator definiert ist als
[A, B] := AB — BA.

Die Zahlen ¢}, heiRen Strukturkonstanten.
Die Generatoren bilden also einen Vektorraum bzw. sogar eine Algebra, die man Lie-Algebra
der Gruppe bezeichnet.

13.7 Tensorrechnung

Neben Skalaren und Vektoren treten in vielen Bereichen der Physik sog. Tensoren auf. Diese sind
durch ihr Verhalten unter orthogonalen Transformationen charakterisiert. In der Experimentalphysik-
Vorlesung haben Sie schon den Tragheitstensor kennengelernt. Eine besondere Rolle spielen
Tensoren aber in allgemeinen Relativitatstheorie.
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13.7.1 Definition

Bevor wir eine genaue Definition geben, wollen wir ein Beispiel betrachten.

Beispiel 13.7.1. Wir betrachten die lineare Vektorfunktion b = T'a, bei der jedem Vektor a in
linearer Weise ein Vektor b zugeordnet wird. Fir den Fall, dass es sich jeweils um Elemente des
R? handelt, schreibt man auch komponentenweise

by = tiar +tieas + tizas,
by = taia; + tagag + tasas,
bs = tsia1 + tsaas + tazas,

oder kiirzer

bi = tijaj = Z tijaj .

j=13

Dabei wurde die Einstein’sche Summenkonvention verwendet. Diese besagt, dass tiber dop-
pelt vorkommende Indizes zu summieren ist. Die Summationsgrenze ergeben sich dabei aus
dem Zusammenhang. Diese Konvention ist sehr praktisch, wenn man es, wie in der allgemeinen
Relativitatstheorie, mit vielen Matrizen, Tensoren etc. zu tun hat. Man mul} allerdings sehr auf-
passen, z.B. kann man in einem Ausdruck wie t;;a;/(s;ja;) nicht einfach a; kiirzen! In diesem
Kapitel werden wir die Summenkonvention durchgehend verwenden!

In dem Beispiel haben wir die lineare Abbildung 7" durch eine Matrixmultiplikation dargestellt.
Unser Tensor ist daher nichts anderes als eine Matrix®.

In der Physik charakterisiert man allgemein Tensoren durch ihr Verhalten unter orthogonalen
Transformationen, z.B. Drehungen. Wir wenden daher auf « und b eine orthogonalen Transfor-
mation R = (r;;), d.h. B! = R' bzw.

R- ét = ]l, bzw. TiiTi = (Sjl,

(wobei wir die Summenkonvention verwendet haben) also eine Drehung oder Drehspiegelung,
an:
CLE = rljaj s b;ﬁ = ’I"]“‘bi s

wobei die transformierten (“gedrehten”) Vektoren durch einen Strich gekennzeichnet sind, bzw.
die Umkehrung

aj:lea;, bIZT’Iﬂb;f
Diese Umkehrung folgt aus der Orthogonalitat der Matrix R.

Wir fordern nun, dass im gedrehten System der gleiche formale Zusammenhang zwischen den
Vektoren wie im urspriinglichen System bestehen soll, d.h.

T
b, = 1,0 -

SWegen der spiteren Verallgemeinerung des Tensorbegriffes schreiben wir hier 7" statt T.
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Es stellt sich dann die Frage, wie der transformierte Tensor 7" = (¢,,) mit dem urspriinglichen
T = (tx) zusammenhangt. Dies zeigt folgende kurze Rechnung:
= b, = rribi = 1 (tija5) = rat; (rya) = (rarigti;) ap -
Somit lesen wir ab:
thy = TriT1iti; -

Dies definiert das Transformationsverhalten eines Tensors 2. Stufe, d.h. alle GroRen, die sich
unter Drehungen genau so transformieren, sind Tensoren.
Man beachte, dass dieses Transformationsverhalten analog zu dem des Produktes b;a; zweier
Vektoren® ist:

L = Trirbia; .

Definition 13.7.1 (Tensoren).

Ein Tensor 2. Stufe transformiert sich unter orthogonalen Transformationen R = (r;;) wie das
Produkt zweier Vektorkomponenten:

/
tkl = Tkirljtij .

Allgemein ist ein Tensor n-ter Stufe (vom Rang n oder der Ordnung n) eine Menge von Termen
mit n Indizes und analogem Transformationsverhalten

/
kimn... — TkaTlb"me'nd * * * Labed... y

d.h. mit einem Faktor r;; flir jeden Index. Speziell haben wir

n=0: Skalare (1 Komponente im R?) ,
n=1: \Vektoren (3 Komponenten im R?)
n=2: Matrizen (32 = 9 Komponenten im R?)

d.h. die Félle n = 1, 2, 3 reduzieren sich auf bereits bekannte Objekte.

Etwas formaler sind Tensoren multilineare Abbildungen des Raumes V; ® 1, ® --- ® V,,, dem
direkten Produkt oder Tensorprodukt der Vektorraume Vi, ..., V,, in die reellen oder kom-
plexen Zahlen. Der Tensor “erbt” dann das Transformationsverhalten der einzelnen Raume.

Man unterscheidet haufig zwischen symmetrischen und antisymmetrischen Tensoren
ti = Ethi,

wobei das obere (untere) Vorzeichen fiir den symmetrischen (antisymmetrischen) Fall steht.
Bei Tensoren hoherer Stufe mull man zusatzlich angeben, bzgl. welcher Indizes eine (Anti-)-
Symmetrie besteht. So bedeutet

Lijkto. = & Tjig...

6Genauer miite man sagen, zum Transformationsverhalten des Produktes zweier Vektorkomponenten!
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(Anti-)Symmetrie in den ersten beiden Indizes.
Man kann Tensoren 2. Stufe immer in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Anteil
aufspalten:
1 1
ty = 5 (tij + i) + 5 (i — i) -

TV
symmetrisch antisymmetrisch

Fir Tensoren hoherer Stufe geht das fiir zwei beliebige Indizes.

Beispiel 13.7.2. Wir geben einige wichtige Beispiele fiir Tensoren.
1. Das Kronecker-Delta ¢;; ist ein symmetrischer Tensor 2. Stufe mit
5:‘j = Tisrjtést = Tisljs = 61']' ’
d.h. ¢;; ist invariant unter orthogonalen Transformationen.

2. Im R? haben wir mit 015 = —09; = 1 und o, = 095 = 0 den sog. antisymmetrischen

Tensor 2. Stufe
(0 1
g = _1 O .

3. Aus den Ubungen (vgl. Aufgabe 7) kennen wir bereits das Levi-Cevita-Symbol
1, (ijk) gerade Permutation von (123),

€ijk = § —1, (ijk) ungerade Permutation von (123),
0, sonst (d.h. mind. zwei gleiche Indizes).
Es ist also €123 = €931 = €312 = 1 und €132 = €213 = €321 = -1, alle 21 anderen

Komponenten verschwinden.

Das Levi-Cevita-Symbol bezeichnet man auch als e-Tensor oder den vollstandig anti-
symmetrischen Tensor 3. Stufe.

4. Als physikalischen Beispiel wollen wir den Tragheitstensor I = (I,;) nennen, der den
Zusammenhang zwischen Drehimpuls L und Winkelgeschwindigkeit w fiir einen starren
Korper beschreibt:

Li = [i]’u)j = /VdV p(l’l, Z’Q,Qfg) (7“251']' - l’il'j) Wi,

wobei p(r) die Massendichte des Korpers ist und 72 = z;z; = 22 + 22 + 2. Explizit hat

er die Form
x% + x§ —T1Ty —X1T3
2 2
I = / dV p(x1, 29, 23) | —xoxy o7 + 25 —x973 |
v —x3T]  —T3Ty T+ T3

d.h. der Tréagheitstensor ist ein symmetrischer Tensor 2. Stufe. Das Tragheitsmoment um
eine Achse (durch den Ursprung) in Richtung n ist dann durch I,, = n,1;;n; gebeben.
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13.7.2 Rechenregeln fur Tensoren

Wir stellen hier kurz die wichtigsten Rechenregeln fiir Tensoren zusammen.
Die Addition (Subtraktion) zweier Vektoren (gleicher Stufe!) ist analog zur Addition von Matri-
zen komponentenweise definiert:

Cik = Qi £ by, .

Entsprechendes gilt fiir Tensoren beliebiger Stufe.

Im Gegensatz zur Addition unterscheidet sich die Multiplikation von Tensoren von der von Vek-
toren oder Matrizen.

Das direkte Produkt oder Tensorprodukt
Tikim = Qjk @ b 1= @b

fiihrt namlich auf Tensoren hoherer Stufe’. Es ist nicht nur fir Tensoren gleicher Stufe definiert,
die Definition Ia6t sich analog auf beliebige Produkte verallgemeinern. Allgemein gilt:

n-Stufe ® m-Stufe = (n + m)-Stufe.

Eine weitere neue Operation ist die sogenannte Verjungung oder Kontraktion. Hierbei werden
Indizes aussummiert, z.B. im Falle eines Tensors 4. Stufe, bei dem die ersten beiden Indizes

verjungt werden:
Sim = Tjjlm (I erjlm> .
j

Die Verjingung, die Uber zwei beliebige Indizes erfolgen kann, fiihrt also auf einen Tensor der
Stufe n — 2.

Die Matrixmultiplikation kénnen wir nun als Tensorprodukt mit anschlieBender Verjiingung dar-
stellen, z.B. fur das Produkt einer Matrix und eines Vektors:

tij (2 ap — tijak = Sz’jk — bl = tijaj = sz'jj .

Dies bezeichnet man auch als Ube_rschiebung zweier Tensoren.
Analog ist das Skalarprodukt die Uberschiebung zweier Tensoren 1. Stufe:

ai®bj:aibj — aZbZ:Qb

Im Fall eines Tensors 2. Stufe entspricht die Verjlingung der Spurbildung:

Spur(tjk) = tjj .

"Mit Ausnahme des Falls Tensoren 0. Stufe.



Kapitel 14

Differentialgleichungen 111

14.1 DGL als Eigenwertproblem

Differentialgleichungen haben manchmal die Form von Eigenwertproblemen. Deren typische
Form ist A

Dy(x) = Ay(z),
wobei D ein Operator ist, der Ableitungen enthlt. In der Regel fordert man noch zusétzliche
Randbedingungen, so dass die DGL nicht unbedingt fiir alle Werte von \ eine Ldsung hat. EXi-
stiert eine LOsung y,(x), so heil’t das entsprechende A Eigenwert und y,(z) Eigenfunktion oder
Eigenldsung von D.

Ein wichtiges Beispiel ist die Schwingungsgleichung, die sich fir D = % ergibt. Wir werden
darauf am Ende dieses Abschnitts zuriickkommen. Vorher wollen wir uns mit einem allgemeine-
ren Problem beschaftigen.

Definition 14.1.1 (Sturm-Liouville-Problem).

Wir betrachten die Funktionen ¢(x), p(z) und r(x), die jeweils im Intervall [a, b] definiert sind.
Dabei sei ¢(z) stetig, p(z) > 0 und zweimal stetig differenzierbar und »(z) > 0 und stetig in
Ja, bl.

Das Eigenwertproblem

Sy(x) + Ar(x)y(z) =0

bezeichnet man als Sturm-Liouville-Problem, wobei S mit

A d

S = —
y(z) = —

als Sturm-Liouville-Differentialoperator bezeichnet wird.

Zusatzlich fordert man die sog. Sturm-Liouville-Randbedingungen. Hierbei soll fiir zwei be-

liebige, unterschiedliche Losungen «(z) und v(z) des Sturm-Liouville-Problems gelten:

(p(2)y'(x)) + q(z)y(x)

p(@) [u(a) (z) — o' (z)o(@)]|” = 0.

153
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Dabei ist ...|> wie bei der Integration zu interpretieren als die Differenz der Funktionswerte an
der Stelle b und a. Der Grund fiir diese recht ungewdhnliche Wahl der Randbedingungen wird
gleich etwas Klarer werden.

Man kann zeigen, dass das Sturm-Liouville-Problem unter den oben angegebenen Voraussetzun-
gen (inklusive der Randbedingungen) reelle Eigenwerte \,, hat mit zugehdrigen Eigenlésungen
yn(x). Diese erflllen folgende Orthogonalitatsbedingung

(Yns Ym) = / Az r(2)yn(®)ym(z) =0 flirn £m.

Dies kann man relativ einfach beweisen. Zunéchst gilt, da y,, (=) eine Ldsung der Sturm-Liouville-
DGL ist,

(p(@)yn (@) = = [g(x) + Aar(2)] ya(@) -
Nun multiplizieren wir diese Gleichung mit y,,,(x) und integrieren dann tber das Intervall [a, b].
Eine analoge Beziehung erhalten wir, wenn wir in obiger Vorgehensweise »n und m vertauschen.
Bildet man die Differenz dieser beiden Gleichungen, so folgt

b
P(@) [y (@), (2) = ¥ (@) (@)]], = O = An) / d () yn (2)Ym () -

Die linke Seite verschwindet auf Grund der Sturm-Liouville-Randbedingungen. Da A,,, # A, ist,
muR das Integral verschwinden. An dieser Stelle erkennen wir einen Grund fiir die ungewohnli-
che Wahl der Randbedingungen.

Beispiel 14.1.1. Als ein wichtiges Beispiel wollen wir auf die Schwingungsgleichung zurtick-
kommen. Hier ist offensichtlich
p(r) =1, q(x)=0, r(x)=1.

Als Intervall wahlen wir [—7, 7|, d.h. b = —a = . Mit der Wahl y(£7) = 0 sind offensichtlich
die Sturm-Liouville-Randbedingungen erfillt.
Die Losungen dieses Sturm-Liouville-Problems sind durch

Ay =n? und yn(x) = Asin(nx)

gegeben. Dies sieht man folgendermalien: Ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen lautet
die allgemeine Ldsung fir A > 0

y(z) = Asin(VAz) + Bcos(VAz) .

Die Randbedingungen lassen sich nur erfiillen, falls B = 0 ist und v/ = n € N. Daher haben
die Eigenwerte in diesem Fall die Form \,, = n? mitn € N.
Die Eigenlosungen erfiillen die Orthogonalitatsbedingungen

(Yn, Ym) = / sin(nx) sin(mz)dz =0 fir n #m,

—T

was wir friiher schon explizit gezeigt hatten.
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14.2 Spezielle DGL

14.2.1 Legendre’sche DGL
Die Legendre’sche DGL lautet

(1 —2%)y"(x) — 2ay'(x) + (L + Dy(x) = 0,

wobei x € [—1,1] und I € Z sein soll'. Die Losungen dieser Gleichung bezeichnet man als
Legendre-Polynome P;(x) zu den Eigenwerten [(l + 1).

Dies kann man explizit nachpriifen mit dem Potenzreihenansatz y(z) = Y, a,z". Explizit
lauten die ersten Legendre-Polynome

Py(z) =1, Py(z) =z, Py(x) = Sa* —
Furl < 0,1 € Z qilt:
P, .=h.
Die Legendre-Polynome geniigen der Orthogonalitdtsbeziehung
! 1
dr P(x)P,(z) = ——0, -
[ dsR@P@) = 5

Man kann die Legendre-Polynome durch Ableitung aus einer sog. erzeugenden Funktion er-
halten. Diese ist definiert durch

¢(a,h) =Y Px)h'.

Damit gilt dann
1 o
Pn('r) = E@h”qﬁ(x’ h)|h:0 :

Man kann zeigen, dass ¢(z, h) explizit gegeben ist durch
1
V1 —2xh+ h?

Hieraus kann man dann durch Berechnung der n-ten Ableitung an der Stelle h = 0 das n-te
Legendre-Polynom bestimmen.
Eine andere Mdglichkeit zur Berechnung von P, (z) liefert die Rekursionsgleichung

n+1)Pii(x) = 2n+ )zP,(z) —nP,_1(z).

¢(x,h) = (Ih] <1).

Hiermit kann man aus Py(x) = 1 und P;(z) = x rekursiv alle hoheren Legendre-Polynome
bestimmen.

Neben der Legendre-DGL tritt auch manchmal die verallgemeinerte Legendresche DGL

1Es gibt auch Losung fiir I € R. Diese haben die Form von Potenzreihen und werden hier nicht betrachtet.
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% (1—2*)y(2)) - (—1 — + I+ 1)) y(z) =0,

auf, wobei m € Z mit m? < [? ist. Fir m = 0 reduziert sich dies zur Legendreschen DGL.
Die Losungen der verallgemeinerten Legendreschen DGL sind durch die zugeordneten Legendre-
Polynome
dm
P(z) = (D)™ (1= 2" Rz)  (0<m <)
xm
gegeben. Fur — < m < [ gilt dabei

P(a) = (-1 U (.

14.2.2  Kugelflachenfunktionen
Eine sehr wichtige Gleichung der Physik ist die Laplace-Gleichung
| Af=0,

die z.B. im Zusammenhang mit Wellenphdnomenen auftaucht. Streng genommen handelt es sich
um eine partielle DGL (siehe Kapitel 14.3), die wir aber im folgenden auf gewohnliche DGLen
zuriickfihren werden.

Wir wollen speziell die Losung der Laplace-Gleichungen in Kugelkoordinaten f(r, 4, ¢) unter-
suchen. Dazu machen wir den (Separations-)Ansatz (siehe spéater in Kapitel 14.4.4)

f(?“, v, 90) = R<T)S(19>T<90> )

d.h. wir suchen Ldsungen, die sich als Produkt von Funktionen nur einer Variablen schreiben
lassen!

Zunachst setzen wir diesen Ansatz in die Laplace-Gleichung ein, wobei wir den Laplace-Operator
A zweckmaRigerweise in Kugelkoordinaten darstellen (siehe Kapitel 15.3.4):

0 = Af(r9,9)
10 (,0 1 o (. ,0 1 0?
- [_a_ ( a) T Tsmo a0 (%) * —ﬁw} f(r.9,¢)
2 |Rdr dr sin?9 \ S dv dv Tde? )|
Wir betrachten nun die beiden Terme in der eckigen Klammer. Der erste hdngt nur von r ab, der

zweite nur von J und . Daher kann die Gleichung fuir beliebige Werte von r, ¥ und ¢ nur dann
erfillt sein, wenn beide konstant sind?, genauer

1d 7"2ﬁ =« und L (smiod si1119lﬁ +ld2—T = —«
Rdr dr ) sin?d \ S dV dv Tdp?)

2Dahinter steckt folgende Aussage: Gilt f(x) + g(y) = 0 fiir alle z und y, so ist f(x) = a und g(y) = —a mit
einer Konstanten a. Die Aussage zeigt man leicht durch Differenzieren nach = bzw. y.
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mit einer noch unbekannten Konstanten «.
Die Gleichung fir » wollen wir hier nicht weiter betrachten. Fir die zweite Gleichung gilt nach
der elementaren Umformung in

sind d (. _dS . 1 d*T
( ST (Smﬁd_ﬁ) + asin 19) +Td_g02:0

ein dhnliches Argument: Der erste Teil héngt nur von ¢ ab, der zweite nur von . Daher gilt
sind d ( ds 1 d*T

. o .92 _ &L
smq?d??) + asin®d =4 und T 0,

S dv

mit einer Konstanten /3.
Die zweite Gleichung kann direkt geldst werden:

T(p) = VPP 4t e VP
Die erste Gleichung formen wir zundchst mit Hilfe der Substitution = := cos ¢ um in

(0 8)1 oo 2z)r-o

Dies ist eine verallgemeinerte Legendre-DGL. Damit eine Ldsung existiert, missen o und 3 die
Form

a=I(l+1) und B =m?
haben mit ganzzahligen [ und m. Es gilt dann
S(9) = P"(cos ).

Somit haben wir den Winkelanteil der Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten be-
stimmt. Er wird erzeugt durch die sog. Kugelflachenfunktionen.

Definition 14.2.1 (Kugelflachenfunktionen).
Die Kugelflachenfunktionen sind definiert durch

Vi (0, 0) i= \/ tha Eﬁ . Z;: P (cos 0)c™

Man beachte hierbei, dass es in der Literatur durchaus unterschiedliche Konventionen fir das
\orzeichen und die Normierung gibt!
Explizit lauten die ersten Kugelflachenfunktionen

/1 [3 . ., /3
Yoo = o Yy = — gsmﬁe“"? Yio = Ecosﬁ-

l,—m — (_1)mm
Die Kugelflachenfunktionen erfiillen die Orthogonalitatsbeziehungen

2w s
/dQY/m/(ﬁ, )Y (¥, ) = / dcp/ dY sin® Yy (9, ) Yim (9, ©) = 0w O -
0 0

AuRerdem gilt
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14.2.3 Bessel’sche DGL

Macht man einen analogen Separationsansatz fiir die Laplace-Gleichung in Zylinderkoordinaten,
so kommt man fiir den p-abhangigen Teil der Losung zur Bessel’sche DGL

x%(mj—i)+(m2—p2)y(:c):o.

Eine Klasse von Losungen sind die Besselfunktionen 1. Art der Ordnung p:

S (1" 7\t
Jp(x) = = :
() ; T(n+ DC(n+p+ 1) (2)
Dabei ist I'(x) die Gamma-Funktion. Fir positive, ganzzahlige x = n + 1 gilt I'(n + 1) = n!.
Weitere Losungen sind durch die Besselfunktionen 2. Art

Y,(z) = lim cos(mv)Jy (x) — J ()

v—p sin(7v)

gegeben.

14.2.4 Hermite’sche DGL
Die Hermite’sche DGL

dx dx

4 (e 2dy> +2ne " y(z) =0

wird durch die Hermite-Polynome H,,(x) geldst. Diese erhélt man aus der erzeugenden Funkti-

on
ZH h_ — o h*+2ha
oy .

Sie geniligen der Orthogonalltatsrelatlon

/ dze ™ Hy(2)Hp (z) = V72116, .

o0

14.2.5 Laguerre’sche DGL
Die Laguerre’sche DGL lautet

d L
— (xe y) +ne *y(x) =0.

dx dx

Ihre Losungen sind die Laguerre-Polynome L, die durch die erzeugende Funktion

- 1 oh
h) =" La(z)h" = — he*%
n=0

bestimmt sind.
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14.3 Partielle DGL

Partielle Differentialgleichungen (pDGL) enthalten (partielle) Ableitungen nach mehreren Va-
riablen, z.B. 24240 und 244 e sind in der Regel deutlich schwieriger als gewdhnliche DGL
und selbst fur Gleichungen 1. Ordnung (bei denen nur erste Ableitungen auftauchen) gibt es kei-
ne so allgemeine Theorie wie fiir gewohnliche DGL.

In der Physik am wichtigsten sind partielle DGL 2. Ordnung, bei der hdchstens 2. Ableitungen
auftreten. Ihre allgemeine Form ist im Falle von zwei unabhangigen Variablen x und y:
0*u 82u (92u ou  Ou

Dabei kdnnen alle auftretenden Koeffizienten wie die gesuchte Funktion u(x, y) ebenfalls Funk-
tionen von x und y sein, also a = a(x, y) etc.

Man unterscheidet drei Typen : elliptische, parabolische und hyperbolische pDGL 2. Ordnung.
Diese liegen vor, wenn folgende Bedingungen erftllt sind:

hyperbolisch: b* > dac,
parabolisch: b’ = 4dac,
elliptisch: b? < dac.

Da a, b und ¢ Funktionen sind, kann der Typ in verschiedenen Bereichen des Definitionsbereiches
unterschiedlich sein!

Héaufig hat man es mit einem Randwertproblem zu tun. Hierbei muf die gesuchte Losung u
noch am Rand 0 A des Definitionsbereiches A gewisse Bedingungen erfiillen. Man unterscheidet
dabei folgende Typen:

¢ Dirichlet-Randbedingungen: Hier sind die Funktionswerte am Rand vorgegeben, also
u(0A).

¢ Neumann-Randbedingungen: Hier ist die Ableitung der Funktion am Rand in Richtung
der Normalen vorgegeben, d.h. n - grad “‘aA'

e Cauchy-Randbedingungen: Hierbei handelt es sich um eine (gewichtete) Kombination
von Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen.

14.3.1 Wichtige pDGL der Physik
Im folgenden wollen wir die wichtigsten pDGL der Physik aufzéhlen und klassifizieren.

e Die Laplace-Gleichung

Au =10
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haben wir bereits kennengelernt. In zwei Dimensionen lautet sie expliziter

Fu Fu_
oz oy
Die zugehdrige inhomogene Gleichung
Au = p(z,y)

heifl3t Poisson-Gleichung. Sie beschreibt z.B. das elektrische Potential einer Ladungsver-
teilung p(zx, ).
Die Poisson-Gleichung ist vom elliptischen Typ.

e Die Diffusions-Gleichung oder auch Warmeleitungsgleichung lautet

1 0u

Dabei ist x > 0 eine Konstante.
Es handelt sich um eine parabolische DGL. Fir ¢ — oo erhdlt man wegen

eine statische (d.h. zeitunabhéngige) Losung. Diese erfiillt dann die Laplace-Gleichung!

e Die Wellengleichung

1 9u
Au(z,y,t) — e 0

beschreibt die Ausbreitung die Ausbreitung von Wellen mit der Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit v. Sie ist vom hyperbolischen Typ.

e Die Schrodinger-Gleichung

h? L Ou
—%AU(E, t) +V(r)u(r,t) = Zha

ist die grundlegende Gleichung der Quantenmechanik. Sie beschreibt die quantenmecha-
nische Wellenfunktion u(r,t) = wu(z,y, z,t) eines (nichtrelativistischen) Teilchens der
Masse m, das sich im Potential V' (r) bewegt. i = h/27 ist das Wirkungsquantum.

In den obigen Beispielen haben wir in der Regel den zweidimensionalen Fall (zwei Raumdimen-
sionen x und y) angegeben. Die Verallgemeinerung auf den n-dimensionalen Fall ist in allen
Beispielen offensichtlich.
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14.4 Losungsverfahren fur pDGL; Green’sche Funktionen

Wie schon erwéhnt, gibt es fiir pDGL weniger allgemeine Aussagen oder Losungsverfahren als
fur gewohnliche DGL. In der Praxis werden daher haufig numerische Methoden wie Relaxa-
tionsverfahren oder Fast Fourier Transformation (FFT) eingesetzt. Hier wollen wir aber einige
Beispiele fiir analytische Methoden vorstellen.

14.4.1 Integraldarstellung

Wir betrachten die eindimensionale Diffusionsgleichung?

0 _ou
ox2 ot

mit der Rand- bzw. Anfangsbedingung u(x,0) = f(x). Sie beschreibt die zeitliche Entwicklung
der zur Zeit t = 0 vorgegebenen Warmeverteilung u(x, t).

In den Ubungen (Aufgabe 32) werden wir mit Hilfe der Fourier-Transformation zeigen, dass sich
Losung in folgender Form schreiben laRt:

_ (z—y)?

wat) = o= [ aye ).
(o—

2
Den Faktor e~ 5 bezeichnet man in diesem Zusammenhang auch als Hitzekern (“heat ker-
nel”).

14.4.2 Integraltransformation

Wir betrachten die Poisson-Gleichung in drei Raumdimensionen:
Au(r) = —4rqé® (1),

wobei
0P (r) == 6(x)(y)d(2) .

Physikalisch beschreibt dann «(r) das elektrische Potential einer Punktladung ¢ am Ursprung
r = 0. Wir werden spéter sehen, wie man aus der Losung dieses speziellen Problems zur Losung
fur eine beliebige Inhomogenitét p(r) kommt.

Zur Losung dieser Gleichung wenden wir eine Fouriertransformation auf alle drei Variablen z,
y, z an, z.B.

WPz, Dy, p2) == FT(u(r)) = / dx/ dy/ dze Pete Pl P2y (1, y, 2) .
Y vV 27‘(’3 —00 —00 —00

3\Wobei wir 0.B.d.A. k = 1 setzen.
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Man beachte, dass es sich um drei getrennte Transformationen handelt. Die Variablen im Fou-
rierraum haben wir dabei mit p,, p, und p, bezeichnet. Wenn wir sie als Komponenten eines
Vektors p interpretieren, kdnnen wir dies auch kompakter schreiben als

Wendet man nun die Fouriertransformation auf die obige Poisson-Gleichung an, so erhalt man
nach kurzer Rechnung

1
2~
—p~u(p) = —4rqg ——; ,
- V2
und somit
N 2 q

Der Faktor —p* = —p2 — p; — p> entsteht dabei durch Anwendung des Laplace-Operators
A = 8"’—; + 8722 + 53—:2 auf die Fouriertransformierte.

Durch Ricktransformation kénnen wir nun die Losung explizit bestimmen:

u(r) = \/2173 / d*pa(p)e®”

q (%s) 2w T 1 .
= —/ dp/ dcp/ dV p? sin ) — P eos?
27T2 0 0 0 p2
4
-

Hier haben wir die Details der Rechnung ausgelassen. Beim Ubergang zur zweiten Zeile wurden
fur die Berechnung des Integrals Kugelkoordinaten (p = |p|, ¥, ¢) im p-Raum eingefiihrt. Dabeli
wurde die p.-Achse parallel zur Richtung von r gewéhlt. Bei der Berechnung des Integrals wurde
auRerdem [® *2¥dy = 7 verwendet.

Aus physikalischer Sicht ist das Ergebnis natirlich nicht Giberraschend, denn es handelt sich um
das bekannte Coulomb-Potential einer Punktladung ¢ im Ursprung!

14.4.3 Green’sche Funktion

Wir wollen jetzt ein wichtiges Verfahren diskutieren, das zur Losung allgemeiner inhomogener
DGL mit gegebenen Randbedingungen, insbesondere aber auch von pDGL.

Wir wollen hier speziell den eindimensionalen Fall betrachten, und zwar fiir ein Sturm-Liouville-
Problem vom Typ

Dy(z) = f(x) ~ mit y(a) = y(b) =0
und dem Sturm-Liouville-Operator
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Die Wahl der Randbedingungen ist keine einschneidende Einschrankung. Fr den Fall y(a), y(b) #
0 16st man zuerst die homogene Gleichung Dy, = 0 mit yn(a) = ya, yn(b) = yp. ISt y(z) die
Ldsung des oben angegebenen Problems mit y(a) = y(b) = 0, so ist

§(x) = y(x) + yn(x)
die Lésung von Dy(z) = f(z) mit §(a) = y, und §(b) = ;.
Wir kommen nun zur Lésung von Dy(x) = f(z) mit y(a) = y(b) = 0.

Definition 14.4.1 (Green’sche Funktion). X
Die Green’sche Funktion (oder Einflussfunktion) der DGL Dy(x) = f(z) mity(a) = y(b) =0
ist die Losung G(x, z) der Gleichung

DG(x,z) = 0(z — 2)
G(a,z) =G(b,z) =0 (a <z,2<b).

G(z, z) stellt eine Art Elementarldsung dar, aus der sich die Losung von Dy(z) = f(x) mit
y(a) = y(b) = 0 bestimmen l4Rt. Dies sieht man folgendermalien: Zundchst gilt, nach Definition
der Green’schen Funktion,

(pG") +aG = d(x — 2) .

Diese Gleichung multiplizieren wir mit y(z) und subtrahieren hiervon die betrachtete Sturm-
Liouville-Gleichung,

Gpy) + ayG = G(z, 2) f(x),
die wir noch mit G(z, z) multipliziert haben. Dies ergibt zundchst

p(yG" =y G)] = yd(z — 2) - Gf
und nach Integration iber x Uber das Intervall [a, 0]
b b
p(yG' — ‘ = / dxy(z)d(x — z) —/ dx G(z,2) f(z) = y(z) — / dx G(z,2)f(z).
Die linke Seite verschwindet auf Grund der Randbedingungen. Somit erhalten wir folgende Dar-

stellung der Losung des Sturm-Liouville-Problems Dy(z) = f(z), y(a) = y(b) = 0 durch die
Green’sche Funktion:

y(z) = / dx Gz, 2) f(2)

fur z €la, b]. Dies erlaubt uns, bei Kenntnis der Green’schen Funktion, die DLG fir beliebige
Inhomogenitéten f(x) explizit zu 16sen!
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Beispiel 14.4.1. Als Beispiel betrachten wir die Poisson-Gleichung*
Au = —4mp(x,y).

Die Green’sche Funktion hatten wir im Prinzip schon in Kapitel 14.4.2 bestimmt, wenn man dort

q = 1 setzt:
1

T le—r

G(r,r")

Somit lautet die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung
/
u<£) — / d37‘ p(£)

14.4.4 Separation der Variablen

Ein Verfahren, mit dem sich in vielen Féllen Lésungen von pDGL bestimmen lassen, beruht auf
einem Separationsansatz, z.B.

u(z,y,t) = X(2)Y (y)T(t).

Wir haben dies bereits bei der Herleitung der Kugelflichenfunktionen in Kapitel 14.2.2 ange-
wendet. Das dort beschriebene Vorgehen ist typisch fir dieses Verfahren. Wir wollen uns daher
auf ein paar allgemeine Bemerkungen beschréanken.

e Ein Separationssatz bietet sich vor allem dann an, wenn der Rand durch Koordinatenli-
nien oder -flachen darstellbar ist. Daher ist beim Separationsansatz die Wahl geeigneter
Koordinaten, in denen man die Separation durchftihrt, wichtig.

e Durch den Ansatz wird die pDGL in mehrere gewdhnliche DGL zerlegt, die oft die Form
von Eigenwertproblemen haben. Diese DGL sind durch gemeinsame Konstanten mitein-
ander verbunden.

e Die allgemeine Losung erhalt man als Linearkombination von Produkten aller Teillosun-
gen.

¢ Randbedingungen schranken die Ldsungen ein, z.B. legen sie die erlaubten Eigenwerte
fest oder bestimmen die Koeffizienten der Linearkombinationen.

e Manchmal gibt es nur fiir bestimmte Parameterwerte der DGL zul&ssige Ldsungen.

4Wir haben hier die Inhomogenitét etwas anders normiert, um die Poisson-Gleichung in eine ‘physikalische’
Form zu bringen.



Kapitel 15

Koordinatensysteme

15.1 Gebrauchliche Koordinatensysteme

Bisher haben wir im R? die kartesischen Koordinaten z,y, 2 (bzw. 1, x5, x:3), die Zylinderko-
ordinaten p, p, z und die Kugelkoordinaten r, ¢, ¢ kennengelernt. Daneben gibt es noch viele
weitere Koordinaten, die in einzelnen Fallen hilfreich sein konnen!
Streng genommen haben wir aber meist nicht wirklich Zylinder- oder Kugelkoordinaten verwen-
det, d.h. Vektoren in der Basis dieser Koordinatensysteme dargestellt, sondern nur die Kompo-
nenten der kartesischen Koordinaten mit Hilfe der Variablen p, o, z bzw. r, o, ¥ parametrisiert.
Wir wollen in diesem Kapitel ganz allgemein herleiten, wie sich Groen in unterschiedlichen
Koordinatensystemen beschreiben lassen. Wir konzentrieren uns auf den Fall des R?, aber alle
Uberlegungen lassen sich in offensichtlicher Weise auf beliebige Dimensionen verallgemeinern.
Bei unseren Betrachtungen werden uns die kartesischen Koordinaten als Referenzsystem dienen.
Zur Vereinfachung bezeichnen wir sie im folgenden mit x, x5, x3 Statt z, y, z, d.h. der Ortsvektor
I
istdurchr = | zo | gegeben.
T3
Es seien nun uq, us, us beliebige andere Koordinaten. Wir stellen die kartesischen Koordinaten
als Funktion dieser neuen Koordinaten dar:

xr = ZCl(UhUQ,'Ulg),
To = IQ(ULU%US)’
xr3 = $3(U17U2,U3);

wobei wir den Funktionsnamen gleich der entsprechenden kartesischen Komponente gewahlt
haben! Dieses Gleichungssystem ist nach den w; auflosbar, falls fiir die Jacobi- (bzw. Funktional-
) Determinante (vgl. Kap. 8.4) gilt:

drrat) g (20) 4o
j

8(”17 u27u3) aul

165
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s

¢ +dg
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Abbildung 15.1.1: Koordinatenlinien in ebenen Polarkoordinaten. Die r-Linien sind radiale Ge-
rade mit Winkel ¢, und die ¢-Linien Kreise vom Radius r.

Wir betrachten nun die Koordinatenlinien (vgl. Kap. 8.4), die man erhalt wenn man alle Koor-
dinaten bis auf eine fixiert und diese freie Koordinate alle erlaubten Werte durchlaufen I&sst. Die
Koordinatenlinien durch den festen Punkt r(® = r <u§ ul )> nennen wir

ro(un) = rlun,ud ul?), () = r(@l” ug,uf)), ralun) = r(ul”, uy”, us).

Schneiden sich die Koordinatenlinien paarweise in einem rechten Winkel, so spricht man von
rechtwinkligen oder orthogonalen Koordinaten.

In kartesischen Koordinaten sind die Koordinatenlinien Geraden parallel zur korrespondierenden
Achse, z.B. ist ry(z1) = r(z, xg(”, xg )) eine Parallele zur z-Achse.

Abb. 15.1.1 zeigt die Koordinatenlinien r,(r) = r(r, o) (r-Linien) und ro(r) = r(ro, ¢) (¢-
Linien) der ebenen Polarkoordinaten.

Die Basisvektoren der kartesischen Koordinaten sind die Einheitsvektoren e, , e,, e5 in Richtung
der Koordinatenachsen. Sie stimmen mit den Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien ibe-
rein! Dies wollen wir auf beliebige Koordinaten {ibertragen und definieren daher als Basisvekto-
rene, der Koordinaten uy, us, us

1 or .
= mit A, =
Quj huj auj _— J

or
8Uj .

Damit ist e, . also ein normierter Tangentenvektor 7'; an die u;-Linie durch r,. Man beachte,
dass daher dle e,.. noch vom Punkt r,, abhéngen konnenI Die Normierungsfaktoren h,; werden
wir spater epr|2|t bendtigen!

Fur orthogonale Koordinaten, auf die wir uns hier beschréanken wollen, gilt

€y, * Cy = 0j1

Daher bilden die {e, } eine Orthonormalbasis des R?3. l.a. benutzt man die Konvention, dass
dieses System rechtshandig ist, d.h. es gilt

Cuy = Cuy X Cys + zyklische Indexvertauschungen.

=uy Zug
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Under construction !

Abbildung 15.1.2: Die Richtung der Basisvektoren €y, andert sich i.a. mit der Position.

An dieser Stelle sei nochmals betont, dass sich i.a. die Richtung der Basisvektoren ¢, , und damit
die Orientierung der Basis, als Funktion von r, &ndert (siehe Abb. 15.1.2). Man mache sich das
am Beispiel der ebenen Polarkoordinaten klar (siehe Abb. 15.1.1). Der Basisvektor e, zeigt als
Tangentenvektor an die r-Linie immer in radiale Richtung, die aber mit o, variiert. Die karte-
sischen Koordinaten bilden hier eine Ausnahme, da die Koordinatenlinien durch verschiedenen
Punkte parallel sind!

Wir wollen diese allgemeinen Betrachtungen auf die bereits bekannten Félle der Zylinder- und
Kugelkoordinaten spezialisieren. Die Ergebnisse werden wir dann verwenden, um z.B. die Form
der Differentialoperatoren in diesen Systemen herzuleiten.

15.1.1 Zylinderkoordinaten

Wir hatten die Zylinderkoordinaten in Kapitel 1.4.3 eingefuihrt. Praziser gesagt, haben wir dort
nur die ’Zylindervariablen’ p, ¢, x5 definiert und mit ihnen die kartesischen Koordinaten parame-
trisiert. In unserer jetzigen Notation (mit u; = p, us = @ und ug = x3) lauten die dort abgeleiten
Beziehungen:

T, P COS @ p = ri+a3 €]0,00]

r= |z | = | psing mit ¢ = arctan €10,27[ .
3 T3 3 € R

Die Koordinatenlinien lassen sich analog zum oben betrachteten Fall der ebenen Polarkoordina-
ten leicht bestimmen. Die p-Linien

p COS Qg

ri(p)=1pr Sirg ©o
2

sind radiale Halbgeraden in Hohe q;gm im Winkel ¢,. Die ¢-Linien sind Kreise um den Ursprung
und die x3-Linien sind Parallelen zur z-Achse.

Die Basisvektoren der Zylinderkoordinaten sind daher gegeben durch
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1or [O°9
St il b R
_ Lo _C(ilsngf hy,=p
=@ o a(p O ) 2 )
0
1 Or
Q:es h:Eg ax?) ) €3, 3

Man beachte, dass wir hier die Basisvektoren durch ihre Darstellung in kartesischen Koordinaten
(als 3-komponentige Vektoren) angegeben haben.
Da

gp X Q(p == ngy

wie man leicht nachrechnet, bilden (e, e, e, ) ein Rechtssystem.

15.1.2 Kugelkoordinaten

Die Kugelkoordinaten p, 9. hatten wir ebenfalls in Kapitel 1.4.4 kennengelernt!. Auch sie hat-
ten wir bisher im Wesentlichen zur Parametrisierung der kartesischen Komponenten benutzt:

1 r sin 1 cos ¢ P= vx%—i—m%;—f% i € [0, o0]
T3 rcos v p = arctan2 € [0,27]

Wir kdnnen nun die Basisvektoren der Kugelkoordinaten im kartesischen System angeben:

1 or sin ¥ cos

e, = —— = |sindsing |, h, =1,
he O cos v
1 or cosq?cgsgp
ey = i cos¥sing |, hg =,
v —sin?
1 or —sinp '
e, = ——=| cosyp |, h, = rsind.
v h, 0 0 v

Da
gr X Qﬂ = Q(p?

bilden (e, , ey, e,,) ein Rechtssystem.

ISiehe auch Aufgabe 3 der Ubungen.
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15.2 Bestimmung von Vektorkomponenten

Definition 15.2.1 ((\Vektor-)Komponenten).
Da die Vektoren {e, } eine Basis bilden, kann man beliebige Vektoren £ in ihr darstellen:

E=) Fye,.
J

Die Zahlen F,; nennt man die Komponenten von £ bzgl. der Basis {e,_}.

Fur orthogonale Koordinaten ist {guj} sogar eine Orthogonalbasis. Dann kénnen wir die Kompo-
nente I, einfach als Projektion von /" auf die Richtung ¢, (die Richtung der u;-Koordinatenlinie)

berechnen:
E'Qul:ZFUjQuj'Qul:ZF’U,jéjl:Ful'
j J

Die kartesischen Komponenten £}, d.h. die Komponenten bzgl. der Basis {e, e, €. }, sind offen-
sichtlich ein Spezialfall der obigen Definition. Meist sind Vektoren in kartesischen Koordinaten

gegeben:
F=Y" Fe,
j

wobei wir vereinfachend e, fir €y, schreiben. Die kartesischen Komponenten fasst man dann
Fy

auch als Spaltenvektor F = | F, | zusammen.
F3

Beispiel 15.2.1.

1. Die Komponenten des Ortsvektors r in Zylinderkoordinaten sind gegeben durch:

r, = r-e,=cosp(pcosyp)+sing(psing) = p(cos® p 4 sin® @) = p,
r, = r-e,=(—sing)pcosp+cosp(psinyp) =0,
oy = I'-€,, =Ts.

Dabei haben wir die explizite Form der Basisvektoren ¢, e, e, ausgenutzt, die wir in
Kapitel 15.1.1 angegeben hatten. Somit erhalten wir also die Darstellung von r in Zylin-
derkoordinaten als

= pe,+ x3e,,.

2. Analog konnen wir nun mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 15.1.2 den Ortsvektor in
Kugelkoordinaten darstellen. Man sieht schnell, dass r - e, = 0 = r - ¢, ist und so ergibt
sich

r=re,.
Die Darstellung in Zylinder- und insbesondere in Kugelkoordinaten ist also viel einfacher,
als die Darstellung r = x1¢e, + z2¢e,, + 73¢,, In Kartesischen Koordinaten!



170 KAPITEL 15. KOORDINATENSYSTEME

T3
3. Abschlieend wollen wir noch den Vektor F' = z3e,, = | 0 | in Kugelkoordinaten
0
darstellen.
Mit z3 = r cos ¢ folgt:
r cos v sin ) cos ¢
F. = F-.e = 0 - | sindsing | = rsind cos v cos p,
0 cos v
Fy T ey :’I“COS219COS§0,
F, = r-e,= —7r cos ¥ sin .

Die Darstellung von F' in Kugelkoordinaten ist also wesentlich komplizierter als die in
kartesischen Koordinaten.

Als Néachstes wollen wir uns mit dem Differenzieren von Vektoren beschéftigen. Da die Ko-
ordinatenlinien i.a. keine Geraden sind (auBer im kartesischen Fall), &ndern die Basisvektoren
ihre Richtung und missen daher auch differenziert werden, nicht nur die Komponenten, wie im
kartesischen Fall. Bei Ableitung nach den Koordinaten v, gilt daher:

OF O0F,, de,
— = F L.
du; XI: ( du; = )

Bei der Ableitung nach anderen Parametern (z.B. der Zeit) geht man unter Beriicksichtigung der
Kettenregel analog vor.

Beispiel 15.2.2. Wir wollen die Geschwindigkeit v(¢) aus r(¢) bestimmen.
In kartesischen Koordinaten sind die Basisvektoren e, konstant und wir haben die bekannte For-

mel
u(t) =i(l) = Z ;(t)e;,

d.h. wir erhalten die Komponenten der Geschwindigkeit durch Zeitableitung der Komponenten
von r.

In Zylinderkoordinaten ist das nicht so! Wir verwenden die in Beispiel 15.2.1 abgeleitete Dar-
stellung des Ortsvektors in Zylinderkoordinaten und erhalten zunéchst

wt) = i) = 5 (e, + 1ses,)

= pe,+pe, + T3e,, + T3€,,.

Wir bendtigen nun die Zeitableitungen der Basisvektoren. Diese kdnnen wir uns aus den Ergeb-
nissen in Kapitel 15.1.1 beschaffen, denn es gilt z.B.

g [cosy —psinp

e, = |[sinp | =| pcosp | =pe,.
dt 0 0
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Offensichtlich gilt ¢,, = 0 und somit erhalten wir fir die Geschwindigkeit

Dieses Ergebnis kann man alternativ auch folgendermafien herleiten: Zundchst driickt man r im
kartesischen System mit Hilfe der Zylindervariablen aus:

T p Cos @
r=\|z2| =|psing
I3 I3
Hieraus folgt
1 L COS Y — pYsin
r= x| = | psing+ppcosy
T3 T3

Die Projektionen i - ¢, etc. ins Basissystem der Zylinderkoordinaten liefern dann wieder v(t) =
pe, + pype, + T3, .

Bei der obigen Rechnung haben wir die Ableitungen der Basisvektoren bendtigt. Allgemein ist
folgendes Ergebnis nitzlich:

Es sei e(t) ein beliebiger Einheitsvektor, dessen Richtung von der Zeit abhéngt. Dann gilt wegen
1 =e(t)-e(t) = e*(t) (wobei e(t) = |e(t)| den Betrag des Vektors bezeichnet)

und somit ist
e(t) L e(t).

Die Ableitung eines Einheitsvektors steht immer senkrecht auf diesem!
In obigem Beispiel wissen wir daher, dass sich z.B. ¢, darstellen lassen muB als ¢, = a¢,, + be,,
mit Koeffizienten a, b. Diese lassen sich manchmal durch andere Uberlegungen bestimmen.

Bemerkung.

e Es besteht ein Unterschied zwischen der blofien Verwendung krummliniger Koordinaten
(genauer: Variablen) und der Darstellung eines \ektors in einem solchen Basissystem!

e Die Spezifikation eines Vektors durch seine Komponenten macht nur bei Angabe des Ba-
sissystems Sinn! Wir wir an den Beispielen gesehen haben, sind die Komponenten eines
Vektors in kartesischen Koordinaten als die in Kugelkoordinaten.

Beispiel 15.2.3. Wir wollen diese wichtigen Bemerkungen noch einmal an Hand eines Beispiels
diskutieren. Dazu betrachten wir den Vektor a = 5x1e; 4+ 5x2e, + 5z 3e5 In der kartesischen Basis
{e1, €5, €5}. Dort hat der die Komponenten (5z1, 5x2, 5z3). Wir konnen nun diese Komponenten
(1) auch in Kugelvariablen ausdriicken als (57 sin ¥ cos ¢, 5r sin 9 sin ¢, 5r cos /). Man beachte:
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Dies sind immer noch die kartesischen Komponenten, nun aber parametrisiert durch die Varia-
blen der Kugelkoordinaten!

In der Basis {e,,ey,e,} der Kugelkoordinaten (und in den entsprechenden Variablen ausge-
driickt) haben wir aber ¢ = 5re, mit den Komponenten (57,0, 0). Diese kdnnen wir auch noch
mit den kartesischen Variablen ausdriicken als (51/22 + x3 + x2,0,0).

Bemerkung.  Wenn nicht anders angegeben, sind mit “Komponenten” i.a. die kartesischen
Komponenten gemeint, z.B. in der komponentenweisen Definition eines Vektors.

15.3 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

Als néchstes wollen wir die Frage klaren, wie die Differentialoperatoren Gradient, Rotation,
Divergenz und der Laplace-Operator in anderen orthogonalen Basissystemen aussehen.

15.3.1 Gradient

Es sei ¢(r) ein Skalarfeld. Die Komponente des Gradienten grad ¢ in e, -Richtung ist gegeben
durch

0
(grad ¢)uj = (grad¢) ;= (grad ¢) - (%%)
Uj J

N B, zl: Or) Ouj o, Ou;’

und somit gilt im neuen Basissystem

1 0
grad = 3w 5
j ta

Speziell fir die uns bekannten Koordinaten erhalten wir hieraus explizit

kartesisch: grad ¢(x1, x9, x3) = Z €; §—¢ )
- X
J
. 0 1 0 0
Zylinder: grad ¢(p, v, x3) = |:Qp 8_p + ;Qso % + €, 8—:(:3} o(p, p,x3)
o 1 0 1 0
Kugel: grad ¢(r, ¥, p) = {gr o + ~ 5 + g & %} o(r, 0, ).
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15.3.2 Divergenz

Aus dem allgemeinen Ergebnis fiir den Gradienten angewandt auf die Koordinaten selbst folgt
zundchst eine Darstellung der Basisvektoren durch den Gradienten:

1 8u] 1
huj grad uj; = huj : €y, hw oy = huj Zﬁul h_wfsjl = &y,

Wir betrachten nun ein Skalarfeld A = > A, (u1, us, uz)e, , dessen Komponenten A, in den
krummlinigen Koordinaten bekannt sind.

Zur Vereinfachung untersuchen wir zundchst nur die Wirkung der Divergenz auf den ersten Term
Ay e

Ul =uy "

dlv(A e ) = dlv((

Ul =uq

X §u3) Aul)
= div (hyyhus Ay, (grad ug x grad us))

U2

= grad(hy,hus, Ay, ) - (grad us X grad ug) + hy, ey Ay, div (grad ug x grad ug)
1
B Py Py o, grad (T oy Av)
1 O(huyhusAuy)

th hu3 8u1

Dabei haben wir im ersten Schritt ausgenutzt, dass die e,, . ein rechtshandiges Orthonormalsystem
bilden, und im zweiten Schritt die oben angegebene Darstellung der Basisvektoren durch den
Gradienten. Im dritten Schritt wurde die allgemeine Produktregel

div(pA) = A-grad ¢ + ¢ div A,

die fur beliebige Skalarfelder ¢ und Vektorfelder A gilt, benutzt. Eine ahnliche Identitat fir die
Divergenz eines Kreuzproduktes wurde beim Ubergang zur 4. Zeile ausgenutzt:

div(Ax B)=B-rotA—A-rotB.
Speziell fur A = grad uy und B = grad ug folgt wegen rot(grad ¢) = 0 (siehe Aufgabe 15):
div(grad us x grad uz) = 0.

Die Rechnung fir die anderen Terme geht analog. Als Endergebnis fiir die Divergenz in einem
beliebigen orthogonalen Koordinatensystem erhalten wir daher

1 0
Py Py Py | Ot

i (hul hu2 AUB )

0
—huhuAug
+ g (g ) 50

hu hu Au1
( 2 3 ) auz

div A(uy, ug, us) =

Speziell fur die uns bekannten Koordinaten erhalten wir hieraus explizit
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kartesisch:

Zylinder:

Kugel:

divA = % ,
; 8xj
. 10(pA,) 104, 0A,,
leA<IO7SD7I3) =~ (gpp) ; agplp 6$3 )
, 1 9(r*4,) 1 O(sinvAy) 1 0A,
div A(r, 9, ) = 2 or rsind Oy rsind dp

Dabei haben wir das Vektorfeld jeweils in der entsprechenden Basis dargestellt, z.B. fir Zylin-
derkoordinaten als A(p, ¢, x3) = Ape, + Age, + Agge

T3=x3"

Beispiel 15.3.1. Als Beispiel fiir die Nitzlichkeit dieser Ergebnisse wollen wir die Divergenz
des Vektorfeldes F = r%gr berechnen, das also in der Basis der Kugelkoordinaten gegeben ist.
Es beschreibt z.B. die Gravitationskraft zwischen zwei Punktmassen.

Die Komponenten von F' in Kugelkoordinaten sind F,. = TLQ und Fy = F, = 0. Somit gilt

2
div F = i@(r F)
or

5 =0.

15.3.3 Rotation
&

Wir betrachten zundchst nur den Anteil A, e, des Vektorfeldes A = Zj Aujguj und gehen
ahnlich vor wie bei der Berechnung der Divergenz:

rot(Ay, e, )

U1 =uq

rot(hy, Ay, graduy)
Py Ay, rot(grad uy) + (grad(hy, Ay, )) X grad uy
—grad uy x (grad(hy, Ay,))

1 1 9(hAy,)
e (o

hul (9ul
_ 1 Ay 1 Ay
N hu1 hu3 8u3 —u2 hu1 hu2 8u2 U8

Dabei haben wir die Identitat
rot(pA) = ¢ rot A+ gradop x A

benutzt, die fur beliebige Skalarfelder ¢ und Vektorfelder A gilt.
Die Rechnung fiir die anderen Beitrdge geht analog. Insgesamt kann man die Rotation kompakt
in folgender Form als Determinante schreiben:

h'UlQUJ hU2Q’U,2 hu3§u5
rot A(uy, ug,uz) = | 0/0uy  0/0us  9/0us
hu1 Au1 huz Au2 hua AUS
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Diese Regel ist analog zur bekannten Merkregel fiir das Kreuzprodukt zu interpretieren: Man
entwickelt die Determinante formal nach der ersten Zeile, die ja Vektoren als Elemente enthélt,
und erhalt so die Komponenten der Rotation. Bei der Entwicklung ist zu beachten, dass man
die Reihenfolge der Faktoren nicht vertauschen darf, da die zweite Zeile Differentialoperatoren
enthélt, die auf die entsprechenden Elemente der dritten Zeile wirken.

Alernativ kdnnen wir das allgemeine Ergebnis auch mit Hilfe des Levi-Cevita-Symbols ¢;;;, (vgl.

Auf. 7) schreiben als

(I'Ot A(Ul, U2, UB))ul = Z Eijk:h'ui

Jk

Dabei istdann rot A = ), (rot A),,e,,..

Wir spezialisieren dieses allgemeine Resultat wieder auf die wichtigsten Félle:

Oy Au,)
an

) A
kartesisch: (rot A(x1, 22, x3)), = E Eijk_g b )
.r .
gk J

Zylinder:  rot A(p, p,x3) = (

104, 8A¥,) L (aAp -
=p

; Op 3—363 8—953
1 (9(pAy) 814,,)
+ — - §$3 9
p ( 8p 890
QUgel: ot Al 0. — Tsimg (6(81;31‘1@) B (95?1;) &+
1/0(rAy) 104,
r or r 09 Co-

0A,,
dp

1

).

P

0A,

1 G(TA@)>

(rsinﬁ dp r or

€y

Dabei bezeichnet wieder ¢;;;, das Levi-Cevita-Symbol.

15.3.4 Laplace-Operator

AbschlieBend wollen wir noch die Ergebnisse fir den Laplace-Operator ohne Rechnung ange-
ben. Im Prinzip kann man sie aus den bereits abgeleiteten Darstellungen des Gradienten und der

Divergenz Uiber A¢ = div(grad ¢) gewinnen.
Das allgemeine Resultat ist

Ap(uy,ug,uz) = div (grad ¢(uq, ug, usz))

1

Py P,

9¢

1 {1 (huhu a¢) 1 (hulh% 0

hul hu2 hu3 8u1 hul 8u1 aUQ

0u2

)+

8U3

(

hUB

8u3

)]
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Under construction !

Abbildung 15.4.1: Parametrisierung einer Raumkurve durch die Bogenlénge.

Speziell fir die drei wichtigsten Koordinatensysteme bedeutet dies:

— ¢
kartesisch: AP(xy, 19, 13) = =
- Ox;
0? 10 1 02 82
zylinder: A = |5+t + 555

. , 00 1 ¢ 1 0%
Kugel: AoV, ¢) = 7“2 or < 87“) + 72 sin 9 9V (Sm19319> * r? sin2193—<,02.
15.4 Bogen-, Flachen-, Volumenelemente

15.4.1 Raumkurven

Wir betrachten eine Raumkurve, die durch die Parametrisierung r(¢) beschrieben wird. Beispiele
hatten wir schon im Abschnitt Gber Wegintegrale kennengelernt.

Eine natlirliche Parametrisierung ist durch die Bogenlénge gegeben, d.h. dem zuriickgelegten
Weg entlang der Kurve. Dieser wird relativ zu einem festen Bezugspunkt r, = r(t = 0) gemes-
sen (Abb. 15.4.1).

Die infinitesimale Bogenldnge ds kdnnen wir einfach in kartesischen Koordinaten ausdriicken:

(ds)? = (dx1)* + (dxo)? + (dw3)?,

d.Tl d$2 2 dl’g 2
0= [[ater= [lan () (22)' 4 (12
Nach Definition der Geschwindigkeit gilt auRerdem fir ihren Betrag

ds

woraus folgt

Der (normierte) Tangentenvektor an die Kurve ist

v(t)

T(t) = —=
gegeben, was sich mit Hilfe der Bogenlange in der Form
.

ds
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schreiben I&Rt.
Neben der Tangenten gibt es noch zwei weitere \ektoren, die die Raumkurve lokal charakteri-
sieren. Der erste ist der Hauptnormalenvektor (oder Krimmungsvektor)

1dl
H=--—=
Kk ds
wobei  durch die Forderung |H| = 1 bestimmt ist. x nennt man auch Krimmung. Man kann
sie auch uber

|7 X 7
K= -
[
bestimmen.
Aus der Normiertheit von T folgt
d ar
0=—T*=2T -—
ds— — ds

d.h. der Hauptnormalenvektor steht senkrecht auf der Tangenten.
Um ein lokales Orthogonalsystem zu erhalten, bendtigen wir noch einen Vektor, der senkrecht
auf 7' und H steht. Diesen nennt man auch Binormalenvektor:

B=TxH.

Wir konnen die Bogenlénge auch in beliebigen Koordinaten «; ausdriicken:

ds = \/(hu1du1>2 + (hugdu2)2 + (hquU3)2 .
Speziell in Zylinderkoordinaten haben wir z.B.
(ds)? = (dp)* + p*(dp)? + (d2)*.

15.4.2 Flachen- und Volumenelemente

Wir wollen nun noch die allgemeine Form von Flachen- und Volumenelementen in krummlinigen
(orthogonalen) Koordinaten ableiten.

Zunachst betrachten wir eine Koordinatenflache, die durch die Parametrisierung z(ul,ug,uéo))
gegeben sei. Dann ist das Flachenelement gegeben durch

dA(u1, uz) = |(hu,€y,) ¥ (huyey,)| durdus.

Analoge Ergebnisse erhdlt man, wenn man andere Koordinaten als us fixiert.
Ein Beispiel ist der Zylindermantel, der sich als Koordinatenflache ergibt, wenn man p = p,
fixiert. Dann gilt

dA(p,x3) = podpdrs .
Das Volumenelement ist allgemein durch
AV = |hyy by hog | duy dusgdusg

gegeben. Hieraus erhélt man dann fiir die Kugel- und Zylinderkoordinaten die in Kap. 8.4 mit
Hilfe des Transformationssatzes abgeleiteten Ergebnisse.



