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Vorbemerkungen

DasvorliegendeSkript zu VorlesungMathematischeMethodenersetztnicht denregelmässigen
Besuchder Vorlesungen.Es ist als Ergänzunggedacht,zum Nacharbeitenoderzur Vorberei-
tungauf KlausurenundPrüfungen.Deshalbsolltenalle FormelnundAussagenimmerkritisch
betrachtetwerden,eskönntennochDruckfehlerenthaltensein!
WesentlicherBestandteilderVorlesungMathematischeMethodensinddie Übungen.Geradein
denerstenSemesternist esunbedingterforderlich,denStoff durcheigensẗandigesBearbeiten
von Übungsaufgabenzuvertiefen.
Ziel derVorlesungundderdazugeḧorigenÜbungenist dieVermittlunggrundlegendermathema-
tischerTechnikenundFähigkeiten,die zur LösungphysikalischerAufgabenstellungenben̈otigt
werden.Im erstenTeil werdendiemathematischenTechnikenundMethodeneingef̈uhrt,diezum
VersẗandnisderVorlesungen“Experimentalphysik I+II” notwendigsind.Schwerpunktdeszwei-
tenBlocksist die Vorbereitungauf die KursvorlesungenderTheoretischenPhysik. Die meisten
derhier vorgestelltenMethodensindnichtGegenstandderMathematikvorlesung.
WesentlichesZiel der Vorlesungist die praktischeBeherrschungder vorgestelltenVerfahren.
Notwendigerweisebleibt im Vergleich zu einer`echten'Mathematikvorlesungdie mathemati-
scheStrengeetwasaufderStrecke.EswerdendaherhöchstensBeweisideenoderBeweisskizzen
präsentiert.Außerdemsoll speziellaufdenbesonderenUmgangderPhysikermit derMathema-
tik hingewiesenwerden.

Für FehlermeldungenundVerbesserungsvorschl̈agebin ich jederzeitdankbar. Siekönnenauch
peremailanmich (as@thp.uni-koeln.de ) geschicktwerden.Die jeweilsaktuellsteVersi-
ondesSkriptsist im InternetübermeineHomepage

http://www.thp.uni-koeln.de/ » as

verfügbar.

AndreasSchadschneider
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Literaturempfehlungen

Im folgenden�nden Sie eine kommentierteAuswahl der popul̈arstenLehrbücher. Die Vorle-
sungorientiertsich nicht speziellan einemBuch. Ich empfehleIhnendeshalb,sich vor einem
eventuellenKauf zun̈achstdieeinzelnenWerkegründlichanzusehen.Alle sindin derStudenten-
bibliothekvorhanden.

² S.Großmann:MathematischerEinführungskurs für diePhysik(Teubner-Verlag)

PreiswerteEinführungin die wichtigstenmathematischenTechniken.Kannwährenddes
gesamtenStudiumsverwendetwerden,insbesonderealsNachschlagewerk.Eswerdenal-
lerdingsnichtalleThemenderVorlesungbehandelt.
Preis:ca. 30Euro

² C.B.Lang,N. Pucker:MathematischeMethodenin derPhysik(Spektrum)

Ein neueresLehrbuch, dasalle Themender Vorlesungumfasst.Enthält auchzahlreiche
Übungsaufgabenmit Lösungen.
Preis:ca. 45Euro

² K. F. Riley, M. P. Hobson,S. J. Bence:MathematicalMethodsfor PhysicsandEnginee-
ring (CambridgeUniversityPress)

EinenglischsprachigesLehrbuch,dassehrausf̈uhrlichist (mehrals1300Seiten!).Ergänzend
�nden sichzahlreicheÜbungsaufgabenzumSelbststudium.

² H. Fischer, H. Kaul: Mathematikfür Physiker (Teubner),3 Bände
Einedreib̈andigerKlassiker, derdenStoff derVorlesungweitgehendabdecktunddarüber-
hinausweitereThemensehrdetailliert diskutiert.Ist auchfür die Mathematik-Vorlesung
nützlich.
Preis:ca.40EuroproBand

² T. Arens,F. Hettlich, C. Karp�nger, U. Kockelkorn, K. Lichtenegger, H. Stachel:Mathe-
matik(SpektrumVerlag)

EineEmpfehlungderStudierenden!SehrumfangreichesMathematik-Buch,dassichaber
auchum die Anschauungbem̈uht unddahersehrgut zur BegleitungderVorlesunggeeig-
netist.
Preis:ca.70Euro
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4.4.1 Integrationübereinunbeschr̈anktesIntervall . . . . . . . . . . . . . . . 53
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Kapitel 1

Vektoren

VektorensindgerichteteGrößen.SiebeinhaltenInformationenüberLänge(Zahl)undRichtung.
VektorenkönnenauchdimensionsbehafteteGrößensein.DannhabensieaucheineEinheit.

Ein typischerVektor ist eineVerschiebung(sieheAbb. 1.0.1).Damit lauteteineerste,intuitive
De�nition für einenVektor:

Größen,diesichwie eineVerschiebungverhalten,bezeichnetmanalsVektoren.

Manschreibthierfür~a;a; a; : : :.

Im RahmenderVorlesungundin diesemSkriptverwendenwir dieNotationa. Diesist vor allem
dannbequem,wennmanmit derHandschreibt.

a

Abbildung1.0.1:VerschiebungenlassensichdurchVektorencharakterisieren.

Der Angriffspunktspielt bei derCharakterisierungeinerVerschiebungkeineRolle. Dahersind
Vektorenparallelverschiebbar.

TypischeBeispielefür Vektorenin derPhysik sindderOrtsvektorr , derdie PositioneinesTeil-
chensangibt,dieGeschwindigkeit v odereineKraft F .

Eine physikalischeGröße,die sich durchAngabeeinereinfachenZahl beschreibenlässt,be-
zeichnetmanalsSkalar. WichtigeBeispielehierfür sinddie Massem, die TemperaturT oder
dieZeit t.
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8 KAPITEL 1. VEKTOREN

1.1 Vektorr äume

EinemathematischformalereDe�nition einesVektorsist folgende:

De�nition 1.1.1(Vektorraum,Vektor).

EineMengevonElementenV = f a; b; : : : g heißtVektorraum unda; b; : : : Vektoren, wennfür
allea; b; c; ¢¢¢2 V gilt:

1. Abgeschlossenheit:a+ b2 V und¸a 2 V (füralle¸ 2
�

; ¸ bezeichnetmanauchalsSkalar)

2. Assoziativität: a + (b+ c) = (a + b) + c

3. NeutralesElement(Nullvektor):Esexistiert 0 2 V mit a + 0 = a für allea 2 V

4. Inverse:Für alle a 2 V existiert ~a 2 V mit a + ~a = 0. ~a bezeichnetmanals inverses
Element.Manschreibtauch¡ a.

5. Kommutativität: a + b= b+ a

6. Für alle ¸; ¹ 2
�

gilt:

(a) (¸ + ¹ )a = ¸a + ¹a

(b) (¸¹ )a = ¸ (¹a )

(c) ¸ (a + b) = (¸a ) + (¸b)

7. 1 ¢a = a

Die meistendieserEigenschaftensindoffensichtlich,wennmananVerschiebungendenkt!

Die Addition zweierVektorena undbkannmansichanschaulichalsHintereinanderausführung
zweierVerschiebungenvorstellen,diesichnaẗurlich durcheineeinzigeVerschiebungrealisieren
lässt.Diesebezeichnetmandannmit a + b. Gra�sch lässtsichdaswie folgt veranschaulichen
(sieheAbb. 1.1.1a):Der Vektorbwird parallelandasEndedesVektorsa verschoben.a + b ist
danndieVerbindungdesAnfangspunktesvona mit demEndpunktdesverschobenenVektorsb.

Die anschaulicheBedeutungdesMultiplikation mit einemSkalarwerdenwir späterin diesem
Abschnittdiskutieren.

Abb. 1.1.1bveranschaulichtdasinverseElement~a = ¡ a. ¡ a hat die gleicheLänge,aberdie
entgegengesetzteRichtungvona. DamitläßtsichauchdieSubtraktionvonVektorenalsAddition
desInversende�nieren:a ¡ b := a + (¡ b) = a + ~b.
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a) a
b

b
a + b

b) ~a
a

Abbildung 1.1.1:Veranschaulichungder Addition von Vektoren(links) und desinversenEle-
ments~a = ¡ a (rechts).

Beispiel1.1.1.
� 2 mit a =

µ
a1

a2

¶
; wobeia1; a2 2

�

mit derAddition undskalarenMultiplikation: a + ¸b :=
µ

a1 + ¸b1

a2 + ¸b2

¶

Verallgemeinerungauf
� n : analogekomponentenweiseDe�nition

Speziellfür n = 1 erḧalt mandiebekanntenRechenregelnfür die reellenZahlen
�

.

De�nition 1.1.2(BetrageinesVektors).

DenBetrag bzw. dieL ängeoderauchNorm einesVektorsa bezeichnetmanmit

jaj = a:

Sp̈aterwerdenwir immer die Schreibweisea verwenden1, sofernkeineVerwechslungsgefahr
besteht.
Speziellgilt: j0j = 0.

Für dasobigeBeispiel1.1 des
� 2 de�niert mandenBetragals

¯
¯
¯
¯

µ
a1

a2

¶ ¯
¯
¯
¯ =

p
a2

1 + a2
2. Allge-

meingilt für den
� n :

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

0

B
@

a1
...

an

1

C
A

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

=
p

a2
1 + ¢¢¢+ a2

n

1.2 Vektoralgebra

Im folgendenwollenwir drei verschiedeneMultiplikationenvonVektorende�nieren.

De�nition 1.2.1(SkalareMultiplikation). b= ¸a (Vektor= Skalar¢Vektor)

Die skalare Multiplikation kennenwir bereitsausden Vektorraum-Axiomen,die auchihre
Regelnfestgelegen.MankanndasErgebniseinfachgeometrischinterpretieren:

a) ¸ > 0 : a undbzeigenin diegleicheRichtung(parallel):a k b
b) ¸ < 0 : a undbentgegengesetzt(antiparallel).

1D.h.wir lasseneinfachdasVektorsymbol weg.
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b

jbj ¢cosÁ
aÁ

Abbildung1.2.1:Die Projektionvonbaufa.

Für denBetraggilt jbj = j¸ j ¢jaj. Daher:

a) j¸ j > 1: Streckung
b) j¸ j < 1: Stauchung

De�nition 1.2.2(Skalarprodukt). Vektor¢Vektor= Skalar(Zahl)

DasSkalarprodukt zweierVektorena, b liefert einenSkalar.
Im

� 2 ist esde�niert als: a ¢b := a1b1 + a2b2.

Die Verallgemeinerungaufden
� n ist offensichtlich: a ¢b := a1b1 + : : : + anbn

Wir könnendasSkalarproduktauchgeometrischde�nieren: a ¢b= jaj ¢jbj ¢cosÁ

DiesegeometrischeDeutungimpliziert nun:
a ¢b= 0 , Á = § ¼=2 , a senkrechtaufb (a ? b)

Die Projektion vonbaufa ist jbj cosÁ (sieheAbb. 1.2.1).DieseProjektionlässtsichauchdirekt
mit Hilfe desSkalarproduktesausdr̈uckenals a¢b

jaj oderâ¢b, wobeiwir denEinheitsvektorâ = a
jaj

in Richtungvona eingef̈uhrthaben(s.u.,Def. 1.3.3).

De�nition 1.2.3(Kreuzprodukt(Vektorprodukt,̈außeresProdukt)). Vektor£ Vektor= Vektor

Im Gegensatzzur skalarenMultiplikation und demSkalarproduktist dasKr euzprodukt c =
a £ b2

� 3 zweierVektorena; b2
� 3 nur im

� 3 de�niert!

AnschaulicheDe�nition: c = a £ b hatdenBetrag jcj = jaj ¢jbj ¢sinÁ undstehtsenkrecht

aufa undb: c ? a; c ? b. Dabeibildena; b; c einRechtssystem(Rechte-Hand-Regel).

Bem:Darausfolgt sofort:a £ b= ¡ b£ a (dasKreuzproduktist antikommutativ).

KomponentenweiseDe�nition: a £ b :=

0

@
a2b3 ¡ a3b2

a3b1 ¡ a1b3

a1b2 ¡ a2b1

1

A

Ein weiteresProdukt,dasnur im
� 3 de�niert ist, ist dasSpatprodukt.

De�nition 1.2.4(Spatprodukt).

Als Spatprodukt bezeichnetmanfolgendesProduktdreierVektorena, b, c 2
� 3: a ¢(b£ c).

WeitereRechenregelnfür Skalar-undKreuzproduktlernenSiein denÜbungenkennen!
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WichtigeBemerkung:Im Gegensatzzur Multiplikation von reellenZahlen(6= 0) lassensichdie
MultiplikationenvonVektoreni.a.nichtumkehren.
M.a.W.: Esgibt keineDivision durch Vektoren!
Ein Grund hierfür ist, dassman z.B. ausder Kenntnisvon a ¢b und a nicht eindeutigauf b
zurückschliessenkann.Tats̈achlich gibt es hier i.a. unendlichviele Lösungen.Man kann nur
durchBetr̈agevonVektorendividieren!

1.3 BasiseinesVektorraumes

De�nition 1.3.1(Linearkombination,Erzeugendensystem).

Es ist zweckm̈assig,in einemVektorraumgewisseVektorene1; e2; : : : ; en auszuzeichnen,mit
derenHilfe sichalleanderenVektorena 2 V als

a =
nX

j =1

¸ j ej = ¸ 1e1 + ¸ 2e2 + ¢¢¢+ ¸ nen

darstellenlassen.Mansagt:a ist eineLineark ombination derVektorene1; e2; : : : ; en . Ist esbei
fest vorgegebenene1; e2; : : : ; en möglich, für alle Vektorena 2 V geeigneteSkalare¸ j 2

�

zu �nden, so dasssich a als LinearkombinationdieserVektorenergibt, so bilden die Vektoren
e1; e2; : : : ; en einsog.ErzeugendensystemvonV.

De�nition 1.3.2(Basis,Dimension).

Kann mankeinender VektoreneinesErzeugendensystemsweglassen,ohnedassdieseEigen-
schaftverlorengeht,soheißte1; e2; : : : ; en eineBasisdesVektorraumesV. Die Zahln derVek-
torenderBasisheißtdieDimensionvonV. Manschreibthierfür auchn = dim V.
n kann auchunendlichsein! In diesemFall spricht man von einemunendlich-dimensionalen
Vektorraumund schreibtdim V = 1 . In der LinearenAlgebrawird gezeigt,dassn eindeutig
bestimmtist, d.h.alleBaseneinesVektorraumsbestehenausgleichvielenElementen.

Die ¸ j sinddieKomponentenvona bzgl.derBasise1; e2; : : : ; en .

Beispiel1.3.1. Die Vektorene1 =
µ

1
0

¶
; e2 =

µ
0
1

¶
; e3 =

µ
1
1

¶
bildenein Erzeugenden-

systemdes
� 2. e1, e2 bildensogar eineBasis,dennfür einenbeliebigenVektora =

µ
a1

a2

¶
gilt

offensichtlicha = a1e1 + a2e2. Somithata die Komponentena1 unda2 bzgl. derBasise1, e2.
Außerdemfolgt dim

� 2 = 2.
NachHinzunahmedesVektorse3 kannmanimmernochalleElementedes

� 2 alsLinearkombi-
nationdarstellen.Mansetzteinfach¸ 3 = 0. Allerdingsist e1, e2, e3 keineBasismehr.

Beispiel1.3.2.

e1 =

0

@
1
0
0

1

A ; e2 =

0

@
0
1
0

1

A ; e3 =

0

@
0
0
1

1

A
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ist eineBasisdes
� 3.

Allgemeinhatder
� n dieDimensionn.

Häu�g ist eszweckm̈assig,die Basisvektorenmöglichst“einfach” zu wählen.I.a. normiertman
ihre Längeauf 1 (d.h.ej ¢ej = 1 bzw. jej j = 1) undwählt die Vektorenpaarweiseorthogonal
(ej ? el ): ej ¢el = 0 für alle j 6= l. MansprichtdannvoneinerOrthonormalbasis.
Ist jej j 6= 1 für mindestensein j , sohatmanesmit einerOrthogonalbasiszu tun.

De�nition 1.3.3(Einheitsvektor).

Einheitsvektoren sindVektorenderLänge1. Zu einembeliebigenVektora 2 V (a 6= 0) kann
maneinenEinheitsvektorgleicherRichtungde�nieren:

â =
a
jaj

y jâj = 1

Offensichtlichsindâ unda parallelzueinander.

Speziellfür dieEinheitsvektorenin x; y; z-Richtungschreibtman:x̂; ŷ; ẑ oderex ; ey ; ez.

Die WahleinerBasiseinesVektorraumesist nichteindeutig.Manwählt i.a.dieBasis,die für ein
gegebenesProblemamzweckm̈assigstenerscheint.In derRegel sinddiesOrthonormalbasen.

1.4 Koordinatensysteme

In der Physik tritt sehrhäu�g dasProblemauf, die Lagevon Punktenin einemRaumzu be-
schreiben2. Diesgeschiehtmit Hilfe von Koordinatensystemen.Ein Koordinatensystemerhält
mandurchFestlegungeinesPunktes,demUrsprung, undeinerBasis.

Im folgendenwollenwir diewichtigstenKoordinatensystemekurzvorstellen.Wir werdenspäter
daraufzurückkommenundz.B.dieBasisvektorenderSystemeexplizit de�nieren.

Wir betrachtennun einenPunktP, dessenLageim Raumwir auf verschiedeneArten charak-
terisierenwollen.Wir stellenunsdahervor, dasswir einenausgezeichnetenPunktalsUrsprung
gewählt haben.Der PunktP kanndanndurchdenVektora charakterisiertwerden.Dieserent-
sprichtderVerschiebungvomUrsprungnachP.

1.4.1 KartesischeKoordinaten

Wir betrachtenzun̈achstdenFall eineszweidimensionalenRaumes,denwir mit dem
� 2 iden-

ti�zieren. Die einfachsteWahl einer Basisdes
� 2 führt auf dassog.kartesischeKoordina-

tensystem. Hier wählt man(orthogonalen!)Einheitsvektorenex , ey in x¡ undy¡ Richtungals
Basisvektoren(sieheAbb. 1.4.1)undkommtso(durchProjektionaufdiex¡ bzw. y¡ Achse)zu

derbekanntenDarstellung a = axex + ayey bzw. a =
µ

ax

ay

¶
.

Hier sindalsodieKoordinaten(ax ; ay) desPunktesP gleichdenKomponentendesVektorsa.

2Der 'Raum' kanndabeidurchaussehrabstraktsein!
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xÁ

y

ay

ax

a

Abbildung1.4.1:KartesischesKoordinatensystemundDe�nition derebenenPolarkoordinaten.

1.4.2 (Ebene)Polarkoordinaten

Daszweitehäu�g verwendeteKoordinatensystemin zwei Dimensionensind die (ebenen)Po-
lark oordinaten (jaj ; Á). Die KoordinatensindhiernichtdurchdieProjektionenaufdiex¡ und
y¡ Achsegegeben,sonderndurchdie Längea = jaj desVektorsa und denWinkel Á, dener
mit derx¡ Achseeinschließt(sieheAbb. 1.4.1).Darausergibt sichderfolgendeZusammenhang
zwischendenkartesischenunddenPolarkoordinaten:

ax = acosÁ
ay = asinÁ

¾
( )

½
a =

p
a2

x + a2
y

tan Á = ay

ax

Die KoordinatenkönnenfolgendeWerteannehmen: a ¸ 0 und0 · Á < 2¼.

Man beachte,dassÁ durchdie Bedingungtan Á = ay=ax nicht eindeutigbestimmtwird! Dies
wird in Kap.5.2genauerdiskutiert!

Bem:Ein Vektora ansichist unabḧangigvomKoordinatensystem.ErstdieKomponenteneines
VektorssindvonderWahldesKoordinatensystemsabḧangig.
Die Polarkoordinatenstimmennichtmehrmit denKomponentendesVektorsüberein!

1.4.3 Zylinderk oordinaten

Üblicherweisearbeitetman im
� 3 mit einemdreidimensionalenkartesischenKoordinatensy-

stem.Bei Problemenmit bestimmtenRotationssymmetrienkönnenjedochdaranangepassteKo-
ordinatensystemeweiterhelfen.
In Zylinderk oordinaten werdenzweidimensionaleebenePolarkoordinatenin der x-y-Ebene
mit einerz-Koordinatekombiniert(sieheAbb. 1.4.2).a0 = (ax ; ay; 0) ist dieProjektionvon a in
die x ¡ y¡ EbeneundÁ derWinkel zwischena0 undderx¡ Achse.Dabeihatmanzu beachten,
dassdasurprünglichekartesischeKoordinatensystemrechtsḧandig ist, d.h. die Rechte-Hand-
Regel erfüllt3. Als Koordinatenerḧalt mana0 = ja0j, Á undaz mit folgenderUmrechnungsvor-
schrift:

3Der Daumenzeigt in Richtungderx¡ Achse,derZeige�nger in y¡ RichtungundderMittel�nger in Richtung
derz¡ Achse.
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a

Á

z

x

y

az

a0 = (ax ; ay; 0)

Abbildung1.4.2:Zylinderkoordinaten

ax = a0cosÁ
ay = a0sinÁ
az

9
=

;
( )

8
<

:

a0 =
p

a2
x + a2

y

tan Á = ay

ax

az

Die KoordinatenkönnenfolgendeWerteannehmen: a0 ¸ 0, 0 · Á < 2¼und¡1 < az < 1 .

Bem.:Man beachte,dassa0 nicht derBetragvon a ist, alsodessenLänge.Stattdessenist a0 der
Abstandvonderz¡ Achse.

1.4.4 Kugelkoordinaten (sphärischePolarkoordinaten)

In KugelkoordinatenbenutztmanaußerderLängea = jaj desVektorsa zweiWinkelÁ, µ(siehe
Abb. 1.4.3).Der Winkel µ ist dabeiderWinkel zwischendemVektora undderz¡ Achse.Um
vondenZylinderkoordinatenzudenKugelkoordinaten̈uberzugehen,mußmandieProjektionen
a0 in diex ¡ y¡ Ebeneundaz aufdiez¡ AchsedurchdieLängea unddenWinkel µ ausdr̈ucken.
Mit a0 = asinµ undaz = acosµ erḧalt man:

ax = asinµcosÁ
ay = asinµsinÁ
az = acosµ

9
=

;
( )

8
><

>:

a =
p

a2
x + a2

y + a2
z = jaj

tan Á = ay

ax

tan µ =
p

a2
x + a2

y

az

Die KoordinatenkönnenfolgendeWerteannehmen: r ¸ 0, 0 · Á < 2¼und0 · µ · ¼.
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Á

z

x

y
µ

az

r

Abbildung1.4.3:Kugelkoordinaten

Wir werdensp̈atersehen,dassmandurchgeschickteWahl desKoordinatensystemsoftmalsein
Problemstarkvereinfachenkann.DabeihatmansichandenSymmetriendesProblemszuorien-
tieren.Bei einerKreisbewegungist z.B.derRadiuskonstantundnurderWinkel Áverändertsich
in einerPolarkoordinatendarstellung.In kartesischenKoordinatenwürdensichdagegensowohl
diex¡ alsauchdiey¡ Koordinatezeitlich ändern.
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Kapitel 2

Matrizen und LineareGleichungssysteme

2.1 LineareAbbildungen

Wir betrachteneinenn-dimensionalenVektorraumV mit der Basisf e1; : : : ; eng und einenn0-
dimensionalenVektorraumV 0mit derBasisf e0

1; : : : ; e0
ng.

EineAbbildungf : V ! V 0heißtlinear, falls für allev1; v2 2 V undalle® 2
�

gilt:

f (v1 + ®v2) = f (v1) + ®f (v2) :

Hierausfolgt offenbarsofort,dassf (0) = 0 seinmuss!

Man kann lineareAbbildungenauchanderscharakterisieren,nämlich über dasVerhaltender
Komponentenbzw. Koordinatenvektoren.Dazubetrachtenwir dasVerhaltenderBasisvektoren
ausV unterderAbbildungf . DaessichumVektorenin V 0handelt,lassensichdieBildvektoren
in derBasisvonV 0darstellen:

f (ej ) =
n0X

l=1

M l j e0
l :

DieseGleichungende�nierendien ¢n0 reellen(oderkomplexen)ZahlenM l j .
Wir werdennunzeigen,dassdieKenntnisvonM l j ausreicht,umdenBildvektoreinesbeliebigen
Vektorsv 2 V zubestimmen.Dazuzerlegenwir v zun̈achstbez̈uglichderBasisin V:

v =
nX

j =1

vj ej :

UnterAusnutzungderLineariẗat von f undderDe�nition derM l j ergibt sichdann:

f (v) = f

Ã
nX

j =1

vj ej

!

=
nX

j =1

vj f (ej ) =
nX

j =1

vj

n0X

l=1

(M l j e0
l )

=
n0X

l=1

Ã
nX

j =1

M l j vj

!

e0
l

!=
n0X

l=1

wle0
l :

17
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Somitkannmandie Komponentenwl desBildvektorsf (v) durchdie Komponentenvon v und
dieM l j ausdr̈ucken:

wl =
nX

j =1

M l j vj :

Die ZahlenM l j enthaltenalsodie vollständigeInformationüberdie lineareAbbildungf . Dies
motiviert dieDe�nitionen im folgendenAbschnitt.

2.2 Matrizen

De�nition 2.2.1(Matrizen).
Die folgendeAnordnungvonm £ n (reellen)Zahlenaj l (mit j = 1; : : : ; m undl = 1; : : : ; n) in
m Zeilenundn Spalten

A =

0

B
@

a11 ¢¢¢ a1n
...

...
...

am1 ¢¢¢ amn

1

C
A

bezeichnenwir alsm £ n Matrix .
Oft schreibtmanaucheinfachA = (aj l ), wennmandie Elementeaj l nicht explizit angeben
möchte.
Die Mengeallerm £ n-Matrizenbezeichnenwir im folgendenauchmit M (m; n).

Wir wollendiewichtigstenRegelnfür dasRechnenmit Matrizen zusammenstellen.Seien

A =

0

B
@

a11 ¢¢¢ a1n
...

...
...

am1 ¢¢¢ amn

1

C
A und ~A =

0

B
@

~a11 ¢¢¢ ~a1n
...

...
...

~am1 ¢¢¢ ~amn

1

C
A

m £ n-Matrizenund

B =

0

B
@

b11 ¢¢¢ b1n
...

...
...

bm1 ¢¢¢ bmn

1

C
A

einen £ p-Matrix.

1. A = ~A ( ) aj l = ~aj l für alle j ; l .

Zwei Matrizensind alsogleich, wennalle ihre Elementeübereinstimmen.Insbesondere
müssenbeideMatrizengleichgroßsein!

2. Die Addition zweierMatrizenist elementweisede�niert durch

A + ~A :=

0

B
@

a11 + ~a11 ¢¢¢ a1n + ~a1n
...

...
...

am1 + ~am1 ¢¢¢ amn + ~amn

1

C
A = (aj l + ~aj l ) :

Manbeachte,dassdieSummenur für MatrizendergleichenGrößede�niert ist !



2.2. MATRIZEN 19

3. Die Multiplikation einerMatrix mit einemSkalar¸ 2
�

ist komponentenweisedurch

¸A :=

0

B
@

¸a 11 ¢¢¢ ¸a 1n
...

...
...

¸a m1 ¢¢¢ ¸a mn

1

C
A = (¸a j l ) :

de�niert.

4. DasMatrixproduktC := A ¢B ist einem £ p-Matrix mit denElementen

cij =
nX

l=1

ail bl j :

Damit man zwei Matrizen multiplizieren kann,muß die Zeilenzahlder zweitenMatrix
gleich der Zahl der Spaltender erstenMatrix sein ! Bei der Berechnungdes(i; j )-ten
ElementsdesProduktesmußmanalsodieProduktederl-tenElementederi -tenZeilevon
A mit deml-tenElementderj -tenSpaltevonB aufsummieren.

Bemerkung. Im allgemeinenist
A ¢C 6= C ¢A:

Z.B. ist dasrechteProduktfür m 6= p überhauptnichtde�niert.

5. Für dieMatrixmultiplikationgilt dasDistributivgesetz
³

A + ~A
´

¢B = A ¢B + ~A ¢B:

6. DasNullelementin M (m; n) ist dieMatrix

0 =

0

B
@

0 ¢¢¢ 0
...

...
...

0 ¢¢¢ 0

1

C
A :

7. Als n £ n-Einheitsmatrix in M (n; n) bezeichnetmandieMatrix

E :=

0

B
B
B
@

1 0 ¢¢¢ 0
0 1 ¢¢¢ 0
...

...
...

...
0 0 ¢¢¢ 1

1

C
C
C
A

= (±j l ) j ;l =1 ;:::;n =:
�

=: I

mit demsog.Kr onecker-Symbol

±j l =

(
1 falls j = l

0 sonst
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Die Einheitsmatrixist einespezielleDiagonalmatrix, bei denennur die Elementeaj j auf
derDiagonalenvonNull verschiedenseinkönnen.
Man überlegt sichleicht,dassfür einebeliebigeMatrix A 2 M (n; n) gilt:

A ¢E = E ¢A = A:

8. Die transponierte Matrix A t einerMatrix A 2 M (m; n) ist dien £ m-Matrix, dieausA
durchVertauschungvonZeilenundSpaltenhervorgeht:

A =

0

B
@

a11 ¢¢¢ a1n
...

...
...

am1 ¢¢¢ amn

1

C
A =) A t =

0

B
@

a11 ¢¢¢ am1
...

...
...

a1n ¢¢¢ anm

1

C
A ; d.h. at

j l = al j :

Für quadratischeMatrizen(n = m) entsprichtdieseinerSpiegelunganderDiagonalen.

9. InverseMatrix : SeiA einen £ n-Matrix. ExistierteineMatrix A¡ 1 mit

A ¢A¡ 1 = E = A¡ 1 ¢A;

sobezeichnetmandiesealsdiezuA inverseMatrix.

Wichtiger Spezialfall: n £ 1-Matrizen,alsoMatrizenmit nur einerSpalte,identi�ziert manmit
Vektoren.Die Multiplikation einesVektorsb2 M (n; 1) mit einerMatrix A 2 M (n; n) ist dann
gegebendurch

A ¢b=

0

B
@

a11 ¢¢¢ a1n
...

...
...

am1 ¢¢¢ amn

1

C
A ¢

0

B
@

b1
...

bn

1

C
A =

0

B
@

a11b1 + a12b2 + ¢¢¢+ a1nbn
...

am1b1 + am2b2 + ¢¢¢+ amn bn

1

C
A

Für n = m = 2 entsprichtdasgeradeunseremobenbetrachtetenBeispiel.Jetztsollteauchdie
Matrixdarstellungvon linearenGleichungssystemenklar sein!

Somit lassensich lineareAbbildungenauchdurchMatrizencharakterisieren.NachWahl von
Basenin Ursprungs-und Bildraum,kannmandie Matrix M bestimmen.Damit kannmanfür
einenbeliebigenVektorv dieKompentendesBildvektorsw bestimmen:

wl =
X

j

M l j vj bzw. w = M v :
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2.3 Determinanten

De�nition 2.3.1(Determinante).
Als Determinanteeinern £ n-Matrix A = (aj l ) bezeichnenwir folgendereelleZahl:

detA = det

0

B
@

a11 ¢¢¢ a1n
...

...
an1 ¢¢¢ ann

1

C
A :=

X

P

(¡ 1)P a1P (1) a2P (2) ¢¢¢anP (n)

DieseDe�nition wird auchalsLeibniz-Formelbezeichnet.Die Summeläuft dabeiüberallePer-
mutationenP der Zahlen1; 2; : : : ; n. Als Permutation bezeichnetdabei jede Umordungder
Reihenfolge.Z.B. für n = 3 hatmanfolgendePermutationen:123,132,213,231,312,321.Für
diezweitePermutation132bedeutetdiesgenauer:P(1) = 1, P(2) = 3 undP(3) = 2.
Die Zahl derPermutationenwächstsehrschnellmit n an.Sie ist gegebendurch1 n! := n(n ¡
1)(n ¡ 2) ¢¢¢2 ¢1. Damit ist 3! = 6, aberfür n = 6 habenwir schon6! = 720.

(¡ 1)P bezeichnetdassog.Signum (Vorzeichen) der Permutation.Manchmalwird auchdas
Symbolsign(P) verwendet.EinePermutationheißtgerade(ungerade), wennsiedurcheinege-
rade(bzw. ungerade)AnzahlanPaarvertauschungenaus1; : : : ; n hervorgeht.Manchmalschreibt
manauchsgn(P) statt(¡ 1)P .
Zum Beispielist die Permutation132ungerade,dasieaus123durchVertauschungvon 2 und3
hervorgeht.Dagegenist 231gerade,dennhier ben̈otigt manzwei Paarvertauschungen(z.B. erst
1 mit 2, was213liefert, unddann1 mit 3).

ObigeDe�nition derDeterminantenlässtsichfolgendermaßeninterpretieren:Manhatallemögli-
chenProduktezubilden,beidenenausjederZeileundjederSpaltegenaueinElementvorkommt.
DieseProduktesinddannzu addieren,wobeimandasVorzeichenausdemSignumderentspre-
chendenPermutationbeachtenmuß.

Speziellim Fall n = 2 gilt:

det
µ

a11 a12

a21 a22

¶
= a11a22 ¡ a12a21 :

Der ersteSummandkommtvon der identischenPermutationmit P(1) = 1 undP(2) = 2, der
zweitevonP(1) = 2, P(2) = 1. Letzereist ungeradeunddaherist (¡ 1)P = ¡ 1.

Im folgendengebenwir einigewichtigeEigenschaftenvonDeterminantenohneBeweisan:

1. detA = 0, falls eineZeile odereineSpalteverschwindet(d.h. dort alle Elemente= 0
sind).

2. detA = 0, fallszweiZeilenoderzweiSpaltengleichoderproportionalsind(d.h.esgibt i
undk sodassaij = ¸a kj bzw. aj i = ¸a j k für alle j mit einergeeignetenreellenZahl ¸ ).

1Gesprochen:n Fakulẗat
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3. det

0

B
B
B
B
B
@

a11 ¢¢¢ a1n
...

...
¸a l1 ¢¢¢ ¸a ln

...
...

an1 ¢¢¢ ann

1

C
C
C
C
C
A

= ¸ detA,

d.h.mankanneinengemeinsamenFaktorauseinerZeile (oderSpalte)vor die Determi-
nanteziehen.

4. Vertauschtmanzwei Zeilenoderzwei Spalten,sowechseltdasVorzeichenderDetermi-
nante.

5. det
¡
A t

¢
= detA.

6. detA ändertsich nicht, wenn zu einer Zeile (oder Spalte)dasVielfacheeiner anderen
Zeile (bzw. Spalte)addiertwird.

Die urspr̈unglicheDe�nition ist nicht besondersgut zur praktischenBerechnungvon Determi-
nantengeeignet.Wir wollen hier daherein praktischeresVerfahrenvorstellen,die sog.Laplace-
Entwicklung.Hierbeihandeltessichum ein rekursivesVerfahren,bei demdie Berechnungvon
n £ n-Determinantenauf die Berechnungvon (n ¡ 1) £ (n ¡ 1)-Determinantenzurückgef̈uhrt
wird.
Als Vorbereitunggebenwir zun̈achstzwei De�nitionen an. Dazubetrachtenwir einen £ n-
Matrix A = (aij ).
Als Minor vonaij bezeichnetmandannfolgendereelleZahl:

M ij := det

0

B
B
B
B
B
@

a11 ¢¢¢ ca1j ¢¢¢ a1n
...

... ¢¢¢
...

cai 1 ¢¢¢ caij ¢¢¢ cain
...

...
...

an1 ¢¢¢ ca1j ¢¢¢ ann

1

C
C
C
C
C
A

wobeidieElementecaij , diedurchc: : : gekennzeichnetsind,ausderMatrix zustreichensind.Der
Minor ist alsodie DeterminantederMatrix, die ausA durchStreichender i -tenZeile undj -ten
Spalteentsteht.

Cij := (¡ 1)i + j M ij heißtKofaktor vonaij .

Die Laplace-Entwicklung einerDeterminanteist nunde�niert durch

detA =
nX

j =1

aij Cij =
nX

i =1

aij Cij ;

wobei die ersteSummeeinerEntwicklungnachder i -ten Zeile entspricht,die zweiteder Ent-
wicklungnachderj -tenSpalte.
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Wir wollen diesam Beispieleiner3 £ 3-Matrix veranschaulichen.Eine Entwicklungnachder
erstenSpalteliefert:

det

0

@
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1

A := a11 ¢det
µ

a22 a23

a32 a33

¶
¡ a21 ¢det

µ
a12 a13

a32 a33

¶

+ a31 ¢det
µ

a12 a13

a22 a23

¶
:

Bemerkung. NebenderDeterminantegibt esnocheineweitereeinfacheZahl,die sichauseiner
Matrix bildenläßtunddiesp̈aternocheinewichtigeRollespielenwird.
Die Spur einern £ n-Matrix A ist de�niert durch

SpurA :=
nX

j =1

A j j ;

d.h.alsSummederDiagonalelemente.

2.4 LineareGleichungssysteme

In vielen praktischenProblemehat esmit linearen Gleichungssystemenzu tun. Hier möchte
manzun̈achsteinmalwissen,ob sie überhaupteineLösunghabenund wie mandiesegegebe-
nenfalls bestimmenkann.Dabeiheißtein Gleichungssystemlinear, wennkeinePotenzenoder
ProduktederUnbekanntenauftreten.
Als ein typischesBeispielbetrachtenwir folgendesSystemauszwei Gleichungenmit zwei Un-
bekanntenundseineLösung:

x + 3y = 6 =) x + 3(2x ¡ 5) = 6 =) 7x = 21 =) x = 3

2x ¡ y = 5 =) y = 2x ¡ 5 =) y = 1:

Eine alternative DarstellungdesGleichungssystemmit Hilfe von Vektoren
µ

x
y

¶
und

µ
6
5

¶
im

� 2, diedieUnbekanntenx, y bzw. Inhomogeniẗatenzusammenfassen,ist durch
µ

1 3
2 ¡ 1

¶ µ
x
y

¶
=

µ
6
5

¶

gegeben.Die 2 £ 2-Matrix, diehierauftritt, bezeichnetmanauchalsKoef�zienten-Matrix .
AllgemeinlassensichlineareGleichungssystemeausm Gleichungenmit n Unbekanntenimmer
in derForm

A ¢x = b

schreiben,mit demVektorx 2
� n , derdie n UnbekanntenalsKomponentenentḧalt, der Inho-

mogeniẗat b2
� m undeinerKoef�zientenmatrixA 2 M (m; n).
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Ist m = n undkannA invertiertwerden,sokannmandieLösungmit Hilfe derInversenbestim-
men:

x = A¡ 1 ¢b

2.4.1 Gauß-Algorithmus

Wir betrachtenein linearesGleichungssystemausn Gleichungenmit n Unbekannten:

a11x1 + ¢¢¢ + a1nxn = b1
...

...
...

an1x1 + ¢¢¢ + ann xn = bn

bzw. A ¢x = b. Danngilt:
Ist detA 6= 0, dannhatA¢x = beineeindeutigeLösung.AußerdemexistiertA¡ 1. Im homogenen
Fall, d.h.b= 0 kannmandieLösungdannsofortangeben:In diesemFall mußx = 0 sein!
Diesesstellenwir mit Hilfe desfolgendenSchemassymbolischdar:

0

B
@

a11 ¢¢¢ a1n b1
...

...
...

...
an1 ¢¢¢ ann bn

1

C
A

Ziel ist esnun,diesesMatrixschemadurchÄquivalenzumformungenaufDreiecksgestaltzubrin-
gen.Mit Äquivalenzumformungen meinenwir dabeiOperationen,die denLösungsraumnicht
ver̈andern.Es handeltsich dabeium die bekanntenOperationen,die manbei der Lösung“zu
Fuß” (siehedasBeispiel zu Beginn diesesKapitels)anwendet,alsoz.B. die Addition zweier
GleichungenoderdieMultiplikation mit einerreellenZahl.

Wir gehennun folgendermaßenvor: Im erstenSchritt subtrahierenwir von allen Zeilen i (au-
ßerder ersten!)die jeweils mit ai 1=a11 multiplizierte ersteZeile. Hierdurchwerdendie ersten
ElementeallerZeile (außerderersten!)zuNull gemacht.Manerḧalt dannfolgendesSchema:

0

B
B
B
@

a11 a12 ¢¢¢ a1n b1

0 a22 ¡ a21
a11

a12 ¢¢¢ a2n ¡ a21
a11

a1n b2 ¡ a21
a11

b1
...

...
...

...
...

0 an2 ¡ an 1
a11

a12 ¢¢¢ ann ¡ an 1
a11

a1n bn ¡ an 1
a11

b1

1

C
C
C
A

Dieswiederholtmannunfür die Untermatrix,die in der2. Zeile und2. Spaltebeginnt etc.Am
EndehatmandannfolgendesSchemavorliegen:

0

B
B
B
@

a11 a12 ¢¢¢ a1n b1

0 ~a22 ¢¢¢ ~a2n
~b2

...
...

...
...

...
0 0 ¢¢¢ ~ann

~bn

1

C
C
C
A
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Die explizite Form derElemente~aij gebenwir hier nicht, siekönnteaberim Prinzipbestimmt
werden.
Ausgeschriebenlautet die letzte Zeile ~ann xn = ~bn . Damit habenwir xn explizit bestimmt:
xn = ~bn

~ann
. Dies könnenwir nun in die vorletzteZeile einsetzen,so dassdort nur nochxn¡ 1

alsUnbekannteexplizit auftauchtusw. Damit lassensichallex j rekursiv ablesen.
Alternativ könntemanauchnochweitereÄquivalenzumformungenvornehmenunddasSchema
aufDiagonalformbringen:

0

B
B
B
@

a11 0 ¢¢¢ 0 b̧1

0 a̧22 ¢¢¢ 0 b̧2
...

...
...

...
...

0 0 ¢¢¢ a̧nn b̧n

1

C
C
C
A

HierauskannmandieLösungdirektablesen:x j = b̧j =a̧j j . Um dieseDiagonalformzuerreichen,
mussmangeeigneteVielfachederletztenZeilevondenanderenabziehenundsodie letzteSpal-
tezuNull machenetc.

Bem.:Manchmalkannein Diagonalelementin einemZwischenschrittdenWert 0 haben.Dann
mußmanZeilenoderSpaltenvertauschen,wasu.U. einerUmnummerierungderVariablenent-
spricht.

Wir wollendasVorgehenaneinemkonkretenBeispieldemonstrieren.

Beispiel2.4.1.

x + 2y + z = 3

x + y ¡ z = ¡ 1

2x ¡ 2y + 4z = 10

Diesliefert folgendesSchema:
0

@
1 2 1 3
1 1 ¡ 1 ¡ 1
2 ¡ 2 4 10

1

A ¡ !

0

@
1 2 1 3
0 ¡ 1 ¡ 2 ¡ 4
0 ¡ 6 2 4

1

A ¡ !

0

@
1 2 1 3
0 1 ¡ 2 ¡ 4
0 0 14 28

1

A :

Die letzte Zeile lautet explizit 14z = 28 also z = 2. Setztman dies in die vorletzteZeile
y ¡ 2z = ¡ 4 ein,sofolgt y = 0. AusdererstenZeileerḧalt manschließlichx = 1.
Alternativ kannmanauchweitereUmformungenvornehmenunddenKoef�ziententeil auf Dia-
gonalgestaltbringen.Dabeigehtmananalogvor, wobeinungeeigneteVielfachederletztenZeile
von denanderenZeilensubtrahiertwerden.Außerdemkannmansichzunutzemachen,dassdie
Multiplikation einerZeile mit einerreellenZahl ebenfalls eineÄquivalenzumformungdarstellt.
Soerḧalt mandannfolgendeweitereUmformungsschritte:Diesliefert folgendesSchema:

¡ !

0

@
1 2 1 3
0 1 ¡ 2 ¡ 4
0 0 1 2

1

A ¡ !

0

@
1 2 0 1
0 1 0 0
0 0 1 2

1

A ¡ !

0

@
1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 2

1

A :
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Man sieht,dassmannundie Lösungdirekt in der rechtenSpalteablesenkann,wennmanden
Koef�ziententeil in Diagonalformgebrachthat!

ZumAbschlusseinigeBemerkungen:

1. ObigesVorgehenfunktioniertauchmit mehrerenInhomogeniẗatengleichzeitig.Dies tritt
z.B.beimInvertiereneinerMatrix A auf:

0

B
@

a11 ¢¢¢ a1n 1 ¢¢¢ 0
...

...
...

an1 ¢¢¢ ann 0 ¢¢¢ 1

1

C
A ¡ ! ¢¢¢¡ !

0

B
@

1 ¢¢¢ 0
...

... A¡ 1

0 ¢¢¢ 1

1

C
A

2. Die vorgestellteLösungsstrategiekannauchaufallgemeinereSystemeausn Gleichungen
mit m Unbekannten(wobein 6= m) angewendetwerden.

3. Für quadratischeSysteme(n = m) gilt: Ist detA 6= 0, so hat Ax = b eineeindeutige
Lösung.AußerdemexistiertA¡ 1.
Hierausfolgt, dassim Fall b = 0 (homogenesGleichungssystem)x = 0 die eindeutige
Lösungist.

4. Ist in einerZeile derKoef�ziententeil überallNull, dasentsprechendeElementdesinho-
mogeneTeils (rechteSpalte)abernicht, so bestehtoffensichtlichein Widerspruch.Das
Gleichungssystemist dannnicht lösbar.

5. Ist in eineZeile identischNull (inklusive der Inhomogeniẗat), sokannmaneineVariable
beliebigwählenunddasSystemhatunendlichvieleLösungen.



Kapitel 3

Funktionen und Differ entiation

De�nition 3.0.1(Funktion).
EineFunktion ist eineVorschriftf , diejedemElementeinerMengeD, demDe�nitionsber eich,
einElementy =: f (x) eineranderenMengeZ , derZielmenge, zuordnet.Mansprichtauchvon
einerAbbildung von D nachZ undbezeichnetdiesemit

f : D ! Z

odercharakterisiertdieZuordnungdurch

x 7! f (x) mit x 2 D; f (x) 2 Z:

Bemerkungen:

1. x und/oderf (x) könnenauchVektorensein!

2. Statty = f (x) schreibtmanoft aucheinfachy = y(x). Die Schreibweisey(x) soll andeu-
ten,dassmanin derPhysik häu�g nicht zwischenderFunktionf (alsoderZuordnungs-
vorschrift)undderabḧangigenVariableny unterscheidet.

3.1 Eigenschaftenvon Funktionen

Funktionenf : D ! Z lassensichaufverschiedeneArtenundWeisencharakterisieren.In einer
KurvendiskussionkannmanfolgendeEigenschaftenuntersuchen.

1. Injekti vit ät: Die Funktion f ist injektiv, wennf (x1) 6= f (x2) für alle x1; x2 2 D mit
x1 6= x2.

2. Surjekti vit ät: Die Funktionf ist surjektiv, wenndie Bildmengef (D) := f f (x)=x 2 Dg
mit derZielmengeübereinstimmt:f (D) = Z .

3. Bijekti vit ät: EineFunktion,die injektiv undsurjektiv ist, bezeichnetmanalsbijektiv oder
aucheineindeutigeAbbildung.Dieswird wichtig, wennmandie Umkehrfunktionbilden
möchte.

27
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x

f(x)

x
0

Abbildung3.1.1:Die dargestellteFunktionist unstetigbei x0, dasiedorteinenSprungmacht.

4. Monotonie: Die Funktionf heißtmonotonwachsend(bzw. fallend),wennfür allex1 < x2

gilt f (x1) · f (x2) (bzw. f (x1) ¸ f (x2)). Gilt sogardiestrengeUngleichheit,soheißtdie
Funktionstrengmonotonwachsend(bzw. fallend).

5. Extr ema: f nimmt im Punktx0 ein (lokales)Maximum(bzw. Minimum) an,falls esein
Intervall ]x0 ¡ ±; x0 + ±[ umx0 gibt (± > 0), in demf (x) · f (x0) (bzw. f (x) ¸ f (x0)) ist.
Dasgrößtelokale Maximum (bzw. kleinstelokale Minimum) heißtabsolutesMaximum
(bzw. absolutesMinimum)1.

6. Asymptotik : In derPhysik interessiertmansichoft für dasVerhaltenvon Funktionenfür
großeoderkleineArgumentebzw. allgemeineramRanddesDe�nitionesbereiches.Dieses
lässtsichoft durcheinfachereFunktionencharakterisieren.Z.B. sagtman,dasssichf (x)
für großex asymptotischwie xn verḧalt, wennf (x)=xn ! 1 für x ! 1 .

7. Symmetrie (gerade/ungeradeFunktionen): EineFunktionf heißtgerade,falls f ür alle
x 2 D gilt: f (¡ x) = f (x).
Die Funktionheißtungerade,falls für allex 2 D gilt: f (¡ x) = ¡ f (x).
Manbeachte,dassin derRegelFunktionenwedergeradenochungeradesind!

De�nition 3.1.1(Stetigkeit).
EinestetigeFunktionhateinenKurvenverlaufohneSprung2. DerGraphderFunktionkanndann
ohneabzusetzengezeichnetwerden(sieheAbb. 3.1.1).

Stellen,andeneneineFunktionein “außergewöhnliches”Verhaltenzeigt,bezeichnetmanauch
alsSingularit äten.

Zwei wichtigeTypenvonsingul̈aremVerhaltensind:

1Vorsicht!Hier müssenevtl. FunktionswerteandenRänderndesDe�nitionsbereichsseparatbetrachtetwerden!
2Wir verzichtenhieraufeinestrengmathematischeDe�nition zuGunstenderintuitivenVorstellung.
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f(x)

x

Abbildung3.1.2:DerGraphderHeaviside'schenSprungfunktion.

x

f(x)

Abbildung3.1.3:Funktionmit einerSingulariẗat im engerenSinne.

1. Unbestimmtheit:Hiermit meintmaneinenspeziellenFall von Nichtstetigkeit, denwir am
Einfachstenanhandeineroft gebrauchtenFunktionillustrieren,dersog.Heaviside'schen
Sprungfunktion

£( x) :=

(
1 für x > 0

0 für x < 0
:

Man sagt:“£ ist singul̈ar bei x = 0”. £(0) wird i.a. perKonventionfestgelegt. Auf wel-
chenWert hängtmeistvon der Anwendungab. Die gebr̈auchlichstenKonventionensind
£(0) = 1, £(0) = 0 und£(0) = 1=2.
DerGraphderSprungfunktionist in Abb. 3.1.2dargestellt.

2. Unendlichkeit (Divergenz):Der zweitewichtige Typ von Singulariẗatensind Stellen,an
denendieFunktionenkeinenendlichenWertannehmen,d.h.divergieren.DiessindSingu-
laritätenim engerenSinne.
Ein Beispielist in Abb. 3.1.3dargestellt,nämlichdie Funktionf (x) = 1

x¡ 1 . Sieist offen-
sichtlichfür x = 1 nicht de�niert, dadort derNennereineNullstellehat.Man sagtauch,
dassf beix = 1 singul̈ar ist bzw. genauer, dassf dorteinenPol (bzw. einePolstelle) hat.
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In derPhysikspielenSingulariẗateneinewichtigeRolle,z.B.in derTheoriederPhasen̈ubergänge.
DieselassensichanHandihresVerhaltensin derNähevonSingulariẗatencharakterisieren!

Bemerkung:Er gibt auchSingulariẗaten,diesich“beheben”lassen.Ein Beispielist dieFunktion

f (x) =
x ¡ 2

x2 ¡ 3x + 2
=

1
x ¡ 1

:

FormalhatderNennerdieNullstellenx = 1undx = 2, d.h.dortsolltenSingulariẗatenvorliegen.
Da die Nullstellex = 2 von derentsprechendenNullstelledesZählerskompensiertwird, merkt
manabervon ihr nichts.Die FunktionkannanderStellex = 2 stetigergänztwerdendurchdie
Festlegungf (2) = 1. FormalentsprichtdasdemKürzendesLinearfaktorsx ¡ 2. Manbezeichnet
dieseSingulariẗat daheralshebbareSingularit ät.

3.2 ElementareFunktionen

Im folgendenwollenwir diewichtigstenFunktionenklassen,diein derPhysik immerwiedervor-
kommen,vorstellenundihrewesentlichenEigenschaftenaufz̈ahlen.Sp̈aterundin denÜbungen
werdenwir nochweiterewichtigeFunktionenkennenlernen.

3.2.1 Potenzfunktion

Die Potenzfunktionist de�niert durch

f (x) = xa:

x bezeichnetmanalsBasisunda alsExponenten.
Für Exponenentena = n 2 N sind die PotenzfunktionengeradeFunktionen,währendsie für
ungeraden ungeradeFunktionensind(sieheAbb. 3.2.1).
FolgendeRechenregelngeltenfür diePotenzfunktion(mit x 2 R+

0 unda;b2 R):

xaxb = xa+ b; (xa)b = xab; x¡ a =
1
xa

:

Außerdemgilt x0 = 1, wobeiaber00 nichtde�niert ist!

Als Polynom n-ter Ordnung bezeichnetmanSummenderForm

f n (x) =
nX

j =0

aj x j = a0 + a1x + a2x2 + ¢¢¢+ anxn

mit dernaẗurlichenZahln 2 N undaj 2 R.

Einerationale Funktion ist QuotientzweierPolynomef m undgn :

h(x) =
f m (x)
gn (x)

:

In denÜbungenwerdenwir die sog.Partialbruchzerlegungdiskutieren,mit der sich rationale
Funktionenin eineStandardformbringenlassen.
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x

f(x)

x

f(x)

Abbildung 3.2.1:Graphder Potenzfunktionf (x) = xn für geradesn (links) und ungeradesn
(rechts).

3.2.2 Exponentialfunktion

Bei derPotenzfunktionist die BasisvariabelundderExponentfest.Bei denExponentialfunk-
tionenist esgenauandersherum:

f a : R ! R+ mit f a(x) = ax :

SpezielleExponentialfunktionensind

f 2(x) = 2x ; f 10(x) = 10x ; f e(x) = ex = exp(x);

wobeie diesogenannteEulerscheZahl ist: e = 2:71828: : :.
Man bezeichnetdie Exponentialfunktionzur Basise auchalsdie Exponentialfunktionoderals
natürliche Exponentialfunktion.

Die Exponentialfunktionensindstrengmonotonwachsendundstetig.Für a > 1 wachsensiefür
großex sehrschnellanundfallenfür großenegativex sehrschnellab(Abb. 3.2.2).
SpezielleFunktionswertesind

f a(0) = 1; f a(1) = a; f a(¡ 1) =
1
a

:

Für dieExponentialfunktionengeltenfolgendeRechenregeln:

axbx = (ab)x ; axay = ax+ y:

SiesindalsodurchfolgendeFunktionalgleichungcharakterisiert:

f a(x)f a(y) = f a(x + y):
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Abbildung3.2.2:GraphderExponentialfunktionf a für verschiedeneBasena = 2; 3; ¢¢¢; 7. Die
naẗurlicheExponentialfunktion(a = e) entsprichtdemfett gezeichnetenGraphen.

Die Exponentialfunktionist einederwichtigstenFunktionenim RahmenderNaturwissenschaf-
ten.Sie beschreibtz.B. viele Wachstumsprozesse(Zellteilung,Kernspaltung)und Zerfallspro-
zesse(Radioaktivität).

Wir habenschonerwähnt,dassdieExponentialfunktionensehrschnellanwachsen.Etwaspräzi-
ser:Siewachsensẗarker analsjedePotenz,wassichmathematischfolgendermaßenausdr̈ucken
lässt:

lim
x!1

xn

f a(x)
= 0 (a > 1; n ¸ 0)

EntsprechendfallendieFunktionenfür x ! ¡1 sehrschnellab,wasmansichmit a¡ x = 1=ax

leicht klar macht.Mit dieserBeziehungkannmansichauchüberlegen,wasim Fall 0 < a < 1
passiert!

3.2.3 Logarithmus

DerLogarithmusist dieUmkehrfunktionderExponentialfunktion.

De�nition 3.2.1(Umkehrfunktion).
Ist f : X ! Y einebijektive Abbildung,soexistiert die Umkehrfunktion (oderauchinverse
Funktion) f ¡ 1 : Y ! X charakterisiertdurch

f
¡
f ¡ 1(y)

¢
= y und f ¡ 1 (f (x)) = x für allex 2 X ; y 2 Y:

Hierbeidarf mandie Umkehrfunktionf ¡ 1(x) nicht mit demKehrwert(f (x)) ¡ 1 = 1=f (x) ver-
wechseln!In Bücheretc.wird hierdieNotationoft nichtganzsauberverwendet.Manmußdann
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Abbildung3.2.3:GraphderLogarithmusfunktionloga für verschiedeneBasena = 2, a = e und
a = 1=2.

demZusammenhangentnehmen,wasgemeintist! Manchmalschreibtmandaherauch
¡ 1
f für

dieUmkehrfunktion.

Die UmkehrfunktionderExponentialfunktionf a(x) = ax (mit a > 0) bezeichnetauchmanals
Logarithmus (zur Basisa) loga y : R+ ! R.
Die Logarithmusfunktionist strengmonotonwachsendund stetig. Ihren Graphenerhält man,
wie allgemeinfür Umkehrfunktionen,durchSpiegelungdesGraphenvon f a anderDiagonalen
y = x (sieheAbb. 3.2.3).Esgilt

x = loga(ax ); y = aloga y:

Für dieFällea = 10unda = e habensichspezielleBezeichnungeneingeb̈urgert:

ln x := loge x; logx := log10 x:

Bem.:Wir hattenim vorigenAbschnittgesehen,dassdieExponentialfunktionfür großex schnel-
ler alsjedePotenzanwächst.Als Konsequenzdaraus,wächstderLogarithmuslangsameralsjede
Potenz,d.h.

lim
x!1

loga x
x°

= 0 für ° > 0:

Auch die RechenregelnergebensichdirektausdenentsprechendenRegelnfür die Exponential-
funktion.Wir stellensiehier kurzzusammen:
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loga(AB ) = loga A + loga B

loga (A r ) = r loga A

loga

µ
1
A

¶
= ¡ loga A

mit A; B > 0 undr 2 R.
Mit Hilfe desLogarithmuskönnenwir nunExponentialfunktionenmit unterschiedlichenBasen
ineinanderumrechnen.Insbesonderegilt:

ax =
¡
eln a

¢x
= ex ln a:

Dieszeigt,dassestats̈achlichgen̈ugt,die naẗurlicheExponentialfunktion3 exp(x) = ex zu ken-
nen. In den Übungenwerdenwir sehen,dasseineanalogeAussageauchfür dennaẗurlichen
Logarithmusln x gilt!

3.2.4 TrigonometrischeFunktionen

Zur De�nition dertrigonometrischenFunktionenbetrachtenwir einenbeliebigenPunktaufdem
Einheitskreis.DieselassensichvollständigdurchAngabedesWinkelsÁ charakterisieren.

Winkel werdenin derPhysik in derRegel im Bogenmaß(Radiant)gemessen.Die Umrechnung
in Gradgeschiehtfolgendermassen:

Winkel in Grad=
360±

2¼
¢Winkel in Radiant:

DaherentsprichtderWinkel ¼demWinkel 360±

2¼ ¢¼= 180±.

Die KoordinateneinesPunktesauf dem Einheitskreissind durch x = cosÁ und y = sinÁ
gegeben.DiesentsprichtderklassischengeometrischenDe�nition derWinkelfunktionen

cosÁ =
Ankathete

Hypothenuse
; sinÁ =

Gegenkathete
Hypothenuse

dadieLängederHypothenusehiergleich1 ist.
Wennwir nundenWinkel Á variieren,ändernsichauchcosÁ undsinÁ. Wir könnendaherSinus
undCosinusalsFunktionenvonÁ auffassen.
Bevor wir die trigonometrischenFunktionenim Detail diskutieren,nocheineDe�nition:

De�nition 3.2.2(periodischeFunktionen).

EineFunktionf heißtperiodischmit PeriodeT, wennfür allex gilt:

f (x + T) = f (x):

Man beachte,dassdie PeriodeT > 0 nicht eindeutigist, da mit T immer auch2T, 3T etc.
Periodensind.Die kleinsteWert von T > 0, der obigeIdentität erfüllt, heißtkleinstePeriode
odereinfachnurdiePeriodevon f (t).

3OderjedebeliebigeandereExponentialfunktion!
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cosf

f

y

x

sin f

Abbildung3.2.4:De�nition vonSinusundCosinusamEinheitskreis.

Abb. 3.2.5zeigtdenGraphenvon cosÁ. Der Cosinusist alsFunktionauf ganzR de�niert. Aus
der geometrischenInterpretationist klar, dassdie Funktionswerteim Intervall [¡ 1; 1] liegen
müssen.Siezeigtaußerdem,dassderCosinuseinegeradeFunktionist, diezudem2¼-periodisch
ist. Zusammengefasstgilt also:

cos : R ! [¡ 1; 1]

cosÁ = cos(¡ Á)

cosÁ = cos(Á+ 2¼)

Nullstellen: (2n + 1)
¼
2

(n 2 Z)

AnalogeÜberlegungenkönnenfür denSinusangestelltwerden.SeinGraphist in Abb. 3.2.5
gezeigt.Allerdingsist derSinuseineungeradeFunktion.Esgilt:

sin : R ! [¡ 1; 1]

sinÁ = ¡ sin(¡ Á)

sinÁ = sin(Á+ 2¼)

Nullstellen: n¼ (n 2 Z)

ZwischenderSinus-undCosinusfunktionbestehenverschiedenewichtigeZusammenḧange:

1 = sin2 Á+ cos2 Á;

cosÁ = sin
³

Á+
¼
2

´
;

sinÁ = cos
³

Á ¡
¼
2

´
:
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Abbildung3.2.5:GraphderCosinus-undSinusfunktion.

Die ersteBeziehungfolgt sofortausdemSatzvon PythagorasundderDe�nition amEinheits-
kreis. Die anderenbeidenIdentiẗatenbesagen,dassSinusund Cosinusum ¼

2 gegeneinander
verschobensind(sieheAbb. 3.2.5).

Aus SinusundCosinuslassensich weiteretrigonometrischeFunktionende�nieren,die in An-
wendungenhäu�g auftreten.Zunächstist diesderTangens

tan Á :=
sinÁ
cosÁ

mit

tan : R n
n

(2n + 1)
¼
2

¯
¯n 2 Z

o
! R

tan Á = ¡ tan(¡ Á)

tan Á = tan(Á+ ¼)

Nullstellen: n¼ (n 2 Z)

Pole: (2n + 1)
¼
2

(n 2 Z)

Im GegensatzzuSinusundCosinusist derTangensalso¼-periodisch.SeineNullstellenstimmen
mit denendesSinusüberein.Außerdemhater PolstellenandenNullstellendesCosinus(siehe
Abb. 3.2.6).Im GegensatzzurSinus-undCosinusfunktionist derTangensnichtbeschr̈ankt,sein
WertebereichsinddiegesamtenreellenZahlenR.
DerCotangensist derKehrwertdesTangens:

cotÁ :=
1

tan Á
=

cosÁ
sinÁ
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Abbildung3.2.6:GraphderTangens-(links) undCotangensfunktion(rechts).

undhatdie folgendenEigenschaften:

cot : R n f n¼
¯
¯n 2 Zg ! R

cotÁ = ¡ cot(¡ Á)

cotÁ = cot(Á+ ¼)

Nullstellen: (2n + 1)
¼
2

(n 2 Z)

Pole: n¼ (n 2 Z)

Der Cotangensist auch¼-periodisch.Er hatPoleandenNullstellendesSinusundseineNull-
stellenstimmenmit denendesCosinusüberein.Wie derTangensist auchderCotangensnicht
beschr̈ankt,seinWertebereichsinddiegesamtenreellenZahlenR.

NebendentrigonometrischenFunktionensolltemanauchderenUmkehrfunktionengutkennen.
Da die trigonometrischenFunktionenalle periodischsind, muß man ihren De�nitionsbereich
einschr̈anken,so dasssie bijektiv werdenund maneineUmkehrfunktionüberhauptde�nieren
kann.DiesführtaufdieHauptwertederFunktionen.Im folgendensinddiesezusammengestellt:

cos : [0; ¼] ¡ ! [¡ 1; 1]
Ã ¡ : arccos (Arcuscosinus)

sin :
£
¡ ¼

2 ; ¼
2

¤
¡ ! [¡ 1; 1]
Ã ¡ : arcsin (Arcussinus)

tan :
¤
¡ ¼

2 ; ¼
2

£
¡ ! ] ¡ 1 ; 1
Ã ¡ : arctan (Arcustangens)

cot : ]0; ¼[ ¡ ! ] ¡ 1 ; 1 [
Ã ¡ : arccot (Arcuscotangens)

Abb. 3.2.7und3.2.8zeigendieGraphenderinversentrigonometrischenFunktionen.
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Abbildung3.2.7:GraphderUmkehrfunktionenarccos(links) undarcsin(rechts)derSinus-und
Cosinusfunktion.

Abbildung3.2.8:GraphderUmkehrfunktionenarctan (links) undarccot (rechts)derTangens-
undCosinusfunktion.
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3.3 Differ entiation

Ein typischesphysikalischesProblemistdieBestimmungderGeschwindigkeit,wenndiezurück-
gelegteEntfernungalsFunktionderZeit bekanntist.Diesgilt insbesondere,wenndieGeschwin-
digkeit nichtkonstantist.MankannnachdermomentanenGeschwindigkeit zueinemgegebenen
Zeitpunktfragen.AnschaulichentsprichtdiesderBestimmungderSteigungdesGrapheneiner
vorgegebenenFunktionin einembeliebigenPunkt.

De�nition 3.3.1(Ableitung,Differentiation).

Der Zuwachs4 y ! y + ¢ y einerFunktiony(x) bei VeränderungdesArgumentsx ! x + ¢ x
ist einMaßfür dieVer̈anderungeinerFunktion(sieheAbb. 3.3.1):

¢ y
¢ x

=
y(x + ¢ x) ¡ y(x)

¢ x

DieserDiffer enzenquotientist alsodie Steigungder Geradendurchdie Punkte(x; y(x)) und
(x + ¢ x; y(x + ¢ x)) (sieheAbb. 3.3.1),dersog.Sekante. Im obenangegebenenBeispielent-
sprichtdiesderDurchschnittsgeschwindigkeit im `Zeitintervall' [x; x + ¢ x].

Die Ableitung y0(x) einerFunktiony(x) ist danndiemomentaneVeränderungderFunktion,die
durchdenGrenzwert

y0(x) := lim
¢ x! 0

¢ y
¢ x

gegebenist. Manschreibtfür diesenDiffer entialquotientenauchsymbolisch

y0 =
dy
dx

mit denDiffer entialendx, dy.

HöhereAbleitungensindrekursiv de�niert: y00= (y0)0, y(n+1) = (y(n))0, etc.Man schreibtauch
y(n)(x) = dn y

dxn .

Bemerkung:Strenggenommenist dy
dx kein QuotientzweierGrößendy und dx und kannnicht

auseinandergerissenwerden.Trotzdemmachtmandiesin derPhysik häu�g! Dahinterstecktdie
Vorstellung,daßmanmit denVeränderungen¢ y, ¢ x rechnetundamEndeerstdenGrenz̈uber-
gang¢ x ! 0 vollzieht.

Beispiel3.3.1.
y(x) = xn y y0(x) = nxn¡ 1

Dies kannmanmit Hilfe der binomischenEntwicklungeinsehen,dennes gilt (x + ¢ x)n =
xn + nxn¡ 1¢ x + O((¢ x)2). Setztmandies in denDifferenzenquotientenein, so erḧalt man
y(x+¢ x)¡ y(x)

¢ x = nxn¡ 1 + O(¢ x), worausim Limes¢ x ! 0 dasErgebnisfolgt.

Im folgendenstellenwir diewichtigstenRechenregelnzusammen,mit denensichausbekannten
AbleitungenweitereAbleitungenbestimmenlassen:

4Dieser`Zuwachs'kannauchnegativ sein!
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y(x)

y(x + ¢ x)

y

x
x x + ¢ x

Abbildung3.3.1:Zur De�nition derAbleitung

1. y(x) = u(x)v(x) ) y0(x) = u0(x)v(x) + u(x)v0(x) (Produktregel)

2. y(x) = u(x)
v(x) ) y0(x) = u0(x)v(x)¡ u(x)v0(x)

v(x)2 (Quotientenregel)

3. y = f (u), u = u(x) ) y(x) = f (u (x))
) y0 = dy

dx =
\ erweiter n00

dy
du

du
dx = f 0(u (x)) u0(x) d.h. y0 = f 0(u (x)) u0(x) (Kettenregel)

4. AbleitungderUmkehrfunktionx = f ¡ 1(y) vony = f (x):

(f ¡ 1)0(x) = 1
f 0(f ¡ 1 (x)) ; bzw. in Kurzform y0 =

dy
dx

=
1
dx
dy

:

Diesbeweistmanz. B. überdie Kettenregel, da f (f ¡ 1(x)) = x. Man beachte,dassman
dieAbleitungvon f 0anderStellef ¡ 1(x) zunehmenhat(siehefolgendesBeispiel).

Beispiel3.3.2.
Die UmkehrfunktionderExponentialfunktionf (x) = ex ist bekanntlichder (naẗurliche)Loga-
rithmusf ¡ 1(x) = ln x. Da f 0(x) = ex erḧalt manalsAbleitungdesLogarithmus

d ln x
dx

=
¡
f ¡ 1

¢0
(x) =

1
f 0(f ¡ 1(x))

=
1

eln x
=

1
x

:

Im Prinzipgen̈ugendieobenangegebenenRechenregelnzusammenmit derKenntniseinigewe-
niger Ableitung,um fastalle wichtigenFunktionendifferenzierenzu können.Die wichtigsten
Funktionen,derenAbleitung manauswendigkennensollte, sind in folgenderTabellezusam-
mengestellt:
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f (x) f 0(x)
a 0
xa axa¡ 1

ex ex

ln x 1
x

sinx cosx
cosx ¡ sinx

Dabeiist a 2 R eineKonstante.
Im PrinzipkönntemandieseListe nochverkürzen,damanz.B. die AbleitungdesLogarithmus
wie in Beispiel4.3.2ausder der Exponentialfunktionbestimmenkönnte.Auch die Ableitung
desSinuskönnteausderdesKosinushergeleitetwerden:

dsinx
dx

=
d
dx

cos
³

x ¡
¼
2

´
= sin

³
x ¡

¼
2

´
= cosx:

Dabeihabenwir nebendenbekanntenIdentitätenfür trigonometrischeFunktionennur die Ket-
tenregelbenutzt.

De�nition 3.3.2(AbleitungvonVektoren).

Die Ableitung von Vektoren ist komponentenweiseerklärt: Sei a(t) =
µ

a1(t)
a2(t)

¶
einevektor-

wertigeFunktionunda(t + ¢ t) = a(t) + ¢ a(t) derenÄnderung.Dannist

da
dt

:= lim
¢ t ! 0

¢ a(t)
¢ t

=
µ

da1
dt

da2
dt

¶
=

µ
a0

1(t)
a0

2(t)

¶
:

3.4 Potenzreihenund Taylor-Entwicklung

Viele Funktionen,die in der Physik auftreten,sind nicht in geschlossenerForm angebbar, d.h.
lassensichnicht auf einfacheWeisedurchelementareFunktionenausdr̈ucken.Stattdessengibt
mansiein derFormvonReihenan.

3.4.1 Potenzreihen

De�nition 3.4.1(Potenzreihen).

EinePotenzreihemit Koeffenzientenan hatdieForm

f (x) =
1X

n=0

anxn :

Man beachte,dassalle auftretendenPotenzenn ganzzahligundnicht-negativ sind.Wir betrach-
tenx alsVariableundhabensomiteineFunktionvonx de�niert.
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FormalsindPotenzreihenGrenzwertderFolge
³ P N

n=0 anxn
´

N 2 N
derPartialsummen.

Die Reihekonvergiert evtl. nur in einemendlichenBereichjxj < R. DannheißtR auchKon-
vergenzradiusderPotenzreihe.

Beispiel3.4.1. AusderSchuledürfte ihnendiegeometrischeReihe

1X

n=0

xn =
1

1 ¡ x
fürjxj < 1

bekanntsein.DiesekannmanalsPotenzreiheinterpretieren,wennmanx alsvariabelbetrach-
tet. Die Koef�zienten dieserReihesind an = 1 für alle n. Bekanntermaßenhat die Reiheden
Konvergenzradius1.

Wir sehenandenBeispiel,dassmanmanchmalReihendurcheinfacheFunktionenausdr̈ucken
kann.Genauergesagt,stimmtdiegeometrischeReiheim Intervall ] ¡ 1; 1[ mit derFunktion 1

1¡ x
überein.

3.4.2 Taylor-Entwicklung

Es stellt sich daherdie Frage,ob maneinebeliebigeFunktionf (x) in Form einerPotenzreihe
darstellenkann.Wir nehmendazuan,dassdiesmöglich ist undversuchendie Koef�zienten an

zubestimmen.Seialsof (x) =
P 1

n=0 anxn . DamanPotenzreihegliedweisedifferenziert5, folgt:

f (x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + ¢¢¢+ anxn + ¢¢¢

f 0(x) = a1 + 2a2x + 3a3x2 + ¢¢¢+ nanxn¡ 1 + ¢¢¢

f 00(x) = 2a2 + 6a3x + ¢¢¢+ n(n ¡ 1)anxn¡ 2 + ¢¢¢

f 000(x) = 6a3 + ¢¢¢+ n(n ¡ 1)(n ¡ 2)anxn¡ 3 + ¢¢¢

Hierausliestmanab:

f (0) = a0; f 0(0) = a1; f 00(0) = 2a2; f 000(0) = 6a3; ¢¢¢; f (n)(0) = n!an ; ¢¢¢

undsomit

an =
1
n!

f (n)(0):

Somiterhaltenwir dieTaylor-Reihe(oderTaylor-Entwicklung) von f umx = 0

f (x) =
1X

n=0

1
n!

f (n)(0)xn :

5Überdie Frage,wanndaserlaubtist, wollen wir unshier keineGedankenmachen!Zumindestmussdie glied-
weisedifferenzierteReiheauchwiederkonvergieren!
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EinegroßeKlassevonFunktionenkanndurchTaylor-Reihendargestelltwerden.DieseFunktio-
nenheißenanalytisch (in x = 0).
Diesgilt abernicht für alleFunktionen.Ein Gegenbeispielist

f (x) = e¡ 1=x2
:

Für dieseAbbildunggilt
f (n)(0) = 0 für allen:

Somitist dieTaylor-ReiheidentischNull!
Ein anderesBeispielist die Funktionf (x) = 1

x , die in x = 0 gar nicht de�niert ist, genausowie
alle ihreAbleitungen.

Eine wichtige Anwendungder Taylor-Entwicklungist die BestimmungeinereinfachenNähe-
rungeinerFunktionin derNähevonx = 0, z.B.

f (x) = f (0) + f 0(0)x +
1
2

f 00(0)x2 + O(x3):

DabeibezeichnetO(x3) Terme,die für x ! 0 mindestenssoschnellwie x3 verschwinden.Eine
allgemeinemathematischeDe�nition hierfür lautet:

De�nition 3.4.2.

Seienf (x) undg(x) vorgegebeneFunktionenundx0 2 R [ f§1g . Dannde�niert man

f (x) = O(g(x)) :( ) esgibt einM 2 R mit

¯
¯
¯
¯
f (x)
g(x)

¯
¯
¯
¯ < M für x ! x0 :

Für den Fall limx! x0 f (x) = 0 bedeutetdies,dassf (x) für x ! x0 mindestensso schnell
verschwindetwie g(x). Für denFall limx! x0 jf (x)j = 1 , wächstjf (x)j höchstensvonderselben
Ordnungwie jg(x)j.
Analogde�niert man:

f (x) = o(g(x)) :( ) lim
x! x0

f (x)
g(x)

= 0;

d.h. f (x) verschwindetschnellerals g(x) für x ! x0, falls limx! x0 f (x) = 0. Für denFall
limx! x0 jf (x)j = 1 wird jg(x)j für x ! x0 schnellerwachsenalsjf (x)j.

Oft ist esnützlich,dieTaylor-Entwicklungvonf nichtumNull, sonderneinenanderenPunktx0

zubetrachten.Diesekönnenwir nunleichtbestimmen.Dazubetrachtenwir dieFunktion

g(¢ x) := f (x0 + ¢ x) = f (x);

d.h.g ist umx0 gegen̈uberf verschoben:g(x ¡ x0) = f (x). Wir entwickelnnung umNull:

g(¢ x) =
1X

n=0

1
n!

g(n)(0)(¢ x)n :
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NachKettenregelgilt aberfür allen

g(n)(0) = f (n)(x0)

undsomit

f (x) =
1X

n=0

1
n!

f (n)(x0)(x ¡ x0)n :

Diesist dieTaylor-Entwicklungvonf umx0. Voraussetzungist naẗurlich,dassf in x0 analytisch
ist.
Im folgendenwollenwir einmaldiewichtigstenPotenzreihendarstellungau�isten:

exp(x) = ex =
1X

n=0

1
n!

xn (x 2 R)

sinx =
1X

n=0

(¡ 1)n

(2n + 1)!
x2n+1 (x 2 R)

cosx =
1X

n=0

(¡ 1)n

(2n)!
x2n (x 2 R)

ln(1 + x) =
1X

n=1

(¡ 1)n+1

n
xn (x 2] ¡ 1; 1])

(1 + x)p =
1X

n=0

µ
p
n

¶
xn (p 2 R; x 2] ¡ 1; 1[)

mit demBinomialkoef�zienten
µ

p
n

¶
:=

p(p ¡ 1)(p ¡ 2) ¢¢¢(p ¡ n + 1)
n!

:

Sp̈aterwerdenwir nochsehen,dassdie DarstellungeinerFunktionals Taylor-Reihei.a. Aus-
gangspunktihrer Erweiterungins Komplexe ist. Für beliebigez 2 C ist die Funktiondannda-
durchde�niert, dassmanin derTaylor-Reihex durchz ersetzt.Diesist sinnvoll, dadieFunktion
sofür reelleArgumentemit ihrer urspr̈unglichenDe�nition übereinstimmtunddie Berechnung
derReiheim PrinzipnurdieGrundrechenartenerfordert.



Kapitel 4

Integration

Einehäu�g auftauchendeFragelautet:Wie bestimmtmanx(t) wennv(t) = dx
dt bekanntist ?

In physikalischenProblemenist dabeiz.B. v(t) derzeitlicheGeschwindigkeitsverlaufeinerBe-
wegungundx(t) diebiszurZeit t zurückgelegteStrecke.
Die zur BeantwortungdieserFragenötige Umkehrungder Differentiationbezeichnetmanals
Integration.

4.1 Stammfunktion

De�nition 4.1.1(Stammfunktion).

F (x) heißtStammfunktion derFunktionf (x), wennF 0(x) = f (x): Manschreibtauch

F (x) =
Z

f (x)dx

undbezeichnetdiesalsdasunbestimmteIntegral vonf . In derPhysik schreibtmanauchhäu�gR
dxf (x), wassp̈aterbeimehrdimensionalenIntegraleneinenützlicheKonventionist.

F ist nicht eindeutig,dennmit F (x) ist auchF (x) + a mit einerbeliebigenreellenKonstanten
a eineStammfunktion.Genauerbezeichnetdaher

R
f (x)dx die Mengealler Stammfunktionen

von f . a heißtauchIntegrationskonstante.

Ähnlich wie die Ableitungkönnenwir unseineTabellemit denwichtigstenStammfunktionen
zusammenstellen:

f (x) F (x)
xr 1

r +1 xr +1

1
x ln jxj
ex ex

sinx ¡ cosx
cosx sinx

Dabeiist zubeachten,dassbeijederStammfunktionadditiv nochIntegrationskonstantea auftritt.
Im erstenBeispielxr ist r 2 R n f¡ 1g. Ist r =2 N, somußx > 0 sein.

45



46 KAPITEL 4. INTEGRATION

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

�����������

x

f(u)

f(x)

Df
Df(u+    u)

u u+    uDa

DR

Abbildung4.2.1:DasIntegral

4.2 BestimmtesIntegral

Eine andereMotivation der Integration ist die Flächenberechnung.Man spricht auchvon be-
stimmtenIntegralen. Für die Flächedie vom Graphenf (x) der Funktion f mit der x¡ Achse
zwischenx = a undx = u eingeschlosseneFläche(schraf�erter Bereichin Abb. 4.2.1)schreibt
manauch:

F (u) =
Z u

a
f (x)dx:

Man fragtsichnun:Wie siehtF (u) aus,wennf (x) bekanntist?
Auf denerstenBlick ist naẗurlich nicht offensichtlich,dassdiesesProblemetwasmit demim
vorigenAbschnitteingef̈uhrtenIntegral zu tun hat.Die NotationdeutetabereinensolchenZu-
sammenhangschonan,denwir unsim folgendenklar machenwollen.
Zu Bestimmungder FunktionF (u) vergrößernwir den Integrationsbereichum ein Stück ¢ u
(sieheAbb. 4.2.1):

F (u + ¢ u) = F (u) + f (u)¢ u + ¢ R;

¢ R ¼ ¢ u¢ f :

Die Fläche¢ R habenwir nursehrgrobdurch¢ u¢ f approximiert.I.a.wird hiernocheinKoef-
�zient ®auftreten,d.h.¢ R = ®¢ u¢ f . In demBeispielin Abb. 4.2.1wäreeineApproximation
desBereichs¢ R durchein Dreieck(d.h.® = 1=2) sichergenauer. Wir werdenabergleichse-
hen,dassesdaraufgarnichtankommt.Wichtig ist nur, dass¢ R gegenNull geht,wenn¢ u oder
¢ f gegenNull gehen.
Nunergibt sichdurcheinfacheUmformung:

F (u + ¢ u) ¡ F (u)
¢ u

=
f (u)¢ u + ¢ R

¢ u
¼ f (u) + ¢ f
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undsomitfür ¢ u ! 0:

lim
¢ u! 0

F (u + ¢ u) ¡ F (u)
¢ u

= f (u)

Dabeihabenwir ausgenutzt,dasslim¢ u! 0 ¢ f = 0.

Insgesamthabenwir also:

f (u) =
dF(u)

du
= F 0(u);

d.h.F ist eineStammfunktionvon f bzw. F =
R

f (x)dx.

Die BedingungF (u = a) = 0 legt die Integrationskonstantefest.Sokommtmanzumbestimm-
ten Integral:

Z u

a
f (x)dx = F (u) ¡ F (a) =: F (x)

¯
¯
¯
¯

u

a

DasbestimmteIntegral von f zwischena undu ist alsoeineZahl!

Den ZusammenhangzwischenbestimmtemIntegral und Stammfunktionbezeichnetmanauch
alsdenHauptsatzder Differ ential- und Integralr echnung.

Bei derBerechungkanneinebeliebigeStammfunktiongewähltwerden,dadieadditiveKonstan-
tebeiderBildungderDifferenzF (u) ¡ F (a) herausf̈allt.

Beispiel4.2.1.
Als einfachesBeispielbetrachtenwir die Funktionxn . DasunbestimmteIntegral ist gegeben
durch

F (x) =
Z

xndx =
xn+1

n + 1
+ c:

DasbestimmteIntegral zwischena undu ist
Z u

a
xndx =

un+1

n + 1
¡

an+1

n + 1
:

Speziellfür a = 1 undu = 2 ergibt sich

Z 2

1
xndx =

2n+1 ¡ 1
n + 1

:

Bei derInterpretationdesbestimmtenIntegralsalseingeschlosseneFlächemussmanvorsichtig
sein,wenndie Funktionnegativ werdenkann.In demBeispiel in Abb. 4.2.2wäredie einge-
schlosseneFlächedurchF1 + F2 + F3 gegeben,wobeiFj > 0. DasIntegral liefert aber

Z b

a
f (x)dx = F1 ¡ F2 + F3:
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f(x)

x
ba

31F

F

F

2 >0

Abbildung4.2.2:Zur InterpretationdesbestimmtenIntegralsalsFläche.

Im folgendenstellenwir einigeeinfacheRechenregelnzusammen.Zunächsteinmalist die Inte-
grationlinear, d.h.für beliebige(integrierbare)Funktionenf undg undreelleZahlenr gilt

Z b

a
(f (x) + rg(x)) dx =

Z b

a
f (x)dx + r

Z b

a
g(x)dx:

Außerdemist die Integrationadditiv, d.h.

Z c

a
f (x)dx +

Z b

c
f (x)dx =

Z b

a
f (x)dx (mit a < c < b):

Außerdemgilt

Z b

a
f (x)dx = F (b) ¡ F (a) = ¡ (F (a) ¡ F (b)) = ¡

Z a

b
f (x)dx;

wobeiF eineStammfunktionvon f ist. Mit der letztenRegel überlegt mansich leicht,wasbei
derAdditivität in demFall passiert,in demc nicht zwischena undbliegt!

4.3 Integrationsverfahren

In der Praxismuß maneinegewisseMengeelementarer(unbestimmter)Integraleauswendig
können.Aus diesenkannmansich durchAnwendunggeeigneterRegeln viele andereIntegra-
le herleiten.Sehrnützlich sind auchIntegrationstabelle,z.B. dasBuch von Gradstein/Ryshik.
Heutzutagegibt esauchComputeralgebraprogrammewie MathematicaoderMaple, die sogar
unbestimmteIntegralebestimmenkönnen.
Im folgendenwollenwir einigenützlicheIntegrationsverfahrenvorstellen.
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4.3.1 Partielle Integration

Die partielleIntegrationist gewissermaßendieUmkehrungderProduktregelderDifferentiation.
Sei f (x) = g0(x)h(x), d.h. f ist Produktder Ableitung einerFunktiong, die wir kennen,und
einerFunktionh. DanachProduktregel d

dx (gh) = g0h + gh0, folgt:
Z

f (x)dx =
Z ·

d
dx

(gh) ¡ gh0

¸
dx = gh ¡

Z
gh0dx

bzw. alsbestimmtesIntegral
Z b

a
g0(x)h(x)dx = g(x)h(x)

¯
¯b

a
¡

Z b

a
g(x)h0(x)dx:

DerNutzendieserRegel liegt darin,dassmanchmaldasIntegral
R

gh0dx einfacherauszurechnen
ist als

R
g0hdx.

Wir wollendiesaneinigenBeispielenillustrieren.

Beispiel4.3.1.

1. Wir wollen
Rb

a xexdx bestimmen.Dazuidenti�zieren wir ex mit g, alsog0(x) = ex , und
h(x) = x, d.h.h0(x) = 1. Damitergibt sichausderRegelderpartiellenIntegration:

Z b

a
xexdx = xex

¯
¯b

a
¡

Z b

a
1 ¢exdx = (xex ¡ ex )

¯
¯b

a
:

Natürlich hättemanauchdie Identi�kation g0(x) = x und h(x) = ex wählenkönnen.
DannhätteaberdiepartielleIntegrationzukeinerVereinfachunggeführt,daimmerhöhere
Potenzenvonx auftretenwürden.

2. Als zweitesBeispiel untersuchenwir ein Integral über eine trigonometrischeFunktion,
nämlich

Rb
a sin2 xdx. Hier hilft die Identi�kation g0(x) = h(x) = sinx weiter. Dannist

g(x) = ¡ cosx undh0(x) = cosx:
Z b

a
sin2 xdx =

Z b

a
sinx sinxdx = ¡ cosx sinx

¯
¯b

a
¡

Z b

a
(¡ cos2 x)dx

= ¡ cosx sinx
¯
¯b

a
+

Z b

a
(1 ¡ sin2 x)dx

= ¡ cosx sinx
¯
¯b

a
+ xjba ¡

Z b

a
sin2 xdx:

Hier habenwir beim Übergangzur zweitenZeile die Beziehungsin2 x + cos2 x = 1 be-
nutzt.Zunächstsiehtessoaus,alsob wir unsim Kreis gedrehthaben,daauf derrechten
SeitewiederdasgleicheIntegral auftaucht,daswir ausrechnenwollten. Man beachteal-
lerdingsdasandereVorzeichen!Wir könnendaherdenTermauf die andereSeitebringen
underhaltensomit Z b

a
sin2 xdx =

1
2

h
(x ¡ cosx sinx)

¯
¯b

a

i
:
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3. Als letztesBeispielbetrachtenwir
Rb

a ln xdx. Hier hilft die Identi�kation g0(x) = 1 und
h(x) = ln x:

Z b

a
ln xdx = x ln x

¯
¯b

a
¡

Z b

a
x ¢

1
x

dx = x ln x
¯
¯b

a
¡

Z b

a
dx = (x ln x ¡ x)

¯
¯b

a
:

Die Stammfunktionvon ln x ist alsox ln x ¡ x.

4.3.2 Substitutionsregel

Die Substitutionsregel ist dieUmkehrungderKettenregelderSubstitution.
Seiy = g(x) invertierbarmit Umkehrfunktiong¡ 1(y). Danngilt:

Z b

a
f (g(x)) dx =

Z g(b)

g(a)
f (y)

dg¡ 1(y)
dy

dy:

Diessiehtmanfolgendermaßenein:Seih(x) := f (g(x)) undH eineStammfunktionvonh:

H (x)
¯
¯b

a
=

Z b

a
f (g(x)) dx:

Andererseitsgilt auch

H (x)
¯
¯b

a
= H (g¡ 1(y))

¯
¯g(b)

g(a)
;

dag¡ 1 dieUmkehrfunktionvong ist undsomitz.B.g¡ 1(g(a)) = a. Weitergilt nachdemHaupt-
satzderDifferential-undIntegralrechnungundKettenregel

H (g¡ 1(y))
¯
¯g(b)

g(a)
=

Z g(b)

g(a)
H 0

¡
g¡ 1(y)

¢ dg¡ 1(y)
dy

dy =
Z g(b)

g(a)
h

¡
g¡ 1(y)

¢ dg¡ 1(y)
dy

dy;

wobei wir im letztenSchritt ausgenutzthaben,dassH Stammfunktionvon h ist. Da h(x) :=
f (g(x)), folgt hierausdieBehauptung.

Wir gebennochzwei äquivalenteFormenderSubstitionsregelan,diemanchmalnützlichsind1:

Z b

a
f (x)dx =

Z g¡ 1 (b)

g¡ 1 (a)
f (g(x))g0(x)dx:

oderauch

Z g(b)

g(a)
f (x)dx =

Z b

a
f (g(x))g0(x)dx:

1Esgen̈ugtnaẗurlich, einederRegelnzukennen,nämlichdieForm,diemansichamleichtestenmerkenkann.
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Die Formfür unbestimmteIntegrale
Z

f (u(x))u0(x)dx =
Z

f (u)du

kannmansich leicht merken,wennmanu0(x) als Differentialquotientdu
dx ausdr̈uckt und dann

quasidx “wegkürzt”. Man beachte,dassin demrechtenIntegral u nicht mehrfür eineFunktion
steht,sonderndieIntegrationsvariablebezeichnet.Wir werdendiesgleichin denBeispielennoch
explizit sehen.
Die Substitutionsregelkannmanin beideRichtungen(vonlinks nachrechtsodervonrechtsnach
links) anwenden.Manchmalist esnützlich, durchSubstitutionmit einergeeignetenFunktion
u(x) zumscheinbarschwierigerenIntegralaufderlinkenSeiteüberzugehen.

Beispiel4.3.2.

1. Z
esin x cosxdx =

u =sin x
du =cos xdx

Z
eudu = eu = esin x

Offensichtlichbietet sich hier die Identi�kation u = sinx an. Wegen du
dx = cosx, ist

du = cosxdx.

2. Z
u0(x)
u(x)

dx =
du= u0dx

Z
du
u

= ln juj = ln ju(x)j:

Ähnlich wie im erstenBeispielhabenwir hier “dx” quasiweggek̈urzt.

3. Ein Beispielmit bestimmtemIntegral:

Z 7

1

1
p

2x + 2
dx =

Z g(7)

g(1)

1
p

y
¢

1
2

dy =
1
2

Z 16

4
y¡ 1=2 =

1
2

2y1=2
¯
¯16

4
= 2:

Hier habenwir mit y = g(x) = 2x+ 2substituiert.Damitist dieUmkehrfunktiong¡ 1(y) =
1
2(y ¡ 2) und(g¡ 1(y))0(y) = 1

2.

4.3.3 Ableitung nachParameter

Als weiteresnützlichesVerfahrenwollenwir einenTrick verstellen,dervonR.P. Feynmanhäu�g
gewinnbringendeingesetztwurde.DieserFeynman-Trick beruhtauf folgendemErgebnis:

Satz4.3.1(AbleitungnacheinemParameter).
Wir betrachtendasIntegral

I (®) :=
Z b

a
f (x; ®)dx;
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bei demder Integrandnebender Variablenx von einemweiterenParameter® abḧangt, über
den nicht integriert wird. Die so de�nierte Funktion I (®) von ® ist unter relativ schwachen
Voraussetzungendifferenzierbarundesgilt:

I 0(®) =
d

d®

Z b

a
f (x; ®)dx =

Z b

a

@f (x; ®)
@®

dx:

Mit anderenWorten:MankanndieAbleitungnach® “unterdasIntegral ziehen”.Dannwird sie
zurpartiellenAbleitung,daf ja vonzweiVariablenabḧangt.

Wir wollen denNutzendieserTatsachefür die Berechnungvon Integralenan einemBeispiel
konkretisieren.

Beispiel4.3.3.

Z 1

¡ 1
xe®xdx =

Z 1

¡ 1

@e®x

@®
dx

=
d

d®

Z 1

¡ 1
e®xdx =

d
d®

µ
1
®

e®x
¯
¯1

¡ 1

¶
=

d
d®

µ
1
®

¡
e® ¡ e¡ ®

¢
¶

=
d

d®

µ
2
®

sinh®
¶

= ¡
2
®2

sinh®+
2
®

cosh®:

Dabeihabenwir in der erstenZeile erkannt,dasssich der Integrandals Ableitungeinereinfa-
cherenFunktion,nämlichf (x; ®) = e®x schreibenläßt,auf die wir denSatzvon derAbleitung
nacheinemParameterangewendethaben.Bei derAuswertungdesIntegralshabenwir danndie
in denÜbungenuntersuchtehyperbolischeSinusfunktionsinh®eingef̈uhrt,wasdieBerechnung
derAbleitungim letztenSchrittetwasvereinfacht.HierbeiwurdendieProdukt-undQuotienten-
regel verwendet.

In demobigenBeispielwarrelativ klar, nachwelchemParametermanabzuleitenhat.Die eigent-
licheKunstliegt darin,geeigneteParametereinzuf̈uhren!StellenSiesichz.B.vor, wir hättennur
dasIntegral

R1
¡ 1 xexdx berechnenmüssen!Der eigentlicheTrick besẗundedanndarinzu erken-

nen,dassesviel einfacherist, dasallgemeinereIntegral
R1

¡ 1 xe®xdx zubestimmenundamEnde
dann® = 1 zusetzen.GeradedarinbestanddieMeisterschaftvonFeynman!

4.4 UneigentlicheIntegrale

In derPhysik stehtmanhäu�g vor demProblem,entwederIntegraleüberunbeschr̈ankteInterval-
le zuberechnen,beideneneineoderbeideGrenzenunendlichsind,oderaberdassderIntegrand
Polstellenhat.Man sprichtdannauchvon uneigentlichenIntegralen. Im folgendenwollenwir
unsansehen,wie manin diesenFällenvorgeht.
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4.4.1 Integration über ein unbeschr̈anktesInter vall

Wir betrachteneineFunktionf (x) und fragenuns,ob dasIntegral
R1

a f (x)dx überdasunbe-
schr̈ankteIntervall [a;1 [ existiert.Dazufassenwir esalsdenGrenzwert

Z 1

a
f (x)dx = lim

b!1

Z b

a
f (x)dx

auf. Wir müssenalsountersuchen,ob der Grenzwertüberhauptexistiert. Eine offensichtliche
Forderung,die f (x) erfüllenmuss,ist, dassdieFunktionfür x ! 1 hinreichendschnellabf̈allt.
Wasdasbedeutet,wollenwir aneinemkonkretenBeispieluntersuchen,dasoft alsVergleichsfall
herangezogenwird, nämlichdiePotenzfunktionx r .

Beispiel4.4.1.

Z 1

a
xr dx = lim

b!1

Z b

a
xr dx =

r 6= ¡ 1
lim
b!1

µ
1

r + 1
xr +1

¯
¯b

a

¶

= lim
b!1

·
1

r + 1

¡
br +1 ¡ ar +1

¢
¸

=
1

r + 1
lim
b!1

br +1 ¡
1

r + 1
ar +1 :

Der Grenzwertexistiert nur, falls r + 1 < 0 ist. Dannist nämlichbr +1 = 1
bj r +1 j , wasfür großeb

gegenNull strebt.Für r < ¡ 1 gilt also
Z 1

a
xr dx = ¡

1
r + 1

ar +1 =
1

jr + 1j
1

ajr +1 j
:

Für r > ¡ 1 ist br +1 divergentunddasuneigentlicheIntegralexistiert nicht.

Zur Vollständigkeit seinochderFall r = ¡ 1 angegeben:
Z 1

a

1
x

dx = lim
b!1

Z b

a

1
x

dx = lim
b!1

ln x
¯
¯b

a
:

Auchhierexistiert dasIntegralnicht,daln bfür b ! 1 divergiert.

Zusammenfassendkönnenwir alsofeststellen,dassdasuneigentlicheIntegral derPotenzfunkti-
onxr über[a;1 [ existiert, falls r < ¡ 1 ist.
Wie schonerwähnt,dientdie PotenzfunktionalsVergleich,um die Existenzvon uneigentlichen
Integralenentscheidenzukönnen.Wir könnnendaherfesthalten,dass

R1
a f (x)dx existiert, falls

f (x) für großex schnellerals1=x abf̈allt!

ZumAbschlussnocheinewichtigeBemerkungzumFall, dassbeideGrenzenunendlichsind,d.h.
für die Integrationüber] ¡ 1 ; 1 [. Bei solchenIntegralen,die anbeidenGrenzenuneigentlich
sind,ist dieKonvergenzanbeidenGrenzenunabḧangigerforderlich!
Betrachtenwir hierzudasBeispiel

R1
¡1

x
1+ x2 dx. Offensichtlichgilt

lim
a!1

Z a

¡ a

x
1 + x2

dx = 0;
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daderIntegrandeineungeradeFunktionist,dieüberdassymmetrischeIntervall [¡ a;a] integriert
wird. Allerdingsexistiert dasIntegral nicht, denndie unabḧangigeKonvergenzist nicht erfüllt,
daln(1 + x2) Stammfunktionvon x

1+ x2 ist (siehedas2. Beispielin Beispiel5.3.2)undsomit

Z b

a

x
1 + x2

dx =
1
2

£
ln(1 + b2) ¡ ln(1 + a2)

¤
:

Diesdivergiert offensichtlichfür b ! 1 alsauchfür a ! ¡1 .

4.4.2 Integration über Polstellen

Wir betrachtennun eineFunktion,die einePolstellebei x0 hat.Auf Grundder Additivität des
Integralskönnendie Überlegungenleicht auf denFall mehrererPolstellenverallgemeinertwer-
den.Als BeispieldientunswiederdiePotenzfunktionx r , die für r < 0 einenPolbeix0 = 0 hat.
Dazude�nierenwir Z b

0
xr dx = lim

a! 0+

Z b

a
xr dx:

Dabeibedeuteta ! 0+, dassmandenGrenzwertbildet, indemmansich nur von der rechten
Seite,alsoa > 0 derNull nähert.EineandereSchreibweisehierfür ist a & 0.

EineanalogeRechnungwie in Abschnitt4.4.1liefert dann,dass
Rb

a xr dx für a ! 0+ konvergiert,
falls r > ¡ 1, unddivergiert, falls r · ¡ 1.

Für denFall mehrererPolstellenoderin Kombinationmit einerIntegrationüberunbeschr̈ankte
Intervalle geltenwieder ähnlicheAussagenwie in Abschnitt4.4.1,d.h. die Konvergenzmuss
unabḧangigvorliegen!



Kapitel 5

KomplexeZahlen

Beim Addieren,Subtrahieren,Multiplizieren, Dividieren und Potenzierenvon reellenZahlen
bleibenwir im BereichderreellenZahlen.Beim Wurzelziehenstoßenwir auf einenneuenZah-
lentyp.

5.1 De�nition und Rechenregeln

Problem: x2 = ¡ 1 hatkeinereelleLösungx

Mande�niert daher1 (Euler1777): i :=
p

¡ 1.
i wird alsimaginäreEinheit bezeichnet.

EineallgemeineimaginäreZahl ist dannvonderFormb¢i mit reellemb, alsoz.B.2i , ¼i , etc.

Wir übertragennun die üblichenRechenregeln der reellenZahlenauf die imagin̈arenZahlen
(unterBeachtungvon i 2 = ¡ 1):

b1i + b2i = (b1 + b2)i

(b1i )(b2i ) = b1b2i 2 = ¡ b1b2

i 3 = i 2i = ¡ i etc.

De�nition 5.1.1(komplexe Zahlen).
AllgemeinekomplexeZahlen sindvonderForm

z = x + iy

mit reellenZahlenx undy. x bezeichnetmanauchals denRealteil von z undy als denIma-
ginäerteil. Manschreibtdannauch:

z = Re(z) + i Im(z):

1Manbeachte,dasshier strenggenommendie “positive” Wurzelgemeintist.

55
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Wie für dierein imagin̈arenZahlenübertragenwir auchfür diekomplexenZahlendiebekannten
Rechenregeln.Manerḧalt sodenKörperC derkomplexenZahlen.

Addition: z3 = z1 + z2 = (x1 + iy1) + (x2 + iy2) = (x1 + x2) + i (y1 + y2)

Re(z3) = Re(z1) + Re(z2) und Im(z3) = Im(z1) + Im(z2)

Multiplikation: z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2) = (x1x2) + i (x1y2) + i (y1x2) + i 2(y1y2)

= (x1x2 ¡ y1y2) + i (x1y2 + x2y1)

Speziellfür reelleş gilt:
¸z = ¸ (x + iy ) = (¸x ) + i (¸y )

De�nition 5.1.2(KomplexeKonjugation).
z¤ := x ¡ iy heißtkomplex-konjugiert zuz = x + iy , d.h.dieOperation¤ bedeutetVorzeichen-
wechselbeimImagin̈arteil.Manchmalschreibtmanauch¹z stattz¤.
Offensichtlichgilt: Re(z) = 1

2(z + z¤) undIm(z) = 1
2i (z ¡ z¤)

Für dasProdukteinerkomplexenZahl z mit ihremkomplex-konjugiertengilt

z ¢z¤ = (x + iy )(x ¡ iy ) = x2 + y2:

Esist alsoimmerreell undgrößergleichNull.

Nützlich ist dasKomplex-KonjugierteauchbeiderDivisiondurchkomplexeZahlen:

1
z

=
z¤

z ¢z¤
=

x ¡ iy
x2 + y2

=
x

x2 + y2
¡ i

y
x2 + y2

:

Hiermit ist dieDivision in C aufeineMultiplikation zurückgef̈uhrt.

De�nition 5.1.3(Betrag).

Mande�niert denBetrag jzj einerkomplexenZahl z durch jzj =
p

zz¤ .
Für ihn geltenanalogeRechenregelnwie für denBetragvon reellenZahlen,z.B. die Dreiecks-
ungleichung.

5.2 KomplexeEbene

Es bietet sich an, Real- und Imagin̈arteil als KomponenteneineszweidimensionalenVektors
zu interpretieren.Man kommtsozu derzweidimensionalenDarstellungin dersog.komplexen
Ebene(sieheAbb. 5.2.1):

z = x + iy 2 C !
µ

x
y

¶
2 R2;
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z¤

z = x + iy

x

y
r

Á

Abbildung5.2.1:Die komplexe Ebene.Die Darstellungwird auchalsAr gand-Diagramm be-
zeichnet.

wobeinun
µ

x
y

¶
ein zweidimensionalerVektor ist. Nun kannmanwiederzu ebenenPolarkoor-

dinatenx = r cosÁ undy = r sinÁ übergehenunderḧalt

z = x + iy = r (cosÁ+ i sinÁ):

EineeinfachegeometrischëUberlegungliefert r =
p

x2 + y2, d.h.r = jzj. Manbezeichnetden
Betragvon z in diesemZusammenhangauchmanchmalals Modul oderModulus von z und
schreibtr = mod(z).
Den Winkel Á in der Polarkoordinatendarstellungbezeichnetmanauchals Ar gument von z:
Á = arg(z).
InsgesamthatmandaherfolgendeDarstellungeinerkomplexenZahl:

z = jzj(cosÁ+ i sinÁ):

DasArgumentwird wie bei denebenenPolarkoordinatenüberÁ = arctan y
x bestimmt.Hierbei

ist aberVorsichtgeboten,daderWertebereich2 desarctandasIntervall [¡ ¼
2 ; ¼

2 ] ist. I.a.sinddaher
Zusatz̈uberlegungenzur BestimmungdesWinkelsnötig undmandarf nicht blind derAusgabe
einesTaschenrechnersvertrauen!
Strenggenommengilt nur tan Á = y

x und manmußdie Periodiziẗat tan(Á + ¼) = tan Á des
Tangesber̈ucksichtigen.Wir wollendiesaneinemBeispielverdeutlichen.
Dazubetrachtenwir z = ¡ 1 ¡ i . In derkomplexenEbeneliegt z im 3. Quadranten,d.h.esgilt
¼· Á · 3¼

2 . Esgilt aberarctan ¡ 1
¡ 1 = arctan1 = ¼

4 . Auf Grundder¼-Periodiziẗat desTangens
könnenwir hierzuVielfachevon ¼addieren,ohnedenWert desTangenszu ändern.Um in den
3. Quadrantenzugelangen,müssenwir ¼addieren,d.h.esgilt arg(¡ 1 ¡ i ) = 5¼

4 .

Auchmit diesemVerfahrenistÁnichteindeutigbestimmt,dawir immerVielfachen = 0; § 1; § 2; : : :
von 2¼addierenkönnen.Dies entsprichtdannn UmrundungendesUrsprungs.Die Konventi-
on ist aber, dassÁ 2 [0; 2¼[. Dies bezeichnetmanals denHauptwert.Manchmalist esauch
zweckm̈assig,Á 2] ¡ ¼; ¼] zuwählen.

2Genauer:DerWertebereichdesHauptzweiges.
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5.3 EulerscheFormel

Mit komplexenZahlenkannmankomplexeFunktionenbilden:f (z) 2 C, z.B. f (z) = 2z2 + z.

Beispiel5.3.1. Wir betrachtenim folgendenein für diePraxissehrwichtigesBeispiel,diekom-
plexwertigeExponentialfunktion.
Für reelleArgumentex ist die Exponentialfunktiondurchihre Reihenentwicklunggegeben(f ür
eineDe�nition, sieheKap.3.2.2):

exp(x) = ex = 1 +
x
1!

+
x2

2!
+

x3

3!
+ ¢¢¢=

1X

n=0

1
n!

xn :

Betrachtenwir dieseReihefür ein imagin̈aresArgumentiÁ mit reellemÁ, danngilt

eiÁ = 1 +
iÁ
1!

+
(iÁ)2

2!
+

(iÁ)3

3!
+ ¢¢¢

= 1 + iÁ ¡
1
2!

Á2 ¡ i
1
3!

Á3 +
1
4!

Á4 + i
1
5!

Á5 + ¢¢¢

= 1 ¡
1
2!

Á2 +
1
4!

Á4 ¡ ¢¢¢+ i
µ

Á¡
1
3!

Á3 +
1
5!

Á5 ¡ ¢¢¢
¶

= cosÁ+ i sinÁ;

wobeiwir im letztenSchrittdiePotenzreihenvonsin undcosverwendethaben.

Diesliefert dieEulerscheFormel:

eiÁ = cosÁ+ i sinÁ

d.h.diekomplexeZahleiÁ mit Á 2 R liegt aufdemEinheitskreis(dajeiÁ j2 = cos2 Á+ sin2 Á = 1)
mit Winkel Á.

Wir könnendaherfür reelleÁ denReal-undImagin̈arteil derExponentialfunktionbestimmen:

Re(eiÁ ) = cosÁ;

Im(eiÁ ) = sinÁ:

Mit derEulerschenFormelkönnenwir nuneinebeliebigekomplexeZahldarstellenals

z = jzjeiÁ :

Hiermit machtmansichdie folgendenRechenregelnfür denBetragunddasArgumentklar:

z1 ¢z2 = jz1jeiÁ1 ¢jz2jeiÁ2 = jz1z2jei (Á1+ Á2 ) :

Speziellfür dasKomplex-Konjugiertefolgt:

z¤ = jzj(cosÁ¡ i sinÁ) = jzj(cos(¡ Á) + i sin(¡ Á)) = jzje¡ iÁ
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Allgemeingilt folgendeAussage:Ist f (x) für allex 2 R reellwertig,sogilt: f (z¤) = (f (z))¤.

UnterBenutzungderRechenregelnfür die Exponentialfunktion,die analogfür komplexe Argu-
mentegelten,könnenwir dieEulerscheFormelaufbeliebigez = x + iy verallgemeinern:

ez = ex+ iy = exeiy = ex (cosy + i siny) :

Man kannnunauchdie Winkelfunktionendurchdie komplexe Exponentialfunktiondarstellen.
DaeiÁ = cosÁ+ i sinÁ unde¡ iÁ = cos(¡ Á) + i sin(¡ Á) = cosÁ¡ i sinÁ, folgt

cosÁ =
1
2

(eiÁ + e¡ iÁ ) und sinÁ =
1
2i

(eiÁ ¡ e¡ iÁ ):

DieseIdentiẗatensindenormnützlich. Zum Beispiellassensichmit ihnendie bekanntenAddi-
tionstheoremefür die trigonometrischenFunktioneneinfachbeweisen.Letztlich führt mansie
auf die EigenschaftenderExpontialfunktionzurück. Dieswerdenwir in denÜbungengenauer
untersuchen.

5.4 Wurzeln

Lösungenvonz = wn bzw. z1=n = w heißenn-te Wurzeln vonz.

Die ZahlderLösungenhängtoffensichtlichvonn ab:

w2 = 1 =) w = 1; w = ¡ 1;

w4 = 1 =) w2 = 1; w2 = ¡ 1 =) w = 1; w = ¡ 1; w = i; w = ¡ i:

Allgemeinkönnenwir dieallgemeineLösungfür diesesProblemelegantmit Hilfe derPolardar-
stellungbestimmen.

z1=n =
¡
jzjeiÁ

¢1=n
= jzj1=neiÁ=n = n

p
jzj

µ
cos

Á
n

+ i sin
Á
n

¶
:

Die Nichteindeutigkeit desWinkelsÁ,

eiÁ = ei (Á+2 ¼k) (k = 0; § 1; § 2; : : :)

dernur bis auf Vielfachevon 2¼bestimmtist, führt auf verschiedeneWurzeln,die für verschie-
deneWertevonk auftretenkönnen(solangeÁ+2 ¼k

n 2 [0; 2¼[).

Somit�nden wir, dassz = wn
k mit

wk := n
p

jzj
µ

cos
Á+ 2¼k

n
+ i sin

Á+ 2¼k
n

¶
mit k = 0; 1; : : : ; n ¡ 1;

d.h.esgibt n verschiedenen-te Wurzeln.Esist wichtig, diesimmerim Hinterkopf zu behalten.
Sp̈aterwerdenSie sehen,dassin physikalischenProblemennicht immer die reelleLösungdie
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n=4n=3n=2n=1

Abbildung5.4.1:LagederEinheitswurzelnfür n = 1; 2; 3; 4.

interessantesteist!

Insbesonderegibt esauchn sogenannten-te Einheitswurzeln

ei 2¼k=n (k = 0; 1; : : : ; n ¡ 1):

SieliegenaufdemEinheitskreis(sieheAbb. 5.4.1).

Esseidavor gewarnt,dieausdemReellenbekanntenRechenregelnfür WurzeleinfachinsKom-
plexezu übertragen.Diesgeht,geradeaufGrundderNichteindeutigkeit derWurzeln,oft schief!
In denÜbungenwerdenwir diesnäherbeleuchten.



Kapitel 6

Differ entialgleichungen

Bei derIntegrationhabenwir esmit demProblemzutun,eineFunktiony(x) ausihrerbekannten
Ableitung y0(x) = f (x) zu bestimmen.Als Verallgemeinerungder Integrationwerdenunsim
folgendenimmerwiedersogenannteDiffer entialgleichungen(DGL) begegnen.

In ersterLinie werdenwir esmit zweiTypenzu tunhaben,densog.
DGL 1. Ordnung: y0(x) = f (x; y),
DGL 2. Ordnung: y00(x) = f (x; y; y0).

Die fundamentaleGleichungderMechanik,dieNewtonscheBewegungsgleichung

mÄx(t) = F (x; t)

ist einBeispielfür eineDGL 2. Ordnung.Dabeiist Äx = d2x
dt2 dieBeschleunigungundF (x; t) die

zurZeit t aufdieamOrt x be�ndliche Massem wirkendeKraft.

6.1 Klassi�kation von DGL

DifferentialgleichungenlassensichaufunterschiedlicheArtenklassi�zieren.

² gewöhnliche DGL: EinegewöhnlicheDGL entḧalt keinepartiellenAbleitungen,esgibt
nureineunabḧangigeVariable.

² partielle DGL: Eine partielleDGL spezi�ziert Funktionenvon mehrerenVariablen.Sie
entḧalt partielleAbleitungennachdenverschiedenenunabḧangigenVariablen.

² Ordnung der DGL: Die OrdnungeinerDGL ist durchdieOrdnungderhöchstenvorkom-
mendenAbleitunggegeben.

² explizite DGL: Explizite DGL habendie Form y(n)(x) = f (x; y; y0; : : : ; y(n¡ 1)), d.h.sie
drückendiehöchstevorkommendeAbleitungalsFunktionderanderenAbleitungenaus.

² implizite DGL: Implizite DGL habendieFormf (x; y; y0; : : : ; y(n)) = 0.

61
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² lineare DGL: In linearenDGL tretenkeinePotenzenvon y, y0; : : : auf,ebensowenigPro-
duktewie yy0odery0y00etc.PotenzenderunabḧangigenVariablenx sindabererlaubt.Ein
BeispieleinerlinearenDGL ist y0+ x2 + y cosx = 0.

² nichtlineareDGL: NichtlineareDGL enthaltenPotenzenoderProduktevony; y0; : : :, z.B.
yy00+ (y0)2 = 0.

² Anfangswertproblem: Bei einemAnfangswertproblemsuchtmandieLösungeinerDGL,
diezus̈atzlichdiesog.Anfangsbedingungy(x0) = y0 erfüllt, wobeix0 undy0 vorgegebe-
neKonstantensind.Diestritt häu�g beiphysikalischenFragestellungenauf,wo z.B.x0 die
Anfangszeitundy0 derAnfangsortseinkann.Bei DGL höhererOrdnungsindi.a.weitere
Anfangsbedingungenvorgegeben,wie dieAnfangsgeschwindigkeit y0(x0) = v0.

Bemerkung:I.a. wird die LösungeinerDGL nicht eindeutigsein! Wie beim Integrierentreten
Integrationskonstantenauf, und zwar in der Regel n Stück, wennn die Ordnungder DGL ist.
DiesewerdendanndurchdieAnfangsbedingungen�xiert.

6.2 LineareDGL mit konstantenKoef�zienten

Als ersteswichtigesBeispielbetrachtenwir nuneinelineareDGL 2. Ordnung mit konstanten
Koef�zienten:

(i ) ay00+ by0+ cy = 0 homogeneDGL

(ii ) ay00+ by0+ cy = f (x) inhomogeneDGL

mit Konstantena;b;c 2
�

.

Wir könneno.B.d.A.1 annehmen,dassa = 1 ist. Dieskönnenwir immererreichen,indemwir
die Gleichungdurcha dividieren.Dabeiist derFall a = 0 uninteressant,daessichdannnicht
umeineDGL 2. Ordnunghandelt!

Eine wichtige AnwendungdieserGleichunghabenSie schonin der Experimentalphysik ken-
nengelernt.Die homogeneGleichungtritt beiderBeschreibungeinerharmonischenged̈ampften
Schwingungauf. Wirkt zus̈atzlich eine äussereKraft auf denOszillator, so führt diesauf die
inhomogeneGleichung.In beidenFällenist y(x) dieAuslenkungausderRuhelagezurZeit x.

6.2.1 HomogenerFall

Wir untersuchendaherzun̈achstdiehomogeneGleichung

y00+ by0+ cy = 0:

Zur Lösungmachenwir denAnsatz
y(x) = Ae¸x ;

1D.h. “ohneBeschr̈ankungderAllgemeinheit”
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denwir in dieDGL einsetzen.Als “Ansatz”bezeichnetmanallgemeineineLösung,derenStruk-
tur mangewissermaßengeratenhat,obwohl maneinigeDetailsderLösungnochnicht kennt.In
unseremFall ist ein Versuchmit einerExponentialfunktionnaheliegend,dadiesebei Ableitung
reproduziertwird. Wir müssennunüberpr̈ufen,ob wir die nochnicht bestimmtenKonstantenA
und¸ sowählenkönnen,dassAe¸x tats̈achlicheineLösungderGleichungwird.
Zunächstben̈otigenwir die Ableitungeny0(x) = ¸Ae ¸x undy00(x) = ¸ 2Ae¸x . Setztmandiese
in dieDGL ein,sofolgt

Ae¸x (¸ 2 + b¸ + c) = 0:

DaA 6= 0 (wir sindschließlichaneinernichttrivialenLösunginteressiert!)undȩ x 6= 0, folgt

¸ 2 + b¸ + c = 0

undsomit

¸ § = ¡
b
2

§

r
b2

4
¡ c:

Dab;c reell sind,ist r
b2

4
¡ c

(
reell; falls b2

4 ¡ c ¸ 0;

imagin̈ar; falls b2

4 ¡ c < 0:

Deshalbsind¸ § für b2

4 ¡ c < 0 komplex2:

¸ § = ¡
b
2

§ i

r

c ¡
b2

4
;

d.h.insbesondereist ¸ + = (¸ ¡ )¤.
Für b2

4 ¡ c > 0 habenwir zwei verschiedenereelleLösungeņ + und¸ ¡ .
Für b2

4 ¡ c = 0 ist ¸ + = ¸ ¡ . Dannexistiert abereineweitereLösungy = xe¸x (nachrechnen!).
DiesenFall wollenwir im folgendennichtnäherbetrachten.

Wir habenalsozweiLösungenderhomogenenGleichunggefunden,nämlich

y§ (x) = A§ e¸ § x ;

wovonmansichleichtdurchNachrechnen̈uberzeugt.Dabeiist ¸ § durchdieKoef�zienten bund
c derDGL bestimmt,währendA§ beliebigeIntegrationskonstantensind!

DadieDGL linear ist, hatsiedieangenehmeEigenschaft,dassdieSummey = y+ + y¡ zweier
Lösungeny+ , y¡ wiedereineLösungliefert3:

y00+ by0+ cy = (y+ + y¡ )00+ b(y+ + y¡ )0+ c(y+ + y¡ )

= (y00
+ + by0

+ + cy+ ) + (y00
¡ + by0

¡ + cy¡ ) = 0;

2Vergleicheauchmit Aufgabe6gderÜbungen!
3Diesgilt leidernichtallgemein!
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wobei im letztenSchritt beideKlammerausdr̈ucke separatverschwinden,da y+ , y¡ Lösungen
sind.

ZusammenfassendlautetalsodieallgemeineLösungderhomogenenGleichungim Fall b2

4 6= c

y(x) = A+ e¸ + x + A ¡ e¸ ¡ x

mit zweiIntegrationskonstantenA§ , diedurchdieAnfangsbedingungeny(x0) = y0 undy0(x0) =

v0 festgelegt werdenund¸ § = ¡ b
2 §

q
b2

4 ¡ c.

Ist b2

4 = c, solautetdieallgemeineLösung

y(x) = A1e¡ b
2 x + A2xe¡ b

2 x :

Wir sehen,dassin beidenFällenzwei unabḧangigeIntegrationskonstantenauftreten.Da essich
umeineDGL 2. Ordnunghandelt,habenwir dieallgemeinsteLösunggefunden.

Wenny (z.B.alseineAuslenkungausderRuhelage)ausphysikalischenGründenreellseinmuß,
könnenwir im Fall b2

4 < c denRealteil(oderauchdenImagin̈arteil)derobigenLösungnehmen.
Auf GrundderLineariẗat derGleichungundderBildung desRealteilesbzw. derAbleitungsind
dieseim Falle reellerKoef�zienten b;c aucheineLösungderDGL, dennausy00+ by0+ cy = 0
folgt

0 = Re(y00+ by0+ cy)

= Re(y00) + bRe(y0) + cRe(y)

= (Rey)00+ b(Rey)0+ cRe(y);

wobei wir beim Übergangzur zweitenZeile die Lineariẗat der Realteilbildungausgenutztha-
benund die Tatsache,dassb und c reell sind,und beim Übergangzur dritten Zeile, dassman
DifferentiationundRealteilbildungvertauschenkann,dadie Ableitungeinerkomplexwertigen
FunktiongeradealsSummederAbleitungenvonReal-undImaginärteil de�niert ist.

Somitkönnenwir alsoim Fall b2

4 < c ausderkomplexenLösungdieneuenreellenLösungen

y1(x) = Re(y(x)) und y2(x) = Im(y(x))

gewinnen.Explizit ergibt sich

y1(x) = Re
¡
A+ e¸ + x + A ¡ e¸ ¡ x

¢

= A1e¡ b
2 x cos! x;

mit A1 = A+ + A ¡ und! =
q ¯

¯b2

4 ¡ c
¯
¯ =

q
c ¡ b2

4 = Im(¸ + ) bzw. für denImagin̈arteil

y2(x) = Im
¡
A+ e¸ + x + A ¡ e¸ ¡ x

¢

= A2e¡ b
2 x sin! x;

mit A2 = A+ ¡ A ¡ .
Die allgemeinstereelleLösungim Fall b2

4 < c ist danngegebendurch
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y(x) = A1e¡ b
2 x cos! x + A2e¡ b

2 x sin! x

mit denbeiden(reellen)IntegrationskonstantenA1 undA2, die durchdie Anfangsbedingungen
festgelegt werden.

Wir sehen,dasssich die Lösungenfür die Fälle b2

4 > c und b2

4 < c qualitativ unterscheiden.
Im erstenFall habenwir als Lösungreine Exponentialfunktionen,währenddie Lösungenim
zweitenFall periodischeFunktionenmit derPeriodeT = 2¼=! enthalten.Mansprichtauchvon
quasi-periodischenLösungen.

Wir wollennochzweiwichtigeSpezialf̈alleerwähnen,die in derPhysik immerwiederauftreten.
Dies ist zum Einender Fall b = 0 und c > 0. In diesemFall tritt die lineareDGL häu�g in
folgenderFormauf:

y00+ ! 2y = 0;

mit ! 2 = c. DieseGleichungheißt auchSchwingungsgleichung. DerenallgemeineLösung
solltemanunbedingtkennen:

y(x) = A cos! x + B sin! x

mit denbeidenIntegrationskonstantenA undB.

Der anderewichtige Spezialfall ist die lineareDGL 1. Ordnung,alsoder Fall a = 0, denwir
bisherausgeschlossenhatten.Dieselässtsichdannsoschreiben:

y0 = ¸y :

Eine solcheGleichungtritt z.B. bei der Beschreibung desradioaktiven Zerfalls auf. Die allge-
meineLösungist

y(x) = Ae¸x :

Ist ¸ > 0 sobeschreibtdie LösungexponentiellesAnwachsen, im Falle ¸ < 0 einenexponen-
tiellen Zerfall .

Zum Schlussnochder Hinweis auf denallgemeinenFall einerhomogenenlinearenDGL mit
konstantenKoef�zienten n-ter Ordnung.Diesekannanalogmit demgleichenExponentialan-
satzy = ȩ x gelöst werden.Einsetzenin die DGL liefert dannein Polynomn-ter Ordnungin
¸ , dessenNullstellendie erlaubteņ -Wertebestimmen.Man beachte,dassesfür n > 4 kein
systematischesVerfahren(spricheineVerallgemeinerungder p-q-Formel) mehrgibt, um diese
Nullstellenzubestimmen!

6.2.2 InhomogenerFall

Wir betrachtennundie inhomogeneDGL. Seidahery einebeliebigeLösungder inhomogenen
DGL, diewir unsauf irgendeineArt undWeiseverschafft haben,z.B.durchRatenoderVariation
derKonstanten(s.u.).Dannist dieallgemeineLösungderinhomogenenDGL gegebendurch
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y(x) = y(x) + yhom(x);

wobei yhom(x) die allgemeineLösungder homogenenDGL ist (wie in Abschnitt6.2.1disku-
tiert). Dasy(x) einetats̈achlicheineLösungderDGL ist, machtmansichwiederleichtklar. Die
Rechnungist analogzumBeweis,dassim homogenenFall dieSummezweierLösungenwieder
eineLösungderhomogenenGleichungist. Dabeiist dieLinearität derDGL wichtig.

Oft �ndet man leicht eine spezielleLösungder inhomogenenDGL (z.B. y = konst.).Diese
erfüllt i.a.abernichtdiegewünschtenAnfangsbedingungen.Deshalbben̈otigt mandieallgemei-
neLösung.

AllgemeinkannmanfolgendeFaustregel festhalten:HatmaneineLösungeinerDGL n-terOrd-
nunggefunden,die n unabḧangige Integrationskonstantenentḧalt, so ist diesdie allgemeinste
Lösung.Dies gilt für denhomogenenund inhomogenenFall und auchim Falle nichtlinearer
DGL.

Damit bleibt für die inhomogenenGleichungendie Frage,wie mansicheinespezielleLösung
verschafft. Ein in vielen Fällen probatesMittel ist tats̈achlichRaten. Z.B. kannmanleicht te-
sten,ob y(x) eineLösungist. Ein systematischesVerfahren,die sog.Variation der Konstanten,
werdenwir sp̈aterkennenlernen.

6.3 AllgemeinelineareDGL 1. Ordnung

6.3.1 HomogenerFall

Die allgemeinelineareDGL 1. Ordnunghatim homogenenFall folgendeForm:

y0(x) = a(x)y(x):

Wir werdenin Abschnitt6.4.1sehen,dassessich hierbeium einenSpezialfall einerDGL mit
getrenntenVariablenhandelt.

Im Prinzipkannmandie Lösungfastraten!Offensichtlichwird bei derAbleitungdie Funktion
selbstreproduziert,mit einemzus̈atzlichenFaktor. Dasist genaudas,wasbei derAbleitungder
VerkettungderExponentialfunktionmit eineranderenFunktionpassiert.Die LösungderDGL
lautetdaher

y(x) = y0 exp
µ Z x

x0

a(t)dt
¶

:

Genauergesagtist dies die Lösungder DGL, die die Anfangsbedingungy(x0) = y0 erfüllt.
Da die angegebeneLösungeine Integrationskonstanteentḧalt, nämlich y0, ist diesbereitsdie
allgemeineLösung.

Wir könnendieLösungauch“herleiten”,undzwar folgendermaßen:Zunächsthabenwir

dy
dx

= a(x)y:
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Nun trennenwir dieVariablenfolgendermaßen:

dy
y

= a(x)dx:

Hier habenwir wieder den Differentialquotientenauseinandergerissen,um alle y-abḧangigen
Größenaufdie linke,allex-abḧangigenGrößenaufdie rechteSeitezuschaffen.
DieseGleichungwird nunintegriert,d.h.wir bestimmendieStammfunktionenaufbeidenSeiten:

Z
dy
y

=
Z

a(x)dx + ~c:

c ist dabeieineIntegrationskonstante4. Die linke Seitekönnenwir integrieren(
R dy

y = ln y) und
soerhaltenwir nachExponentieren

y = exp
µ Z

a(x)dx + ~c
¶

= cexp
µ Z

a(x)dx
¶

mit c = e~c.

6.3.2 InhomogenerFall

Die allgemeinsteFormderinhomogenenlinearenDGL 1. Ordnunglautet

y0(x) = a(x)y(x) + b(x):

Hier wollen wir die Lösungmit Hilfe derLösungderhomogenenGleichungbestimmen.Dazu
benutzenwir ein Verfahren,dassalsVariation der Konstantenbezeichnetwird. Die grundle-
gendeIdeedabeiist, dieLösungderhomogenenGleichungalsAnsatzzuwählen,wobeidieauf-
tretendenIntegrationskonstantennunFunktionenseinkönnen.DannversuchtmandieseFunktio-
nensozu bestimmen,dassmaneineLösungderinhomogenenDGL erḧalt. In unseremBeispiel
lautetdaherderAnsatz

y(x) = ®(x) exp(A(x)) mit derAbkürzung A(x) :=
Z x

x0

a(t)dt:

Wir habenalsodie Integrationskonstantey0 durchdie Funktion®(x) ersetzt,die nun geeignet
zu bestimmenist. Dazumüssenwir denAnsatzin die inhomogeneDGL einsetzen.Zunächst
bestimmenwir mit Produkt-undKettenregeldieAbleitungunseresAnsatzes:

y0 = ®0eA + ®A0eA = ®0eA + ®aeA ;

wobeiwir im zweitenSchrittausgenutzthaben,dassperDe�nition A Stammfunktionvon a ist.
Einsetzenliefert dann

®0eA + ®aeA = a®eA + b
4Eigentlichtritt aufbeidenSeiteeineIntegrationskonstanteauf,diewir zueinerzusammenfassenkönnen!
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worausfolgt
®0 = be¡ A :

Dieskannmanleicht integrierenunderḧalt sodiegesuchteFunktion®(x):

®(x) = y0 +
Z x

x0

b(s)e¡ A (s)ds:

Damit könnenwir dieallgemeineLösungderinhomogenenDGL angeben

y(x) = y0eA(x) +
Z x

x0

b(s)eA(x)¡ A (s)ds mit A(x) :=
Z x

x0

a(t)dt:

DieseLösungentḧalt einefreie Integrationskonstante,nämlichy0.

6.4 NichtlineareDGL

NichtlineareGleichungensindi.a.nichtsoleicht lösbar. Wir diskutierenhieraberzweiwichtige
Fälle, in denenmaneinallgemeinesLösungsverfahrenangebenkann.

6.4.1 DGL mit getrenntenVariablen

Wir betrachteneineDGL derForm

y0(x) = g(x)h(y):

Dies ist offensichtlicheineVerallgemeinerungder homogenenlinearenDGL 1. Ordnung(sie-
he Kap. 6.3.1),die manfür die Wahl h(y) = y erḧalt. DasVorgehenist analogzu demoben
besprochenenFall, d.h.wir lösendie GleichungdurchTrennungder Variablen: Mit y0 = dy

dx
folgt

dy
h(y)

= g(x)dx:

Somiterḧalt man Z
dy

h(y)
=

Z
g(x)dx + c

und darausnachAusführungder Integrationenund Au� ösennachy = y(x) die Lösung.Im
Gegensatzzum linearenFall könnenwir hier dasIntegral übery nicht explizit ausrechnen,da
die Funktionh(y) beliebigist. Wir wollenunsdasVerfahrendaheraneinemkonkretenBeispiel
klarmachen.

Beispiel6.4.1.
Wir betrachtenfolgendeDGL mit getrenntenVariablen:y0(x) = ¡ 2xy2(x).
Wir haben Z

dy
y2

=
Z

(¡ 2)xdx = ¡ x2 + c
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Andererseits:
Z

dy
y2

= ¡
1
y

)
1

y(x)
= x2 + c y y(x) =

1
x2 + c

:

Mit Anfangsbedingungy(1) = 1 ergibt sichdie Integrationskonstantezu c = 0 undmanerhält
die Lösungy(x) = 1

x2 . Dassdiestats̈achlicheineLösungderDGL y0(x) = ¡ 2xy2(x) überpr̈uft
manleichtdurchDifferenzieren.

6.4.2 Bernoulli-Gleichung

Als Beispieldafür, dassmanmanchmalDGL durchgeeigneteTransformationenauf einfachere
DGL zurückführenkann,betrachtenwir diesog.Bernoulli-Gleichung

y0(x) = a(x)y(x) + b(x)y®(x)

mit ® 2
�

.
Zunächstmultiplizierenwir dieGleichungmit y¡ ®. Manerḧalt

y0y¡ ® = a(x)y1¡ ® + b(x):

Nun führenwir eineneueFunktionz(x) ein, die durchz := y1¡ ® de�niert ist. Dannist z0 =
(1 ¡ ®)y¡ ®y0unddieGleichunglautetdaher

z0(x) = (1 ¡ ®)a(x)z(x) + (1 ¡ ®)b(x):

Dies ist aberdie bereitsbekannteinhomogenelineareDGL 1. Ordnung,die wir systematisch
gelösthaben(Kap.6.3.2).Somitkönnenwir z explizit bestimmenundhierausübery = z1=(1¡ ®)

diegesuchteFunktiony(x).
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Kapitel 7

Vektoranalysis

Wir betrachtennunFunktionen,dieentwedervonmehrerenVariablenabḧangenoderdievektor-
wertigsind.Als unabḧangigeVariablenkommendabeiin derPhysik vor allemdieZeit t undder

Ort r =

0

@
x
y
z

1

A in Frage.

De�nition 7.0.1(Skalarfeld).

Ein Skalarfeld f ordnetjedemRaumpunktr =

0

B
@

x1
...

xn

1

C
A 2

� n einenSkalarf (x1; x2; : : : ; xn ) zu.

Beispielefür physikalischeSkalarfeldersinddasTemperaturfeldT(r ; t), dassjedemPunktr die
dortigeTemperaturzur Zeit t zuordnet,oderHöhenpro�leh(x; y), die die HöheeinesGebirges
amOrt (x; y) angeben.

De�nition 7.0.2(Vektorfeld).

Ein Vektorfeld F (r ) ordnetjedemRaumpunktr 2
� n einenVektor

F (r ) =

0

B
@

F1(x1; x2; : : : ; xn )
...

Fm (x1; x2; : : : ; xn )

1

C
A 2

� m

zu.Dabeikannm 6= n sein.In derPhysik ist i.a. m = 3 undn = 3 (zeitunabḧangigeProbleme)
odern = 4 (zeitabḧangigeProbleme).

Beispielefür physikalischeVektorfeldersindKraftfelderF (r ; t) oderdie sog.Bahnkurve r (t),
diediePositioneinesTeilchenszurZeit t angibt.

Zusammenfassendseinocheinmalbetont,dassSkalar- undVektorfeldereigentlichnichtsande-
resalsspezielleFunktionensind,bei denenDe�nitions- und/oderZielmengemehrdimensionale
Vektorr̈aumesind!
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7.1 Partielle Ableitung und totalesDiffer ential

De�nition 7.1.1(PartielleAbleitungen).
Die Ableitung von y = f (x1; x2) nachx1, die manauchals partielle Ableitung von y nach
x1 bezeichnet,wird berechnet,indemmanx2 festḧalt und dannwie obenmit x = x1 ableitet.
Schreibweise:

@f (x1; x2)
@x1

bzw.
@f (x1; x2)

@x2

Beispiel7.1.1.
Wir betrachtendieFunktionf (x1; x2) = x1x2

2 derVariablenx1 undx2. Als partielleAbleitungen
erḧalt mandann

@f
@x1

= x2
2 und

@f
@x2

= 2x1x2:

Wir könnenauchhöherepartielleAbleitungende�nieren:

@2f
@x2

1
:=

@
@x1

µ
@f
@x1

¶
;

@2f
@x2@x1

:=
@

@x2

µ
@f
@x1

¶
;

@2f
@x1@x2

:=
@

@x1

µ
@f
@x2

¶
;

wassichleichtaufmehrereVariablenx1; : : : ; xn undhöhereAbleitungenverallgemeinernlässt.

EinewichtigeEigenschaftist dieVertauschbarkeit vonpartiellenAbleitungen:

@2f
@x2@x1

!=
@2f

@x1@x2
:

Analogesgilt naẗurlich für dieanderenAbleitungen.Esist alsoegal, in welcherReihenfolgeman
partiell nachzwei verschiedenenunabḧangigenVariablendifferenziert.

Wir wollen unsdavon nocheinmalan demBeispiel f (x1; x2) = x1x2
2 überzeugen.Die ersten

Ableitungenhattenwir bereitsbestimmt.Für diezweitenAbleitungenfolgt daraus:

@2f
@x2@x1

=
@

@x2

µ
@f
@x1

¶
= 2x2 =

@
@x1

µ
@f
@x2

¶
=

@2f
@x1@x2

:

Außerdemgilt
@2f
@x2

1
= 0 und

@2f
@x2

2
= 2x1:
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Manbeachte,dassnaẗurlich in derRegel @2 f
@x2

1
6= @2 f

@x2
2

ist.

DiepartielleAbleitungvonf (x1; x2) misstdieSẗarkederÄnderungderFunktionin x1-Richtung.
Analogesgilt für @f

@x2
. Esstellt sichdie Frage,wie mandenGesamtzuwachsderFunktioncha-

rakterisierenkann. Wir gehendabeianalogzum Fall einer Variablenvor und betrachtendie
Änderungf (x1 + ¢ x1; x2 + ¢ x2) ¡ f (x1; x2). Wir nehmendabeiwieder an, dass¢ x1 und
¢ x2 klein sind1. Daherkönnenwir f (x1 + ¢ x1; x2 + ¢ x2) durcheineTaylorentwicklungap-
proximieren.Zunächstmachenwir einesolcheEntwicklungfür die Funktiong1(x1 + ¢ x1) :=
f (x1 + ¢ x1; x2 + ¢ x2). Wir stellenunsalsovor, dassx2 + ¢ x2 konstantgehaltenwird und
entwickelnumx1. Bis zurerstenOrdnungerhaltenwir dann:

f (x1 + ¢ x1; x2 + ¢ x2) = f (x1; x2 + ¢ x2) +
@f
@x1

(x1; x2 + ¢ x2)¢ x1 + O
¡
(¢ x1)2

¢
:

Als nächstesuntersuchenwir denerstenTermweiter. Wir machennuneineTaylor-Entwicklung
derFunktiong2(x2 + ¢ x2) := f (x1; x2 + ¢ x2) umx2 , d.h.nunhaltenwir x1 fest:

f (x1; x2 + ¢ x2) = f (x1; x2) +
@f
@x2

(x1; x2)¢ x2 + O
¡
(¢ x2)2

¢
:

Als Letztesentwickelnwir g3(x2 + ¢ x2) := @f
@x1

(x1; x2 + ¢ x2). Hier gen̈ugt für unsereZwecke
eineEntwicklungnullterOrdnungumx2:

@f
@x1

(x1; x2 + ¢ x2) =
@f
@x1

(x1; x2) + O (¢ x2) :

Setzenwir alledieseEntwicklungenein,soerhaltenwir für denGesamtzuwachsderFunktion

f (x1 + ¢ x1; x2 + ¢ x2) ¡ f (x1; x2) =
@f
@x1

(x1; x2)¢ x1 +
@f
@x2

(x1; x2)¢ x2 + O
¡
(¢ x)2

¢
:

DabeistehtO ((¢ x)2) für Korrekturen,diemindestensquadratischin den¢ x j sind,alsoTerme
derForm(¢ x1)2, (¢ x2)2 und¢ x1¢ x2.
Machenwir nun¢ x1 und¢ x2 in�nitesimal klein, soerhaltenwir für df := f (x1 + dx1; x2 +
dx2) ¡ f (x1; x2)

df =
@f
@x1

(x1; x2)dx1 +
@f
@x2

(x1; x2)dx2:

Diesbezeichnetmanalsdastotale Differ ential von f .
Für Funktionenvonn Variablenx1; : : : ; xn gilt analog

df =
nX

j =1

@f
@x j

(x1; : : : ; xn )dxj :

1Sp̈aterwerdenwir siewiedergegenNull gehenlassen!
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Wir betrachtenalsBeispielunserebekannteFunktionf (x1; x2) = x1x2
2, für diewir ja bereitsdie

partiellenAbleitungenbestimmthatten.Damitergibt sich

df = x2
2dx1 + 2x1x2dx2

für dastotaleDifferential.

Esseihierangemerkt,dassnicht jedeGrößederForm g1(x1; x2)dx1 + g2(x1; x2)dx2 ein totales
Differentialist! HierzumüssteesnämlicheineFunktionf (x1; x2) geben,sodass @f

@x1
= g1 und

@f
@x2

= g2 ist.

Als Beispielhierfür betrachtenwir x2dx1 + 2x1x2dx2. Dies ist kein totalesDifferential,denn
esgibt keineFunktionf (x1; x2) mit @f

@x1
= x2 und @f

@x2
= 2x1x2. Um dieseinzusehen,nehmen

wir einmalan,esgäbeeinesolcheFunktion.Auf GrundderVertauschbarkeit derpartiellenAb-
leitungenmüsstedannauch @2 f

@x2@x1
= @2 f

@x1@x2
sein.Dies ist aberoffensichtlichnicht erfüllt, da

@2 f
@x2@x1

= 1 und @2 f
@x1@x2

= 2x2 ist.

SolcheGrößenheißeninexakteDiffer entialeundspielenz.B.in derThermodynamikeinewich-
tigeRolle.

ZumAbschlusswollenwir nochzweiAnwendungendestotalenDifferentialsdiskutieren:

1. Die partiellenAbleitungengebenunsan,wie starksichdie Funktionf (x1; x2) in die x1-
bzw. x2-Richtungändert.Dies entsprichtder Wahl dx2 = 0 bzw. dx1 = 0 im totalen
Differential.AndereWahlenvon dx1 und dx2 liefern die Veränderungvon f in andere
Richtungen.Dieswerdenwir im nächstenAbschnittmit Hilfe dersog.Richtungsableitung
präzisieren.

2. Das totale Differential erlaubtes, die Kettenregel auf Skalarfelderzu verallgemeinern.
Wir betrachtendazueineFunktiong(t) = f (x(t); y(t); z(t)) , d.h. die Argumentex; y; z
hängenselbstwiedervon einerunabḧangigenVariablent ab. Hierbeikannt z.B. die Zeit
sein,x(t); y(t); z(t) die KoordinateneinesMassenpunkteszur Zeit t undf derBetragder
auf dasTeilchenwirkendenKraft. Dieseist i.a. als FunktiondesOrtesr gegeben,wird
aberbeiEinsetzenderBahnkurve r (t) zueinerFunktionf (t) derZeit.

Die Ableitungvong nachdemParametert bestimmtsichdannaus

dg
dt

=
@f
@x

dx
dt

+
@f
@y

dy
dt

+
@f
@z

dz
dt

:

Wie erwartetgehendabeinaẗurlich auchdie t¡ AbhängigkeitenderFunktionenx(t),y(t),
z(t) ein. Die Änderungvon g hängtsowohl davon ab,wie starksichg mit x; y; z ändert,
alsauchdavon,wie starkdieseGrößensichmit t ändern.

Wir werdennuneineweitereGrößeeinführen,die unswichtigeInformationenüberdie lokalen
ÄnderungeneinesSkalarfeldesliefert.
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7.2 Gradient

De�nition 7.2.1(Gradient).

Zu einemskalarenFeldf (r ) = f (x; y; z) de�nierenwir

gradf :=

0

@

@f
@x
@f
@y
@f
@z

1

A ;

d.h.die j -te KomponentedesGradientenvon f ist geradedie partielleAbleitungnachderj -ten
unabḧangigenVariablen.DiesesVektorfeldbezeichnetmanalsGradienten von f .
Eine analogeDe�nition gilt für beliebigeSkalarfelderf (x1; : : : ; xn ). Hier hat der Gradientn
Komponenten.
Die angegebeneDe�nition gilt in kartesischenKoordinaten.Die FormdesGradientenin anderen
Koordinatensystemenwerdenwir sp̈aterkennenlernen.

Mit Hilfe desGradientenläßtsichdastotaleDifferentialvon f schreibenals

df = (gradf ) ¢dr mit dr =

0

@
dx
dy
dz

1

A

De�nition 7.2.2(Nabla-Operator).

Dersog.Nabla-Operator r ist de�niert als

r :=

0

@

@
@x
@

@y
@
@z

1

A

AllgemeinbezeichneteinOperator eineAbbildung,dieeineFunktionenmengealsDe�nitions-
und Wertebereichhat. Ein Operatorist also eine Funktion,die auf Funktionenwirkt und als
Ergebniswieder eine Funktion liefert. Der Nabla-Operatorist ein Vektoroperator, da er als
ErgebniseinenVektorliefert, dessenKomponentenFunktionensind.
Damit kannmandenGradientenvon f auchschreibenals

gradf = r f :

Wir werdenim folgendenbeideSchreibweisenverwenden.

DerGradientgradf einesskalarenFeldesf hataucheineanschaulicheBedeutung.

1. Wir betrachtendie Mengealler Punkter , für die giltf (r ) = c, wobeic einevorgegebene
Konstanteist. DieseMengebezeichnetmanalsNiveau� äche2. Auf dieserFlächeist per

2In derPhysik tretensiez.B.alsÄquipotential�ächenauf.
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grad f

1

2
f(r)=c

f(r)=c

��dr

Abbildung7.2.1:gradf stehtsenkrechtaufderNiveau�ächef (r ) = const.

De�nition df = 0 und somit (gradf ) ¢dr = 0. Dabei verbindetdr zwei in�nitesimal
benachbartePunkter undr + dr derNiveau�äche,bezeichnetalsodie Tangenteandiese
Fläche.Somitkönnenwir schließen:
gradf stehtsenkrechtaufdenNiveau�ächenderFunktionf (sieheAbb. 7.2.1).

2. Der Vektorgradf (r ) = (gradf )(r ) zeigt in RichtungdesstärkstenAnstiegesvon f am
Punktr .
Dazubetrachtenwir dieRichtungsableitungin Richtunge mit jej = 1. Dieseist de�niert
durche ¢r f . Offensichtlichwird dasSkalarprodukte ¢r f = jr f j cos® (wobei ® der
Winkel zwischeneundr f ist) genaudannmaximal,wennr f parallelzue ist.Diesheißt
abernichtsanderes,als dassdie Richtungsableitungin Richtungvon r f maximalwird,
d.h.r f zeigtin RichtungdesstärkstenAnstiegs.

3. DerBetragj gradf j misstdieStärkederÄnderungvonf senkrechtzudenFlächenf (r ) =
const.

Beispiel7.2.1.
Die obigenEigenschaftenkannmansichanfolgendemBeispielunmittelbarklar machen:

f (x; y) = x2 + y2

gradf = 2
µ

x
y

¶
= 2r

gradf

Die Kurven f (r ) = c = const.sind hier Kreise vom RadiusR =
p

c. Das Gradientenfeld
gradf = 2r zeigtradialnachaußenundstehtsenkrechtaufdiesenKurven.

Für denGradientengelteneineReihevonRechenregeln.Die meistenfolgendirektausdenenfür
diepartielleAbleitung,z.B.dieLinearität grad(f + ®g) = gradf + ® gradg mit ® 2

�

.
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a) b)

Abbildung7.3.1:Zur InterpretationderDivergenzeinesVektorfeldes.

7.3 Divergenz

De�nition 7.3.1(Divergenz).

Die DivergenzeinesVektorfeldesF (r ) ist (in kartesischenKoordinaten)de�niert als

div F := r ¢F =
@Fx

@x
(r ) +

@Fy

@y
(r ) +

@Fz

@z
(r ):

Eine analogeDe�nition gilt für die DivergenzeinesVektorfeldesin beliebigenDimensionen.
Manerḧalt alsodiv F , indemmanformaldasSkalarproduktdesNabla-Vektorsmit demVektor-
feld bildet! Die DivergenzeinesVektorfeldesist alsoeinSkalarfeld.

Die Divergenzgibt Auskunft überdie QuellenundSenkeneinesVektorfeldes.Ist div F = 0, so
nenntmanF auchquellenfrei.
Zur Interpretationstellt mansichF z.B. alsStrömungsfeldeinerFlüssigkeit vor, d.h.F = ½v,
wobei½die Dichteundv die Geschwindigkeit derFlüssigkeit amOrt r ist. Wir betrachtendann
ein kleinesVolumen¢ V um denPunkt r . div F gibt dannan, wieviel Masseeffektiv in das
Volumenhinein�ießt, alsodieDifferenzvonEin- undAus�uss.

Beispiel7.3.1. Wir betrachtenzweiBeispielezur InterpretationderDivergenz:

1. Zunächstuntersuchenwir ein Feld F (r ), dasin Betragund Richtungkonstantist (siehe
Abb. 7.3.1a).Anschaulichsollte klar sein,dassder Ein�uss und der Aus�uss ausdem
eingezeichnetenRechteckum denPunktr in diesemFall gleich sind. Im gezeigtenFall
gibt esEin�uss nur an der linken Seite,Aus�uss nur auf der rechten.Man kannzeigen,
dassauchfür beliebiggeformteFlächenEin- und Aus�uss immer gleich sind.Natürlich
gilt dasfür beliebigePunkter . Somitverschwindetdie Divergenz.Diesist konsistentmit
derexplizitenBerechnungdiv F = @Fx

@x + @Fy

@y = 0, dabeidepartiellenAbleitungenwegen
derKonstanzdesFeldesverschwinden.

2. Als zweitesBeispielbetrachtenwir ein radialesFeld,z.B. F (r ) = r (sieheAbb. 7.3.1b).
Als Flächebetrachtenwir einendünnenKreisring.Offensichtlichist derEin�uss kleiner
alsderAus�uss, dadasFeld im innerenKreis (gestrichelt)einenkleinerenBetraghatals
auf demäußeren.Somit ist div F > 0. Dies ist konsistentmit der expliziten Berechung
div F = @Fx

@x + @Fy

@y = 2, daFx = x undFy = y.
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Sp̈ater(in Kap.8.5)werdenwir lernen,wie mandenFlussdurcheineFlächeexplizit berechnet.

Für die Divergenzgelteneinige einfacheRechenregeln, die sich ausdenenfür die partiellen
Ableitungenergeben,insbesonderedieLinearität div(F + ®G) = div F + ® div G mit ® 2

�

.

AusDivergenzundGradientkönnenwir einenweiterenwichtigenOperatorbilden,derhäu�g in
derPhysik eineRollespielt.

De�nition 7.3.2(Laplace-Operator).
DerLaplace-Operator 4 ordneteinemSkalarfeldf (r ) einanderesSkalarfeldzugem̈aß

¢ f := div(gradf ) = r ¢r f = r 2f :

bzw. explizit (wasmandurchNachrechnenleichtprüft)

¢ f =
@2f
@x2

+
@2f
@y2

+
@2f
@z2

:

EinenanalogenAusdruckerḧalt manfür Skalarfelderf (x1; : : : ; xn ).

Manchmalist esbeimLaplace-Operatorpraktisch,wennmanseineWirkung auf ein Vektorfeld
F (r ) gem̈aß

¢ F :=

0

@
¢ Fx

¢ Fy

¢ Fz

1

A

de�niert. In diesemFall ist dieWirkungalsokomponentenweisezuverstehen!

Wie schonerwähnt,tritt derLaplace-Operatorin zahlreichenAnwendungenin derPhysik auf.
Hier seiennurdieWellengleichungunddieDiffusionsgleichungerwähnt.

7.4 Rotation

De�nition 7.4.1(Rotation).
In 3 Dimensionen(undnur dort!) könnenwir die Rotation einesVektorfeldesF (r ) (in kartesi-
schenKoordinaten)durch

rot F = r £ F =

0

B
@

@Fz
@y ¡ @Fy

@z
@Fx
@z ¡ @Fz

@x
@Fy

@x ¡ @Fx
@y

1

C
A

de�nieren.Mit Hilfe dessog.Levi-Cevit �a-Symbolskönnenwir diesauchetwaskompakterals

(rot F ) i =
3X

j ;k=1

² ij k
@

@x j
Fk
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a) b)

Abbildung7.4.1:Zur InterpretationderRotationeinesVektorfeldes:In beidenFeldernwird ein
kleinesTestobjektvomStrömungsfeldin Drehungversetzt.

schreiben.Dabeiist ²123 = ²231 = ²312 = 1, ²132 = ²213 = ²321 = ¡ 1 undalleanderen² ij k = 0.
Formalergibt siesichalsoausdemKreuzproduktdesNabla-Operatorsmit demVektorfeld.Die
RotationeinesVektorfeldesist alsowiedereinVektorfeld.

Die RotationeinesVektorfeldesgibt AuskunftüberdieWirbel desFeldes.rot F bezeichnetman
auchalsWirbelfeld 3.

Zur InterpretationstellemansichF alsdasGeschwindigkeitsfeldeinerströmendenFlüssigkeit
vor. Wird ein kleinesObjektbei r von diesemFeld gedreht,so ist rot F (r ) 6= 0. Dies passiert
z.B.beidenbeidenFeldern,die in Abb. 7.4.1gezeigtsind.
Sp̈aterwerdenwir nochsehen,wie mandieWirbelsẗarkeexplizit berechnenkann!

Esgibt eineReihevonwichtigenIdentitäten,diedieWirkungunterschiedlicherOperatorenmit-
einanderverknüpfen.Wir werdendiesehier nicht alle aufführen,da Sie diesein denmeisten
Lehrb̈uchernundFormelsammlungen�nden. Einigewerdenwir in denÜbungendiskutieren.
Zwei Identiẗatenwollenwir aberexplizit nennen,diesp̈atereinewichtigeRollespielenwerden:

rot(grad f ) = 0; und div(rot F ) = 0

DieseIdentiẗatengeltenallgemeinfür beliebigeSkalarfelderf (r ) bzw. VektorfelderF (r ).

Die folgendeTabellefasstdie verschiedenenAbleitungen,die wir in diesemKapitel kennenge-
lernthaben,nocheinmalzusammen:

Operator wirkt auf liefert
@

@x Skalarfeld Skalarfeld
grad Skalarfeld Vektorfeld
div Vektorfeld Skalarfeld
¢ Skalarfeld Skalarfeld
rot Vektorfeld(in 3d) Vektorfeld(in 3d)

3ManchmalbezeichnetmanauchFeldermit rot F 6= 0 alsWirbelfelder.
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Hier seinocheinmaldaraufhingewiesen,dassmandie AnwendungdesLaplace-Operatorsauf
Vektorfelderkomponentenweisede�nierenkann!



Kapitel 8

Wegintegralund mehrdimensionale
Integration

IntegraleüberVektorfelderF (t), dienurvoneinerVariablent abḧangen,sindkomponentenwei-
sede�niert:

Z
F (t)dt :=

0

@

R
F x (t)dtR
F y(t)dtR
F z(t)dt

1

A :

Im folgendenwollenwir einigeandereFällevonmehrdimensionalenIntegralebetrachten.

8.1 Wegintegrale

Zunächstwollenwir einVektorfeldF (r ) längseinesWegesintegrieren.

De�nition 8.1.1(Wegintegral).

DasIntegral einesVektorfeldesF (r ) längseinesWegesc vom PunktP zumQ, dasmanauch
alsWegintegral (oderalsKurvenintegral bzw. Linienintegral ) bezeichnet,ist de�niert durch

Z Q

P
F (r ) ¢dr = lim

¢ r i ! 0

X

i

F (r i ) ¢¢ r i = lim
¢ r i ! 0

X

i

F (r i )¢ r i cosÁi :

Im Gegensatzzumfrüherde�niertenIntegral übereinevektorwertigeFunktionwerdenhieralso
nur die ProjektionenF (r i ) ¢¢ r i desVektorfeldesF (r ) auf die Richtung¢ r i desWegesauf-
summiert(sieheAbb. 8.1.1).Man mussdabeibeachten,dassder Wert desIntegralesi.a. vom
genauenVerlaufdesWegesc zwischenP undQ abḧangt,ganzim Gegensatzzumeindimensio-
nalenIntegral,wo derHauptsatzderDifferential-undIntegralrechnungdie Wegunabḧangigkeit
garantiert.DerWeg mussdaherbeimWegintegral immerspezi�ziert werden.
Bem.:Statt

RQ
P F (r )¢dr müsstemanpräziser

R
c F (r )¢dr schreiben,daderWertdesWegintegrals

i.a. nicht nur von den Anfangs-und Endpunktenabḧangt,sondernvom genauenVerlauf des
Wegesc von P nachQ. Dies ist andersals beim gewöhnlichenIntegral, wo der Hauptsatzder

81
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Q

y

x

P

r i ¢ r i

Ái

c

F (r i )

Abbildung8.1.1:Wegintegral

Differential- und Integralrechungbesagt,dassder Wert desIntegrals durch die Differenzder
FunktionswertederStammfunktionandenGrenzendesIntegrationsintervallsgegebenist.

Die praktischeBerechnungvonWegintegralen
RQ

P F ¢dr geschiehti.a. in zweiSchrittenso:
1) BestimmeeineParametrisierungc(t) desWegesvonP nachQ:

c(t) = (cx (t); cy(t))

mit c(t0) = r P ; c(t1) = r Q

und c(t) liegt aufdemWeg für alle t 2 [t0; t1]:

Man kannsichdenParametert alsZeit vorstellen.Dannist c(t) derOrt auf demWeg, andem
mansichzur Zeit t be�ndet. 2) DieseParametrisierungwird dannin denIntegrandeneingesetzt
unddasWegintegral somitzueinemIntegral überdenParametert:

Z Q

P
F (r ) ¢dr =

Z t1

t0

F (c(t)) ¢_c(t) dt

Dabei ist F (c(t)) die Feldsẗarke auf demWeg und _c(t) = d
dt c(t) die “Geschwindigkeit”, mit

der der Weg durchlaufenwird. Man beachte,dassdasSkalarproduktzu bilden ist, denndas
Wegintegral liefert alsErgebniseinenSkalar!
Im zweidimensionalenFall lautetdieseGleichungexpliziter

Z Q

P
F (r ) ¢dr =

Z t1

t0

·
Fx (cx (t); cy(t))

dcx

dt
(t) + Fy(cx (t); cy(t))

dcy

dt
(t)

¸

DasVorgehenin n Dimensionenist vollkommenanalogzudiesemzweidimensionalenBeispiel!
Damit habenwir die Berechungvon Wegintegraleauf die Berechnungeineseindimensionalen
Integralszurückgef̈uhrt. Dies kannmanals Verallgemeinerungder Substitutionsregel ansehen,
beiderja auchdieAbleitungdersubstituiertenFunktionauftritt.



8.1. WEGINTEGRALE 83

Beispiel8.1.1. Im folgendengebenwir diewichtigstenBeispielefür Parametrisierungenan:

1. GeradevonP nachQ:

P

Q

r Q ¡ r P

r P

r Q

c(t) = r P + (r Q ¡ r P ) t

(t 2 [0; 1])

OffensichtlichbeschreibtdieseineGerademit c(0) = r P undc(1) = r Q.

2. Kreisbogen:

Q

P
tP

tQ

c(t) = R(cost; sint)

mit R = jr P j = jr Q j und t 2 [tP ; tQ]

Dabeisind tP und tQ die Winkel, die die Ortsvektorenr P und r Q von P und Q mit der
x¡ Achsebilden,undR derRadiusdesKreisbogens.Bei solchenWegenmüssennaẗurlich
P undQ dengleichenAbstandR vomUrsprunghaben.

De�nition 8.1.2(GeschlossenerWeg).
Bei einemWegintegralkönnenAnfangs-undEndpunktauchidentischsein(P = Q). Für solche
WegintegraleführtmaneinspeziellesSymbolein:

P = Q

H
F ¢dr

I.a. wird
H

F ¢dr 6= 0 sein.Für denWeg, dernur ausdemPunktP = Q besteht,ist naẗurlich
immer

H
F ¢dr = 0.
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Beispiel8.1.2.

Wir wollen dasWegintegral desVektorfeldesF (r ) =

0

@
z

xy
x

1

A längseinesgeradenWegesvon

0

@
0
0
0

1

A nach

0

@
3
1
0

1

A berechnen.Zunächstbestimmenwir eineParametrisierungdesWeges:

c(t) = t

0

@
3
1
0

1

A ; _c(t) =

0

@
3
1
0

1

A :

DurchEinsetzendieserParametrisierungfolgt dann:
Z Q

P
F (r ) ¢dr =

Z 1

0
F (c(t)) ¢_cdt =

Z 1

0
F (3t; t; 0) ¢_cdt

=
Z 1

0

0

@
0

3t ¢t
3t

1

A ¢

0

@
3
1
0

1

A dt =
Z 1

0
(0 + 3t2 + 0) dt = t3j10 = 1:

Hier siehtmannocheinmalexplizit, dassdasWegintegralalsWerteinereelleZahl liefert!

Wegintegralesindadditiv, d.h.wennmanerstlängsdesWegesc1(t) vonA nachB gehtunddann
längsc2(t) von B nachC , danngilt für dasIntegral längsdeskombiniertenWegesc(t) von A
nachC, denmansuggestiv auchalsc(t) = c1(t) + c2(t) schreibt,

Z

c1+ c2

F (r ) ¢dr =
Z

c1

F (r ) ¢dr +
Z

c2

F (r ) ¢dr:

Durchl̈auft mandenWeg c(t) in umgekehrterRichtung,sobezeichnetmandiesenumgekehrten
Weg auchals¡ c(t). In diesemFall gilt

Z

¡ c
F (r ) ¢dr = ¡

Z

c
F (r ) ¢dr

in Analogiezur Integrationsregel im eindimensionalenFall1.

8.2 Wegunabḧangigkeit und Potential

Wie bereitserwähnt,hängtderWertdesWegintegrals
RQ

P F ¢dr i.a.vomgewähltenWeg zwischen
P undQ ab. Die Frage,wanndasIntegral unabḧangigvom explizitenWeg ist, ist engverknüpft
mit derFragenachderExistenzeinessog.Potentials.

1Vorzeichen̈anderungbeiVertauschungderIntegrationsgrenzen!
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De�nition 8.2.1(Potential).
Existiert zu einemVektorfeldF (r ) ein Skalarfeldf mit F = ¡ gradf , dannnenntmanf ein
Potential vonF .
DasMinuszeichenin derDe�nition ist eineKonvention,die sich in derPhysik alssinnvoll her-
ausstellt.

Ein Potentialf ist nichteindeutigbestimmt,daauchf + c mit einerbeliebigenKonstantenc ein
Potentialist. Häu�g wähltmanc geeignet,umz.B.gewisseNebenbedingungenzuerfüllen.

EinewichtigeFragelautetnun:WannexistiertzuvorgegebenemVektorfeldeinSkalarfeldf mit
F = ¡ gradf ? Wir gebennun (ohnevollständigenBeweis)wichtigeKriterien für die Wegun-
abḧangigkeit bzw. dieExistenzvonPotentialenan:

Satz8.2.1. Folgendevier Aussagensindäquivalent:

1)
RQ

P F ¢dr ist für beliebige,festeP undQ wegunabḧangig

2)
H

c F ¢dr = 0 für allegeschlossenenWege.

3) Esexistiert einPotentialf vonF , d.h.F = ¡ gradf

4) rot F = 0 (fallsderDe�nitionsbereichvonF einfach-zusammenhängendist)

Aussage1) ist dabeinicht so zu verstehen,dassalle Wegintegrale den gleichenWert haben.
Wählt manzwei anderePunkte ~P und ~Q, so kanndasWegintegral zwischendiesenPunkten
einenanderenWerthabenalsdaszwischenP undQ!
Aus Aussage4) kannmannur dannauf die anderenAussagenschließen,wenneinezus̈atzliche
BedingungandenDe�nitionsbereichdesVektorfeldeserfüllt ist. Diesewerdenwir weiterunter
diskutieren.

Die Äquivalenzvon 1) und2) siehtmanleicht anHandderobenerwähntenAdditivitätseigen-
schaftenbzgl.desIntegrationswegesein.DerBeweiszu“3) ) 4)” ist leicht,dennrot(gradf ) = 0
gilt (sieheÜbungen)für beliebigef . Die anderenBeweisewollenwir hiernichtangeben.

ExistierteinPotentialvonF , sokannmanesaus

f (r ) = f (r 0) ¡
Z r

r 0

F ¢dr

bestimmen,wobeiderIntegrationsweg zwischendenfestgewählten(beliebigen)Punktenr 0 und
r beliebigist.

De�nition 8.2.2(einfach-zusammenhängend).
Eine MengeM ½

� n heißteinfach-zusammenḧangend, wennsich jedergeschlosseneWeg
durchkontinuierlicheDeformationganzin M aufeinenPunktzusammenziehenlässt.Außerdem
mussM wegzusammenḧangendsein,d.h.zwei beliebigePunktemüssensichdurcheinenWeg
ganzin M miteinanderverbindenlassen.
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DieseDe�nition wollenwir durchzweiBeispieleillustrieren:

Beispiel8.2.1.
1. Sei M =

� 2 n f 0g, also die x-y-Ebeneohneden Ursprung.Betrachtenwir einenge-
schlossenenWeg, der denUrsprungumschließt,z.B. einenKreis vom RadiusR. Dieser
lässtsich nicht auf einenPunkt zusammenziehen,da man beim Zusammenziehenim-
mer am Ursprung0 “hängenbleibt”,der ja nicht zu M geḧort. M ist alsonicht einfach-
zusammenḧangend.

2. SeiM =
� 3 n f 0g, alsoderdreidimensionaleRaumohnedenUrsprung.Hier lassensich

die im vorigenBeispielbetrachtetenWegeauf einenPunktzusammenziehen,damansie
zun̈achstausderx-y-Ebeneanhebenkann.Mankannzeigen,dassM =

� 3 nf 0g einfach-
zusammenḧangendist. In drei Dimensionenmussman typischerweiseeindimensionale
Gebiete(z.B.Geraden)entfernen,damitdereinfacheZusammenhangverlorengeht.

In denÜbungenwird ein Beispieldiskutiert,daszeigt,dassdie Bedingungüberdeneinfachen
ZusammenhangdesDe�nitionsbereichstats̈achlich erfüllt sein muss,um ausrot F = 0 auf
die ExistenzeinesPotentialsschließenzu können.Das Feld F (x; y; z) = (¡ y

x2+ y2 ; x
x2+ y2 ; 0)

hat eineverschwindendeRotation,aberdasWegintegral längseinesKreisesum denUrsprung
verschwindetnicht!

8.3 MehrdimensionaleIntegrale

De�nition 8.3.1(Volumenintegral).
MehrdimensionaleVolumenintegrale sind durchdenGrenz̈ubergangzu in�nitesimalen Volu-
menelementende�niert:

Z

VolumenV

f (r )dV = lim
¢ Vk ! 0

X

k

f (r k) ¢¢ Vk :

Diesist in vollkommenerAnalogiezumgewöhnlichenIntegral zu verstehen.Man unterteiltdas
Volumen(stattdesIntervalls) in kleineTeilvolumina¢ Vk undapproximiertdieFunktionin die-
semTeilvolumenz.B. durchdenWert f (r k) “in derMitte”. Dannmachtmandie Teilvolumina
in�nitesimal. Natürlich müßtemanzeigen,dassdasErgebnisunabḧangigvon derArt derAuf-
teilungist, aberdiesist AufgabederMathematik.

SolcheIntegraletretenz.B. bei derBerechnungvon Volumina(dannist f (r ) = 1) oderMassen
(dannist f (r ) = ½(r ) dieMassendichtedesbetrachtetenKörpers)auf.

Analogdazude�niert manFlächenintegrale
Z

FlächeF

f (r )dF:

AnalogsindIntegralein beliebigenDimensionende�niert. StattdV bzw. dF schreibtmanauch
d3r bzw. d2r oderallgemeinin d Dimensionenddr .



8.3. MEHRDIMENSIONALE INTEGRALE 87

a)
x

1

y

1p
1 ¡ y2

b) x

1

y

1

p
1 ¡ x2

Abbildung 8.3.1: Veranschaulichungder Integration über einenViertelkreis für verschiedene
Integrationsreihenfolgen.a)Erstx¡ Integration,danny¡ Integration;b) ersty¡ Integration,dann
x¡ Integration

In kartesischenKoordinatenschreibtmanVolumenintegraleausf̈uhrlicherals

ZZZ

Volumen

f (x; y; z)dxdydz =

z1Z

z0

2

6
4

y1 (z)Z

y0 (z)

8
><

>:

x1 (y;z)Z

x0 (y;z)

f (x; y; z)dx

9
>=

>;
dy

3

7
5 dz

Man beachte,dassdie Integrationsgrenzennochvon denKoordinatenabḧangenkönnen,über
die nochnicht integriert wurde.Nachder erstenIntegration überx erḧalt maneineFunktion

g1(y; z) =
x1 (y;z)R

x0 (y;z)

f (x; y; z)dx, dienurnochvony undz abḧangt.Diesewird dannzun̈achstüber

y integriert, so dassmaneinenur nochz abḧangigeFunktiong2(z) =
Ry1 (z)

y0 (z) g1(y; z)dz erḧalt.
Diesewird dannüberz integriert.

Die Reihenfolgeder Integrationenist dabeii.a. unwichtig.Man hataberzu beachten,dasssich
die Integrationsgrenzennaẗurlich ändernkönnen,wennmandie Reihenfolgevertauscht(siehe
dasfolgendeBeispiel).

Beispiel8.3.1(Viertelkreisin 2 Dimensionen).
Als Beispielwollenwir dasIntegralderFunktionf (x; y) = x übereinenViertelkreisintegrieren.
Dabeiwollenwir verschiedeneIntegrationsreihenfolgenbetrachten.Ein solchesIntegral ist z.B.
beiderBestimmungdesSchwerpunktesdesViertelkreiseszubestimmen.

a) Zuerstsoll y von 0 bis 1 laufenund x dementsprechendgewählt werden.Zu festemy läuft
danndiex¡ Integrationbis

p
1 ¡ y2 (sieheAbb. 8.3.1).
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Z

Viertelkreis

xdxdy =
Z 1

0

" Z p
1¡ y2

0
xdx

#

dy =
Z 1

0

2

4 1
2

x2

¯
¯
¯
¯

p
1¡ y2

0

3

5 dy

=
Z 1

0

1
2

(1 ¡ y2)dy =
1
2

(y ¡
1
3

y3)

¯
¯
¯
¯

1

0

=
1
2

¢
2
3

=
1
3

b) Mit derumgekehrtenReihenfolgederIntegrationen(ersty¡ , dannx¡ Integration)ergibt sich
analog:

Z

Viertelkreis

xdxdy =
Z 1

0

" Z p
1¡ x2

0
xdy

#

dx =
Z 1

0

"

x ¢y

¯
¯
¯
¯

p
1¡ x2

0

#

dx

=
Z 1

0
x

p
1 ¡ x2 dx = ¡

1
3

(1 ¡ x2)3=2

¯
¯
¯
¯

1

0

=
1
3

:

Hier �xiert manerstein x und bestimmtdannfür diesesx denBereichder erlaubteny. Dies
bestimmtdieGrenzendery-Integration,diezuerstausgef̈uhrtwird.

DasBeispielzeigt,dasseszumeinennichtaufdie Integrationsreihenfolgeankommt.Allerdings
führteineÄnderungderReihenfolgeauchzueinerÄnderungderIntegrationsgrenzen.ZumAn-
derensehenwir, dassdieDetailsderRechnungvonderReihenfolgederIntegrationenabḧangen.
MankannalsomeistensdurchgeschickteWahlderReihenfolgeeinProblemvereinfachen!

8.4 Integration in krummlinigen Koordinaten

Die allgemeineVorgehensweisefür die Berechnungvon Flächen-undVolumenintegralenist in
Abb. 8.4.1a)dargestellt.Dort wird dieFormderin�nitesimalenFlächen-bzw. Volumenelemente
mit Hilfe dersog.Koordinatenlinien bestimmt.Dieseerḧalt man,wennmanalle Koordinaten
bisaufeine�xiert unddiesefreieKoordinatealleerlaubtenWertedurchlaufenlässt.

In kartesischenKoordinaten�ndet eine Zerlegungder Flächein in�nitesimale Rechtecke der
Flächedx dy statt.Dieseerḧalt manausderFläche,die von in�nitesimal benachbartenKoordi-
natenlinienbegrenztwird (sieheAbb. 8.4.1a)).
Bei der Integration in kartesischenKoordinatenergebensich i.a. Problememit der Wahl der
Integrationsgrenzen,wennderKörpernicht rechteckigist. DurchpassendeWahl desKoordina-
tensystemesläßtsichdiesesProblemin vielenFällenumgehen,z. B. mit Polarkoordinaten:

Z
f (x; y) dx dy =

Z
f (r cosÁ;r sinÁ) r dr dÁ

Wir wollendiesanunseremBeispieletwasgenaueruntersuchen.

Beispiel8.4.1(Viertelkreisin Polarkoordinaten).
Idealgeeignetfür die IntegrationüberdenViertelkreissindPolarkoordinaten.Wir wollen wie-
der

R

Viertelkreis
x dF berechnen,wobei in Polarkoordinatenx = r cosÁ ist. Durch eine analoge
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a) x

y

x x+dx

y

y+dx

b) x

y

r+drr

Á

Á+ dÁ

Abbildung 8.4.1:Flächenzerlegung in a) kartesischenKoordinatenbzw. b) ebenenPolarkoor-
dinaten.Die Fläche,die durchdie in�nitesimal benachbarteKoordinatenlinienbegrenztwird,
entsprichtdemelementarenFlächenelement.

Konstruktion2 wie bei derBestimmungdesFlächenelementsdF = dx dy in kartesischenKoor-
dinatenerkenntman,dassin Polarkoordinatengilt (sieheAbb. 8.4.1b))

dF = rdr dÁ:

Diesentsprichtderschraf�erten Fläche,die einemKreissegmentmit Bogenl̈angerdÁund“Tie-
fe” dr entspricht.

Um in PolarkoordinateneinenViertelkreisvomRadius1 zubeschreiben,mussr zwischen0 und
1 variierenundÁ zwischen0 und ¼

2 . Man beachtedabei,dassfür jedesr derWinkel Á überdas
volle Intervall variierenmuss(undumgekehrt),d.h.dieIntegrationsgrenzensindunabḧangigvon
r undÁ. Damitergibt sich:

Z

Viertelkreis

r cosÁ r dÁdr =
Z 1

0

Z ¼=2

0
r 2 cosÁdÁdr =

Z 1

0
r 2 sinÁ

¯
¯
¯
¯

¼=2

0

dr =
1
3

r 3

¯
¯
¯
¯

1

0

=
1
3

:

DasErgebnisstimmtnaẗurlich mit demin kartesischenKoordinatenüberein.Der großeVorteil
beiderobigenIntegrationist naẗurlich, dassdaszweidimensionaleIntegral in zweieindimensio-
naleIntegralefaktorisiert,dadie Integrationsgrenzenunabḧangigvon denIntegrationsvariablen
sind: Z 1

0

Z ¼=2

0
r 2 cosÁdÁdr =

Grenzenfest

· Z 1

0
r 2 dr

¸ " Z ¼=2

0
cosÁdÁ

#

:

Dasgilt naẗurlich nicht allgemein,siehez.B. die entsprechendeIntegrationin kartesischenKo-
ordinaten.

2d.h.durchin�nitesimaleVariationvonr undÁerḧaltmanwiederdF alseingeschlossenFläche,sieheAbb. 8.4.1
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Satz8.4.1(Transformationssatz).
EineVerallgemeinerungderSubstitutionsregel für eindimensionaleIntegraleaufmehrdimensio-
naleIntegraleist derTransformationssatz. GegebenseieineKoordinatentransformation

(x; y; z) ! (u; v; w) mit x = x(u; v; w) etc:

DanntransformiertsicheinVolumenintegralentsprechend

Z

V

f (x; y; z)dx dydz =
Z

~V

f (x(u; v; w); y(u; v; w); z(u; v; w)) ¢

¯
¯
¯
¯det

µ
@(x; y; z)
@(u; v; w)

¶ ¯
¯
¯
¯ dudvdw

mit derFunktionaldeterminante (bzw. Jacobi-Determinante)

det
µ

@(x; y; z)
@(u; v; w)

¶
:= det

0

@
@x
@u

@x
@v

@x
@w

@y
@u

@y
@v

@y
@w

@z
@u

@z
@v

@z
@w

1

A

Wie beiderbekanntenSubstitutionsregel ändertsichnaẗurlich derBereich,überdenzu integrie-
renist (hiervonV nach~V). In einerDimensionändertsichi.a.nurdieLängedesIntegrationsin-
tervalls, in höherenDimensionen̈andertsichdar̈uberhinausi.a. die Form desVolumens.Da bei
derSubstitutionsregelauchdieAbleitungdersubstituiertenFunktionauftritt, ist esnicht überra-
schend,dassdieshierauchpassiert.Dawir esmit FunktionenmehrererVariablenzu tunhaben,
tretennaẗurlich allepartiellenAbleitungauf.Warumdiesegeradein einerspeziellenKombinati-
on,nämlichderFunktionaldeterminante,auftreten,soll hiernichtdiskutiertwerden.

Wir wollen nochdaraufhinweisen,dassderTransformationssatznaẗurlich in analogerForm in
beliebigenDimensionengilt. Für Funktionenvon einerVariablenreduzierter sichauf die Sub-
stitutionsregel!

Im Transformationssatztritt derBetragderJacobi-Determinanteauf. Im folgendenwerdenwir
nur Transformationenbetrachten,bei der sich die Händigkeit des Koordinatensystemsnicht
ändert.In diesemFall kannerweggelassenwerden.

Beispiel8.4.2(EbenePolarkoordinaten).
Wir wollen uns am Beispiel der ebenenPolarkoordinatendavon überzeugen,dassdastrans-
formierteFlächenelementtaẗachlichgenaudie Form hat,die wir vorherschonanschaulichaus
Abb. 8.4.1abgeleitethaben.Mit x = r cosÁundy = r sinÁfolgt für dieFunktionaldeterminante

det
µ

@(x; y)
@(r; Á)

¶
= det

Ã
@x
@r

@x
@Á

@y
@r

@y
@Á

!

= det
µ

cosÁ ¡ r sinÁ
sinÁ r cosÁ

¶

= r cos2 Á+ r sin2 Á = r

unddamit

dF = det
µ

@(x; y)
@(r; Á)

¶
dr dÁ = rdr dÁ:
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Abbildung8.4.2:In�nitesimalesVolumenelementin Kugelkoordinaten.

Die Determinantedet
³

@(x;y ;z)
@(u;v ;w)

´
beschreibtdie Verzerrungdesin�nitesimalenVolumenelemen-

tesunterderKoordinatentransformation.Speziellfür diebereitsbekanntenKoordinatensysteme
ergibt sich:

Kartesisch: dV = dx dydz y
Z

f (x; y; z)dx dydz

EbenePolarkoordinaten: dF = r dr dÁ y
Z

f (r cosÁ;r sinÁ) r dr dÁ

Zylinderkoordinaten: dV = r dr dÁdz y
Z

f (r cosÁ;r sinÁ;z) r dr dÁdz

Kugelkoordinaten: dV = r 2 sinµ dr dÁdµ y
Z

~f (r; Á;µ) r 2 sinµdr dÁdµ

wobei ~f (r; Á;µ) = f (r cosÁsinµ; r sinÁsinµ; r cosµ).
Die Formdesin�nitesimalenVolumenelementsin Zylinderkoordinatenkannmansichleichtvor-
stellen,z.B. durch (kartesische)FortsetzungdesFlächenelementsin ebenenPolarkoordinaten
(Abb. 8.4.1b).Es ähnelteinemTortensẗuck, von demmandie Spitzeabgeschnittenhat.Dasin-
�nitesimale Volumenelementin Kugelkoordinatenist schwerervorzustellen.Esist in Abb. 8.4.2
dargestellt3.

Ein Problembei der AnwendungdesTransformationssatzesist die BestimmungdesneuenIn-
tegrationsbereiches~V. Wie beiderSubstitutionsregelbestehtnaẗurlich ein formalerZusammen-
hangzwischenV und ~V überdie Transformationsfunktionenu, v und w. Stattdiesenexplizit
auszunutzen,ist esin derPraxismeisteinfacher, sichdie neuenIntegrationsgrenzenin denneu-
enKoordinatenanschaulichzu überlegen,genausowie wir dasin Beispiel8.4.1gemachthaben!

3Im Druck gibt esverschiedeneDarstellungenfür die griechischen(Klein-)Buchstabenphi (Á = ' ) und theta
(µ = #).
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n

df
F

Abbildung8.5.1:EineFlächeF bestehendaus(in�nitesimalen) Flächenelementendf mit Nor-
malenvektorenn.

8.5 Flächenintegraleund Vektor�uss

In Kapitel 8.4 habenwir gelernt,wie wir Skalarfelderin beliebigenDimensionenintegrieren
können.Analog zum Wegintegral (sieheKapitel 8.1), bei demVektorfelderl ängseinesWeges
integriertwerden,könnenwir auchVektorfelderüber(gerichtete)Flächenintegrieren.Dieswird
z.B. ben̈otigt, um denFlussdurcheineFlächezu bestimmen.Dies führt auf dasKonzeptdes
Flussintegrals, dasman als zweidimensionaleVerallgemeinerungdesWegintegrals auffassen
kann.Die Bezeichnung“Fluss” ist durchdieHydrodynamikmotiviert.Mankannsichtats̈achlich
einedurchdieOber�ächeströmendeFlüssigkeit vorstellen.
Wir betrachteneineFlächeim dreidimensionalenRaum4, die beliebiggeformtseinkann. Ihr
Flächeninhalt(die Ober�äche)sei F . Wir stellenunsvor, dassdie Flächeausin�nitesimalen
Flächenelementendf besteht(sieheAbb. 8.5.1),sodass

F =
Z

df :

De�nition 8.5.1(Normale,Fächenvektor).
Auf jedemin�nitesimalenFlächenelementdf errichtenwir einensenkrechtstehendenEinheits-
vektorn. n heißtauchNormale.
df = ndf heißt(in�nitesimaler) Flächenvektor.

Bemerkung:Bisher sind für die Normale noch zwei Richtungenmöglich. Für geschlossene
Flächen(z.B.Kugelober�ächen)zeigtdieNormalejedochperKonventionimmernachaußen.

De�nition 8.5.2(Vektor�uss).
SeiennuneinVektorfeldA(r ) undeineFlächeF gegeben.Dannbezeichnetman

Z

F
A ¢df =

Z

F
A ¢ndf

4Die meistenÜberlegungenlassensichaufHyper� ächenbeliebigerDimensionübertragen.
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alsdenFlussvon A durch F . Dabeiwird dasIntegral überdieOber�ächegenommen.

DerVektor�ussist eineskalareGröße,dievonA undderArt undLagederFlächebestimmtwird
(sieheAbb. 8.5.2).
Die Darstellungauf derrechtenSeitezeigt,dassmanletztlich ein gewöhnlicheszweidimensio-
nalesIntegral überein Skalarfeldzu berechnenhat.Man beachteaberdabei,dassder Norma-
lenvektorn i.a. keineKonstanteist, sondernsichvonPositionzuPositionaufderFlächeändert!

n

A(r)

df

a

Abbildung8.5.2:FlussdesVektorfeldesA durchdieFlächeF .

Sei® derWinkel zwischenA unddf (bzw. n) (sieheAbb. 8.5.2).Dannist A ¢df = jAj cos®df .
Ist A anderbetrachtetenStellesenkrechtzudf , d.h.A liegt in derFläche,soist A ¢df = 0. Zum
Vektor�uss trägtalsonur derdurchdie (gekr̈ummte)Flächejeweils senkrechthindurchtretende
Anteil vonA bei.

Beispiel8.5.1.
Als Beispielbetrachtenwir eineKugelschaleK R vom RadiusR um denUrsprung.Der Nor-
malenvektorzeigtdannimmer radialnachaußen,d.h.wir habenn = r̂ = r=r. Dasgerichtete
Flächenelementist daher(in Kugelkoordinaten)gegebendurch

df = R2 sinµdµd' r̂ = R2d r̂ ;

wobeiwir dasRaumwinkelelement

d = sinµdµdÁ

eingef̈uhrt haben.Die Form desFlächenelementsmachtman sich leicht ausder allgemeinen
Form desVolumenselementsin Kugelkoordinatenklar, da dasFlächenelementkeine“Ausdeh-
nung” in radialerRichtunghat.
Wir wollennuneinRadialfeldderForm

A(r ) = A(r )r̂
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überdie Kugelschaleintegrieren.FeldersolcherForm nenntmanRadialfelder. Siezeigenim-
mer in radialeRichtungund ihr Betraghängtnur vom Abstandr ab, nicht von der Richtung.
DieserFall tritt in derPhysik sehrhäu�g auf,z.B.beiGravitations-oderelektrischenFeldern.
Für dasFlussintegralerhaltenwir nun:

Z

K R

A(r ) ¢df =
Z 2¼

0
d'

Z ¼

0
dµR2 sinµA(r ) ¢r̂

= A(R)R2
Z 2¼

0
d'

Z ¼

0
dµR2 sinµ

= 4¼R2A(R):

Im Integral der erstenZeilen habenwir die Parametrisierungder Flächein Kugelkoordinaten
benutzt,in der zweitenZeile die spezielleForm desVektorfeldes,insbesonderedie Tatsache,
dassseinBetragauf der Kugelschalekonstantist. LetzteresmachtauchdasEndergebnisklar,
dennoffensichtlichist der Wert desFlussintegralsgegebendurchdasProduktder Kugel� äche
unddem(konstanten)WertdesFeldesaufdieser.



Kapitel 9

Die Integralsätzevon Gaußund Stokes

In diesemKapitel werdenwir die wichtigstenIntegrals̈atzekennenlernen.DiesestellenZusam-
menḧangezwischenIntegralenin verschiedenenDimensionenher. Die Integrals̈atzevon Gauß
undStokesspieleneinewichtigeRolle in derElektrodynamik,im Zusammenhangmit denMax-
wellschenGleichungen.Sieerlaubendie Ausnutzungvon Symmetrienundvereinfachendaher
in vielenFällendieBerechnungvonelektrischenundmagnetischenFelderndrastisch.
Zunächstwollen wir unsallerdingsdenGreenschenSatzanschauen,mit dessenHilfe wir dann
allgemeinereSätzeableitenkönnen.

9.1 Der GreenscheSatzin der Ebene

Wir betrachteneineFlächeF , derenRanddurchdieRandkurveC = @F gegebenist.Wir nehmen
o.B.d.A.an,dassesfür jedenWert von x genaueineobereundeineuntereGrenzegibt1. Dies
de�niert die unterebzw. obereGrenzkurve f 1(x) bzw. f 2(x) (sieheAbb. 9.1.1) und für alle
x 2 [a;b] gilt f 1(x) · y · f 2(x), fallsderPunkt(x; y) in derFlächeF liegt.

EsseinunV(x; y) eineFunktion,dieaufF stetigpartiell differenzierbarsei.Danngilt:

Z

F
dxdy

@V(x; y)
@y

=
Z b

a
dx

" Z f 2 (x)

f 1 (x)
dy

@V(x; y)
@y

#

=
Z b

a
dx [V(x; f 2(x)) ¡ V(x; f 1(x))]

= ¡
Z a

b
dxV(x; f 2(x)) ¡

Z b

a
dxV(x; f 1(x))

= ¡
I

C
dxV(x; y) ;

d.h.dasFlächenintegral kannin einWegintegralumgeschriebenwerden!

1AnsonstenmußmandiekompliziertereFlächeaussolcheneinfachenzusammensetzen.

95
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F

b

a
dy

x

c

C

C

g (x)

g (x)
1

2

drehen 
F

d

c

a b
x

y
f (x)2

f (x)1

Abbildung9.1.1:Zur HerleitungdesGreenschenSatzes.

Wir drehennun die Fläche,wie in Fig. 9.1.1 dargestelltund gehenin der gedrehtenVersion
analogvor:

Z

F
dxdy

@V(x; y)
@x

=
I

C
dyV(x; y) :

Wir fassennundiesebeidenTeilergebnissezusammen:

Satz9.1.1(GreenscherSatz).
Der Satzvon Greenfür FunktionenV1(x; y), V2(x; y) die auf derzweidimensionalenFlächeF
stetigpartiell differenzierbarsind,lautet

Z

F
dxdy

·
@V2(x; y)

@x
¡

@V1(x; y)
@y

¸
=

I

C
[V1(x; y)dx + V2(x; y)dy]

wobeiC = @F dieRandkurvevonF ist.

Wir wollenzweiAnwendungendiesesSatzesdiskutieren.

1. Sei

V1(x; y) =
@Á
@x

; V2(x; y) =
@Á
@y

:

DannverschwindetdasFlächenintegral im GreenschenSatz,da

@V2

@x
=

@2Á
@x@y

=
@2Á

@y@x
=

@V1

@y

ist. Außerdemgilt mit r =
µ

x
y

¶
:

V1dx + V2dy = dÁ = gradÁ¢dr :
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SomitlautetdieAussagedesGreenschenSatzesin diesemFall
I

C
dÁ = 0:

Dieswissenwir naẗurlich schon,daV :=
µ

V1

V2

¶
perDe�nition ein konservativesFeldmit

Potential¡ Á ist.

2. Für V :=
µ

V1

V2

¶
gilt

I

C
V ¢dr =

Z

F
rot V ¢df ;

wobei df = ndxdy senkrechtzur x ¡ y-Ebenestehtund auf der rechtenSeiteV als
dreidimensionalerVektormit 3. KomponenteV3 = 0 zu interpretierenist.

3. Wir könnenmit Hilfe desGreenschenSatzesFlächenberechnen.Dazubetrachtenwir die
FunktionenV1(x; y) = ¡ y undV2(x; y) = x. Danngilt:

I

C
[¡ ydx + xdy] =

Z Z

F
dxdy

·
@x
@x

¡
µ

¡
@y
@y

¶¸
= 2

Z Z

F
dxdy = 2F :

Als Beispielbestimmenwir dieFlächeeinerEllipse,diedurch

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (9.1.1)

de�niert ist2. Eine Parameterdarstellungist durch r (t) = (acost; bsint) gegeben(t 2
[0; 2¼]). Danngilt:

FEllipse =
1
2

I

Ellipse
[¡ ydx + xdy] =

1
2

Z 2¼

0
[¡ bsint(¡ asint) + acostbcost] dt = ab¼:

9.2 Integraldarstellung der Rotation

Die RotationeinesVektorfeldesA(r ) läßtsich als Wegintegral ausdr̈ucken.DieseDarstellung
wird in denfolgendenAbschnittensehrnützlichsein.
Wir betrachteneinegeschlossenenWeg Cum denPunktr , andemwir die Rotationbestimmen
wollen. DieserWeg schließtdie Fläche¢ F ein. Ist diesehinreichendklein, so könnenwir sie
alsebenansehenunddurchdenNormalenvektorn charakterisieren,dersenkrechtauf ihr steht.
Die KomponentederRotationparallelzun lässtsichdannfolgendermaßenbestimmen:

n ¢rot A(r ) = lim
¢ F ! 0

1
¢ F

I

C
A ¢dr:

2D.h.alle (x; y), diedieseGleichungerfüllen, liegenaufderEllipse.



98 KAPITEL 9. DIE INTEGRALSÄTZE VON GAUSSUND STOKES

Um dieRotationvollständigzubestimmen,kannmanz.B.Wegenehmen,diein derx ¡ y-, x ¡ z-
undy ¡ z-Ebeneliegen,wobeidannn derEinheitsvektorin z-, y- undx-Richtungist.

Zum BeweisdieserIntegraldarstellungbetrachtenwir o.B.d.A.ein in�nitesimalesrechteckiges
Flächenelement(Abb. 9.2.1)in der y ¡ z-Ebene.DasWegintegral l ängsdesWeges1 ! 2 !
3 ! 4 ! 1 läßtsichdannfolgendermaßenberechnen:

I

L
A ¢dr = Ay(x; y; z ¡

1
2

dz)dy + Az(x; y +
1
2

dy; z)dz

¡ Ay(x; y; z +
1
2

dz)dy ¡ Az(x; y ¡
1
2

dy; z)dz

=
@Az(r )

@y
dydz ¡

@Ay(r )
@z

dydz

=
µ

@Az

@y
¡

@Ay

@z

¶
¢ F = (rot A)x ¢ F:

Dabeihabenwir angenommen,dassdie Kantenl̈angendy unddz in�nitesimal sindunddeshalb
derWert dasVektorfeldesauf einerKantekonstantist. Hierbeihabenwir denFunktionswertin
derKantenmittegewählt.Für dieKante1 ! 2 sinddiex- undz-Koordinatenkonstant(nämlich
x undz ¡ 1

2dz) unddie y-Koordinatevariiert von y ¡ 1
2dy nachy + 1

2dy. Die Kantenmitteist
alsobei (x; y; z ¡ 1

2dz) unddeshalbist Ay(x; y; z ¡ 1
2dz) zu wählen3. Beim Übergangzur drit-

tenZeile sindwir analogvorgegangenwie beimBeweisdesSatzesvon Gauß.Hier wurdendie
auftretendenBeiträgeTaylor-entwickelt, wobeisichdiekonstantenTermewegheben.

Somithabenwir für n = x̂ gezeigt

lim
¢ F ! 0

1
¢ F

I

¢ L
A ¢dr = (rot A)x = n ¢rot A:

Mit einemanalogenArgumentläßtsich dieseAussageauchfür die y¡ und z¡ Komponenten
beweisen,womit (¤¤) gezeigtwäre,unddamitderStokesscheIntegralsatz.

9.3 Integralsatz von Stokes

Es sei A(r ) ein beliebigesVektorfeld.Aus Kapitel 8.2 wissenwir, dassgilt (falls der De�niti-
onsbereichvonA einfach-zusammenhängendist):

A = ¡ grad' ( ) rot A = 0 ( )
I

C
A ¢dr = 0;

wobeidie rechteSeitefür allegeschlossenenWegeCgeltensoll.

3Esträgtnur die y-KomponentedesFeldesbei, dasichauf demWeg nur die y-Koordinateändertunddeshalb
A ¢dr = Ay dy ist.
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1 2

34

dy

dz

z

yy

z

Abbildung9.2.1:ZumBeweisderIntegraldarstellungderRotation.

a) b)

F

r

dr

n

dr
L

Abbildung9.3.1:Zum Satzvon Stokes.a) FlächeF mit RandC. b) OrientierungderFlächen-
normalen(rechte-Hand-Regel).

Waspassiertfür rot A 6= 0 ? Man erwartet,dassdanni.a. auch
H

L A ¢dr 6= 0 seinwird. Dies
bringtderIntegralsatzvonStokes(in quantitativerForm)zumAusdruck.

Satz9.3.1(Stokes'scherIntegralsatz).
SeiF einebeliebige(gekr̈ummte)Flächeim

� 3 mit RandC, d.h.derRandist einegeschlossene
Kurve (sieheAbb. 9.3.1a).Danngilt:

I

C
A ¢dr =

Z

F
rot A ¢df :

Dabeiist dasin�nitesimale Flächenelementdf = ndf gem̈aßeinerrechten-Hand-Regel (siehe
Abb. 9.3.1b)orientiert.
Der Satzvon Stokesbesagtalso,dassdasWegintegral von A längsdesgeschlossenenWegesC
gleichdemFlussvon rot A durchdievonCberandeteFlächeF ist.

Beim Beweis gehenwir ähnlich vor wie beim GaußschenSatz.Zunächstunterteilenwir die
FlächeF in zwei Teile F1 undF2. DieseTeile werdenvon dengeschlossenenKurvenC1 undC2
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L2

L1

DF

a) b)
L

n

n

Abbildung9.3.2:ZumBeweisdesStokesschenIntegralsatzes.

berandet(Abb. 9.3.2a).Danngilt:
I

C
A ¢dr =

I

C1

A ¢dr +
I

C2

A ¢dr:

Dabeihabenwir schonausgenutzt,dassdie Schnitt� ächevon C1 und C2 in unterschiedlichen
Richtungendurchlaufenwird undsichdieentsprechendenBeiträgedeshalbwegheben.
Die obigenTeilungsprozedursetzenwir nunimmerweiterfort (Abb. 9.3.2b).Dannerhaltenwir:

I

C
A ¢dr =

X

n

I

Cn

A ¢dr =
X

n

·
1

¢ Fn

I

Cn

A ¢dr
¸

¢ Fn

!
Z

F
rot A ¢ndf

wobeiwir beimÜbergangzur zweitenZeile die SummewiederalsZwischensummeeinesInte-
gralsinterpretierthaben.
Der Integralsatzvon StokeshatzahlreichewichtigeAnwendungenin derPhysik, insbesondere
in derElektrodynamikim Zusammenhangmit denMaxwellschenGleichungen.

9.4 Integraldarstellung der Divergenz

EineandereInterpretationderDivergenzerḧalt mandurchBetrachtungdesVektor�ussesdurch
dieOber�äche¢ F einesVolumenelements¢ V (sieheAbb. 9.4.1):

div A = lim
¢ V ! 0

1
¢ V

Z

¢ F
A ¢df :

Die DivergenzdesVektorfeldeskannalsoalsGrenzfall desFlussesdurchdie Ober� ächeeines
kleinenVolumenelementsaufgefasstwerden.Diesquanti�ziert unsereanschaulicheInterpreta-
tion derDivergenzals “Quellsẗarke” desFeldes.Be�ndet sicheineQuellein dembetrachteten
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¢ V

Abbildung9.4.1:Flußdurch¢ V

dy

dx

dz

r

Abbildung9.4.2:Zum GaußschenSatz:Flussdurcheinenin�nitesimalenWürfel mit denKan-
tenl̈angendx, dy unddz. DasZentrumdesWürfelsbe�ndet sichbei r = (x; y; z).

Volumen,soströmtmehrherausalsherein.Dannist div A > 0. Entsprechendist beieinerSenke
div A < 0.

ZumBeweisderIntegraldarstellungbetrachtenwir denFlussdurchdieOber� ächeeinesWürfels
mit denKantenl̈angendx, dy und dz um r = (x; y; z) (sieheAbb. 9.4.2).Auf der Vorderseite
F1 zeigederNormalenvektorn in x-Richtung,aufderRückseiteF2 in ¡ x-Richtung.Die Flüsse
durchF1 undF2 sinddann

FlussdurchF1 = Ax (x +
1
2

dx; y; z)dydz;

FlussdurchF2 = Ax (x ¡
1
2

dx; y; z)dydz

wobei Ax (r ) = Ax (x; y; z) die x-KomponentedesVektorfeldesam Ort r , dem Zentrumdes
Würfels,bezeichnet.Wir habenhier angenommen,dassdasVektorpotentialauf denFlächenals
konstantangesehenwerdenkann,wobeiderWertdurchdenWert in derMitte gegebenist.
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Somiterḧalt manfür denFlussdurchdiebeidenFlächenF1 undF2:
Z

F1+ F2

A ¢df =
·
Ax (x +

1
2

dx; y; z) ¡ Ax (x ¡
1
2

dx; y; z)
¸

dydz

=
· µ

Ax (x; y; z) +
@Ax

@x
1
2

dx
¶

¡
µ

Ax (x; y; z) ¡
@Ax

@x
1
2

dx
¶¸

dydz

=
@Ax (r )

@x
dxdydz:

Dabeihabenwir beimÜbergangzur zweitenZeile ausgenutzt,dassderWürfel in�nitesimal ist
und wir deshalbdie Feldwertedurch eine Taylor-Entwicklung ersterOrdnungapproximieren
können.
Analogerhaltenwir dannfür denFlussin y- undz-Richtung:

y ¡ Richtung:
Z

F3+ F4

A ¢df =
@Ay(r )

@y
dxdydz;

z ¡ Richtung:
Z

F5+ F6

A ¢df =
@Az(r )

@z
dxdydz:

Fasstmannundiesedrei Teilergebnissezusammen,sofolgt die angegebeneIntegraldarstellung
derDivergenz.

9.5 GaußscherSatz

Ziel desGaußschenIntegralsatzesist es,eineandereDarstellungfür ein Flussintegral derFormH
A ¢df anzugeben.

Satz9.5.1(GaußscherIntegralsatz).
Sei A(r ) ein Vektorfeld und F eine beliebigegeschlosseneFläche,die ein VolumenV um-
schließt.Danngilt:

I

F
A ¢df =

Z

V
div A dV:

Der GaußscheIntegralsatz erlaubtalsodie UmwandlungeinesFlussintegralsin ein Volumen-
integral überdieDivergenzdesVektorfeldes̈uberdasvonderFlächeeingeschlosseneVolumen.

Zum Beweis teilen wir zun̈achstdasVolumenV in zwei (beliebige)TeilvoluminaV1 und V2

(sieheAbb. 9.5.1).Die neueOber� ächederbeidenTeilvoluminabezeichnenwir mit F1 bzw. F2.
Man beachte,dasseinegemeinsameTrenn�ächezwischendenbeidenTeilvoluminaentsteht.
Da die Normalenjeweils ausdemVolumenherauszeigen,ist auf dergemeinsamenTrenn� äche
n1 = ¡ n2 (sieheAbb. 9.5.1)undsomit

I

F
A ¢df =

I

F1

A ¢df +
I

F2

A ¢df ;
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V1

F F

V2

1 2

nn2 1

Abbildung9.5.1:Zum GaußschenSatz:UnterteilungdesVolumensV in zwei TeilvoluminaV1

undV2. n1, n2 sinddieNormalenvektorenaufderTrenn�äche.

dasichdieBeiträgeaufderTrenn�ächewegheben.

Wir setzennundieseTeilungsprozedurimmerweiterfort underhaltensoeineEinteilungin viele
kleineVolumina¢ Vn mit Ober�ächeFn :

I

F
A ¢df =

NX

n=1

I

Fn

A ¢df =
NX

n=1

·
1

¢ Vn

I

Fn

A ¢df
¸

¢ Vn

!
¢ V ! 0

Z

V

µ
lim

¢ V ! 0

1
¢ V

I

F (¢ V )
A ¢df

¶
dV =

Z

V
div A dV

wobeiF (¢ V) die Ober�ächedesWürfels¢ V um denPunktr ist. Im letztenSchritthabenwir
die IntegraldarstellungderDivergenzausAbschnitt9.4verwendet.

EinewichtigeAnwendungdesGaußschenIntegralsatzesistdieHerleitungdersogenanntenKon-
tinuit ätsgleichung

@½
@t

+ div j = 0:

GleichungendiesesTyps tretenin der Physik immer wieder auf, z.B. in der Hydrodynamik,
dennsiedermathematischeAusdruckfür ein lokales(d.h.von r abḧangiges)Erhaltungsgesetz.
½(r ; t) bezeichnetdabeiimmereineDichte(z.B. eineMassen-oderLadungsdichte)und j (r ; t)
diezugeḧorigeStromdichte(z.B.denMassen-oderelektrischenStrom).In denÜbungenwerden
wir dieKontinuiẗatsgleichungaussehrallgemeinenÜberlegungenableiten.
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Kapitel 10

Operatorenund Eigenwerte

10.1 Eigenwertevon Matrizen

De�nition 10.1.1(Eigenwert,Eigenvektor).
EsseiA einequadratischeMatrix. Gilt dann

A ¢v = ¸v

soheißt¸ Eigenwert vonA undv Eigenvektor (zumEigenwerţ )1. Dabeiist ¸ einereelleoder
komplexeZahl.

Bem.:Die EigenvektorenzumEigenwerţ sindnicht eindeutigfestgelegt, damit v auchjedes
Vielfache®v (mit ® 6= 0) EigenvektorzumgleichenEigenwertist.
Die Mengealler EigenwerteeinerMatrix bezeichnetmanalsSpektrum derMatrix, die Menge
allerEigenwerteundEigenvektorenalsEigensystem.

Beispiel10.1.1. 1. Bei DrehungengehenPunkteaufderDrehachsein sich über:Av = v.

2. Wir betrachtendieMatrix A =
µ

1 0
0 2

¶
. Danngilt

A
µ

1
0

¶
=

µ
1
0

¶
und A

µ
0
1

¶
= 2

µ
0
1

¶
:

Die Matrix A hat alsodie Eigenwerte1 und 2 mit denzugeḧorigenEigenvektoren
µ

1
0

¶

bzw.
µ

0
1

¶
.

Wir wollen unsnunmit derFragebescḧaftigen,wie mandie Eigenwerteund-vektorenkonkret
berechnenkann.DiesbezeichnetmanalsdasEigenwertproblem.

1Manbeachte,dassmanim Englischenvoneigenvalueundeigenvectorspricht!
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Die Eigenwerteund-vektorensindalsLösungendeslinearenGleichungssystems
¡
A ¡ ¸

�

¢
v = 0

de�niert. Man beachte,dassmanhierbeiauchdas¸ a priori nicht kennt!DasGleichungssystem
hatnicht-trivialeLösungen,falls

det
¡
A ¡ ¸

�

¢
= 0

ist. Ansonstenexistiert nur die triviale Lösungv = 0. DieseGleichungbezeichnetmanauchals
Säkulargleichung. Ist A einen £ n-Matrix, so ist liefert die Determinanteein Polynomn-ten
Gradesin ¸ , dassog.charakteristischePolynom p(¸ ).
NachdemFundamentalsatzder Algebrahat ein Polynomn-ten Gradesn Nullstellen,die aber
komplex seinkönnen.Wir bezeichnendie Nullstellenvon p(¸ ) mit ¸ 1; ¸ 2; : : : ; ¸ n . Sind einige
der ¸ j gleich, so sprichtmanvon Nullstellen höherer Ordnung bzw. Entartung. Man cha-
rakterisiertdiesedurchdie algebraischeMultiplizit ät oderalgebraischeVielfachheit. Ist z.B.
¸ 1 = ¸ 2, sohatderEigenwerţ 1 diealgebraischeMultiplizit ät 2.

Sinddie Eigenwertȩ j bekannt,so kannmandie zugeḧorigenEigenvektorenvj als Lösungen
deslinearenGleichungssystems

A ¢vj = ¸ j vj

explizit bestimmen.

Beispiel10.1.2.Als Beispielbetrachtenwir dieMatrix

A =
µ

10 ¡ 3
¡ 3 2

¶
:

Zunächstbestimmenwir mit Hilfe derSäkulargleichungdascharakteristischePolynom:

p(¸ ) := det
¡
A ¡ ¸

�

¢
= det

µ
10¡ ¸ ¡ 3

¡ 3 2 ¡ ¸

¶
= (10 ¡ ¸ )(2 ¡ ¸ ) ¡ (¡ 3)(¡ 3) = ¸ 2 ¡ 12̧ + 11:

p(¸ ) hat die Nullstellen¸ 1 = 1 und ¸ 2 = 11, die alsojeweils die algebraischeVielfachheit1
habenunddieEigenwertevonA sind.

EinenEigenvektorzu ¸ 1 �nden wir durchLösungdeslinearenSystems
¡
A ¡ ¸ 1

�

¢
v1 = 0:

Explizit lautetdiesesSystem µ
9 ¡ 3

¡ 3 1

¶ µ
x1

y1

¶
= 0:

Die Lösungist x1 = t undy1 = 3t mit beliebigemt 2
�

, t 6= 0. Somithabenwir die Eigenvek-
torenzumEigenwerţ 1 = 1 bestimmt:

v1 =
µ

t
3t

¶
:



10.1. EIGENWERTE VON MATRIZEN 107

Bei derBestimmungdesEigenvektorszumEigenwerţ 2 = 11gehenwir analogvor. Hier haben
wir dasSystem

¡
A ¡ ¸ 2

�

¢
v2 =

µ
¡ 1 ¡ 3
¡ 3 ¡ 9

¶ µ
x2

y2

¶
= 0

zu lösen.Wir erhaltenx2 = t undy2 = ¡ t
3.

In derRegelgibt mandienormiertenEinheitsvektorenan,alsohier

v1 =
1

p
10

µ
1
3

¶
; v2 =

1
p

10

µ
3

¡ 1

¶
:

Man beachte,dassoffensichtlichv1 und v2 senkrechtaufeinanderstehen.Wir werdensp̈ater
Kriteriendafür angegeben,wanndiesderFall ist.

Bemerkung.

1. AllgemeinsinddieEigenvektorenzuverschiedenenEigenwertelinearunabḧangig!

2. Es gibt nicht immer gleich viele Eigenvektorenwie Eigenwerte.Zum Beispiel hat die
Matrix

A =
µ

0 1
¡ 1 ¡ 2

¶

denentartetenEigenwert¸ = ¡ 1 (mit algebraischerMultiplizit ät 2), abernur einenEi-

genvektorv =
µ

1
¡ 1

¶
. Die ZahlderEigenvektorenzueinembestimmtenEigenwertnennt

man seinegeometrischeMultiplizit ät oder geometrischeVielfachheit. Sie ist kleiner
odergleicherderalgebraischenMultiplizit ät.

Wenn wir die Eigenwerteund Eigenvektoreneiner Matrix A kennen,könnenwir die Matrix
unterbestimmtenUmsẗandendiagonalisieren, d.h.durcheineÄhnlichk eitstransformation2 in
Diagonalgestaltbringen.DiesentsprichteinemBasiswechsel.
Wir betrachtenhierzueinen£ n-Matrix A, derenEigenwertȩ j undzugeḧorigenEigenvektoren
vj wir kennen:

A ¢vj = ¸ j vj :

Wir nehmennunan,dassalle Eigenwertereell unddie Eigenvektorenvj paarweiseorthogonal
sind,d.h.vj ¢vl = ±j l . Der linkeFaktorist komplex zukonjugieren,in Übereinstimmungmit der
De�nition desSkalarproduktesin Abschnitt11.1.Außerdemsollendie Eigenvektorennormiert
sein,d.h.jvj j = 1.
Wir de�nierennundieMatrix

U := (v1; : : : ; vn ) ;

derenSpaltenausdenEigenvektorengebildetwerden,d.h.esgilt Uj l = (vl ) j .

2DassindTransformationenderFormM ¡ 1 ¢A ¢M .
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Für dieseMatrix gilt

U ¢Uy = Uy ¢U =

0

B
B
B
@

¢¢¢ v1 ¢¢¢
¢¢¢ v2 ¢¢¢

...
¢¢¢ vn ¢¢¢

1

C
C
C
A

0

B
@

...
...

...
v1 v2 vn
...

...
...

1

C
A =

0

B
B
B
@

v1 ¢v1 v1 ¢v2 : : :
v2 ¢v1 v2 ¢v2 : : :

...
...

...
vn ¢vn

1

C
C
C
A

=
�

;

wobei
Uy :=

¡ ¹U
¢T

;

die adjungierte Matrix (oder auchhermitesch konjugierte Matrix ) ist. Sie entstehtdurch
Bildung der Transponiertender Matrix, die ausdenkomplex-konjugiertenElementenUj l der
Matrix U besteht.Ist dieMatrix reell,soist dieAdjungiertegleichderTransponierten.
Dahergilt für dieobende�nierte Matrix U, dass

U¡ 1 = Uy :

EinesolcheMatrix nenntmanunit är.
Außerdemsiehtmanschnellein,dassperKonstruktionvonU ausdenEigenvektorenvonA gilt:

A ¢U = (¸ 1v1; : : : ; ¸ nvn ) = U ¢¤

mit derDiagonalmatrix

¤ :=

0

B
@

¸ 1
...

¸ n

1

C
A :

Somitgilt wegenderUnitarität vonU

Uy ¢A ¢U = ¤ bzw. A = U ¢¤ ¢Uy :

Mansagtauch:U diagonalisiertA.
Komponentenweiselautetdie letzteGleichung

(A) j m =
X

k

¸ k(vk) j (vk)m :

Die Matrix A läßtsich alsomit Hilfe ihrer Eigenwerteund Eigenvektorendarstellen.Dies be-
zeichnetmanalsSpektralzerlegungoderSpektraldarstellung.
Speziellfür A =

�

gilt dann
X

k

(vk) j (vk)m = ±j m :

DiesbezeichnetmanauchalsZerlegungder Einheit oderVollständigkeitsrelation.

Bemerkung. Beachte,dasssich nicht alle Matrizenauf dieseArt diagonalisierenlasssen!Für
einespezielleKlassevonMatrizenläßtsichdiesaberallgemeinbeweisen.
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De�nition 10.1.2(NormaleMatrizen).
Gilt £

A; Ay
¤

:= A ¢Ay ¡ Ay ¢A = 0;

soheißtdieMatrix A normal.
Dabeiist [A; B ] = AB ¡ BA dersogenannteKommutator.

Insbesonderesindalsohermitesche(Ay = A) undsymmetrische(A reellmit AT = A) Matrizen
normal.

Es gilt: NormaleMatrizensind unitär diagonalisierbar(d.h. Uy ¢A ¢U = ¤) und habeneine
Spektraldarstellung.

Bemerkung. Die DiagonalisierungentsprichtdemÜbergangzueinemneuenKoordinatensystem,
d.h.einemBasiswechsel.Esgilt

Uy ¢A ¢U
¡
Uyv

¢
= ¸

¡
Uyv

¢
;

alsomit Uy ¢A ¢U = ¤ undderAbkürzung~v := Uyv

¤ ¢~v = ¸ ~v:

In derBasisderEigenvektoren~v hatA alsoDiagonalform!
DasichdieSpurunddieDeterminantebeiBasiswechselnnicht ändern,gilt

SpurA =
nX

j =1

¸ j =
X

j

¸ j pj ;

detA =
nY

j =1

¸ j =
Y

j

¸ pj
j :

Dabeiist pj die algebraischeVielfachheitdesEigenwerts3 ¸ j . Die Spur einern £ n-Matrix A
ist de�niert durch

SpurA :=
nX

j =1

A j j ;

d.h.alsSummederDiagonalelemente.

Bemerkung. Die EigenwertederMatrix A und ihrer TransponiertenAT stimmenüberein.Dies
folgt ausder allgemeing̈ultigen Identiẗat detAT = detA, die die Gleichheitder charakteri-
stischenPolynomeimpliziert. I.a. stimmenaberdie zugeḧorigenEigenvektoren nicht überein!
Diesführt zu folgenderDe�nition:

3In derentsprechendenDarstellungist nur nochüberdie unterschiedlichenEigenwertezu summierenbzw. zu
multiplizieren!



110 KAPITEL 10. OPERATORENUND EIGENWERTE

De�nition 10.1.3(RechteundlinkeEigenvektoren).
Die bisherbetrachtetenEigenvektorenv sindrechteEigenvektoren für diegilt

A ¢v = ¸v :

In Analogiehierzude�niert manlink eEigenvektoren ~v alsdieEigenvektorenvonAT :

AT ~v = ¸ ~v :

Die Bezeichnungerklärt sichausfolgenderIdentiẗat:

~vT A =
¡
AT ¢~v

¢T
= (¸ ~v)T = ¸ ~vT ;

d.h.einlinkerEigenvektorwird beiMultiplikation vonlinks andieMatrix A bisaufeinenFaktor
reproduziert.

Für normaleMatrizen,alsoinsbesonderefür hermitescheundsymmetrischeMatrizen,stimmen
rechterundlinkerEigenvektorüberein.

10.1.1 Theoremezum Eigenwertproblem

Wir gebenim folgendeneineSammlungwichtigerundnützlicherAussagenzumEigenwertpro-
bleman,diewir abernichtbeweisenwollen.

Satz10.1.1(Eigenwertprobleme).

1. EigenvektorenzuunterschiedlichenEigenwertensindlinearunabḧangig.

2. Hermitesche Matrizen, d.h. Matrizen für die Ay = A gilt, habenreelle Eigenwerte
unddie (normierten)EigenvektorenbildeneineOrthonormalbasis. Siesindmit Hilfe der
unitärenMatrix U derEigenvektorendiagonalisierbarundhabeneineSpektraldarstellung.

3. EineanalogeAussagegilt für symmetrischeMatrizen, d.h.alle ElementeA j l sind reell
und es gilt AT = A. In diesemFall kann A mit Hilfe einer orthogonalen Matrix U
diagonalisiertwerden,d.h.U¡ 1 = UT .

4. Kommutierende,hermitescheMatrizenA, B (mit [A; B ] = 0) habenein gemeinsames
Eigenvektorensystemv1; : : : ; vn , d.h.esgilt

A ¢vj = ¸ j vj und B ¢vj = ~̧
j vj :

Manbeachte,dassdieEigenwertȩ j und~̧
j aberi.a. verschiedensind!

5. Die (normierten)EigenvektoreneinernormalenMatrix bildeneineOrthonormalbasis.Sie
sindwie hermitescheMatrizenunitärdiagonalisierbarundhabeneineSpektraldarstellung.

6. Alle normalenMatrizensinddiagonalisierbar, abernicht alle diagonalisierbarenMatrizen
sindnormal.

7. Nicht allediagonalisierbarenMatrizenhabeneineSpektraldarstellung.
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10.2 Operatoren

Wir betrachtenzwei Vektorr̈aumeV undW. AllgemeinverstehtmanuntereinemOperator Â
eineAbbildung4 Â : V ! W. Im folgendenwerdenwir, sofernnichtandersangegebenoderaus
demZusammmenhangoffensichtlich,vor allemdenFall V = W behandeln.Außerdemwollen
wir vor allemlineareOperatorenbetrachten,diedurch

Â(x + ®y) = Âx + ®Ây für allex; y 2 V und® 2
�

oder
�

charakterisiertsind.Hierbeihabenwir schoneinehäu�g verwendeteKonventionbenutzt,nämlich
die,dassmanbei Operatorenoft Âx stattÂ(x) schreibt.Dieskennnennaẗurlich schonvon Dif-
ferentialoperatorenwie d

dx odergrad.
Im folgendenwerdenwir die Notation für denFall eineskomplexen Vektorraumesbenutzen.
Wennnichtandersangegeben,geltenanalogeErgebnissefür denreellenFall, manmußlediglich
diekomplexeKonjugationweglassen!
Bisherhabenwir denFall V =

� n betrachtet,wo wir Â durcheineMatrix A darstellenkönnen.
Die für Matrizenangestellten̈Uberlegungenlassensichdannübertragen,wennwir ein Skalar-
produkt(x; y) (mit x; y 2 V) zurVerfügunghaben(sieheKapitel 11.1)undfolgendeIdenti�ka-
tionenbenutzen:

x ¢y $ (x; y); x ¢A ¢y $ (x; Ây); etc.

Dieswerdenwir gleichweiterausarbeiten.Zunächstwollenwir Beispielefür lineareOperatoren
kennenlernen.

Beispiel10.2.1.

1. Das Skalarproduktmit einemfestenx0 2 V de�niert einenlinearenOperator:Âx :=
(x0; x). In diesemFall ist W =

�

6= V.

2. Die AbleitungÂf = f 0 ist ein linearerOperator.

De�nition 10.2.1(adjungierteundhermitescheOperatoren).
Ist Â : V ! V ein linearerOperator, sobezeichnetmandenOperatorÂy : V ! V charakteri-
siertdurch

(x; Ây) = (Âyx; y) für allex; y 2 V

alsdenadjungierten Operator oderauchhermiteschkonjugierten Operator.
Ist Ây = Â, sonenntmanÂ auchhermiteschoderselbstadjungiert5.

Wir könnennunDarstellungendesOperatorsÂ angegeben.Dazuseif ' kg eineOrthonormalba-
sisvon V. BeliebigeElementex 2 V lassensichdaheralsLinearkombinationenx =

P
k ck ' k

darstellen.Wir könnenhiermit z.B.die Identiẗat Âx = y in eineMatrixgleichungübersetzen:
X

k

~ck ' k = y = Âx = Â
X

k

ck ' k =
X

k

ckÂ' k :

4Operatorenkennzeichnenwir oft durchein ^, z.B. Â.
5In der Mathematikgibt eseinenwinzigenUnterschiedzwischenhermitesch und selbstadjungiert, der in der

Physik aberin derRegelunwichtigist.
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Nunbildenwir dasSkalarproduktdieserIdentitätmit ' j :

~cj =
X

k

~ck±j k =
X

k

~ck(' j ; ' k) =
X

k

ck(' j ; Â' k) =:
X

k

ckA j k

wobeiwir die AbkürzungA j k := (' j ; Â' k) eingef̈uhrt haben.Somitläßtsichdie Identiẗat nach
WahleinerBasisauchin Matrixform darstellenals

X

k

A j kck = ~cj bzw. A ¢c = ~c;

wobeidieElementeA j k zueinerMatrix zusammengefasstunddieck , ~cj alsKomponenteneines
(Spalten-)Vektorsaufgefassthaben.Man beachte,dassMatrix undVektorenim Prinzipunend-
lich seinkönnen,wennessichbeiV nichtumeinenendlichdimensionalenVektorraumhandelt.
Weiterhingilt:

(x; Ây) =

Ã
X

j

cj ' j ; Â
X

l

c0
l ' l

!

=
X

j ;l

cj c0
l (' j ; Â' l ) =

X

j ;l

cj A j lc0
l :

Für x = y nenntmandiesauchErwartungswert von Â.

Es sei nun f Ãkg eine andereOrthonormalbasisvon V. Der Basis-oder Darstellungswechsel
f ' kg ! f Ãkg wird danndurcheinenunitärenOperatorÛ vermittelt:

Ãj = Û' j mit ÛyÛ = ÛÛy =
�

mit derMatrixdarstellung

Uj l = (' j ; Û' l ) = (' j ; Ãl ) :

Esgilt wegenÛyÛ =
�

für allex; y 2 V:

(x; y) = (x; ÛyÛy) = (Ûx; Ûy) :

Skalarproduktebleibendaherbei einemsolchenBasiswechselunverändert(invariant), weshalb
manihn alsDrehungim Vektorrauminterpretierenkann.
In Komponentengilt:

(Ãk ; x) =
X

l

(Ãk ; ' l ) =
X

l

¡
Uy

¢
kl

cl =
X

l

¡
Uy

¢
kl

(' l ; x) ;

(Ãj ; ÂÃl ) = (UyAU) j l =
X

k;m

¡
Uy

¢
j k

(' k ; Â' m )Uml :
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10.3 Eigenwertproblemfür Operatoren

AnalogzumFall von Matrizenkönnenwir auchbei OperatorenEigenwerteundEigenvektoren
suchen.DasentsprechendeEigenwertproblemlautetdann

Âf = ¸f :

Im folgendenwerdenwir unsvorstellen,dassderVektorraumausFunktionenbesteht.Dieshaben
wir hier schondurchdie Notation' f ' statt' x' für denEigenvektorangedeutet.Natürlich gelten
aberalle folgendenAussagenfür beliebigezugrundeliegendeVektorr̈aume.

Beispiel10.3.1.Ein typischesBeispielist derDifferentialoperator

Â =
d2

dx2
:

DieserhatdieEigenvektorenf k := sin(kx) mit denzugeḧorigenEigenwerteņ k = ¡ k2.

Im vorigenKapitelhabenwir gesehen,dasswir einOperatorproblemin einMatrixproblemüber-
setzenkönnen.Daherist esnichtüberraschend,dasssichdieAussagenfür dasEigenwertproblem
vonMatrizenaufOperatoren̈ubertragenlassen.Insbesonderegilt:

1. EigenvektorenzuunterschiedlichenEigenwertensindlinearunabḧangig.

2. NormaleOperatoren([Â; Ây] = 0, d.h.ÂÂy = ÂyÂ) besitzeneineOrthonormalbasisf ' j g
ausEigenvektoren:Â' j = ¸ j ' j .

3. SelbstadjungierteOperatorenhabenreelleEigenwerte:

¸ j = (' j ; ¸ j ' j ) = (' j ; Â' j ) = (Â' j ; ' j ) = (¸ j ' j ; ' j ) = ¸ j (' j ; ' j ) = ¸ j :

Dabeihabenwir, nebenderTatsachedassf ' j g eineOrthonormalbasisausEigenvektoren
ist, im drittenSchrittdieSelbstadjungiertheitvon Â ausgenutzt.

4. UnitäreOperatorenbeschreibenDarstellungswechsel.Im Eigenvektorsystemwird derOpe-
ratordiagonalisiert:

(' j ; Â' l ) = ¸ l (' j ; ' l ) = ¸ l±j l :

DerOperatortransformiertsichdaherwie

(ÛyÂÛ)
| {z }

= ¤̂

(Ûyf ) = ¸ (Ûyf )

wobei¤̂ diagonalist.

5. Hermitesche,miteinanderkommutierendeOperatorenhabenein gemeinsamesEigenvek-
torsystem.
Bem.:Dieswird in derQuantenmechanikwichtig, wo kommutierendeOperatorenGrößen
entsprechen,diemangleichzeitig“scharf” messenkann.
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Es sei Â ein hermitescherOperatorund f =
P

j cj ' j ein beliebigerVektor, wobei f ' g eine

OrthonormalbasisausEigenvektorenvon Â ist. Dannist derErwartungswert von Â (bzgl. f )
gegebendurch

(f ; Âf ) =
X

j ;l

cj cl (' j ; Â' l ) =
X

j ;l

cj cl ¸ l (' j ; ' l ) =
X

j ;l

cj cl ¸ l±j l

=
X

j

¸ j jcj j2 :

Estragenalsoi.a.alleEigenvektorenundEigenwertezumErwartungswertbei!

10.4 Operatoren in der Quantenmechanik

Wir habenin Kapitel 11.1schondenBegriff desHilbertraumeskennengelernt.Hierbeihandelt
es sich um einenVektorraum,auf dem ein Skalarproduktde�niert ist und der darüberhinaus
vollständigist.
In dermathematischenBeschreibungderQuantenmechanikwird ein quantenmechanischer Zu-
standmit einemVektoreinesgeeignetenHilbertraumesidenti�ziert. Meßgr̈oßen(Observablen)
entsprechendannselbstadjungiertenlinearenOperatorenin diesemHilbertraum.Die möglichen
MeßwertesinddanndieEigenwertedesentsprechendenOperators.

De�nition 10.4.1(Dirac-Notation).
Dirachateinesehreleganteundzweckm̈assigeNotation,diesog.Dirac-Notation, erfunden,mit
dersichbesonderselegantrechnenläßt.
Vektorenim Hilbertraumschreibtmandabeials jai , denzu ihm hermiteschadjungiertenVek-
tor, denmanauchalsdualen Vektor bezeichnetalshaj := (jai )y. Im

� n entsprichtjai einem
Spaltenvektorundhaj demzugeḧorigenZeilenvektor6.
Man bezeichnethaj auchalsBra(-Vektor) und jai alsKet(-Vektor). Zusammengenommener-
gibt dies(fast)dasenglischeWort bracket für Klammer.

In Dirac-NotationlautetdasEigenwertproblemfür eineOperatorÂ

Âjai = ajai :

Hierbeihabenwir schondieStandardkonventionbenutzt,dassmandenEigenwertmit demglei-
chenBuchstabenwie denVektorbezeichnet.Auf GrundderNotationist hiereineVerwechslung
fastausgeschlossen.
DasSkalarproduktzweierVektorenist durch

hajbi

6Diessolltemanim folgendenimmerim Hinterkopf behalten!
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gegeben.Dies ist analogzum Standardskalarproduktim
� n . In Vektorschreibweisehattenwir

diesesimmeralsa ¢bgeschrieben.Esgilt aber

a ¢b=
nX

j =1

aj bj = aT b

wobeiwir die rechteSeitealsMatrixmultiplikationder1 £ n-Matrix aT mit dern £ 1-Matrix b
zu interpretierenhaben.
Mit demSkalarproduktkönnenwir auchdieNormangeben:

jjajj 2 := hajai :

DerErwartungswertim Zustandjai ist durchhajÂjai gegeben,falls jai normiertist.

Der Bra-Vektor jai entsprichtderabstraktenDarstellungdesquantenmechanischenZustandes.
WähltmaneinegeeigneteBasis,sokommtmanz.B.zudensog.Wellenfunktionen.

EsseinunwiederÂ ein selbstadjungierterOperatormit EigensystemÂjan i = an jan i . Ein be-
liebigerVektor(Zustand)läßtsichdannschreibenals

jf i =
X

n

f n jan i mit f n = han jf i :

Die DarstellungderEntwicklungskoef�zienten f n folgt wie früher, dafj an ig eineOrthonormal-
basisist.
Wir könnenjetztdieSpektraldarstellungvon Â in sehreleganterWeiseangeben:

Â =
X

n

an jan ihan j :

Diessiehtmanfolgendermaßen.Für einebeliebigesjf i =
P

n f n jan i gilt:
Ã

X

n

an jan ihan j

!

jf i =
X

n

an jan i han jf i
| {z }

= f n

=
X

n

f nan jan i =
X

n

f n Âjan i

= Âjf i :

DieseRechnungwesentlichenPrinzipiendesArbeitensmit derDirac-Notation.Zunächsthaben
wir alle Bra's und Ket's gewissermaßenausmultipliziert,unterBeachtungder Reihenfolgeder
Faktoren.Danachhabenwir nachauftretendenGrößender Form hbjai gesuchtund dieseals
Skalarprodukteinterpretiert(undberechnet).
Speziellfür denEinheitsoperator

�

erhaltenwir wiederdieZerlegungder Einheit oderVollständig-
keitsrelation:

�

=
X

n

jan ihan j :
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Kapitel 11

Fourierr eihenund
Integraltransformationen

11.1 Funktionenr äume

Funktionenkönnenoft auchalsVektoren,alsoElementeeinesVektorraumes,interpretiertwer-
den.Diesist oft sehrnützlich,z.B. in derQuantenmechanik.DabeisindAddition undMultipli-
kationmit einemSkalarwie üblichde�niert:

h = f + ®g; d.h. h(x) = f (x) + ®g(x) für allex :

Ein Beispielist dieMenge

Cm (X ) := f m ¡ fachstetigdifferenzierbarenFunktionenaufX g :

Die bekanntenDe�nitionen undKonzeptewie `Basis'etc.lassensichübertragen.Oft sindFunk-
tionenr̈aumeunendlich-dimensional.Außerdemgibt esweiterenützlicheStrukturen,die wir im
Folgendenvorstellenwollen.

De�nition 11.1.1(normierterRaum,Norm).
EineAbbildungjj : : : jj : V !

�

aufeinemVektorraumV heißtNorm, wennfür allex; y; z 2 V
gilt:

1. jjxjj ¸ 0 (Nichtnegativität)

2. jjxjj = 0 genaudann,wennx = 0 (Eindeutigkeit)

3. jj ¸x jj = j¸ j jjxjj mit ¸ 2
�

(Skalierung)

4. jjx + yjj · jjxjj + jjyjj (Dreiecksungleichung)

In diesemFall bezeichnetmanV auchalsnormierten Raum.

117
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Beispiel 11.1.1. Ein wichtigesBeispiel,dasz.B. in der QuantenmechanikeinezentraleRolle
spielt,ist derRaumderquadratisch-integrablenFunktionenaufX ½

�

,

L2(
�

) :=

(

f : X !
�

¯
¯
¯
¯
¯

Z

X
jf (x)j2 dx < 1

)

mit derNorm

jj f jj 2 :=

s Z

X
jf (x)j2 dx :

De�nition 11.1.2(Skalarprodukt).
EsseiX einVektorraumüber

�

. Ein Skalarprodukt (: : : ; : : :) ist eineAbbildungX £ X !
�

mit folgendenEigenschaften(für allex; y; z 2 X und¸ 2
�

):

1. (x; y) = (y; x),

2. (¸x; y) = ¹̧ (x; y),
(x; ¸y ) = ¸ (x; y),

3. (x + y; z) = (x; z) + (y; z),

4. (x; x) ¸ 0,

5. (x; x) = 0 ) x = 0.

Dabeibezeichnet¹a daskomplex-Konjugiertevona.

EineunmittelbareFolgerungausEigenschaft1. ist, dass(x; x) 2
�

ist.
Eigenschaft2. bedeutet,dassdasSkalarproduktantilinearim erstenArgumentist undlinear im
zweiten.Diesist eineKonvention,die in derPhysik häu�g benutztwird.
AusEigenschaft3. folgt wegen1.,dassauch(x; y + z) = (x; y) + (x; z) gilt.

WeitereFolgerungenausdenEigenschaftensinddie

² Cauchy-Schwarz-Ungleichung

j(x; y)j2 · (x; x)(y; y) ;

² Mink owski-Ungleichung
p

(x + y; x + y) ·
p

(x; x) +
p

(y; y) :

De�nition 11.1.3(Hilbertraum).
Ein Vektorraummit SkalarproduktheisstauchPrähilbertraum . Ist derRaumvollständig,d.h.
jedeCauchy-Folgekonvergiert gegeneinElementdesRaumes,soheißterHilbertraum .

Bemerkung.
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1. Durchjj f jj :=
p

(f ; f ) ist eineNormde�niert.

2. Die De�nitionen geltenanalogfür reelleRäume,wobeimanüberalldie komplexe Konju-
gationweglässt.Für dieQuantenmechaniksindaberkomplexeRäumewichtig.

Beispiel11.1.2.
Wir könnenin L 2(X ) durch

(f ; g) :=
Z

X

¹f (x)g(x)dx

einSkalarproduktde�nieren.
EineVerallgemeinerunghiervon ist

(f ; g) :=
Z

X
w(x) ¹f (x)g(x)dx

mit einernicht-negativenGewichtsfunktionw(x) (z.B.w(x) = e¡ x2
).

11.2 Fourierr eihen

Im diesemAbschnittwollenwir untersuchen,inwieweit sichperiodischeFunktionennach“Teil-
frequenzen”zerlegenlassen.DiesesVerfahrenist auchunterdemNamenFourier-Analysebe-
kannt.
Zunächstwollenwir nocheinmalandieDe�nition vonperiodischenFunktionenerinnern(siehe
Kap.3.2.4):

De�nition 11.2.1(PeriodischeFunktionen).
Die f (t) ist heißtperiodischmit der PeriodeT (T > 0), wennfür alle t gilt:

f (t + T) = f (t):

DerkleinsteWertvonT > 0, derdieserfüllt, heißtkleinstePeriodeodereinfachnurdiePeriode
von f (t).

PrototypenperiodischerFunktionensind die komplexe Exponentialfunktionei! t unddie trigo-
nometrischenFunktionensin! t undcos! t, die jeweilsdiePeriodeT = 2¼

! haben.
Im folgendenwerdenwir zurVereinfachungx := ! t alsVariablewählen,d.h.wir betrachtennur
dienormiertePeriodeT = 2¼derFunktionensinx, cosx. Am EndedesAbschnitteswerdenwir
dannderVollständigkeit halberdieallgemeinenFormelnfür beliebigePeriodenT angeben.

De�nition 11.2.2(Fourierreihen).
EineReihederForm

a0

2
+

1X

n=1

[an cosnx + bn sinnx]

bezeichnetmanalsFourierr eihe. Manbeachte,dassdieseReihe2¼-periodischist.
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Im folgendenwollen wir die Frageuntersuchen,wannsich eineperiodischeFunktionals Fou-
rierreihedarstellenläßt.

Satz11.2.1(FourierreihendarstellungperiodischerFunktionen).
DieFunktionf (x) seiim Intervall [¡ ¼; ¼] de�niert. Weiterhinsollendiesog.Dirichlet-Bedingungen
erfüllt sein:

a) f (x) ist 2¼-periodisch,d.h.f (x + 2¼) = f (x)

b) f (x) undf 0(x) stückweisestetigin [¡ ¼; ¼]

Durchdie Bedingunga) ist f (x) für alle reellenZahlenx eindeutigde�niert. Bedingungb) be-
deutet,dassf (x) undf 0(x) im Intervall [¡ ¼; ¼] bisaufendlichvielePunktestetigsind.

SinddieDirichlet-Bedingungenerfüllt, danngilt: f (x) ist darstellbaralsFourierr eihe, d.h.

f (x) =
a0

2
+

1X

n=1

[an cosnx + bn sinnx]

mit denKoef�zienten (Fourier-Koef�zienten)

an =
1
¼

Z ¼

¡ ¼
f (x) cosnx dx (n = 0; 1; : : : );

bn =
1
¼

Z ¼

¡ ¼
f (x) sinnx dx (n = 1; 2; : : : ):

Dasbedeutetpräziser:Die Fourierreihekonvergiert gegendenWert

a0

2
+

1X

n=1

[an cosnx + bn sinnx] !
½

f (x); wennf stetigbei x ist
f (x+0)+ f (x¡ 0)

2 ; wennf unstetigbei x ist.

Dabeibezeichnenf (x+0) undf (x¡ 0) denrechts-bzw. linksseitigenGrenzwert(sieheAbb. 11.2.1).

Bemerkungen:

1. Die Dirichlet-Bedingungensindhinreichend,abernicht notwendig.Für die physikalische
Praxisreichtdiesi.a.aus.

2. Als Periodenintervall kannjedesIntervall [x0; x0 + 2¼] gewähltwerden,z. B. auch[0; 2¼].

3. DasIntervall [¡ ¼; ¼] ist aberzweckm̈aßig,dasymmetrischum0. Dennmansiehtsofort:

an = 0; wennf (x) = ¡ f (¡ x) (ungeradeFunktion)

bn = 0; wennf (x) = f (¡ x) (geradeFunktion).
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x

f (x + 0)
f (x ¡ 0)

Abbildung11.2.1:UnstetigeFunktion

Das Interessantean obigemSatz ist ist, dasssich jede periodischeFunktion (mit Dirichlet-
Bedingungen)durcheineReihemit cosnx undsinnx darstellenläßt(Beweis:,! Mathematik).

EineandereInterpretationist die überdenFunktionenraum
½

1
p

2
; sinnx; cosnx

¯
¯n = 1; 2; : : :

¾
:

DieserbildeteinOrthonormalsystemfür periodischeFunktionenin L 2([¡ ¼; ¼]) mit demSkalar-
produkt

(f ; g) :=
1
¼

Z ¼

¡ ¼
f (x)g(x)dx

Wir nehmennunan,eineperiodischeFunktionlässtsichalsFourierreihemit nochunbekannten
Koef�zienten an , bn darstellen.Diesekönnenwir dannfolgendermassenberechnen:

(f ; cosmx) =

Ã
a0

2
+

1X

n=1

[an cosnx + bn sinnx] ; cosmx

!

=
³ a0

2
; cosmx

´
+

1X

n=1

an (cosnx; cosmx) +
1X

n=1

bn (sinnx; cosmx)

= am :

Im letztenSchritthabenwir ausgenutzt,dassdie Funktionenorthonormiertsind,d.h. insbeson-
dereist (sinnx; cosmx) = 0 und (cosnx; cosmx) = ±n;m . Wennmannun dasSkalarprodukt
(f ; cosmx) explizit als Integral ausschreibt,erḧalt man die obenangegebeneDarstellungder
Koef�zienten. AnalogbestimmtmandieanderenKoef�zienten zubm = (f ; sinmx).
Den Beweis,dasssich die periodischeFunktionf tats̈achlichin der angegebenenReihenform
schreibenlässt,überlassenwir derMathematik.Hier habenwir gezeigt,wie sichdieKoef�zien-
tenbestimmenlassen,wenndiesderFall ist.
Die Tatsache,dasssichbeliebigeperiodischeFunktionendurchdie Elementedesobenangege-
benenOrthonormalsystemsdarstellenlassen,gibt Anlasszu folgenderDe�nition:

De�nition 11.2.3(vollständigesFunktionensystem).
Da sich beliebige2¼-periodischeFunktionenals Reihedarstellenlassen,bezeichnetman die
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Mengef cosnx; sinnx (n = 0; 1; : : : )g als vollständig (zur DarstellungperiodischerFunktio-
nen).

Man kannauchdie TaylorentwicklunganalytischerFunktionenin diesemSinneverstehen.Statt
nachden(vollständigen)periodischenFunktionencosnx undsinnx zu entwickeln, entwickelt
manhiernachdenFunktionxn .

Vielfach ist eine komplexe Darstellungder Fourierreihezweckm̈aßig und einfacher. Mit den
bekanntenBeziehungen

e§ inx = cosnx § i sinnx;

cosnx =
1
2

(einx + e¡ inx ); sinnx =
1
2i

(einx ¡ e¡ inx );

siehtmansofortein,dassauchf einx jn = ¡1 ; : : : ; 1g vollständigist. Esgilt:

f (x) =
1X

n= ¡1

cneinx

mit

cn =
1

2¼

Z ¼

¡ ¼
f (x)e¡ inx dx:

Die reelleunddiekomplexeDarstellunglassensichleicht ineinanderumrechnen:

f (x) =
1X

n= ¡1

cneinx = c0 +
1X

n=1

[cneinx + c¡ ne¡ inx ]

= c0 +
1X

n=1

[cn (cosnx + i sinnx) + c¡ n (cosnx ¡ i sinnx)]

= c0 +
1X

n=1

[(cn + c¡ n ) cosnx + i (cn ¡ c¡ n ) sinnx)]

worausfolgt

c0 =
1
2

a0; an = cn + c¡ n ; bn = i (cn ¡ c¡ n ):

Die Funktioneneinx bildeneinOrthonormalsystembzgl.desSkalarproduktes

(f ; g) :=
1

2¼

Z ¼

¡ ¼

¹f (x)g(x)dx;
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dennesgilt:

n 6= m :
¡
eimx ; einx

¢
=

1
2¼

ei (n¡ m)x

i (n ¡ m)

¯
¯
¯
¯

¼

¡ ¼

=
ei (n¡ m)¼ ¡ e¡ i (n¡ m)¼

i (n ¡ m)
= 0

n = m :
¡
einx ; einx

¢
=

1
2

Z ¼

¡ ¼
dx = 1:

DiesesErgebnisläßtsichmit Hilfe desKronecker-Symbolskompaktzusammenfassen:
¡
eimx ; einx

¢
= ±n;m :

Wir wollennunnocheinmaldieFourierdarstellungbeweisen,diesmalin derkomplexenVariante.
Wiedernehmenwir an, dasssich die Funktion f (x) als eineFourierreiheschreibenläßt.Wir
zeigenjetzt,dasdie Entwicklungskoef�zienten geradedie in demobigenSatzbehaupteteForm
haben.Dabeiverwendenwir wiederdieOrthonormaliẗat derFunktioneneinx :

1
2

Z ¼

¡ ¼
dxf (x)e¡ imx =

¡
eimx ; f

¢
=

Ã

eimx ;
1X

n= ¡1

cneinx

!

=
1X

n= ¡1

cn
¡
eimx ; einx

¢
= cm :

Beispiel 11.2.1. Wir betrachtendie Funktion f (x) = x in [0; 2¼], die wir uns 2¼-periodisch
auf ganz R fortgesetztdenken (sieheAbb. 11.2.2)1. Der Graphvon f (x) ähneltdanneinem
Sägezahn.

n 6= 0 : cn =
1

2¼

Z 2¼

0
xe¡ inx dx =

xe¡ inx

¡ 2¼in

¯
¯
¯
¯

2¼

0

+
1

2¼in

Z 2¼

0
e¡ inx dx

| {z }
=0

=
1

¡ in
=

i
n

n = 0 : c0 =
1

2¼

Z 2¼

0
xdx =

x2

4¼

¯
¯
¯
¯

2¼

0

= ¼

Also habenwir folgendeDarstellungvon f alsFourierreihe:

x

¯
¯
¯
¯
2¼-periodisch

= ¼+
X

n6=0

i
n

einx = ¼¡
1X

n=1

2
n

sin(nx);

wobei wir bei der letztenUmformungdie Termezu n und ¡ n zusammengefaßt haben.Man
beachte,dassdie ReiheandenUnstetigkeitspunktenx = 0 mod 2¼(d. h. x ist ein Vielfaches
von2¼) tats̈achlichdenWert f (x+0)+ f (x¡ 0)

2 = 0+2 ¼
2 = ¼interpoliert!

Bemerkung:
Verwendetmanstattder vollen Fourierreihenur endlichviele Funktioneneinx , so liefert dies
eineApproximationderperiodischenFunktion.Diesewird umsoschlechter, je schnellersichdie
Funktionbeix ändert.InsbesondereanUnstetigkeitentritt dassogenannteGibbs-Pḧanomenauf.
Ein Beispielist in Abb. 11.2.3gezeigt.
Zum Abschlusswollen wir nochdie FourierdarstellungeinerbeliebigenT¡ periodischenFunk-
tion (T > 0) angeben.

1Natürlich ist f auchperiodischmit Periodiziẗatsintervall [¡ ¼; ¼]. Die folgendenRechnungensindabereinfacher
in [0; 2¼].
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0 2¼ 4¼

f (x)

x

Abbildung11.2.2:Sägezahn

Satz11.2.2(FourierreihendarstellungT¡ periodischerFunktionen).
DieFunktionf (x) seiT¡ periodischunderfülledieDirichlet-Bedingungenim Intervall

£
¡ T

2 ; T
2

¤
.

Dannhatf (x) folgendeFourierdarstellung:

f (x) =
a0

2
+

1X

n=1

·
an cos

2¼nx
T

+ bn sin
2¼nx

T

¸

=
1X

n= ¡1

cnei 2¼nx
T

mit denFourier-Koef�zienten

an =
2
T

Z T=2

¡ T=2
f (x) cos

µ
2¼nx

T

¶
dx (n = 0; 1; : : : );

bn =
2
T

Z T=2

¡ T=2
f (x) sin

µ
2¼nx

T

¶
dx (n = 1; 2; : : : );

cn =
1
T

Z T=2

¡ T=2
f (x)e¡ i 2¼nx

T dx (n = ¡1 ; : : : ; 1 ):

Wie mansieht,gehtdiesfür denSpezialfall T = 2¼in diebekanntenFormelnüber.

11.3 Fourier-Transformation

Im vorigen Abschnitt habenwir gesehen,dasssich periodischeFunktionenals Fourierreihen
darstellenlassen.Waspassiertaberfür Funktionen,die gar nicht periodischsind ? DieserFall
entsprichtgeradedemGrenz̈ubergangT ! 1 .

Wir betrachtenzun̈achstdie Funktioncosn! t = cos(2¼n
T t), die periodischmit PeriodeT ist.

WennT ! 1 liegendie Punkte! n = 2¼n
T immerdichter. Der LimesT ! 1 entsprichtdann
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Abbildung11.2.3:Die AbbildungzeigtdieerstenBeiträgezurFourierreihederKastenfunktion,
die auf demIntervall [¡ a;a] denWert A hatundauf [a;3a] denWert 0, alsodie Periode4a. In
der linkenSpaltesind jeweils die bis zur Ordnungn = 1; 3; 5; 7 beitragendenFunktionen(mit
ihrenAmplituden)dargestelltundin derrechtenSpalteihre Überlagerung,alsodieFourierreihe
bis zur Ordnungn. Man sieht,dassdie Reiherelativ schnellkonvergiert undbereitsf ür n = 7
eineguteÜbereinstimmungbesteht.In der Näheder Unstetigkeiten,alsobei x = § a erkennt
mandasGibbs-Pḧanomen.
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demÜbergangvon einerFourier-Summezu einemFourier-Integral.Dieswollen wir im folgen-
dengenauerbetrachten.

Satz11.3.1(Fourier-Transformation).
Die Funktionf (x) erfülle folgendeVoraussetzungen:

1) f (x) gen̈ugtdenDirichlet-Bedingungenim Intervall ] ¡ 1 ; 1 [,

2)
R1

¡1 jf (x)j2dx < 1 .

UnterdiesenVoraussetzungengilt:

f (x) =
1

p
2¼

Z 1

¡1
F (! )ei! xd!

mit dersog.Fourier-Transformierten

F (! ) =
1

p
2¼

Z 1

¡1
f (x)e¡ i! xdx :

Manbeachte,dassdieobengenanntenVoraussetzungenhinreichend,abernichtnotwendigsind.
In derPraxissindsieabermeisterfüllt.

Bemerkung. F ist Fourier-Transformiertevon f undf ist FouriertransformiertevonF !

Bemerkung. Wir habenhiereinesymmetrischeAufteilungderKoef�zienten (d. h. 1p
2¼

) vor dem
Integralgewählt.Häu�g werdenandereKonventionenverwendet,d. h.

f (x) =
Z 1

¡1
d! : : : und F (! ) =

1
2¼

Z 1

¡1
dx : : :

oder f (x) =
1

2¼

Z 1

¡1
d! : : : und F (! ) =

Z 1

¡1
dx : : :

DieentsprechendenFourier-TransformiertenunterscheidensichumeinenFaktor( 1p
2¼

bzw.
p

2¼).
Diesmußmanz. B. beimNachschlagenin Tabellenimmerbeachten.
Ebenso,ob die Fourier-Transformierteals Integral übere¡ i! x odere+ i! x de�niert ist. In letzte-
remFall ändertsichnaẗurlich auchdasentsprechendeVorzeichenin derFourier-Darstellungvon
f (x) !

Im folgendenzeigenwir, wie sich die Fourier-TransformationausdemGrenzfall T ! 1 der
Fourier-Reihe

f (x) =
1X

n= ¡1

cnei! n x mit ! n =
2¼n
T

;

cn =
1
T

Z T
2

¡ T
2

f (x)e¡ i! n xdx
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ergibt, wobeif (x) = f (x + T).
Wir machennundenGrenz̈ubergangT ! 1 undn ! 1 so,dass! n = ! konstantgehalten
wird. Dannist auch¢ ! n = ! n+1 ¡ ! n = 2¼

T =: ¢ ! konstantund beim Grenz̈uberganggeht
¢ ! ! d! . Für dieFourierreihefolgt:

f (x) =
1X

n= ¡1

cn
T
2¼

ei! n x¢ ! =
1

p
2¼

1X

n= ¡1

F (! n)ei! n x¢ !

!
1

p
2¼

Z 1

¡1
F (! )ei! xd!

wobeiwir de�niert haben

F (! n) :=
T

p
2¼

cn =
1

p
2¼

Z T
2

¡ T
2

f (x)e¡ i! n xdx
t;n !1
¡ ! F (! ):

Damit habenwir gezeigt,dasssich die Fourier-Transformierteals Grenzfall der Fourierreihe
einerFunktionmit unendlicherPeriodeergibt.

Bemerkung. In derPhysik interessierenunshäu�g nur reelleFunktionenf (x).
Danngilt: F (! )¤ = F (¡ ! )
Beweis:

F (! )¤ =
µ

1
p

2¼

Z 1

¡1
f (x)ei! x

¶ ¤

=
1

p
2¼

Z 1

¡1
f ¤(x)
| {z }

f (x)

¡
e¡ i! x

¢¤

| {z }
ei! x

dx

=
1

p
2¼

Z 1

¡1
f (x)ei! xdx = F (¡ ! )

WeiteresolchernützlicherIdentiẗatenwerdenwir in denÜbungenkennenlernen.
Als Beispielwollen wir die FouriertransformiertederBlockfunktion (bzw. dercharakterischen
FunktiondesIntervalls [¡ a;a]) (sieheAbb. 11.3.1)

f (x) =

(
1 jxj < a

0 jxj > a

berechnen:

F (! ) =
1

p
2¼

Z 1

¡1
f (x)ei! xdx =

1
p

2¼

Z a

¡ a
ei! xdx

=
1

p
2¼

Z a

0
cos(! x)dx

=

r
2
¼

sin(! x)
!

¯
¯
¯
¯

a

0

=

r
2
¼

sin(! a)
!

:
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f (x)

x¡ a a

Abbildung11.3.1:Blockfunktion

3¼
a

2¼
a

¼
a

F (! )

1=!

Peak

Wiggle

!

Abbildung11.3.2:FouriertransformiertederBlockfunktion
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Beim Übergangzur zweitenZeile habenwir ausgenutzt,dassdasIntegral überdenImagin̈arteil
sin(! x) verschwindet,daderSinusungeradeist. Abb. 11.3.2zeigtdieFormderFouriertransfor-
mierten.DasMaximumbeix = 0 bezeichnetmanmanchmalauchmit demenglischenAusdruck
PeakunddiekleinerenMaximaim oszillierendenTeil alsWiggle.
Speziellfür x = 0 habenwir:

1 =
1

p
2¼

Z 1

¡1
F (! )d! =

1
¼

Z 1

¡1

sin(! a)
!

d! =
2
¼

Z 1

0

sin(! a)
!

d!

u= ! a=
2
¼

Z 1

0

sinu
u

du

undsomit Z 1

0

sinu
u

du =
¼
2

:

Ähnlich wie die Fourierreihebei derBerechnungkomplizierterReihenhilfreich seinkann,hilft
dieFouriertransformationmanchmalbeiderBerechnungvon Integralen.

11.3.1 Delta-Funktion

Wir habenbereitshäu�g dasKronecker-Symbol

±j l =

(
1 falls j = l

0 falls j 6= l

gewinnbringendverwendet.EineähnlicheGrößekannmanim kontinuierlichenFall de�nieren.

De�nition 11.3.1(Delta-Funktion).
Wir de�nierendiesog.Delta-Funktion durchfolgendeEigenschaften:

±(x ¡ x0) = 0 für allex 6= x0;

und
Z 1

¡1
f (x)±(x ¡ x0)dx = f (x0)

wobeidiezweiteEigenschaftfür alleFunktionenf (x) geltensoll, diestetigbei x0 sind.

Bem.: Für analytischeFunktionenf (x) kanndie zweiteBedingungabgeschẅachtwerdenzuR1
¡1 ±(x ¡ x0)dx = 1.

Dies ist eineheuristischeDe�nition!! Eigentlichist ± keineFunktion,sonderneinesogenannte
Distrib ution (! Mathematik):Der Funktionf wird ihr Funktionswertf (x0) an der Stellex0

zugeordnet.Als Funktionist ±(x ¡ x0) hochgradigsingul̈ar, dasienur aneinemPunktx0 von
Null verschiedenist, abertrotzdemein endlichesIntegral besitzt.±(x ¡ x0) kanndeshalbin x0

keinenendlichenWert annehmen,sondernwird dort unendlich.In Abb. 11.3.3ist angedeutet,
wie mansich ±(x ¡ x0) vorzustellenhat. Man kanndie Delta-Funktionals daskontinierliche
AnalogondesKronecker-Deltasansehen,insbesonderewennmanbeachtetdas±a;b = ±a¡ b;0.
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x0

Abbildung11.3.3:
”
Graph“ von±(x ¡ x0)

Die Delta-Funktionspielt einewichtige Rolle in der Physik, dennsie hat viele Anwendungen.
Ein Beispielhierfür lieferndiePunktmassen,vondenenwir sehroft gesprochenhaben.
Für dieMassendichte½(x) einerPunktmassem amOrt x0 gilt:

½(x) = 0 für x 6= x0;

aber m =
Z 1

¡1
½(x)dx:

Somitsiehtman,dassdieMassendichteeinerPunktmassedurch

½= m±(x ¡ x0)

gegebenist. Mit Hilfe derDeltafunktionkannmanalsoim Prinzipdiskreteundkontinuierliche
Systemein einheitlicherWeisebeschreiben.

DasFourier-Integral führtaufeine
”
Darstellung“ der±-Funktion.SetztmannämlichdieFourier-

transformierteexplizit in dieFourierdarstellungein,sofolgt:

f (x) =
Z 1

¡1

d!
p

2¼
ei! xF (! ) =

Z 1

¡1

d!
p

2¼
ei! x

Z 1

¡1

dy
p

2¼
e¡ i! yf (y)

=
Z 1

¡1
f (y)

·
1

2¼

Z 1

¡1
ei! (x¡ y)d!

¸
dy != f (x):

HierausliestmandaswichtigeErgebnis

1
2¼

Z 1

¡1
ei! (x¡ y)d! = ±(x ¡ y)

ab. DieskannmanalsVerallgemeinerungvon 1
2¼

R¼
¡ ¼ei (n¡ m)xdx = ±n;m ansehen.



11.3. FOURIER-TRANSFORMATION 131

ZumAbschlusswollenwir nocheineweitereDarstellungvon±(x) angeben.Die Funktionenfol-
ge(±®)® mit

±®(x) =
1

2¼

Z 1

¡1
d! ei! xe¡ ®j! j =

1
2¼

2®
®2 + x2

konvergiertnämlichfür ® ! 0 gegendieDeltafunktion±(x). Dieskannmanzeigen,indemman
veri�ziert, dassfür ® ! 0 diebeidende�nierendenEigenschaftenderDeltafunktionerfüllt sind.
Dies wird in denÜbungengenauerbetrachtet,zusammenmit anderenDarstellungenund den
wichtigstenRechenregeln.

11.3.2 Anwendung: DGL

Als physikalischeAnwendungderFourier-Transformationbetrachtenwir die DGL für eineer-
zwungeneSchwingung:

Äx + a_x + bx = f (t):

Dabeiist x(t) die AuslenkungausderRuhelagezur Zeit t und f (t) die (zeitabḧangige)äußere
Kraft. Die Termeauf der linkenSeiterepr̈asentierendie Beschleunigung,die Dämpfungdurch
einegeschwindigkeitsabḧangigeReibungskraftunddieRückstellkraft(Hooke'schesGesetz).
Wir wollen nun dieseDGL mit Hilfe der Fourier-Transformationganzallgemeinl ösen.Dazu
stellenwir dieAuslenkungx(t) durchihreFourier-Transformierte~x(! ) dar:

x(t) =
1

p
2¼

Z 1

¡1
ei! t ~x(! ):

Nunkönnenwir dieFourier-TransformiertenderZeitableitungenbestimmen:

_x(t) =
1

p
2¼

d
dt

Z 1

¡1
ei! t ~x(! ) =

1
p

2¼

Z 1

¡1

@
@t

¡
ei! t ~x(! )

¢
=

1
p

2¼

Z 1

¡1
i! ei! t ~x(! ):

Hierauslesenwir ab:
FT( _x) = i! FT(x);

wobeiFT( _x) dieFourier-Transformiertevon _x bezeichnet.Analogfolgt

FT( Äx) = ¡ ! 2 FT( x):

Wir sehenhierdiewesentlicheVereinfachung,diewir durchBetrachtungderFourier-Transformierten
erzielt haben:Nach FouriertransformationwerdenausAbleitungeneinfacheMultiplikationen
(mit i! )!!!
Wir wendennundieFouriertransformationaufdiegesamteDGL an,d.h.wir multiplizierenbeide
SeitenderGleichungmit e¡ i! t undintegrierendann.UnterAusnutzungderLinearitätsowohl der
DGL alsauchderFourier-Transformationerhaltenwir dann:

F (! ) := FT(f (t)) = FT( Äx + a_x + bx) = FT( Äx) + aFT( _x) + bFT( x)

= ¡ ! 2 FT( x) + ai! FT(x) + bFT(x) = (b+ ai! ¡ ! 2) FT( x)

= (b+ ai! ¡ ! 2)~x(! ):
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Somitkönnenwir dieFourier-Transformierte~x(! ) vonx(t) explizit bestimmen:

~x(! ) = FT( x) =
F (! )

b+ ai! ¡ ! 2
:

DurchRücktransformationerhaltenwir danndiegesuchteLösung

x(t) =
1

p
2¼

Z 1

¡1
d! ei! t ~x(! ) =

1
p

2¼

Z 1

¡1
d!

F (! )ei! t

b+ ai! ¡ ! 2
:

Zur expliziten Berechnungmussnaẗurlich die antreibendeKraft f (t) (und damit ihre Fourier-
TransformierteF (! )) angegebenwerden.Sp̈aterwerdenwir sehen,wie wir solcheIntregalemit
Hilfe derFunktionentheorieberechnenkönnen.



Kapitel 12

Systemevon Differ entialgleichungen

In diesemKapitel wollen wir unsweitermit Differentialgleichungenbescḧaftigten.In Kapitel 6
hattenwir die GrundlagenderTheoriedergewöhnlichenDGL kennengelernt.Zunächstwollen
wir dieseThemaetwasvertiefenundunsmit Systemenvon DGL undeinigenspeziellenDGL
derPhysik genauerbescḧaftigen.ZumAbschlußwerdenwir dannpartielleDifferentialgleichun-
genbetrachten.

In der Physik hat manessehroft mit Systemenvon DGL zu tun, d.h. mehrerenDGL, die un-
tereinandergekoppeltsind.Soetwaspassiertz.B. immerdann,wennmanSystemeausmehre-
renTeilchenbetrachtet,die miteinanderwechselwirken(d.h.Kräfteaufeinanderaus̈uben).Über
dieseWechselwirkungskr̈afte sind die NewtonschenBewegungsleichungender Teilchendann
miteinanderverkoppelt.
Esgibt aberauchandereGründe,warummananSystemenvon DGL interessiertseinkann.Als
weitereMotivationbetrachtenwir die folgendeDGL 3. Ordnung:

y000¡ 3y00¡ 9y0¡ 5y = 0:

Wir de�nierennunneueFunktionendurch

y1(x) := y(x); y2(x) := y0(x); y3(x) := y00(x) :

Für diesgilt dannoffensichtlichfolgendesSystemvonDGL:

y0
1 = y2 ;

y0
2 = y3 ;

y0
3 = 3y3 + 9y2 + 5y1 ;

wobeiwir die letzteGleichungausderurspr̈unglichenDGL 3. Ordnungerhalten,wennwir sie
nachy000= y0

3 au� ösenunddie auftretendenAbleitungendurchdie neude�nierten Funktionen
ersetzen.
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In Matrixform könnenwir diesesSystemkompaktschreibenals
0

@
y0

1
y0

2
y0

3

1

A =

0

@
0 1 0
0 0 1
5 9 3

1

A

0

@
y1

y2

y3

1

A :

Diesist jetzt ein DGL-system,allerdingsist esvon 1. Ordnung,höhereAbleitungentretennicht
mehrauf.
Allgemeinkannmanmit diesemTrick eineDGL n-terOrdnungin n gekoppelteDGL 1.Ordnung
verwandeln.

Ein allgemeinesDifferentialgleichungssystem(1. Ordnung)hatdieForm

y0 = f (y; x) mit y(x) =

0

B
@

y1
...

yn

1

C
A :

Hinzukommtu.U.nocheineAnfgangsbedinungy(x0) = y
0
.

Ist f (y; x) = f (y), sosprichtmanvoneinemautonomenSystem.

Im Fall n = 1 reduziertsichdiesauf y0 = f (y; x), die allgemeineDGL 1. Ordnungwie wir sie
bereitsin Kapitel6 kennengelernthaben.

12.1 LineareDiffer entialgleichungssysteme

Zunächstbetrachtenwir denFall einesautonomenSystems,bei demdie Funktionf (y) linear
ist. Dannkönnenwir dasSystemauchalsMatrixgleichungderForm

y0 = A ¢y + B

mit n £ n-MatrizenA undB schreiben,derenElementeKonstantensind.

Zunächstbetrachtenwir wiederdenhomogenenFall

y0 = A ¢y

undmachenanalogzumFall n = 1 denAnsatz

y
j
(x) = e¸ j xuj :

Dannist y0
j

= ¸ j yj
undsomit

¸ j yj
= A ¢y

j
:

Dies ist eineEigenwertgleichung!Somit liefert unserAnsatzeineLösungdesSystems,falls ¸ j

einEigenwertvonA ist unduj derzugeḧorigeEigenvektor.
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Gibt esn unterschiedlicheEigenwerteund linearunabḧangigeEigenvektoren,so lautetdie all-
gemeineLösung

y(x) =
nX

j =1

cj yj
(x)

mit Konstantencj , diedurchdieAnfangsbedingungy(x0) = y
0

bestimmtsind.

Beispiel12.1.1.Als einBeispielbetrachtenwir dieSchwingungsgleichung

Äy + ! 2y = 0:

Mit y1 := y undy2 = _y erḧalt mandasSystem

_y = A ¢y mit A =
µ

0 1
¡ ! 2 0

¶
:

Die EigenwertevonA sind

¸ 1;2 = § i! mit Eigenvektor u1;2 =
µ

1
§ i!

¶
:

Damit lautetdieallgemeineLösung

y(t) = c1

µ
1
i!

¶
ei! t + c2

µ
1

¡ i!

¶
e¡ i! t :

Die ersteKompenteentsprichtderLösung,die wir früherschonbestimmthatten.Die zweiteist
derenAbleitung,entsprichtalsoderGeschwindigkeit, wennmany1(t) alsAuslenkunginterpre-
tiert.

Bemerkung. Wennzwei Eigenwertȩ j = ¸ l übereinstimmen,alsoentartetsind, und nur ein
Eigenvektoruj existiert,dannmachtmandenAnsatz

y
l
(x) = xy

l
(x) + e¸ j xv = e¸ j x (xu l + v) :

EinekurzeRechnungliefert dannfolgendeBedingungandennochunbekanntenVektorv:
¡
A ¡ ¸ j

�

¢
¢v = uj :

DieseGleichunghateinenicht-trivialeLösungfür v (unddamity
l
), daja det

¡
A ¡ ¸ j

�

¢
= 0 ist,

da¸ j EigenwertvonA ist.
Bei höherenEntartungenmachtmandanndenAnsatz

y
k
(x) = e¸ j x

¡
x2uj + xv + w

¢

etc.

Um die LösungdesinhomogenenFalls (B 6= 0) zu erhalten,gehtmanwie früherim Fall n = 1
vor. ManbestimmteinespezielleLösungdesinhomogenenSystems,z.B.durchRaten,Variation
derKonstantenetc.Die allgemeineLösungerḧalt mandannalsSummederspeziellenundder
allgemeinenLösungdeshomogenenProblems(wie obenangegeben).



136 KAPITEL 12. SYSTEMEVON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

12.2 DynamischeSysteme

Wir betrachtennunein allgemeinesDGLsystem_y = f (y; t) undwollen die unabḧangigeVaria-
ble t als`Zeit' interpretieren.Dabeiseidie Funktionf (y; t) nicht notwendiglinear. Ein solches
ProblembezeichnetmanauchalsdynamischesSystem. Die Lösungenim nichtlinearenFall ha-
benhäu�g interessanteEigenschaften(Fraktaleetc.)!

Wir wollenunshiernurmit demautonomenFall

_y = f (y)

bescḧaftigen.Wennwir y alsdenOrtsvektoreinesTeilchensinterpretieren,dannliefert dieDGL
diezueinerPositiongeḧorigeGeschwindigkeit. DiesmachtdieBezeichnung“dynamischesSy-
stem”plausibel.
Waspassiertnun, falls aneinemPunkty

0
gilt: f (y

0
) = 0 ? Offensichtlichist dann _y = 0 und

daherändertsich y nicht mehr, wenn dasTeilcheneinmal den Punkt y
0

erreichthat! Solche
PunktebezeichnetmandaherauchalsFixpunkte. I.a. werdensieerstnachlangerZeit, d.h. im
Grenzfall t ! 1 erreicht.
JenachVerhaltenin derNähedesFixpunktesunterscheidetman

² anziehendeoderattrakti veFixpunkte,

² abstoßendeoderrepulsiveFixpunkte.

Man spricht in diesemZusammenhangauchvon der Stabilit ät desFixpunktesund nenntat-
traktive Fixpunktestabil undrepulsive Fixpunkteinstabil. Überdie Stabiliẗat einesFixpunktes
erhaltenwir AufschlußdurcheineTaylorentwicklungin seinerNähe.Da f (y

0
) = 0 ist, folgt:

f (y) ¼ A ¢(y ¡ y
0
) mit A j l =

@f j

@yl

¯
¯
¯
¯
y= y

0

:

Mit derAbkürzungz := y ¡ y
0

erḧalt mandanndieGleichung

_z = A ¢z ;

die dasVerhaltendesdynamischenSystemsin der NähedesFixpunktesbeschreibt.A heißt
Stabilit ätsmatrix, ihreEigenwertecharakterisierendasVerhaltennahedemFixpunkt.

Beispiel12.2.1.Als Beispielbetrachtenwir im Fall n = 1 die logististischeGleichung

_y = ®y(1 ¡ y)

mit ® > 0, diez.B. in derPopulationsdynamikauftritt. Sieentḧalt zwei konkurrierendeTermey
und¡ y2, die zumWachstumbzw. Schrumpfen(Zerfall) von y führen.Ist y klein, sokannman
y2 gegen̈ubery vernachl̈assigen.DanndominiertdasWachstum.Ist y abergroß,so dominiert
derquadratischeTerm,d.h.derZerfall.
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Die Funktionf (y) = ®y(1¡ y) hatzweiFixpunkte,diemandirektablesenkann.Essindy0 = 0
undy1 = 1. FührtmandieobenbeschriebeneEntwicklungdurch,soerhält manfür y0:

A0 = f 0(y = 0) = ®(1 ¡ 2y)jy=0 = ®

undsomitdie linearisierteGleichungfür z = y ¡ y0 = y

_z = A0z = ®z:

DerenLösungist
z(0)

lin (t) = Ce®t :

Analogerḧalt manfür y1 zun̈achst

A1 = f 0(y = 1) = ®(1 ¡ 2y)jy=1 = ¡ ®

undhierausdie linearisierteGleichungfür z = y ¡ y1 = y ¡ 1

_z = A1z = ¡ ®z ;

derenLösungdurch
z(1)

lin (t) = Ce¡ ®t :

gegebenist.
Da ® > 0, wachsenAbweichungenvom Fixpunkt y0 = 0 schnell(exponentiell!)an,während
Abweichungenvom Fixpunkty1 = 1 schnellkleinerwerden.Daherist y0 abstoßend,alsoinsta-
bil, undy1 anziehendundsomitstabil.
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Kapitel 13

Symmetrienund Gruppen

13.1 Symmetrien

SymmetrienoderInvarianzenspielenin derPhysik eineextremwichtigeRolle,dasiez.B. eine
VereinfachungderBeschreibungerlauben.Dabeigibt esunterschiedlicheKlassenvon Symme-
trien,dieeineRollespielen.

1. Symmetrien von Objekten: Z.B. ist ein Kreis invariantunterbeliebigenDrehungenum
seinenMittelpunkt. Ein Quadratist dagegennur invariantunterDrehungenum denMit-
telpunkt,wennder Drehwinkel ein Vielfachesvon ¼

2 betr̈agt.Ein gleichseitigesDreieck
schließlichist invariantunterDrehungenumdenSchwerpunktumVielfachevon 2¼

3 .

2. Symmetriender Naturgesetze: Wir nehmenan,dassdieNaturgesetzezeitlichunveränder-
lich sind,d.h.ein(ideales)Experimentliefert heuteundnächsteWochedasgleicheErgeb-
nis.Die NaturgesetzesinddaherinvariantunterzeitlichenVerschiebungen.
In analogerWeisesindsie auchunterräumlichenVerschiebungeninvariant,d.h.die Na-
turgesetzein Köln undNew York sinddiegleichen.
OffensichtlichbestehtauchInvarianzunterbeliebigenKombinationenvon zeitlichenund
räumlichenVerschiebungen.EinewichtigeKonsequenzsolcherInvarianzensindsog.Er-
haltungss̈atze, z.B. impliziert die InvarianzunterzeitlichenVerschiebungendenEnergie-
erhaltungssatz.

AllgemeinverstehtmanuntereinerSymmetrie eineOperation,die ein Objekt in einevon ihm
nicht unterscheidbareForm überf̈uhrt. DieseabstrakteDe�nition wird von denobenangegebe-
nenBeispielegut illustriert.

Grunds̈atzlichist eseineBestimmungallerdieserOperation(Rotationen,Verschiebungen,Spie-
gelungenetc.)bei jedemProblemsehrwichtig.

Die GruppentheorieerlaubtnundieUntersuchungderGesamtheitsolcherOperationen.Die Ele-
menteder(mathematischen)GruppeentsprechendabeidenSymmetrieoperationen.
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13.2 Gruppen

De�nition 13.2.1(Gruppe).
EineGruppe ist eine(nichtleere)MengeG, für derenElementeeineVerknüpfung' ¢' de�niert
ist, die üblicherweiseals(Gruppen-)Multiplikation1 bezeichnetwird.
Die GruppenmultiplikationmußfolgendeEigenschaftenhaben(Man beachte,dassstatta ¢boft
einfachabgeschriebenwird!):

1. Abgeschlossenheit:Für allea;b2 G ist auchab2 G.

2. Assoziativität:Sinda;b;c 2 G, sogilt: (ab)c = a(bc).

3. Einheitselement(neutralesElement):Es gibt ein e 2 G, so dassfür alle a 2 G gilt:
ae= a undea= a.

4. InversesElement:Zu jedema 2 G existiert ein b 2 G mit ab = e und ba = e. Man
bezeichnetdiesesElementauchalsdaszua Inverseundschreibtb= a¡ 1.
Bem.:Wie manleicht überpr̈uft, gilt (ab)¡ 1 = b¡ 1a¡ 1.

Die AnzahlderElementeeinerGruppeheißtOrdnung derGruppe.DiskreteGruppen haben
endlich oder abz̈ahlbarunendlichviele Elemente.Kontinuierliche Gruppen habendagegen
überabz̈ahlbarvieleElemente.

Gilt zus̈atzlich

5. Kommutativität: Für allea;b2 G ist ab= ba.

soheißtdieGruppekommutativ oderabelsch.

Beispiel13.2.1.Wir betrachteneinigeBeispielefür Gruppen.

1. Die ganzenZahlen
�

bildenbzgl.derAddition einediskrete,abelscheGruppe.

2. f¡ 1; 1g bzgl.der(üblichen)Multiplikation.

3.
©

ei®
¯
¯® 2

�

ª
mit derMultiplikation.

4. Alle Vektorr̈aumesindbzgl.derVektoradditionabelscheGruppen.

5. Die naẗurlichenZahlen� mit derAddition sindbildenkeineGruppe,dadieInversennicht
enthaltensind(z.B. ¡ 2, dasInversevon2 bzgl.derAddition).

EndlicheGruppenkannmanauchdurcheineGruppenmultiplikationstabelle oderGruppen-
tafel de�nieren.Für Beispiel2) lautetdiesez.B.

¢ 1 ¡ 1
1 1 ¡ 1

¡ 1 ¡ 1 1

1Selbstdann,wennessicheigentlichumeineAddition handelt!
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Gruppenmit eineranalogenGruppentafelbezeichnetmanmit Z2.
Die GruppeZ4 ist durchdieGruppentafel

¢ 1 a b c
1 1 a b c
a a b c 1
b b c 1 a
c c 1 a b

de�niert.
AnhandsolcherGruppentafelnlassensichdieGruppeneigenschaftenleicht überpr̈ufen.

De�nition 13.2.2(Untergruppe).
Ist eineTeilmengeH ½ G selbsteineGruppe,sonenntmansieauchUntergruppe von G.

Bem.:ManmußnichtalleGruppeneigenschaftennachweisen.Esgen̈ugt,nebenderAbgeschlos-
senheitvon H , zu zeigen,dassdasneutraleElementunddie Inversenin H enthaltensind.Ihre
Existenzist bereitsklar, daG eineGruppeist.

De�nition 13.2.3(direktesProdukt).
Aus zwei GruppenG1 und G2 kannmaneineneueGruppeG := G1 £ G2 konstruieren,das
dir ekteProdukt vonG1 undG2, mit denElementeng := (a;b), wobeia 2 G1 undb2 G2, und
derMultiplikation

g1g2 = (a1; b1)(a2; b2) := (a1a2; b1b2):

Auf GrunddieserDe�nition “erbt” G dieGruppeneigenschaftenseinerBausteineG1 undG2.

13.3 Wichtige Gruppen

13.3.1 Permutationsgruppe

De�nition 13.3.1(PermutationsgruppeSn ).
Die MengeallermöglichenPermutationenvonn Elementenist eineGruppederOrdnungn!, die
sog.PermutationsgruppeSn . DabeiistdieGruppenmultiplikationalsHintereinanderausführung
zweierPermutationende�niert.

Wir hattenschonin Kapitel 2.3einigeEigenschaftenvon Permutationenkennengelernt.Ausge-
hendvonderIdentiẗat (1 2 3 4) (im Fallen = 4) könnenwir z.B.diePermutation1 ! 1, 2 ! 3,
3 ! 4, 4 ! 2 beschreibendurchdie Aufzählungder Bildmenge(1 3 4 2) oderausf̈uhrlicher

durch
µ

1 2 3 4
1 3 4 2

¶
.

Die Multiplikation, alsoHintereinanderausführungzweierPermutationensiehtdannz.B. folgen-
dermaßenaus(n = 3): µ

1 2 3
1 3 2

¶ µ
1 2 3
2 3 1

¶
=

µ
1 2 3
3 2 1

¶
:
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Dabeiwird derrechtè Faktor' zuerstangewendetundaufdessenErgebnisdannderlinkeFaktor.
Z.B. wird die '1' zun̈achstaufdie '2' abgebildetunddiesedannaufdie '3'.
Vertauschenwir dieReihenfolgederFaktoren,soerhaltenwir

µ
1 2 3
2 3 1

¶ µ
1 2 3
1 3 2

¶
=

µ
1 2 3
2 1 3

¶
:

Die PermutationsgruppeSn ist alsonicht kommutativ!

Die Menge(sieheauchKap.2.3)

An := f P 2 Sn

¯
¯P ist geradePermutationg

ist eineUntergruppevonSn , diesog.alternierendeGruppe.

Die Menge
An := f P 2 Sn

¯
¯P ist zyklischePermutationg

ist ebenfalls eineUntergruppevon Sn , die manals zyklische Gruppe bezeichnet.Genauerist
An eineabelscheUntergruppemit n Elementen.
Z.B. im Fall n = 4 sindist diezyklischeGruppegegebendurch

An := f (1234); (4123); (3412); (2341)g:

Die Mengef 0; 1; 2; : : : ; n ¡ 1g mit derAddition modulon (d.h.manbetrachtetnurdenRestbei
Division durchn, z.B. ist dann(n ¡ 1) + 3 = n + 2 ´ 2 mod n) ist einezyklischeGruppe,
die manZn nennt.Die Multiplikationstabellenim Fall n = 2 und n = 4 hattenwir schonin
Kapitel13.2angegeben.

13.3.2 Matrixgruppen

De�nition 13.3.2(Matrixgruppen).
Eine Reihewichtiger Gruppensind Teilmengender MengeM (n; n) aller n £ n-Matrizen.In
Kapitel 13.4werdenwir sehen,dasssie auchRepr̈asentantenvon abstraktenGruppenmit der
gleichenStruktursind.

² Die orthogonaleGruppe

O(n) :=
©

M 2 M (n; n)
¯
¯M T ¢M =

�

= M ¢M T
ª

allerorthogonalenn £ n-Matrizen.DabeiheißteineMatrix M orthogonal, fallsgilt

M ¡ 1 = M T ;
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d.h.die transponierteMatrix ist gleichderInversen.

OrthogonaleMatrizenlassenSkalarprodukteinvariant:

(M a) ¢(M b) = (M a)T ¢(M b) = aT M T M b= aT b= a ¢b:

Dabeihabenwir ausgenutzt,dasssich dasSkalarprodukta ¢b zweierVektorenauchals
MatrixmultiplikationaT binterpretierenläßtunddasallgemeingilt (A B)T = B)T AT .
Anschaulichumfasstdaherdie GruppeO(n) alle Drehungenund Drehspiegelungenim

� n . Esgilt

1 = det(
�

) = det
¡
M T ¢M

¢
= det(M T ) det(M ) =

¡
detM

¢2
:

SomithabenorthogonaleMatrizendieDeterminantedetM = § 1. Matrizenmit detM =
1 beschreibenreineDrehungen,diemit detM = ¡ 1 Drehspiegelungen.

² Die spezielleorthogonaleGruppe

SO(n) :=
©

M 2 O(n)
¯
¯ det(M ) = 1

ª

beschreibtreineDrehungenim
� n .

² Die unit äreGruppe

U(n) :=
©

U 2 M (n; n)
¯
¯Uy ¢U =

�

= U ¢Uy
ª

allerunitärenn £ n-Matrizen.DabeiheißteineMatrix U unit är, fallsgilt

U¡ 1 = Uy;

wobeidie adjungierte Matrix (oderauchhermiteschkonjugierte Matrix ) de�niert ist
durch

Uy :=
¡ ¹U

¢T
;

d.h.manbildetdieTransponiertederMatrix, dieausdenkomplex-konjugiertenElementen
derMatrix U besteht.Ist dieMatrix reell,soist dieAdjungiertegleichderTransponierten.

Wie im Fall derorthogonalenGruppefolgt wieder, dassdet(U) = § 1 ist.

² Die spezielleunit äreGruppe

SU(n) :=
©

U 2 U(n)
¯
¯ det(U) = 1

ª
:

² Die allgemeinelineareGruppe (engl.“generallineargroup”)

GL(n;
�

) :=
©

M 2 M (n; n)
¯
¯ det(M ) 6= 0

ª

umfaßtdie allgemeinen,nicht singul̈aren(d.h. invertierbaren),linearenTransformationen
x 7! x0 = M x im

� n .
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13.4 Darstellungen

Gruppenkönnenauf verschiedeneWeiserealisiertwerden.Erfolgt die RealisierungdurchMa-
trizen,sosprichtmanvoneinerDarstellung derGruppe.

Beispiel 13.4.1. Wir hattenschonam AnfangdiesesKapitelsargumentiert,dassdie Drehun-
gen im

� n eine Gruppebilden. Wählt man nun eine Basis,so entsprechenden Vektorenals
n-komponentigeSpaltenvektorenundderenDrehungderMultiplikation mit einerorthogonalen
n £ n-Matrix (mit Determinante1). In diesemSinneist dieMatrixgruppeSO(n) alsDarstellung
einerabstraktenGruppezu interpretieren,diedenDrehungenim

� n entspricht.

De�nition 13.4.1(Darstellung).
EineDarstellung D derGruppeG ist eineAbbildung

D : G ! GL(n;
�

) mit D(a)D(b) = D(ab):

Eine Abbildung mit dieserEigenschaftbezeichnetmanauchals Gruppenhomomorphismus.
Offensichtlichfolgt hierausbereits,dassD(e) =

�

seinmuß.
Darstellungensind nicht eindeutig,mankannimmer äquivalenteDarstellungenD 0 durcheine
Ähnlichk eitstransformation

D 0(a) := V D(a)V ¡ 1

mit einernicht-singul̈arenMatrix V erzeugen.DasdiesediegleichenGruppeneigenschaftenhat,
siehtmanfolgendermaßen:AusD(a)D(b) = D(ab) folgt

D 0(ab) = V D(ab)V ¡ 1 = V D(a)D(b)V ¡ 1 = V D(a)V ¡ 1VD(b)V ¡ 1 = D 0(a)D 0(b):

Wir betrachtennocheinigeSpezialf̈alle:

² Bei einerunit ärenDarstellung sinddieMatrizenD(a) unitär. Danngilt auch

D(a¡ 1) =
¡
D(a)

¢y
=

¡
D(a)

¢¡ 1
:

² Bei einer tr euenDarstellung entsprichtjedemGruppenelementgenaueineMatrix und
umgekehrt.

² Einereguläre Darstellung einerendlichenGruppederOrdnungn ist durcheinen £ n-
Matrixdarstellunggegeben.ReguläreDarstellungensindauchtreu.

² EinereduzibleDarstellung hatz.B.dieForm

D(a) =
µ

A(a) 0
0 B(a)

¶
;

d.h. sie zerf̈allt in unabḧangigeTeile, die jeweils für sich eineGruppedarstellen.Ist das
nichtderFall, sosprichtmanvoneinerirr eduziblenDarstellung.
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13.5 Kontinuierliche Gruppen

De�nition 13.5.1(kontinuierlichenGruppen).
Bei einerkontinuierlichen Gruppe G könnenGruppenelementeg(t) 2 G durchstetigeÄnde-
rungeneinesParameterst ineinander̈ubergeführtwerden.Dabeikannt aucheinVektorsein,der
für mehrerereelleParametersteht.
Auf GrundderGruppeneigenschaftgilt

g(t1)g(t2) = g(t3) mit t3 = h(t1; t2):

Beispiel13.5.1.Ein Beispielist die unitäreGruppeU(1), derenElementedie Form g(' ) = ei'

haben: U(1) = f ei' j' 2
�

g. In diesemFall ist wegen

g(' 1)g(' 2) = ei' 1 ei' 2 = ei ( ' 1+ ' 2 ) = g(' 1 + ' 2)

h durch
h(' 1; ' 2) = ' 1 + ' 2

gegeben.

De�nition 13.5.2(Lie-Gruppe).
Bei einerLie-Gruppe ist dieFunktionh(t1; t2) analytischin ihrenArgumenten.

Beispiel13.5.2.Die Elementeg(' ) derspeziellenorthogonalenGruppeSO(2) beschreibenDre-
hungenumdiez-AchseumdenWinkel ' undkönnenallgemeinin derForm(vgl. Aufg. 34)

g(' ) =
µ

cos' sin'
¡ sin' cos'

¶

mit ' 2 [0; 2¼[ geschriebenwerden.
Von Drehungenum die gleicheAchseerwartetman,dassg(' 1)g(' 2) = g(' 1 + ' 2) gilt. Dies
kannmanexplizit anHandderangegebenDarstellungnachpr̈ufen2. Daheristwiederh(' 1; ' 2) =
' 1 + ' 2.
Offensichtlichkommutierendie Drehungenmiteinander. Dies gilt abernicht mehr, wennman
DrehungenumunterschiedlicheAchsenbetrachtet!

Beispiel13.5.3.Ein weiteresBeispielsinddieTranslationen

T(a) : x 7! x0 = x + a

für dieoffensichtlichauch
T(a)T(b) = T(a + b)

gilt. EshandeltsichalsoumeineabelscheGruppe.

2Bei derRechnunggehendieAdditionstheoremefür Winkelfunktionenein!
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13.6 Generatorenund Lie-Algebra

Um zu betonen,dassder Parametert auchein Vektor seinkann,schreibenwir im folgenden
g(a) stattg(t), mit einemn-komponentigenVektora. Außerdemnehmenwir o.B.d.A.an,dass
g(a = 0) = e, demneutralenElementderGruppeG, ist.

De�nition 13.6.1(GeneratoreneinerLie-Gruppe).
Dannkannmang(a) nachTaylorentwickeln (bis1. Ordnung):

g(a) = g(0) +
nX

k=1

ak
@g(a)
@ak

¯
¯
¯
¯
a=0

+ O(a2):

Dannde�niert mandieGeneratorenX k derLie-Gruppedurch

iX k :=
@g(a)
@ak

¯
¯
¯
¯
a=0

;

wobeiderFaktori einerverbreitetenKonventionentspricht.
Ist g DarstellungsmatrixeinerGruppe,dannsindauchdieGeneratorenMatrizen.Hierzuwerden
wir gleicheinBeispielkennenlernen.

Speziellfür unitäreoderorthogonaleGruppengilt:

e = g(a)g(a)¡ 1 = g(a)g(a)y

=

Ã

e+ i
X

k

akX k + O(a2)

! Ã

e¡ i
X

k

akX y
k + O(a2)

!

= e+ i
X

k

ak(X k ¡ X y
k ) + O(a2):

In derOrdnungO(a) gilt daher
X k = X y

k ;

d.h.dieGeneratorensindhermitesch.
Weitergilt für unitäreoderorthogonaleGruppen

g(a) = exp

Ã

i
nX

k=1

akX k

!

wobeidie rechteSeitedurchdieReihendarstellungderExponentialfunktionde�niert ist.
AusderallgemeinenIdentiẗat für Matrizen(bzw. Operatoren)3

det(exp(A)) = exp(SpurA);

3Die manz.B.durchDiagonalisierungbeweisenkann.
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wobeidieSpur einern £ n-Matrix A de�niert ist durch

SpurA :=
nX

j =1

A j j ;

folgt speziellfür dieWahl4 A = ln Q

1 = detg = exp(Spurln g) = exp

"

Spur(i
X

k

akX k)

#

:

Die ersteIdentiẗat gilt aufGrundderUnitarität vong. Somiterhaltenwir

SpurX k = 0:

Wir fassendieobigenErgebnissezusammen:

Satz13.6.1.Die GeneratorenvonunitärenundorthogonalenGruppensindhermiteschundspur-
los.

Wir wollendieseabstraktenDe�nitionen aneinigenkonkretenBeispielendiskutieren.

Beispiel13.6.1.

1. Für dieGruppeU(1) mit derDarstellungg(' ) = ei' ist n = 1 undesgibt dahernureinen
Generator. Wegen

@g(' )
@'

¯
¯
¯
¯
' =0

= iei'

¯
¯
¯
¯
' =0

= i

ist dieserdurch
X = 1

gegeben.

2. Für diespezielleorthogonaleGruppeSO(2) ist

g(' ) =
µ

cos' sin'
¡ sin' cos'

¶

undsomitwiedern = 1 und

iX =
@g(' )

@'

¯
¯
¯
¯
' =0

=
µ

cos' sin'
¡ sin' cos'

¶
=

µ
0 1

¡ 1 0

¶

also

X =
µ

0 ¡ i
i 0

¶
:

4Wobeidie rechteSeitewiederüberdieReihenentwicklungde�niert ist.
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Hiermit könnenwir jetztauchdasobenangegebeneallgemeineResultat

g(' ) = exp(i'X )

überpr̈ufen:

exp(i'X ) =
1X

k=0

' k

k!
(iX )k =

�

1X

k=0

(¡ 1)k ' 2k

(2k)!
+ iX

1X

k=0

(¡ 1)k ' 2k+1

(2k + 1)!

=
�

cos' + iX sin' =
µ

cos' 0
0 cos'

¶
+

µ
0 sin'

¡ sin' 0

¶

=
µ

cos' sin'
¡ sin' cos'

¶
= g(' );

wobeiwir (iX )2 =
�

ausgenutzthaben,wasmanleicht veri�ziert.

3. Für dieGruppederTranslationenT(a) : x 7! x0 = x + a gilt:

X = ¡ i
d

dx
:

4. In denÜbungen(Aufgabe35) untersuchenwir denFall derSU(2), die drei Generatoren
besitzt.

De�nition 13.6.2(Lie-Algebra).
Für dieGeneratoreneinerLie-Gruppegilt

[X j ; X k ] = i
X

l

cl
j kX l ;

wobeiderKommutator de�niert ist als

[A; B ] := AB ¡ BA:

Die Zahlencl
j k heißenStrukturk onstanten.

Die Generatorenbilden alsoeinenVektorraumbzw. sogar eineAlgebra,die manLie-Algebra
derGruppebezeichnet.

13.7 Tensorrechnung

NebenSkalarenundVektorentretenin vielenBereichenderPhysik sog.Tensorenauf.Diesesind
durchihr VerhaltenunterorthogonalenTransformationencharakterisiert.In derExperimentalphysik-
VorlesunghabenSie schonden Trägheitstensorkennengelernt.Eine besondereRolle spielen
Tensorenaberin allgemeinenRelativitätstheorie.
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13.7.1 De�nition

Bevor wir einegenaueDe�nition geben,wollenwir einBeispielbetrachten.

Beispiel 13.7.1. Wir betrachtendie lineareVektorfunktionb = Ta, bei der jedemVektor a in
linearerWeiseein Vektorbzugeordnetwird. Für denFall, dassessichjeweils um Elementedes

� 3 handelt,schreibtmanauchkomponentenweise

b1 = t11a1 + t12a2 + t13a3 ;

b2 = t21a1 + t22a2 + t23a3 ;

b3 = t31a1 + t32a2 + t33a3 ;

oderkürzer
bi = t ij aj :=

X

j =1 3

t ij aj :

Dabeiwurdedie Einstein'scheSummenkonvention verwendet.Diesebesagt,dassüberdop-
pelt vorkommendeIndizeszu summierenist. Die Summationsgrenzeergebensich dabeiaus
demZusammenhang.DieseKonventionist sehrpraktisch,wennmanes,wie in derallgemeinen
Relativitätstheorie,mit vielenMatrizen,Tensorenetc.zu tun hat.Man mußallerdingssehrauf-
passen,z.B. kannmanin einemAusdruckwie t ij aj =(sij aj ) nicht einfachaj kürzen!In diesem
Kapitelwerdenwir dieSummenkonventiondurchgehendverwenden!
In demBeispielhabenwir die lineareAbbildungT durcheineMatrixmultiplikation dargestellt.
UnserTensorist dahernichtsanderesalseineMatrix5.
In der Physik charakterisiertmanallgemeinTensorendurch ihr Verhaltenunterorthogonalen
Transformationen,z.B. Drehungen.Wir wendendaherauf a undb eineorthogonalenTransfor-
mationR = (r ij ), d.h.R¡ 1 = Rt bzw.

R ¢Rt =
�

; bzw. r ij r il = ±j l ;

(wobeiwir die Summenkonventionverwendethaben)alsoeineDrehungoderDrehspiegelung,
an:

a0
l := r l j aj ; b0

k := r ki bi ;

wobeidie transformierten(“gedrehten”)VektorendurcheinenStrichgekennzeichnetsind,bzw.
dieUmkehrung

aj = r l j a0
l ; bi = r ki b0

k :

DieseUmkehrungfolgt ausderOrthogonaliẗat derMatrix R.
Wir fordernnun,dassim gedrehtenSystemdergleicheformaleZusammenhangzwischenden
Vektorenwie im urspr̈unglichenSystembestehensoll, d.h.

b0
k = t0

kla
0
l :

5Wegendersp̈aterenVerallgemeinerungdesTensorbegriffesschreibenwir hierT stattT.
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Esstellt sichdanndie Frage,wie der transformierteTensorT 0 = (t0
kl ) mit demurspr̈unglichen

T = (tkl ) zusammenḧangt.DieszeigtfolgendekurzeRechnung:

t0
kla

0
l = b0

k = r ki bi = r ki (t ij aj ) = r ki t ij (r l j a0
l ) = (r ki r l j t ij ) a0

l :

Somitlesenwir ab:

t0
kl = r ki r l j t ij :

Dies de�niert dasTransformationsverhalteneinesTensors2. Stufe, d.h. alle Größen,die sich
unterDrehungengenausotransformieren,sindTensoren.
Man beachte,dassdiesesTransformationsverhaltenanalogzu demdesProduktesbi aj zweier
Vektoren6 ist:

b0
ka0

l = r ki r l j bi aj :

De�nition 13.7.1(Tensoren).

Ein Tensor2. Stufe transformiertsichunterorthogonalenTransformationenR = (r ij ) wie das
ProduktzweierVektorkomponenten:

t0
kl = r ki r l j t ij :

Allgemeinist einTensorn-ter Stufe(vomRangn oderderOrdnungn) eineMengevonTermen
mit n IndizesundanalogemTransformationsverhalten

t0
klmn::: = r kar lbrmcrnd ¢¢¢tabcd::: ;

d.h.mit einemFaktorr ij für jedenIndex. Speziellhabenwir

n = 0 : Skalare (1 Komponenteim
� 3) ;

n = 1 : Vektoren (3 Komponentenim
� 3) ;

n = 2 : Matrizen (32 = 9 Komponentenim
� 3) ;

d.h.dieFällen = 1; 2; 3 reduzierensichaufbereitsbekannteObjekte.
EtwasformalersindTensorenmultilineareAbbildungendesRaumesV1  V2  ¢¢¢ Vn , dem
dir ekten Produkt oderTensorprodukt der Vektorr̈aumeV1; : : : ; Vn , in die reellenoderkom-
plexenZahlen.DerTensor“erbt” danndasTransformationsverhaltendereinzelnenRäume.

Manunterscheidethäu�g zwischensymmetrischenundantisymmetrischenTensoren

t ik = § tki ;

wobei das obere(untere)Vorzeichenfür den symmetrischen(antisymmetrischen)Fall steht.
Bei TensorenhöhererStufemußmanzus̈atzlich angeben,bzgl. welcherIndizeseine (Anti-)-
Symmetriebesteht.Sobedeutet

t ij kl¢¢¢= § t j ik l¢¢¢

6Genauermüßtemansagen,zumTransformationsverhaltendesProdukteszweierVektorkomponenten!
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(Anti-)Symmetriein denerstenbeidenIndizes.
MankannTensoren2. Stufeimmerin einensymmetrischenundeinenantisymmetrischenAnteil
aufspalten:

t ij =
1
2

(t ij + t j i )
| {z }

symmetrisch

+
1
2

(t ij ¡ t j i )
| {z }
antisymmetrisch

:

Für TensorenhöhererStufegehtdasfür zweibeliebigeIndizes.

Beispiel13.7.2.Wir gebeneinigewichtigeBeispielefür Tensoren.

1. DasKronecker-Delta±ij ist einsymmetrischerTensor2. Stufemit

±0
ij = r is r j t±st = r is r j s = ±ij ;

d.h.±ij ist invariantunterorthogonalenTransformationen.

2. Im
� 2 habenwir mit ¾12 = ¡ ¾21 = 1 und ¾11 = ¾22 = 0 densog.antisymmetrischen

Tensor2. Stufe

¾=
µ

0 1
¡ 1 0

¶
:

3. AusdenÜbungen(vgl. Aufgabe7) kennenwir bereitsdasLevi-Cevita-Symbol

² ij k :=

8
><

>:

1; (ij k) geradePermutationvon (123);

¡ 1; (ij k) ungeradePermutationvon (123);

0; sonst(d.h.mind.zweigleicheIndizes).

Es ist also ²123 = ²231 = ²312 = 1 und ²132 = ²213 = ²321 = ¡ 1, alle 21 anderen
Komponentenverschwinden.

Das Levi-Cevita-Symbolbezeichnetman auchals ²-Tensor oder den vollständig anti-
symmetrischenTensor3. Stufe.

4. Als physikalischenBeispielwollen wir denTr ägheitstensorI = (I ij ) nennen,der den
ZusammenhangzwischenDrehimpulsL und Winkelgeschwindigkeit ! f ür einenstarren
Körperbeschreibt:

L i = I ij ! j =
Z

V
dV ½(x1; x2; x3)

¡
r 2±ij ¡ x i x j

¢
! j ;

wobei½(r ) die MassendichtedesKörpersist undr 2 = x lx l = x2
1 + x2

2 + x2
3. Explizit hat

erdieForm

I =
Z

V
dV ½(x1; x2; x3)

0

@
x2

2 + x2
3 ¡ x1x2 ¡ x1x3

¡ x2x1 x2
1 + x2

3 ¡ x2x3

¡ x3x1 ¡ x3x2 x2
1 + x2

2

1

A ;

d.h.derTrägheitstensorist ein symmetrischerTensor2. Stufe.DasTrägheitsmomentum
eineAchse(durchdenUrsprung)in Richtungn ist danndurchI n = ni I ij nj gebeben.
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13.7.2 Rechenregelnfür Tensoren

Wir stellenhier kurzdiewichtigstenRechenregelnfür Tensorenzusammen.
Die Addition (Subtraktion)zweierVektoren(gleicherStufe!)ist analogzurAddition vonMatri-
zenkomponentenweisede�niert:

cik = aik § bik :

Entsprechendesgilt für TensorenbeliebigerStufe.

Im GegensatzzurAddition unterscheidetsichdieMultiplikation vonTensorenvondervonVek-
torenoderMatrizen.

Dasdir ekteProdukt oderTensorprodukt

r j klm := aj k  blm := aj kblm

führt nämlichaufTensorenhöhererStufe7. Esist nichtnur für TensorengleicherStufede�niert,
dieDe�nition läßtsichanalogaufbeliebigeProdukteverallgemeinern.Allgemeingilt:

n-Stufe m-Stufe= (n + m)-Stufe:

EineweitereneueOperationist diesogenannteVerj üngungoderKontraktion . Hierbeiwerden

Indizesaussummiert,z.B. im Falle einesTensors4. Stufe,bei dem die erstenbeidenIndizes
verjüngtwerden:

slm = r j j lm

Ã

=
X

j

r j j lm

!

:

Die Verjüngung,die überzwei beliebigeIndizeserfolgenkann,führt alsoauf einenTensorder
Stufen ¡ 2.

Die Matrixmultiplikationkönnenwir nunalsTensorproduktmit anschließenderVerjüngungdar-
stellen,z.B. für dasProdukteinerMatrix undeinesVektors:

t ij  ak = t ij ak =: sij k ¡ ! bi = t ij aj = sij j :

DiesbezeichnetmanauchalsÜberschiebung zweierTensoren.
Analogist dasSkalarproduktdie ÜberschiebungzweierTensoren1. Stufe:

ai  bj = ai bj ¡ ! ai bi = a ¢b:

Im Fall einesTensors2. StufeentsprichtdieVerjüngungderSpurbildung:

Spur(t j k) = t j j :

7Mit AusnahmedesFallsTensoren0. Stufe.



Kapitel 14

Differ entialgleichungenIII

14.1 DGL alsEigenwertproblem

Differentialgleichungenhabenmanchmaldie Form von Eigenwertproblemen.Derentypische
Form ist

D̂y(x) = ¸y (x) ;

wobei D̂ ein Operatorist, der Ableitungenentḧalt. In der Regel fordert mannochzus̈atzliche
Randbedingungen,sodassdie DGL nicht unbedingtfür alle Wertevon ¸ eineLösunghat.Exi-
stierteineLösungy¸ (x), soheißtdasentsprechendȩ Eigenwertundy¸ (x) Eigenfunktionoder
Eigenlösungvon D̂ .

Ein wichtigesBeispielist die Schwingungsgleichung,die sich für D̂ = d2

dx2 ergibt. Wir werden
daraufamEndediesesAbschnittszurückkommen.Vorherwollenwir unsmit einemallgemeine-
renProblembescḧaftigen.

De�nition 14.1.1(Sturm-Liouville-Problem).
Wir betrachtendie Funktionenq(x), p(x) undr (x), die jeweils im Intervall [a;b] de�niert sind.
Dabeisei q(x) stetig,p(x) > 0 und zweimalstetigdifferenzierbarund r (x) > 0 und stetigin
]a;b[.
DasEigenwertproblem

Ŝy(x) + ¸r (x)y(x) = 0

bezeichnetmanalsSturm-Liouville-Pr oblem, wobeiŜ mit

Ŝy(x) :=
d

dx
(p(x)y0(x)) + q(x)y(x)

alsSturm-Liouville-Differ entialoperator bezeichnetwird.
Zus̈atzlich fordertmandie sog.Sturm-Liouville-Randbedingungen. Hierbeisoll f ür zwei be-
liebige,unterschiedlicheLösungenu(x) undv(x) desSturm-Liouville-Problemsgelten:

p(x) [u(x)v0(x) ¡ u0(x)v(x)]
¯
¯b

a
= 0:

153
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Dabeiist :::jba wie bei der Integrationzu interpretierenals die DifferenzderFunktionswertean
der Stelleb unda. Der Grundfür dieserechtungewöhnlicheWahl der Randbedingungenwird
gleichetwasklarerwerden.

Mankannzeigen,dassdasSturm-Liouville-ProblemunterdenobenangegebenenVoraussetzun-
gen(inklusive derRandbedingungen)reelleEigenwertȩ n hatmit zugeḧorigenEigenl̈osungen
yn (x). Dieseerfüllen folgendeOrthogonaliẗatsbedingung

(yn ; ym ) :=
Z b

a
dx r (x)yn (x)ym (x) = 0 für n 6= m :

Dieskannmanrelativ einfachbeweisen.Zunächstgilt, dayn (x) eineLösungderSturm-Liouville-
DGL ist,

(p(x)y0
n (x))0 = ¡ [q(x) + ¸ n r (x)] yn (x) :

Nun multiplizierenwir dieseGleichungmit ym (x) undintegrierendannüberdasIntervall [a;b].
EineanalogeBeziehungerhaltenwir, wennwir in obigerVorgehensweisen undm vertauschen.
Bildet mandieDifferenzdieserbeidenGleichungen,sofolgt

p(x) [ym (x)y0
n (x) ¡ y0

m (x)yn (x)]
¯
¯b

a
= (¸ m ¡ ¸ n )

Z b

a
dx r (x)yn (x)ym (x) :

Die linkeSeiteverschwindetaufGrundderSturm-Liouville-Randbedingungen.Da¸ m 6= ¸ n ist,
mußdasIntegral verschwinden.An dieserStelleerkennenwir einenGrundfür die ungewöhnli-
cheWahlderRandbedingungen.

Beispiel 14.1.1. Als ein wichtigesBeispielwollen wir auf die Schwingungsgleichungzurück-
kommen.Hier ist offensichtlich

p(x) = 1; q(x) = 0; r (x) = 1:

Als Intervall wählenwir [¡ ¼; ¼], d.h.b = ¡ a = ¼. Mit derWahl y(§ ¼) = 0 sindoffensichtlich
dieSturm-Liouville-Randbedingungenerfüllt.
Die LösungendiesesSturm-Liouville-Problemssinddurch

¸ n = n2 und yn (x) = A sin(nx)

gegeben.Diessiehtmanfolgendermaßen:OhneBerücksichtigungderRandbedingungenlautet
dieallgemeineLösungfür ¸ ¸ 0

y(x) = A sin(
p

¸x ) + B cos(
p

¸x ) :

Die Randbedingungenlassensichnur erfüllen, falls B = 0 ist und
p

¸ = n 2 � . Daherhaben
dieEigenwertein diesemFall dieForm¸ n = n2 mit n 2 � .
Die Eigenl̈osungenerfüllendieOrthogonaliẗatsbedingungen

(yn ; ym ) =
Z ¼

¡ ¼
sin(nx) sin(mx)dx = 0 für n 6= m ;

waswir früherschonexplizit gezeigthatten.
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14.2 SpezielleDGL

14.2.1 Legendre'scheDGL

Die Legendre'scheDGL lautet

(1 ¡ x2)y00(x) ¡ 2xy0(x) + l(l + 1)y(x) = 0;

wobei x 2 [¡ 1; 1] und l 2
�

seinsoll1. Die LösungendieserGleichungbezeichnetmanals
Legendre-PolynomePl (x) zudenEigenwertenl(l + 1).
Dies kannmanexplizit nachpr̈ufen mit demPotenzreihenansatzy(x) =

P 1
n=0 anxn . Explizit

lautendieerstenLegendre-Polynome

P0(x) = 1; P1(x) = x; P2(x) =
3
2

x2 ¡
1
2

; P3(x) =
5
2

x3 ¡
3
2

x :

Für l < 0, l 2
�

gilt:
P¡ l ¡ 1 = Pl :

Die Legendre-Polynomegen̈ugenderOrthogonaliẗatsbeziehung
Z 1

¡ 1
dx Pl (x)Pn (x) =

1
2l + 1

±ln :

Man kanndie Legendre-PolynomedurchAbleitung auseinersog.erzeugendenFunktion er-
halten.Dieseist de�niert durch

Á(x; h) :=
1X

l=0

Pl (x)hl :

Damitgilt dann

Pn (x) =
1
n!

@n

@hn
Á(x; h)

¯
¯
h=0

:

Mankannzeigen,dassÁ(x; h) explizit gegebenist durch

Á(x; h) =
1

p
1 ¡ 2xh + h2

(jhj < 1) :

HierauskannmandanndurchBerechnungder n-ten Ableitung an der Stelleh = 0 dasn-te
Legendre-Polynombestimmen.
EineandereMöglichkeit zurBerechnungvonPn (x) liefert dieRekursionsgleichung

(n + 1)Pn+1 (x) = (2n + 1)xPn (x) ¡ nPn¡ 1(x) :

Hiermit kannmanausP0(x) = 1 und P1(x) = x rekursiv alle höherenLegendre-Polynome
bestimmen.

NebenderLegendre-DGLtritt auchmanchmaldieverallgemeinerteLegendrescheDGL
1Esgibt auchLösungfür l 2

�

. DiesehabendieFormvonPotenzreihenundwerdenhiernichtbetrachtet.
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d
dx

¡
(1 ¡ x2)y0(x)

¢
¡

µ
¡

m2

1 ¡ x2
+ l(l + 1)

¶
y(x) = 0;

auf,wobeim 2
�

mit m2 · l2 ist. Für m = 0 reduziertsichdieszurLegendreschenDGL.
DieLösungenderverallgemeinertenLegendreschenDGL sinddurchdiezugeordnetenLegendre-
Polynome

Pm
l (x) := (¡ 1)m (1 ¡ x2)m=2 dm

dxm
Pl (x) (0 · m · l)

gegeben.Für ¡ l < m < l gilt dabei

P ¡ m
l (x) = (¡ 1)m (l ¡ m)!

(l + m)!
Pm

l (x) :

14.2.2 Kugel� ächenfunktionen

EinesehrwichtigeGleichungderPhysik ist dieLaplace-Gleichung

4 f = 0;

diez.B. im Zusammenhangmit Wellenpḧanomenenauftaucht.Strenggenommenhandeltessich
um einepartielleDGL (sieheKapitel 14.3),die wir aberim folgendenauf gewöhnlicheDGLen
zurückführenwerden.
Wir wollen spezielldie LösungderLaplace-Gleichungenin Kugelkoordinatenf (r; #; ' ) unter-
suchen.Dazumachenwir den(Separations-)Ansatz(siehesp̈aterin Kapitel14.4.4)

f (r; #; ' ) = R(r )S(#)T(' ) ;

d.h. wir suchenLösungen,die sich als Produktvon Funktionennur einerVariablenschreiben
lassen!
Zunächstsetzenwir diesenAnsatzin dieLaplace-Gleichungein,wobeiwir denLaplace-Operator
4 zweckm̈aßigerweisein Kugelkoordinatendarstellen(sieheKapitel15.3.4):

0 = 4 f (r; #; ' )

=
·

1
r 2

@
@r

µ
r 2 @

@r

¶
+

1
r 2 sin#

@
@#

µ
sin#

@
@#

¶
+

1
r 2 sin2 #

@2

@' 2

¸
f (r; #; ' )

=
RST

r 2

·
1
R

d
dr

µ
r 2 dR

dr

¶
+

1
sin2 #

µ
sin#

S
d

d#

µ
sin#

dS
d#

¶
+

1
T

d2T
d' 2

¶ ¸
:

Wir betrachtennundiebeidenTermein dereckigenKlammer. Dererstehängtnurvon r ab,der
zweitenur von # und' . Daherkanndie Gleichungfür beliebigeWertevon r , # und' nur dann
erfüllt sein,wennbeidekonstantsind2, genauer

1
R

d
dr

µ
r 2 dR

dr

¶
= ® und

1
sin2 #

µ
sin#

S
d

d#

µ
sin#

dS
d#

¶
+

1
T

d2T
d' 2

¶
= ¡ ®

2DahinterstecktfolgendeAussage:Gilt f (x) + g(y) = 0 für alle x undy, soist f (x) = a undg(y) = ¡ a mit
einerKonstantena. Die AussagezeigtmanleichtdurchDifferenzierennachx bzw. y.
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mit einernochunbekanntenKonstanten®.
Die Gleichungfür r wollen wir hier nicht weiterbetrachten.Für die zweiteGleichunggilt nach
derelementarenUmformungin

µ
sin#

S
d

d#

µ
sin#

dS
d#

¶
+ ®sin2 #

¶
+

1
T

d2T
d' 2

= 0

ein ähnlichesArgument:DerersteTeil hängtnurvon# ab,derzweitenurvon ' . Dahergilt

sin#
S

d
d#

µ
sin#

dS
d#

¶
+ ®sin2 # = ¯ und

1
T

d2T
d' 2

= ¡ ¯ ;

mit einerKonstanten̄ .
Die zweiteGleichungkanndirektgelöstwerden:

T(' ) = t1ei
p

¯ ' + t2e¡ i
p

¯ ' :

Die ersteGleichungformenwir zun̈achstmit Hilfe derSubstitutionx := cos# um in

d
dx

µ
(1 ¡ x2)

dS
dx

¶
+

µ
®¡

¯
1 ¡ x2

¶
S(x) = 0:

Diesist eineverallgemeinerteLegendre-DGL.DamiteineLösungexistiert,müssen® und¯ die
Form

® = l(l + 1) und ¯ = m2

habenmit ganzzahligenl undm. Esgilt dann

S(#) = Pm
l (cos#) :

Somithabenwir denWinkelanteilderLösungderLaplace-Gleichungin Kugelkoordinatenbe-
stimmt.Er wird erzeugtdurchdiesog.Kugel� ächenfunktionen.

De�nition 14.2.1(Kugel� ächenfunktionen).
Die Kugel� ächenfunktionensindde�niert durch

Ylm (#; ' ) :=

s
(2l + 1)

4¼
(l ¡ m)!
(l + m)!

Pm
l (cos#)eim'

Man beachtehierbei,dasses in der Literatur durchausunterschiedlicheKonventionenfür das
VorzeichenunddieNormierunggibt!
Explizit lautendieerstenKugel� ächenfunktionen

Y00 =

r
1

4¼
; Y11 = ¡

r
3

8¼
sin#ei' ; Y10 =

r
3

4¼
cos#:

Außerdemgilt
Yl ;¡ m = (¡ 1)mYlm :

Die Kugel� ächenfunktionenerfüllendieOrthogonaliẗatsbeziehungen
Z

d Yl0m0(#; ' )Ylm (#; ' ) =
Z 2¼

0
d'

Z ¼

0
d# sin# Yl0m0(#; ' )Ylm (#; ' ) = ±l l0±mm 0 :
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14.2.3 Bessel'scheDGL

MachtmaneinenanalogenSeparationsansatzfür dieLaplace-Gleichungin Zylinderkoordinaten,
sokommtmanfür den½-abḧangigenTeil derLösungzurBessel'scheDGL

x
d

dx

µ
x

dy
dx

¶
+

¡
x2 ¡ p2

¢
y(x) = 0:

EineKlassevonLösungensinddieBesselfunktionen1. Art der Ordnung p:

Jp(x) =
1X

n=0

(¡ 1)n

¡( n + 1)¡( n + p + 1)

³ x
2

´ 2n+ p
:

Dabeiist ¡( x) dieGamma-Funktion. Für positive,ganzzahligex = n + 1 gilt ¡( n + 1) = n!.
WeitereLösungensinddurchdieBesselfunktionen2. Art

Yp(x) = lim
º ! p

cos(¼º )Jº (x) ¡ J¡ º (x)
sin(¼º )

gegeben.

14.2.4 Hermite' scheDGL

Die Hermite' scheDGL

d
dx

µ
e¡ x2 dy

dx

¶
+ 2ne¡ x2

y(x) = 0

wird durchdieHermite-PolynomeHn (x) gelöst.Dieseerḧalt manausdererzeugendenFunkti-
on

Á(x; h) =
1X

n=0

Hn (x)
hn

n!
= e¡ h2+2 hx :

Siegen̈ugenderOrthogonaliẗatsrelation
Z 1

¡1
dxe¡ x2

Hn(x)Hm (x) =
p

¼2nn!±nm :

14.2.5 Laguerre'scheDGL

Die Laguerre'scheDGL lautet

d
dx

µ
xe¡ x dy

dx

¶
+ ne¡ xy(x) = 0:

IhreLösungensinddieLaguerre-PolynomeL n , diedurchdieerzeugendeFunktion

Á(x; h) =
1X

n=0

Ln (x)hn =
1

1 ¡ h
e¡ xh

1¡ h

bestimmtsind.
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14.3 Partielle DGL

Partielle Differ entialgleichungen(pDGL) enthalten(partielle)AbleitungennachmehrerenVa-
riablen,z.B. @u(x;t )

@x und @u(x;t )
@t . Siesindin derRegel deutlichschwierigeralsgewöhnlicheDGL

undselbstfür Gleichungen1. Ordnung(beidenennurersteAbleitungenauftauchen)gibt eskei-
nesoallgemeineTheoriewie für gewöhnlicheDGL.

In derPhysik amwichtigstensindpartielleDGL 2. Ordnung,bei derhöchstens2. Ableitungen
auftreten.IhreallgemeineForm ist im FallevonzweiunabḧangigenVariablenx undy:

a
@2u
@x2

+ b
@2u

@x@y
+ c

@2u
@y2

+ d
@u
@x

+ e
@u
@y

+ f u = R(x; y) :

DabeikönnenalleauftretendenKoef�zienten wie diegesuchteFunktionu(x; y) ebenfallsFunk-
tionenvonx undy sein,alsoa = a(x; y) etc.

ManunterscheidetdreiTypen: elliptische, parabolischeundhyperbolischepDGL 2.Ordnung.
Dieseliegenvor, wennfolgendeBedingungenerfüllt sind:

hyperbolisch: b2 > 4ac;

parabolisch: b2 = 4ac;

elliptisch: b2 < 4ac:

Daa, bundcFunktionensind,kannderTyp in verschiedenenBereichendesDe�nitionsbereiches
unterschiedlichsein!

Häu�g hat manesmit einemRandwertpr oblem zu tun. Hierbei mußdie gesuchteLösungu
nochamRand@A desDe�nitionsbereichesA gewisseBedingungenerfüllen.Manunterscheidet
dabeifolgendeTypen:

² Dirichlet-Randbedingungen: Hier sind die Funktionswerteam Randvorgegeben,also
u(@A).

² Neumann-Randbedingungen:Hier ist die AbleitungderFunktionamRandin Richtung
derNormalenvorgegeben,d.h.n ¢gradu

¯
¯
@A

.

² Cauchy-Randbedingungen:Hierbei handeltessich um eine(gewichtete)Kombination
vonDirichlet- undNeumann-Randbedingungen.

14.3.1 Wichtige pDGL der Physik

Im folgendenwollenwir diewichtigstenpDGL derPhysik aufz̈ahlenundklassi�zieren.

² Die Laplace-Gleichung

4 u = 0
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habenwir bereitskennengelernt.In zweiDimensionenlautetsieexpliziter

@2u
@x2

+
@2u
@y2

= 0:

Die zugeḧorigeinhomogeneGleichung

4 u = ½(x; y)

heißtPoisson-Gleichung. Siebeschreibtz.B. daselektrischePotentialeinerLadungsver-
teilung½(x; y).

Die Poisson-Gleichungist vomelliptischenTyp.

² Die Diffusions-GleichungoderauchWärmeleitungsgleichunglautet

4 u(x; y; t) =
1
·

@u
@t

:

Dabeiist · > 0 eineKonstante.

EshandeltsichumeineparabolischeDGL. Für t ! 1 erḧalt manwegen

lim
t !1

@u
@t

= 0

einestatische(d.h.zeitunabḧangige)Lösung.Dieseerfüllt danndieLaplace-Gleichung!

² Die Wellengleichung

4 u(x; y; t) ¡
1
v2

@2u
@t2

= 0

beschreibtdie Ausbreitungdie Ausbreitungvon Wellenmit derFortp�anzungsgeschwin-
digkeit v. Sieist vomhyperbolischenTyp.

² Die Schrödinger-Gleichung

¡
~2

2m
4 u(r ; t) + V(r )u(r ; t) = i~

@u
@t

ist die grundlegendeGleichungderQuantenmechanik.Siebeschreibtdie quantenmecha-
nischeWellenfunktionu(r ; t) = u(x; y; z; t) eines(nichtrelativistischen)Teilchensder
Massem, dassichim PotentialV(r ) bewegt. ~ = h=2¼ist dasWirkungsquantum.

In denobigenBeispielenhabenwir in derRegeldenzweidimensionalenFall (zweiRaumdimen-
sionenx und y) angegeben.Die Verallgemeinerungauf denn-dimensionalenFall ist in allen
Beispielenoffensichtlich.



14.4. LÖSUNGSVERFAHREN FÜR PDGL;GREEN'SCHEFUNKTIONEN 161

14.4 Lösungsverfahren für pDGL; Green'scheFunktionen

Wie schonerwähnt,gibt esfür pDGL wenigerallgemeineAussagenoderLösungsverfahrenals
für gewöhnlicheDGL. In der Praxiswerdendaherhäu�g numerischeMethodenwie Relaxa-
tionsverfahrenoderFastFourier Transformation(FFT) eingesetzt.Hier wollen wir abereinige
Beispielefür analytischeMethodenvorstellen.

14.4.1 Integraldarstellung

Wir betrachtendieeindimensionaleDiffusionsgleichung3

@2u
@x2

=
@u
@t

mit derRand-bzw. Anfangsbedingungu(x; 0) = f (x). SiebeschreibtdiezeitlicheEntwicklung
derzurZeit t = 0 vorgegebenenWärmeverteilungu(x; t).
In denÜbungen(Aufgabe32)werdenwir mit Hilfe derFourier-Transformationzeigen,dasssich
Lösungin folgenderFormschreibenläßt:

u(x; t) =
1

2
p

¼t

Z 1

¡1
dye¡ ( x ¡ y ) 2

4t f (y) :

DenFaktore¡ ( x ¡ y ) 2

4t bezeichnetmanin diesemZusammenhangauchalsHitzekern (“heatker-
nel”).

14.4.2 Integraltransformation

Wir betrachtendiePoisson-Gleichungin dreiRaumdimensionen:

4 u(r ) = ¡ 4¼q±(3) (r ) ;

wobei
±(3) (r ) := ±(x)±(y)±(z) :

Physikalischbeschreibtdannu(r ) daselektrischePotentialeinerPunktladungq am Ursprung
r = 0. Wir werdensp̈atersehen,wie manausderLösungdiesesspeziellenProblemszurLösung
für einebeliebigeInhomogeniẗat½(r ) kommt.
Zur LösungdieserGleichungwendenwir eineFouriertransformationauf alle drei Variablenx,
y, z an,z.B.

~u(px ; py; pz) := FT(u(r )) =
1

p
2¼

3

Z 1

¡1
dx

Z 1

¡1
dy

Z 1

¡1
dze¡ ip x xe¡ ip y ye¡ ip z zu(x; y; z) :

3Wobeiwir o.B.d.A.· = 1 setzen.
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Man beachte,dassessich um drei getrennteTransformationenhandelt.Die Variablenim Fou-
rierraumhabenwir dabeimit px , py und pz bezeichnet.Wennwir sie als Komponenteneines
Vektorsp interpretieren,könnenwir diesauchkompakterschreibenals

~u(p) =
1

p
2¼

3

Z
d3r e¡ ip¢r u(r ) :

Wendetmannundie Fouriertransformationauf die obigePoisson-Gleichungan,so erhält man
nachkurzerRechnung

¡ p2~u(p) = ¡ 4¼q
1

p
2¼

3 ;

undsomit

~u(p) =

r
2
¼

q
p2

:

Der Faktor ¡ p2 = ¡ p2
x ¡ p2

y ¡ p2
z entstehtdabeidurch AnwendungdesLaplace-Operators

4 = @2

@x2 + @2

@y2 + @2

@z2 aufdieFouriertransformierte.
DurchRücktransformationkönnenwir nundieLösungexplizit bestimmen:

u(r ) =
1

p
2¼

3

Z
d3p ~u(p)eip¢r

=
q

2¼2

Z 1

0
dp

Z 2¼

0
d'

Z ¼

0
d# p2 sin#

1
p2

eipr cos#

=
q
r

:

Hier habenwir dieDetailsderRechnungausgelassen.Beim ÜbergangzurzweitenZeilewurden
für dieBerechnungdesIntegralsKugelkoordinaten(p = jpj; #; ' ) im p-Raumeingef̈uhrt.Dabei
wurdediepz-AchseparallelzurRichtungvonr gewählt.Bei derBerechnungdesIntegralswurde
außerdem

R1
0

sin y
y dy = ¼

2 verwendet.
Aus physikalischerSichtist dasErgebnisnaẗurlich nicht überraschend,denneshandeltsichum
dasbekannteCoulomb-PotentialeinerPunktladungq im Ursprung!

14.4.3 Green'scheFunktion

Wir wollen jetzt ein wichtigesVerfahrendiskutieren,daszur Lösungallgemeinerinhomogener
DGL mit gegebenenRandbedingungen,insbesondereaberauchvonpDGL.
Wir wollenhierspezielldeneindimensionalenFall betrachten,undzwarfür einSturm-Liouville-
ProblemvomTyp

D̂y(x) = f (x) mit y(a) = y(b) = 0

unddemSturm-Liouville-Operator

D̂y = (p(x)y0(x))0+ a(x)y :
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DieWahlderRandbedingungenist keineeinschneidendeEinschr̈ankung.FürdenFall y(a); y(b) 6=
0 löst manzuerstdie homogeneGleichungD̂yh = 0 mit yh(a) = ya, yh(b) = yb. Ist y(x) die
LösungdesobenangegebenenProblemsmit y(a) = y(b) = 0, soist

ŷ(x) = y(x) + yh(x)

dieLösungvon D̂y(x) = f (x) mit ŷ(a) = ya undŷ(b) = yb.

Wir kommennunzurLösungvon D̂y(x) = f (x) mit y(a) = y(b) = 0.

De�nition 14.4.1(Green'scheFunktion).
Die Green'scheFunktion (oderEin�ussfunktion) derDGL D̂y(x) = f (x) mit y(a) = y(b) = 0
ist dieLösungG(x; z) derGleichung

D̂G(x; z) = ±(x ¡ z)

G(a;z) = G(b;z) = 0 (a < x; z < b) :

G(x; z) stellt eineArt Elementarl̈osungdar, ausder sich die Lösungvon D̂y(x) = f (x) mit
y(a) = y(b) = 0 bestimmenläßt.Diessiehtmanfolgendermaßen:Zunächstgilt, nachDe�nition
derGreen'schenFunktion,

(pG0)0+ aG = ±(x ¡ z) :

DieseGleichungmultiplizierenwir mit y(x) und subtrahierenhiervon die betrachteteSturm-
Liouville-Gleichung,

G(py0)0+ ayG = G(x; z)f (x) ;

diewir nochmit G(x; z) multipliziert haben.Diesergibt zunächst

[p(yG0¡ y0G)]0 = y±(x ¡ z) ¡ Gf

undnachIntegrationüberx überdasIntervall [a;b]

p(yG0¡ y0G)
¯
¯b

a
=

Z b

a
dx y(x)±(x ¡ z) ¡

Z b

a
dx G(x; z)f (x) = y(z) ¡

Z b

a
dx G(x; z)f (x) :

Die linkeSeiteverschwindetaufGrundderRandbedingungen.Somiterhaltenwir folgendeDar-
stellungderLösungdesSturm-Liouville-ProblemŝDy(x) = f (x), y(a) = y(b) = 0 durchdie
Green'scheFunktion:

y(x) =
Z b

a
dx G(x; z)f (x)

für z 2]a;b[. Dies erlaubtuns,bei Kenntnisder Green'schenFunktion,die DLG für beliebige
Inhomogeniẗatenf (x) explizit zu lösen!
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Beispiel14.4.1.Als Beispielbetrachtenwir diePoisson-Gleichung4

4 u = ¡ 4¼½(x; y) :

Die Green'scheFunktionhattenwir im Prinzipschonin Kapitel14.4.2bestimmt,wennmandort
q = 1 setzt:

G(r ; r 0) =
1

jr ¡ r 0j
:

SomitlautetdieallgemeineLösungderPoisson-Gleichung

u(r ) =
Z

� 3
d3r

½(r 0)
jr ¡ r 0j

:

14.4.4 Separationder Variablen

Ein Verfahren,mit demsichin vielenFällenLösungenvon pDGL bestimmenlassen,beruhtauf
einemSeparationsansatz, z.B.

u(x; y; t) = X (x)Y(y)T(t) :

Wir habendiesbereitsbei der Herleitungder Kugel� ächenfunktionenin Kapitel 14.2.2ange-
wendet.Dasdort beschriebeneVorgehenist typischfür diesesVerfahren.Wir wollen unsdaher
aufeinpaarallgemeineBemerkungenbeschr̈anken.

² Ein Separationssatzbietetsich vor allem dannan, wennder RanddurchKoordinatenli-
nien oder -� ächendarstellbarist. Daherist beim Separationsansatzdie Wahl geeigneter
Koordinaten,in denenmandieSeparationdurchf̈uhrt,wichtig.

² DurchdenAnsatzwird die pDGL in mehreregewöhnlicheDGL zerlegt, die oft die Form
von Eigenwertproblemenhaben.DieseDGL sinddurchgemeinsameKonstantenmitein-
anderverbunden.

² Die allgemeineLösungerḧalt manalsLinearkombinationvon Produktenaller Teill ösun-
gen.

² Randbedingungenschr̈anken die Lösungenein, z.B. legensie die erlaubtenEigenwerte
festoderbestimmendieKoef�zienten derLinearkombinationen.

² Manchmalgibt esnur für bestimmteParameterwertederDGL zulässigeLösungen.

4Wir habenhier die Inhomogeniẗat etwasandersnormiert,um die Poisson-Gleichungin eine`physikalische'
Formzubringen.



Kapitel 15

Koordinatensysteme

15.1 GebräuchlicheKoordinatensysteme

Bisherhabenwir im
� 3 die kartesischenKoordinatenx; y; z (bzw. x1; x2; x3), die Zylinderko-

ordinaten½;'; z und die Kugelkoordinatenr; '; # kennengelernt.Danebengibt esnochviele
weitereKoordinaten,die in einzelnenFällenhilfreich seinkönnen!
Strenggenommenhabenwir abermeistnichtwirklich Zylinder- oderKugelkoordinatenverwen-
det,d.h.Vektorenin der BasisdieserKoordinatensystemedargestellt,sondernnur die Kompo-
nentenderkartesischenKoordinatenmit Hilfe derVariablen½;'; z bzw. r; '; # parametrisiert.
Wir wollen in diesemKapitel ganzallgemeinherleiten,wie sich Größenin unterschiedlichen
Koordinatensystemenbeschreibenlassen.Wir konzentrierenunsauf denFall des

� 3, aberalle
Überlegungenlassensichin offensichtlicherWeiseaufbeliebigeDimensionenverallgemeinern.
Bei unserenBetrachtungenwerdenunsdiekartesischenKoordinatenalsReferenzsystemdienen.
Zur Vereinfachungbezeichnenwir sieim folgendenmit x1; x2; x3 stattx; y; z, d.h.derOrtsvektor

ist durchr =

0

@
x1

x2

x3

1

A gegeben.

Esseiennunu1; u2; u3 beliebigeandereKoordinaten.Wir stellendie kartesischenKoordinaten
alsFunktiondieserneuenKoordinatendar:

x1 = x1(u1; u2; u3);

x2 = x2(u1; u2; u3);

x3 = x3(u1; u2; u3);

wobei wir den Funktionsnamengleich der entsprechendenkartesischenKomponentegewählt
haben!DiesesGleichungssystemist nachdenuj au� ösbar, fallsfür dieJacobi-(bzw. Funktional-
) Determinante(vgl. Kap.8.4)gilt:

@(x1; x2; x3)
@(u1; u2; u3)

:= det
µ

@x j

@ul

¶

j l

6= 0:

165
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x

y

r+drr

Á

Á+ dÁ

Abbildung15.1.1:Koordinatenlinienin ebenenPolarkoordinaten.Die r -Linien sindradialeGe-
rademit Winkel ' 0 unddie ' -Linien KreisevomRadiusr 0.

Wir betrachtennundie Koordinatenlinien (vgl. Kap.8.4),die manerhält wennmanalle Koor-
dinatenbisaufeine�xiert unddiesefreieKoordinatealleerlaubtenWertedurchlaufenl ässt.Die
KoordinatenliniendurchdenfestenPunktr (0) = r

³
u(0)

1 ; u(0)
2 ; u(0)

3

´
nennenwir

r 1(u1) = r (u1; u(0)
2 ; u(0)

3 ); r 2(u1) = r (u(0)
1 ; u2; u(0)

3 ); r 3(u1) = r (u(0)
1 ; u(0)

2 ; u3):

Schneidensich die Koordinatenlinienpaarweisein einemrechtenWinkel, so sprichtmanvon
rechtwinkligen oderorthogonalenKoordinaten.
In kartesischenKoordinatensinddieKoordinatenlinienGeradenparallelzurkorrespondierenden
Achse,z.B. ist r 1(x1) = r (x1; x(0)

2 ; x(0)
3 ) eineParallelezurx-Achse.

Abb. 15.1.1zeigt die Koordinatenlinienr 1(r ) = r (r; ' 0) (r -Linien) und r 2(r ) = r (r 0; ' ) (' -
Linien) derebenenPolarkoordinaten.
Die BasisvektorenderkartesischenKoordinatensinddie Einheitsvektorene1; e2; e3 in Richtung
derKoordinatenachsen.Siestimmenmit denTangentenvektorenandie Koordinatenlinien̈ube-
rein! Dieswollenwir aufbeliebigeKoordinaten̈ubertragenundde�nierendaheralsBasisvekto-
reneu j

derKoordinatenu1; u2; u3

eu j
:=

1
hu j

@r
@uj

¯
¯
¯
¯
r = r 0

mit hu j =

¯
¯
¯
¯

@r
@uj

¯
¯
¯
¯ :

Damit ist eu j
alsoein normierterTangentenvektor T j an die uj -Linie durchr 0. Man beachte,

dassdaherdie eu j
nochvom Punktr 0 abḧangenkönnen!Die Normierungsfaktorenhu j werden

wir sp̈aterexplizit ben̈otigen!
Für orthogonaleKoordinaten,aufdiewir unshierbeschr̈ankenwollen,gilt

eu j
¢eu l

= ±j l

Daherbilden die f eu j
g eineOrthonormalbasisdes

� 3. I.a. benutztmandie Konvention,dass
diesesSystemrechtsḧandigist, d.h.esgilt

eu1
= eu2

£ eu3
+ zyklischeIndexvertauschungen:
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Under construction !

Abbildung15.1.2:Die RichtungderBasisvektoreneu j
ändertsichi.a.mit derPosition.

An dieserStelleseinochmalsbetont,dasssichi.a.dieRichtungderBasisvektoreneu j
, unddamit

die OrientierungderBasis,alsFunktionvon r 0 ändert(sieheAbb. 15.1.2).Man machesichdas
amBeispielderebenenPolarkoordinatenklar (sieheAbb. 15.1.1).Der Basisvektorer zeigtals
Tangentenvektor an die r -Linie immer in radialeRichtung,die abermit ' 0 variiert. Die karte-
sischenKoordinatenbildenhier eineAusnahme,dadie Koordinatenliniendurchverschiedenen
Punkteparallelsind!

Wir wollen dieseallgemeinenBetrachtungenauf die bereitsbekanntenFälle derZylinder- und
Kugelkoordinatenspezialisieren.Die Ergebnissewerdenwir dannverwenden,umz.B.dieForm
derDifferentialoperatorenin diesenSystemenherzuleiten.

15.1.1 Zylinderk oordinaten

Wir hattendie Zylinderkoordinatenin Kapitel 1.4.3eingef̈uhrt. Pr̈azisergesagt,habenwir dort
nurdie'Zylindervariablen'½;'; x3 de�niert undmit ihnendiekartesischenKoordinatenparame-
trisiert. In unsererjetzigenNotation(mit u1 = ½, u2 = ' undu3 = x3) lautendiedortabgeleiten
Beziehungen:

r =

0

@
x1

x2

x3

1

A =

0

@
½cos'
½sin'

x3

1

A mit
½ =

p
x2

1 + x2
2 2 [0; 1 [

' = arctan x2
x1

2 [0; 2¼[
x3 2

�

:

Die KoordinatenlinienlassensichanalogzumobenbetrachtetenFall derebenenPolarkoordina-
tenleichtbestimmen.Die ½-Linien

r 1(½) =

0

@
½cos' 0

½sin' 0

x(0)
3

1

A

sindradialeHalbgeradenin Höhex(0)
3 im Winkel ' 0. Die ' -Linien sindKreiseumdenUrsprung

unddiex3-Linien sindParallelenzurz-Achse.

Die BasisvektorenderZylinderkoordinatensinddahergegebendurch
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e½ =
1
h½

@r
@½

=

0

@
cos'
sin'

0

1

A ; h½ = 1;

e' =
1

h'

@r
@'

=

0

@
¡ sin'
cos'

0

1

A ; h' = ½;

ex3
=

1
hx3

@r
@x3

=

0

@
0
0
1

1

A = e3; hx3 = 1:

Manbeachte,dasswir hierdieBasisvektorendurchihreDarstellungin kartesischenKoordinaten
(als3-komponentigeVektoren)angegebenhaben.
Da

e½£ e' = ex3
;

wie manleichtnachrechnet,bilden(e½; e' ; ex3
) einRechtssystem.

15.1.2 Kugelkoordinaten

Die Kugelkoordinaten½;#:' hattenwir ebenfalls in Kapitel 1.4.4kennengelernt1. Auch siehat-
tenwir bisherim WesentlichenzurParametrisierungderkartesischenKomponentenbenutzt:

r =

0

@
x1

x2

x3

1

A =

0

@
r sin# cos'
r sin# sin'

r cos#

1

A mit

½ =
p

x2
1 + x2

2 + x2
3 2 [0; 1 [

# = arctan
p

x2
1+ x2

2+ x2
3

x3
2 [0; ¼]

' = arctan x2
x1

2 [0; 2¼[

Wir könnennundieBasisvektorenderKugelkoordinatenim kartesischenSystemangeben:

er =
1
hr

@r
@r

=

0

@
sin# cos'
sin# sin'

cos#

1

A ; hr = 1;

e# =
1
h#

@r
@#

=

0

@
cos# cos'
cos# sin'

¡ sin#

1

A ; h# = r;

e' =
1

h'

@r
@'

=

0

@
¡ sin'
cos'

0

1

A ; h' = r sin#:

Da
er £ e# = e' ;

bilden(er ; e# ; e' ) einRechtssystem.

1SieheauchAufgabe3 derÜbungen.
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15.2 Bestimmungvon Vektorkomponenten

De�nition 15.2.1((Vektor-)Komponenten).
DadieVektorenf eu j

g eineBasisbilden,kannmanbeliebigeVektorenF in ihr darstellen:

F =
X

j

Fu j eu j
:

Die ZahlenFu j nenntmandieKomponentenvonF bzgl.derBasisf eu j
g.

Für orthogonaleKoordinatenist f eu j
g sogareineOrthogonalbasis.Dannkönnenwir dieKompo-

nenteFu l einfachalsProjektionvonF aufdieRichtungeu l
(dieRichtungderul -Koordinatenlinie)

berechnen:
F ¢eu l

=
X

j

Fu j eu j
¢eu l

=
X

j

Fu j ±j l = Fu l :

Die kartesischenKomponentenFj , d.h.dieKomponentenbzgl.derBasisf ex ; ey; ezg, sindoffen-
sichtlichein Spezialfall derobigenDe�nition. Meist sindVektorenin kartesischenKoordinaten
gegeben:

F =
X

j

Fj ej ;

wobei wir vereinfachendej für ex j
schreiben.Die kartesischenKomponentenfasstmandann

auchalsSpaltenvektorF =

0

@
F1

F2

F3

1

A zusammen.

Beispiel15.2.1.

1. Die KomponentendesOrtsvektorsr in Zylinderkoordinatensindgegebendurch:

r½ = r ¢e½ = cos' (½cos' ) + sin' (½sin' ) = ½(cos2 ' + sin2 ' ) = ½;

r ' = r ¢e' = (¡ sin' )½cos' + cos' (½sin' ) = 0;

r x3 = r ¢ex3
= x3:

Dabeihabenwir die explizite Form der Basisvektorene½; e' ; ex3
ausgenutzt,die wir in

Kapitel 15.1.1angegebenhatten.Somiterhaltenwir alsodie Darstellungvon r in Zylin-
derkoordinatenals

r = ½e½+ x3ex3
:

2. Analog könnenwir nun mit Hilfe der ErgebnisseausKapitel 15.1.2den Ortsvektor in
Kugelkoordinatendarstellen.Man siehtschnell,dassr ¢e' = 0 = r ¢e# ist undsoergibt
sich

r = rer :

Die Darstellungin Zylinder- undinsbesonderein Kugelkoordinatenist alsoviel einfacher,
alsdieDarstellungr = x1ex1

+ x2ex2
+ x3ex3

in kartesischenKoordinaten!
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3. Abschließendwollen wir noch den Vektor F = x3ex1
=

0

@
x3

0
0

1

A in Kugelkoordinaten

darstellen.
Mit x3 = r cos# folgt:

Fr = F ¢er =

0

@
r cos#

0
0

1

A ¢

0

@
sin# cos'
sin# sin'

cos#

1

A = r sin# cos# cos';

F# = r ¢e# = r cos2 # cos';

F' = r ¢e' = ¡ r cos# sin':

Die Darstellungvon F in Kugelkoordinatenist alsowesentlichkomplizierterals die in
kartesischenKoordinaten.

Als Nächsteswollen wir uns mit dem Differenzierenvon Vektorenbescḧaftigen.Da die Ko-
ordinatenlinieni.a. keineGeradensind (außerim kartesischenFall), änderndie Basisvektoren
ihre Richtungundmüssendaherauchdifferenziertwerden,nicht nur die Komponenten,wie im
kartesischenFall. Bei AbleitungnachdenKoordinatenul gilt daher:

@F
@uj

=
X

l

µ
@Fu l

@uj
eu l

+ Fu l

@eu l

@uj

¶
:

Bei derAbleitungnachanderenParametern(z.B.derZeit) gehtmanunterBerücksichtigungder
Kettenregelanalogvor.

Beispiel15.2.2.Wir wollendieGeschwindigkeit v(t) ausr (t) bestimmen.
In kartesischenKoordinatensinddieBasisvektorenej konstantundwir habendiebekannteFor-
mel

v(t) = _r (t) =
X

j

_x j (t)ej ;

d.h.wir erhaltendie KomponentenderGeschwindigkeit durchZeitableitungderKomponenten
von r .
In Zylinderkoordinatenist dasnicht so! Wir verwendendie in Beispiel15.2.1abgeleiteteDar-
stellungdesOrtsvektorsin Zylinderkoordinatenunderhaltenzunächst

v(t) = _r (t) =
d
dt

¡
½e½+ x3ex3

¢

= _½e½+ ½_e½+ _x3ex3
+ x3 _ex3

:

Wir ben̈otigennundie ZeitableitungenderBasisvektoren.Diesekönnenwir unsausdenErgeb-
nissenin Kapitel15.1.1beschaffen,dennesgilt z.B.

e½ =
d
dt

0

@
cos'
sin'

0

1

A =

0

@
¡ _' sin'

_' cos'
0

1

A = _'e ' :
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Offensichtlichgilt _ex3
= 0 undsomiterhaltenwir für dieGeschwindigkeit

v(t) = _½e½+ ½_'e ' + _x3ex3
:

DiesesErgebniskannmanalternativ auchfolgendermaßenherleiten:Zunächstdrückt manr im
kartesischenSystemmit Hilfe derZylindervariablenaus:

r =

0

@
x1

x2

x3

1

A =

0

@
½cos'
½sin'

x3

1

A :

Hierausfolgt

_r =

0

@
x1

x2

x3

1

A =

0

@
_½cos' ¡ ½_' sin'
_½sin' + ½_' cos'

_x3

1

A :

Die Projektionen_r ¢e½etc.ins BasissystemderZylinderkoordinatenlieferndannwiederv(t) =
_½e½+ ½'e' + _x3ex3

.

Bei derobigenRechnunghabenwir die AbleitungenderBasisvektorenben̈otigt. Allgemein ist
folgendesErgebnisnützlich:
Esseie(t) einbeliebigerEinheitsvektor, dessenRichtungvonderZeit abḧangt.Danngilt wegen
1 = e(t) ¢e(t) = e2(t) (wobeie(t) = je(t)j denBetragdesVektorsbezeichnet)

0 =
d
dt

(e(t) ¢e(t)) = 2e(t) ¢_e(t)

undsomitist
_e(t) ? e(t):

Die AbleitungeinesEinheitsvektorsstehtimmersenkrechtaufdiesem!
In obigemBeispielwissenwir daher, dasssichz.B. _e½darstellenlassenmußals _e½ = a_e' + b_ex3

mit Koef�zienten a;b. DieselassensichmanchmaldurchandereÜberlegungenbestimmen.

Bemerkung.

² Es bestehtein Unterschiedzwischender bloßenVerwendungkrummlinigerKoordinaten
(genauer:Variablen)undderDarstellungeinesVektorsin einemsolchenBasissystem!

² Die Spezi�kationeinesVektorsdurchseineKomponentenmachtnur bei AngabedesBa-
sissystemsSinn! Wir wir andenBeispielengesehenhaben,sinddie Komponenteneines
Vektorsin kartesischenKoordinatenalsdie in Kugelkoordinaten.

Beispiel15.2.3.Wir wollendiesewichtigenBemerkungennocheinmalanHandeinesBeispiels
diskutieren.Dazubetrachtenwir denVektora = 5x1e1 + 5x2e2 + 5x3e3 in derkartesischenBasis
f e1; e2; e3g. Dort hatderdieKomponenten(5x1; 5x2; 5x3). Wir könnennundieseKomponenten
(!) auchin Kugelvariablenausdr̈uckenals(5r sin# cos'; 5r sin# sin'; 5r cos#). Man beachte:
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Diessind immernochdie kartesischenKomponenten,nunaberparametrisiertdurchdie Varia-
blenderKugelkoordinaten!
In der Basis f er ; e# ; e' g der Kugelkoordinaten(und in den entsprechendenVariablenausge-
drückt) habenwir abera = 5rer mit denKomponenten(5r; 0; 0). Diesekönnenwir auchnoch
mit denkartesischenVariablenausdr̈uckenals(5

p
x2

1 + x2
2 + x2

3; 0; 0).

Bemerkung. Wenn nicht andersangegeben,sind mit “Komponenten”i.a. die kartesischen
Komponentengemeint,z.B. in derkomponentenweisenDe�nition einesVektors.

15.3 Differ entialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

Als nächsteswollen wir die Frageklären,wie die DifferentialoperatorenGradient,Rotation,
DivergenzundderLaplace-Operatorin anderenorthogonalenBasissystemenaussehen.

15.3.1 Gradient

EsseiÁ(r ) ein Skalarfeld.Die KomponentedesGradientengradÁ in eu j
-Richtungist gegeben

durch

(gradÁ)u j
= (gradÁ) ¢eu j

= (gradÁ) ¢
µ

1
hu j

@r
@uj

¶

=
1

hu j

X

l

@Á
@x l

@x l

@uj
=

1
hu j

@Á
@uj

;

undsomitgilt im neuenBasissystem

grad =
X

j

eu j

1
hu j

@
@uj

.

Speziellfür dieunsbekanntenKoordinatenerhaltenwir hierausexplizit

kartesisch: gradÁ(x1; x2; x3) =
X

j

ej
@Á
@x j

;

Zylinder: gradÁ(½;'; x3) =
·
e½

@
@½

+
1
½

e'
@

@'
+ ex3

@
@x3

¸
Á(½;'; x3) ;

Kugel: gradÁ(r; #; ' ) =
·
er

@
@r

+
1
r

e#
@

@#
+

1
r sin#

e'
@

@'

¸
Á(r; #; ' ) :
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15.3.2 Divergenz

Aus demallgemeinenErgebnisfür denGradientenangewandtauf die Koordinatenselbstfolgt
zun̈achsteineDarstellungderBasisvektorendurchdenGradienten:

hu j graduj = hu j

X

l

eu l

1
hu l

@uj

@ul
= hu j

X

l

eu l

1
hu l

±j l = eu j
:

Wir betrachtennunein SkalarfeldA =
P

j Au j (u1; u2; u3)eu j
, dessenKomponentenAu j in den

krummlinigenKoordinatenbekanntsind.
Zur Vereinfachunguntersuchenwir zun̈achstnurdieWirkungderDivergenzaufdenerstenTerm
Au1 eu1

:

div
¡
Au1 eu1

¢
= div

¡¡
eu2

£ eu3

¢
Au1

¢

= div (hu2 hu3 Au1 (gradu2 £ gradu3))

= grad(hu2 hu3 Au1 ) ¢(gradu2 £ gradu3) + hu2 hu3 Au1 div (gradu2 £ gradu3)

=
1

hu2 hu3

eu1
¢grad(hu2 hu3 Au1 )

=
1

hu2 hu3

@(hu2 hu3 Au1 )
@u1

:

Dabeihabenwir im erstenSchrittausgenutzt,dassdieeu j
einrechtsḧandigesOrthonormalsystem

bilden, und im zweitenSchritt die obenangegebeneDarstellungder Basisvektorendurchden
Gradienten.Im drittenSchrittwurdedieallgemeineProduktregel

div(ÁA) = A ¢gradÁ+ Á div A;

die für beliebigeSkalarfelderÁ undVektorfelderA gilt, benutzt.Eine ähnlicheIdentiẗat für die
DivergenzeinesKreuzprodukteswurdebeimÜbergangzur4. Zeileausgenutzt:

div(A £ B) = B ¢rot A ¡ A ¢rot B :

Speziellfür A = gradu2 undB = gradu3 folgt wegenrot(grad Á) = 0 (sieheAufgabe15):

div(gradu2 £ gradu3) = 0:

Die Rechnungfür die anderenTermegehtanalog.Als Endergebnisfür die Divergenzin einem
beliebigenorthogonalenKoordinatensystemerhaltenwir daher

div A(u1; u2; u3) =
1

hu1 hu2 hu3

·
@

@u1
(hu2 hu3 Au1 ) +

@
@u2

(hu1 hu3 Au2 ) +
@

@u3
(hu1 hu2 Au3 )

¸
:

Speziellfür dieunsbekanntenKoordinatenerhaltenwir hierausexplizit
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kartesisch: div A =
X

j

@A j

@x j
;

Zylinder: div A(½;'; x3) =
1
½

@(½A½)
@½

+
1
½

@A '

@'
+

@Ax3

@x3
;

Kugel: div A(r; #; ' ) =
1
r 2

@(r 2A r )
@r

+
1

r sin#
@(sin#A#)

@'
+

1
r sin#

@A '

@'
:

Dabeihabenwir dasVektorfeldjeweils in derentsprechendenBasisdargestellt,z.B. f ür Zylin-
derkoordinatenalsA(½;'; x3) = A½e½+ A ' e' + Ax3 ex3

.

Beispiel 15.3.1. Als Beispiel für die Nützlichkeit dieserErgebnissewollen wir die Divergenz
desVektorfeldesF = 1

r 2 er berechnen,dasalsoin derBasisderKugelkoordinatengegebenist.
Esbeschreibtz.B.dieGravitationskraftzwischenzweiPunktmassen.
Die KomponentenvonF in KugelkoordinatensindFr = 1

r 2 undF# = F' = 0. Somitgilt

div F =
1
r 2

@(r 2Fr )
@r

= 0:

15.3.3 Rotation

Wir betrachtenzun̈achstnur den Anteil Au1 eu1
desVektorfeldesA =

P
j Au j eu j

und gehen
ähnlichvor wie beiderBerechnungderDivergenz:

rot(Au1 eu1
) = rot(hu1 Au1 gradu1)

= hu1 Au1 rot(grad u1) + (grad(hu1 Au1 )) £ gradu1

= ¡ gradu1 £ (grad(hu1 Au1 ))

= ¡
1

hu1

eu1
£

Ã
X

l

1
hu l

@(h1Au1 )
@ul

eu l

!

=
1

hu1 hu3

@(h1Au1 )
@u3

eu2
¡

1
hu1 hu2

@(h1Au1 )
@u2

eu3
:

Dabeihabenwir die Identiẗat

rot(ÁA) = Á rot A + gradÁ£ A

benutzt,die für beliebigeSkalarfelderÁ undVektorfelderA gilt.
Die Rechnungfür die anderenBeiträgegehtanalog.Insgesamtkannmandie Rotationkompakt
in folgenderFormalsDeterminanteschreiben:

rot A(u1; u2; u3) =

¯
¯
¯
¯
¯
¯

hu1 eu1
hu2 eu2

hu3 eu3

@=@u1 @=@u2 @=@u3

hu1 Au1 hu2 Au2 hu3 Au3

¯
¯
¯
¯
¯
¯

:
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DieseRegel ist analogzur bekanntenMerkregel für dasKreuzproduktzu interpretieren:Man
entwickelt die Determinanteformal nachdererstenZeile, die ja VektorenalsElementeentḧalt,
und erḧalt so die Komponentender Rotation.Bei der Entwicklung ist zu beachten,dassman
die ReihenfolgederFaktorennicht vertauschendarf, dadie zweiteZeile Differentialoperatoren
entḧalt, dieaufdieentsprechendenElementederdrittenZeilewirken.
Alernativ könnenwir dasallgemeineErgebnisauchmit Hilfe desLevi-Cevit �a-Symbols² ij k (vgl.
Auf. 7) schreibenals

(rot A(u1; u2; u3))u i =
X

j ;k

² ij khu i

@(huk Auk )
@uj

:

Dabeiist dannrot A =
P

i (rot A)u i eu i
.

Wir spezialisierendiesesallgemeineResultatwiederaufdiewichtigstenFälle:

kartesisch: (rot A(x1; x2; x3)) i =
X

j ;k

² ij k
@Ak

@x j
;

Zylinder: rot A(½;'; x3) =
µ

1
½

@Ax3

@'
¡

@A '

@x3

¶
e½+

µ
@A½

@x3
¡

@Ax3

@½

¶
e'

+
1
½

µ
@(½A' )

@½
¡

@A½

@'

¶
ex3

;

Kugel: rot A(r; #; ' ) =
1

r sin#

µ
@(sin#A ' )

@#
¡

@A#

@'

¶
er +

µ
1

r sin#
@A r

@'
¡

1
r

@(rA ' )
@r

¶
e#

+
1
r

µ
@(rA#)

@r
¡

1
r

@A r

@#

¶
e' :

Dabeibezeichnetwieder² ij k dasLevi-Cevit �a-Symbol.

15.3.4 Laplace-Operator

Abschließendwollen wir nochdie Ergebnissefür denLaplace-OperatorohneRechnungange-
ben.Im PrinzipkannmansieausdenbereitsabgeleitetenDarstellungendesGradientenundder
Divergenzüber4 Á = div(gradÁ) gewinnen.
DasallgemeineResultatist

4 Á(u1; u2; u3) = div (gradÁ(u1; u2; u3))

=
1

hu1 hu2 hu3

·
1

@u1

µ
hu2 hu3

hu1

@Á
@u1

¶
+

1
@u2

µ
hu1 hu3

hu2

@Á
@u2

¶
+

1
@u3

µ
hu1 hu2

hu3

@Á
@u3

¶¸
:
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Under construction !

Abbildung15.4.1:ParametrisierungeinerRaumkurvedurchdieBogenl̈ange.

Speziellfür diedreiwichtigstenKoordinatensystemebedeutetdies:

kartesisch: 4 Á(x1; x2; x3) =
X

j

@2Á
@x2

j
;

Zylinder: 4 Á(½;'; x3) =
·

@2

@½2
+

1
½

@
@½

+
1
½2

@2

@' 2
+

@2

@x2
3

¸
Á(½;'; x3) ;

Kugel: 4 Á(r; #; ' ) =
1
r 2

@
@r

µ
r 2 @Á

@r

¶
+

1
r 2 sin#

@
@#

µ
sin#

@Á
@#

¶
+

1
r 2 sin2 #

@2Á
@' 2

:

15.4 Bogen-,Flächen-,Volumenelemente

15.4.1 Raumkurven

Wir betrachteneineRaumkurve,diedurchdieParametrisierungr (t) beschriebenwird. Beispiele
hattenwir schonim AbschnittüberWegintegralekennengelernt.
Eine naẗurliche Parametrisierungist durchdie Bogenl̈angegegeben,d.h. dem zurückgelegten
Weg entlangderKurve.Dieserwird relativ zu einemfestenBezugspunktr 0 = r (t = 0) gemes-
sen(Abb. 15.4.1).
Die in�nitesimale Bogenl̈angeds könnenwir einfachin kartesischenKoordinatenausdr̈ucken:

(ds)2 = (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 ;

worausfolgt

s(t) =
Z t

0
ds(t0) =

Z t

0
dt0

s µ
dx1

dt

¶ 2

+
µ

dx2

dt

¶ 2

+
µ

dx3

dt

¶ 2

:

NachDe�nition derGeschwindigkeit gilt außerdemfür ihrenBetrag

v(t) =
ds
dt

:

Der (normierte)Tangentenvektor andieKurve ist

T(t) =
v(t)
v(t)

gegeben,wassichmit Hilfe derBogenl̈angein derForm

T =
dr
ds
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schreibenläßt.
NebenderTangentengibt esnochzwei weitereVektoren,die die Raumkurve lokal charakteri-
sieren.Derersteist derHauptnormalenvektor (oderKr ümmungsvektor)

H =
1
·

dT
ds

wobei · durchdie ForderungjH j = 1 bestimmtist. · nenntmanauchKr ümmung. Man kann
sieauchüber

· =
j _r £ Är j

j _r j
bestimmen.
AusderNormiertheitvonT folgt

0 =
d
ds

T2 = 2T ¢
dT
ds

d.h.derHauptnormalenvektorstehtsenkrechtaufderTangenten.
Um ein lokalesOrthogonalsystemzu erhalten,ben̈otigenwir nocheinenVektor, der senkrecht
aufT undH steht.DiesennenntmanauchBinormalenvektor:

B := T £ H :

Wir könnendieBogenl̈angeauchin beliebigenKoordinatenuj ausdr̈ucken:

ds =
q

(hu1 du1)2 + (hu2 du2)2 + (hu3 du3)2 :

Speziellin Zylinderkoordinatenhabenwir z.B.

(ds)2 = (d½)2 + ½2(d' )2 + (dz)2 :

15.4.2 Flächen-und Volumenelemente

Wir wollennunnochdieallgemeineFormvonFlächen-undVolumenelementenin krummlinigen
(orthogonalen)Koordinatenableiten.
Zunächstbetrachtenwir eineKoordinaten�̈ache,die durchdie Parametrisierungr (u1; u2; u(0)

3 )
gegebensei.Dannist dasFlächenelementgegebendurch

dA(u1; u2) =
¯
¯(hu1 eu1

) £ (hu2 eu3
)
¯
¯ du1du2:

AnalogeErgebnisseerḧalt man,wennmanandereKoordinatenalsu3 �xiert.
Ein Beispiel ist der Zylindermantel,der sich als Koordinaten�̈acheergibt, wennman½= ½0

�xiert. Danngilt

dA('; x3) = ½0d'dx 3 :

DasVolumenelementist allgemeindurch

dV = jhu1 hu2 hu3 jdu1du2du3 :

gegeben.Hierauserḧalt mandannfür die Kugel- und Zylinderkoordinatendie in Kap. 8.4 mit
Hilfe desTransformationssatzesabgeleitetenErgebnisse.


