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Vorbemerkungen

Die vorliegende Ausarbeitung des Skripts zur Vorlesung Theoretische Festkérperphysik 11 orien-
tiert sich am Vorlesungskript von Prof. Zittartz. Fiir den Abschnitt Uber mikroskopische Theorie
hat aulRerdem der Artikel von G. Eilenberger in der 19. IFF-Ferienschule Supraleitung (1988) der
KFA Jilich als Quelle gedient. Teile des Kapitels tiber Hochtemperatur-Supraleitung orientieren
sich an dem Buch Quantum Electron Liquids and High-T, Superconductivity von J. Gonzalez,
M.A. Martin-Delgado, G. Sierra und A.H. Vozmediano (Springer Lecture Notes in Physics m38).
Speziellere Literaturhinweise werden an den entsprechenden Stellen im Text gegeben.

Zur Notation: Vektoren werden im Fettdruck notiert, z.B. B statt B.

Ich danke Frank Briicher fiir die Anfertigung diverser Zeichnungen. Dr. Markus Griininger (Abb.
1.1,1.2,3.6,3.7,3.9, 3.11) und Priv.-Doz. Dr. G6tz Uhrig (Abb. 3.5) haben mir freundlicherwei-
se Abbildungen zur Verfiigung gestellt. Weiterhin danke ich Erik Bartel, Marc André Ahrens,
Andreas Kemper und Corinna Kollath fiir die Durchsicht des Manuskripts.

Das Skript wird laufend tiberarbeitet und erganzt. Der Ausarbeitungszustand der einzelnen Ab-
schnitte ist noch sehr unterschiedlich. Einige Abschnitte enthalten neben Abbildungen und den
wesentlichen Formeln nur kurze Stichworte. Auch sollen in Zukunft mehr Ubungsaufgaben und
Kurzzusammenfassungen der wichtigsten Resultate fur die einzelnen Kapitel hinzukommen.

Fur Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschldge bin ich jederzeit dankbar. Sie konnen auch
per email an mich (as@ hp. uni - koel n. de) geschickt werden.
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A. Supraleitung

1 Grundlagen

1.1 Experimenteller Befund
1.1.1 Verschwindender Widerstand

Eine grolie Klasse von Metallen und Legierungen haben unterhalb einer charakteristischen Tem-
peratur T, (kritische Temperatur oder auch Sprungtemperatur) keinen elektrischen Widerstand,
d.h. eine unendliche Leitfahigkeit (Kamerlingh Onnes, 1911). Diese Entdeckung wurde durch
bedeutende Fortschritte in der Kihltechnik ermdglicht. So war es Kamerlingh Onnes 1908 ge-
lungen, Helium zu verflissigen. Abb. 1.1 zeigt die Originaldaten der Messungen an Quecksilber
(Hg). Der Vorteil von Quecksilber ist, daR es sich relativ einfach in reiner Form herstellen laRt2.

1 |

Abbildung 1.1: Originaldaten von Kamerlingh Onnes fur den Widerstand von Quecksilber als
Funktion der Temperatur.

Nicht supraleitend werden typischerweise einwertige Metalle und magnetisch ordnende Metal-
le. Oft sind die Eigenschaften abhangig von der Kristallmodifikation. Eine einfache Faustregel
besagt “Schlechte Normalleiter sind gute Supraleiter”.

Abb. 1.2 zeigt die Entwicklung der maximalen Sprungtemperaturen. Einige Zahlenwerte sind in
Tabelle 1 zusammengestellt:

Iwir werden spiter sehen, welche EinfluR Verunreinigungen auf die supraleitenden Eigenschaften haben.
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Abbildung 1.2: Rekorde fir die Sprungtemperaturen.

Substanz T. [K]

Hg 42
Nb;Ge 23.2
Las_,Ba,CuOy 30
YBa,Cu3Og 9 92
leBazcaQCU;;Ol() 134

Die Hochtemperatursupraleiter gehoren zu einer anderen Substanzklasse als die “klassischen”
Supraleiter. Es handelt sich um Kuprate, d.h. Verbindungen mit Kupferoxid, bzw. oxidische

Keramiken. Wir werden darauf in Kap. 3 genauer eingehen.
Bei T, tritt keine Strukturdnderung oder Anderung der Gittereigenschaften auf. Dies ist ein

starker Hinweis darauf, daR es sich bei dem Ubergang in den supraleitenden Zustand um einen
elektronischer Ubergang handelt. Da die Materialien Metalle sind, handelt es sich um einen
Ubergang der Leitungselektronen.

Aus dem Ohmschen Gesetz j = oE folgt, dall E = 0 im Supraleiter sein muf3, wenn j = const

ist.
Aus der Maxwell-Gleichung rot E = —%%—5‘ folgt, dall B = const, also zeitunabhéngig ist.

Folgerung: Betrachte Supraleiter unterhalb von T,.. Nach dem Einschalten eines Magnetfeldes
bleibt B = 0 im Inneren des Supraleiters (siehe Abb. 1.3).



Mit Feld

Abbildung 1.3: Magnetfeld dringt unterhalb von T, nicht in Supraleiter ein.

1.1.2 Meissner-Effekt

Das eigentliche Charakteristikum der Supraleitung ist nicht die unendliche Leitfahigkeit, sondern
der Meissner-Effekt (Meissner, Ochsenfeld, 1933):

Metall im Magnetfeld — Abkihlung unter 7. — magnetischer Fluf? wird aus dem Supraleiter
verdréngt, d.h. B = 0 im Supraleiter (siehe Abb. 1.4)

T>Te T<T,

Abbildung 1.4: Meissner-Effekt

Dies ist eine Verschérfung der Aussage B = const zu:

(B =10 im Supraleiter|

Bemerk.: Diese Eigenschaft B = 0 gilt streng nur fiir sog. Typ-1-Supraleiter. Typ-Il-Supraleiter
zeigen nur einen partiellen Meissner-Effekt (siehe spater). Weiterhin gilt B = 0 nur in unendlich
ausgedehnten Supraleitern; in endlichen Systemen beobachtet man ein partielles Eindringen in
der N&he der Oberflachen (— Eindringtiefe).



1.1.3 Kritisches Feld

Supraleitender Zustand existiert nur unterhalb eines kritischen &uRBeren Feldes:
H<H/(T) (T<T)

H_.(T) ist i.a. geometrieabhéngig.

Einfachster Fall: Langer supraleitender Zylinder (keine Entmagnetisierungseffekte)

N
N

\/

Abbildung 1.5: Supraleitender Zylinder im Magnetfeld

Empirische Formel:

(experimentell nicht ganz bestéatigt)

H A
Hc(T)

Normalleiter

Supraleiter

-
-

T, T
Abbildung 1.6: Phasendiagramm eines Typ-I-Supraleiters.

Phasendiagramm (siehe Abb. 1.6):



H # 0: Wenn H — H.(T), dann dringt Magnetflu? schlagartig ein, d.h. bei H # 0 liegt ein
Phaseniibergang 1. Ordnung vor.

H = 0: Phaseniibergang 2. Ordnung

Spéter werden wir sehen, daR dieses Bild fir Typ-I1-Supraleiter verfeinert werden muR.

1.1.4 Unendlich langlebige Strome, FluBquantisierung

Wir betrachten einen supraleitenden Ring oberhalb von T, im Magnetfeld senkrecht zur Ring-
flache.

D

H#ZO0

Abbildung 1.7: Supraleitender Ring im Magnetfeld H > 0 bei T > T...

Bei Abkiihlung auf T < T, wird Flu aus dem Ring verdrangt. Schaltet man dann das Magnet-
feld H ab, bleibt eingefangener FIuR im Ring héngen, da kein FluR durch den supraleitenden
Ring hindurch treten kann. Der eingefangene FIuR wird durch einen unendlich langlebigen Su-

H=0 T<T,

Abbildung 1.8: Supraleitender Ring bei T > T, und H = 0.

prastrom (Dauerstrom) im Ring aufrecht erhalten.
In Experimenten findet man tatsachlich Lebensdauern, die gréRer als 105 Jahre sind.



Der eingefrorene Flul} ist quantisiert:

_ : _ xh
® = ngy mit ¢o = T

d.h. ¢o ~ 2.07 - 107 Gauss cm? (FluRquant, Fluxoid)
(Experimente: Deaver/Fairbank und Doll/Ndbauer, 1961).
Bem.: Anwendung z.B. in SQUIDs (siehe Kap. 2.7.3).

1.1.5 Spezifische Warme

Wir betrachten im folgenden den Fall eines verschwindenden duReren Magnetfeldes H = 0. Da
wir es mit Festkorpern bei tiefen Temperaturen zu tun haben, gilt in guter Naherung cy = ¢, = ¢
(thermische Ausdehnung vernachlassigbar).

Abbildung 1.9: Verlauf der spezifischen Warme.

Messungen der spezifischen Warme zeigen folgende charakteristische Eigenschaften:

e Sprung in der spezifischen Warme bei T.: ¢,(T¢.) — cn(T.) = Ac|r=1. # 0

o Fir|T —0: ¢, o e”2o/k8T | _ Hinweis auf Liicke A, im Anregungsspektrum

e Fir| T >T. c, oc T| typisch fiir Metalle

Da es sich um einen Phaseniibergang 2. Ordnung handelt, gilt S, (T.) = Ss(T.). Aullerdem ist
natiirlich S,,(0) = S,(0). Dac =T22 und ¢, linear in T ist, ist S,, linear in T'.

Es gilt: 0 = Sy(T2) — Su(T2) = [, D [cs(T) — ea(T))].

Dies bedeutet aber gerade, dal? die mit 1/7" gewichteten Flachen A und B in Abb. 1.9 gleich sind.
Die Tatsache, daBR S, < S, ist, deutet darauf hin, dal} der supraleitende Zustand geordneter ist
als der normalleitende.
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Abbildung 1.10: Verlauf der Entropie.

1.1.6 Isotopeneffekt

Durch sorgféltige Beobachtung findet man in vielen Metallen eine Abhdngigkeit von 7T, von der
lonenmasse M:

T.oc M mita ~ 0.5

Dies ist ein starker Hinweis auf die Bedeutung von Gitterschwingungen (Phononen) fiir die Su-
praleitung. Spater werden wir sehen, dal3 die Elektron-Phonon-Wechselwirkung zu einer attrak-
tiven Wechselwirkung zwischen den Elektronen fiihrt.

1.2 Elektrodynamik und Thermodynamik
1.2.1 Elektrodynamik in Kontinua (Exkurs)

Die mikroskopischen Felder e(r) und b(r) fluktuieren stark in der N&he der Ladungen des
Festkorpers, d.h. auf atomaren Langenskalen.
Die Felder geniigen den Maxwell-Gleichungen

dive =4mp, divb =0,
b 10e 4w, _10b

rot _EE“L?J’ rote——za.
Dabei ist z.B. p die mikroskopische Ladungsverteilung (miiRte quantenmechanisch fiir 1023 Elek-
tronen und Kerne bestimmt werden; zeitabhdngig wegen Gitterschwingungen etc.).
Oft ist folgendes Vorgehen sinnvoller (z.B. fur die Untersuchung langwelliger Anregungen im
Kristall):
Man mittelt tiber Volumina, die groB gegeniiber den atomaren Langen ( 10~8 cm) sind, aber klein
verglichen mit den L&ngen, auf denen makroskopische GroRen sich andern (z.B. Eindringtiefen
der Felder in den Supraleiter).
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Damit kommt man zu den makroskopischen Feldern:

(e) = E(r), (1.1)
(b) = B(r), (1.2)
(p) = pex—divP, (1.3)
G) = Jeat 68—}; + crot M. (1.4)

Dabei ist P die Polarisation (Dipolmoment pro Volumen) und M die Magnetisierung (magneti-
sche Dipoldichte). Gleichung (1.3) erhdlt man durch eine Multipolentwicklung und Gleichung
(1.4) durch Entwicklung des Vektorpotentials nach j.

c rot M bezeichnet man auch als Magnetisierungsstrom.

Die Felder

D = E+47P
H = B-4mM

sind nur noch durch die externen Quellen bestimmt:

divD =47pe;, divB =0,

10D A4, 10B
rot H — EE = ?J@(t, rot E + Eﬁ =0. (15)

Die wirksamen Felder E(r) und B(r) enthalten auch Beitrédge von Polarisation und Magnetisie-
rung.

Kraftdichte auf Testladung: K = pie«E + Lje« X B
Anderung der Felder implizieren Anderungen der Energie, die in Feld und Medium gespeichert
ist:

1
6W:—/d3r[E-5D+H-6B]
47

(folgtaus 6W = [ d*répg).

1.2.2 Anwendung auf Supraleiter

Betrachte einen Supraleiter in einem dufl3eren Magnetfeld, das durch Spulen erzeugt wird, die
unendlich weit von dem Supraleiter entfernt sind.

Vereinfachungen:

1) Die Polarisation von Supraleitern ist fast immer vernachléssigbar, d.h. P = 0 und somit
D =E.

2) Supraleiter sind i.a nicht magnetisch im eigentlichen Sinne, d.h. keine Dia-, Para-, Ferroma-
gnete (meistens realistisch).

11



Supraleiter H

Abbildung 1.11: Supraleiter in duerem Magnetfeld

In obiger Beschreibung sind eventuell auftretende Suprastrome? in rot M enthalten. Somit ist

js = crot M,

und H = B — 47M, wenn man zusdtzliche Magnetisierungseffekte vernachlassigt (d.h. M =
M,).

Weiterhin gelte im folgenden pe¢ = 0. AulRerdem sollen i.a. nur statische (oder niederfrequen-
te) Situationen betrachtet werden, so dal? die Zeitableitungen in den Maxwell-Gleichungen ver-
nachlassigt werden kdnnen:

4
divB=0, rotH="jo, H=B—4rM,. (1.6)
C

In einer solchen (typischen) Situation ist je: (Spulenstrom) manipulierbar, d.h. als unabhéngige
Variable konnen wir das von jeq in groRer Entfernung vom Supraleiter erzeugte Feld H(oo)
ansehen.

Typ-I-Supraleiter: 0 < H < H.: B=0und somit H = —4n M

-41tM A

-
Ll

He H
Abbildung 1.12: Magnetisierungskurve eines Typ-1-Supraleiters.

H > H.: (unmagnetischer) Normalleiter,d.h. H = Bund M =0

Bei H. macht die Magnetisierung einen Sprung.

Die Steigung der Magnetisierungskurve (Abb. 1.12) ist proportional zur magnetischen Suszepti-
bilitat x, genauer x = ﬁ Es liegt also perfekter Diamagnetismus vor.

2die z.B. ein angelegtes Magnetfeld abschirmen kénnen

12



1.2.3 Thermodynamik

Die Verhdltnisse im Supraleiter werden durch die Dichte der freien Energie F(r) bzw.

F(T,B) = lim % / d*rF(r)

V—o0o

beschrieben. Da in der freien Energiedichte vor allem der Beitrag interessiert, der im thermody-
namischen Limes V' — oo brig bleibt, konnen wir Oberflacheneffekte, z.B. das Eindringen von
Flu3, (zun&chst) vernachléssigen. Fur die Thermodynamik setzen wir daher:

0 im Supraleiter
H sonst

B(r):B:{

Wir haben daher, wenn wir das Volumen V als konstant annehmen

dF = —sdT + 2 H-dB

Dabei ist s die Entropiedichte und der zweite Term die elektromagnetische Feldenergie.

Den Gleichgewichtszustand fir vorgegebenes B und T erhdlt man durch Minimierung der frei-
en Energie. Nun ist aber nur H von aufien manipulierbar (Gber den Spulenstrom je). ES ist
deshalb zweckmadssig durch Legendre-Transformation zu einem neuen thermodynamischen Po-
tential (analog zur freien Enthalpie) tiberzugehen:

1
G(T)H) = F-—H-B
(’ ) 47T 7

dG = —sdT — iB -dH
47

Den Gleichgewichtszustand bei vorgegebenen &uRReren Stromen (d.h. H bzw. H(co) = H,,) und
T erhalt man dann durch Minimieren von G = [ d*rG(r).

Wir betrachten nun einen langen Zylinder in einem achsenparallelen Feld in z—Richtung: H(oo) =
H, = He,. Auf Grund der Symmetrie ist dann B = Be,.
Die Feldabhangigkeit des thermodynamischen Potentials erhélt man durch Integration:

G(T, H) = G(T, 0) — % / " B am

Im Normalleiter (ohne Magnetisierungseffekte) ist H = B, d.h.

1
(T, H) — G(T,0) = ——H?
G(T, H) = G(T,0) = ——
Im Supraleiter ist B = 0 (bis auf Oberflacheneffekte, die im thermodynamischen Limes ver-
nachlassigbar sind):
Gs(T,H) = G4(T,0).

13



Im Gleichgewicht zwischen den beiden Phasen bei H = H.(T) gilt:

Gn(T, Hc) = Gs(Ta Hc)

Somit ist )
G4(T,0) = G,(T,0) — —H?
(T,0) = Gu(T,0) = _H;
und man hat einen Gewinn an freier Energie
1
Fs(Ta 0) = Fn(T’ O) - 8_H62 (1.7)
™

—%HZ wird auch als Kondensationsenergie (pro Volumeneinheit) bezeichnet.
Setzt man dies in den Ausdruck fiir G,(T', H) ein, so folgt:

Gs(T,H) = G,(T, H) + 5 (H?> — H?)

Aus diesem Ergebnis kann man eine Reihe von Schlul3¢folgerungen ziehen:
e Der supraleitende Zustand ist fur alle Felder H < H, stabil, da G, < G, ist.

e Der supraleitende Zustand ist starker geordnet als der normalleitende Zustand, denn mit
s=—9| folgt: 1 o
T H)—s,(T,H)=—H_.T c

Ss( I ) Sn( ’ ) 47'(' C( ) 8T

Diese Gleichung entspricht gerade der Clausius-Clapeyron-Gleichung.

Dabei folgt %’;c < 0 aus dem typischen Verlauf von H.(T), vgl. Abb. 1.6.

<0

e Der Phaseniibergang vom normalleitenden in den supraleitenden Zustand ist von 2. Ord-
nung bei T, denn die latente Warme ¢ = —T'(s,, — s;) verschwindet bei T = T..

e Die spezifische Warme macht einen Sprung bei T:

2

H=0T=T. ~ 47 \ T

Ac:=c, — ¢,

Aufgabe 1: Zeige, dal? fur beliebige Felder und Temperaturen gilt:

OH,\? 0%H,
(W)*mwz

_T
G TN =

14



1.3 Phanomenologische Elektrodynamik (London, Pippard)
1.3.1 London-Beschreibung
Originalarbeit: F. und H. London, Proc. Roy. Soc. London A149, 71 (1935)

Wir gehen aus von den Maxwell-Gleichungen

div D = 47 pey, div B =0,
10D A4r, 10B

tH:—— — tE:———
ro c Ot + cJe(t’ ro c Ot

und den Verkniipfungen

D = E,
H = B-4rM,,

Jjs = crot My,

Jt = 0 im Supraleiter,

die wir im vorigen Abschnitt aus den experimentellen Beobachtungen abgeleitet haben.

Es stellt sich nun die Frage, wie j, mit dem elektomagnetischen Feld zusammenhéngt. In Nor-
malleitern gilt das Ohmsche Gesetz j = oE, aber im Supraleiter ist ja die Leitfahigkeit unendlich:
g = OQ.

Wir betrachten zundchst hypothetische freie Elektronen ohne Reibung. Deren Dichte sei n,. Die
Bewegungsgleichung lautet dann:

mv = eE und Js = nsev

Hieraus erhdlt man die sog. 2. Londonsche Gleichung

d's S 2
% — n,ev = "nj E (1.8)

mc

Setzt man diese Gleichung in rot E + 228 = 0 ein, so folgt daraus 2 (rotjs 4 mac? ) = 0.
Somit ist also in einem idealen Leiter die GroRe rot js + nse’ B (zeitlich) konstant.

mc

Ein Supraleiter ist aber mehr als nur ein idealer Leiter. Deshalb postulierten F. und H. London,
dal

2
rotj, + 25 B =0 (1.9)
mc

Diese Beziehung wird auch 1. Londonsche Gleichung bezeichnet.
Mit B = rot A folgt rot (js + %A) = 0. Da bei Verwendung der sog. London-Eichung

div A = 0 wegen der Kontinuitdtsgleichung div j = —%‘%& auch die Divergenz des Arguments
verschwindet, erhdlt man die London-Gleichung
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nge?

Js=—"7-A (1.10)

mc

Nebenbemerkung zum quantenmechanischen Stromdichteoperator:

Der Stromdichteoperator im Supraleiter hat die Form J(r) = e >, £ [pa — ¢A(rs)] 6(r — ra).
Der Ausdruck =[...] ist dabei gerade die Geschwindigkeit des a—ten Elektrons. Der Erwar-
tungswert j(r) = (J) = j, + ja 18Rt sich in zwei Teile aufspalten, ndmlich in den para-
magnetischen Strom j,(r) = e ", =(pa)d(r — ro) und den diamagnetischen Anteil j4(r) =
— & AX)(Y, d(r — 1)) = —<2A(r), wobei n = (3", §(r — r,)) die mittlere Teilchendichte

im homogenen System ist. Im Normalzustand mit Reibung wird j4 durch einen Anteil von j,
kompensiert, wahrend der Rest das Ohmsche Gesetz liefert. Im Supraleiter gilt j; = j (s.0.).

Aus der London-Gleichung folgt der Meissner-Effekt. Um dies einzusehen, wollen wir zunédchst
wieder von stationaren Verhaltnissen ausgehen, d.h. alle Zeitableitungen verschwinden (2 - - - =
0). AuBerdem sei je: # 0 nur im Unendlichen, d.h. wir geben wieder Randbedingungen fur H
im Unendlichen vor.

Aus den Maxwell-Gleichungen folgt dann

rot H=10
und somit, wegen H = B — 47 M,
4,
rot B = —j;
C

Mit der London-Gleichung ergibt sich dann

2

me .
rot j, =

B:_n e? " 4mn,e?
S S

rot (rot B) = \2AB

wobei wir die aus der Vektoranalysis bekannte Beziehung rot(rot B) = grad(div B) — AB und
die Maxwell-Gleichung div B = 0 benutzt haben.
Somit geniigt das Magnetfeld der Gleichung

B = \2AB (1.11)

wobei

2
9 mc

AL

= Arnge? (112)

die sog. Londonsche Eindringtiefe ist.

AuRerdem gilt auch noch j, = A2 Aj,, wie man leicht nachpriift (Ubungsaufgabe).

Die London-Theorie ist vollstandig durch einen Parameter bestimmt, namlich Az, bzw. die Elek-
tronendichte n;.

Beispiel: Halbunendlicher Supraleiter (siehe Abb. 1.13)
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Abbildung 1.13: Halbunendlicher Supraleiter

Das Magnetfeld H = He, sei konstant und zeige in z-Richtung. Somit ist aus Symmetrie-
grinden B = B(z)e,. Wir wissen bereits, dafl auRerhalb des Supraleiters B(z) = H ist. Im
Supraleiter gentigt B(z) der London-Gleichung B(z) = A2 B”(z). Als Losung erhélt man daher:

H firz <0
B(z) =
(2) {Hez/'\L firz > 0

Dieses Ergebnis zeigt deutlich, warum Ay, als Eindringtiefe bezeichnet wird.

A B(2)

Abbildung 1.14: Eindringtiefe Ay,

Aufgabe 2: Betrachte das analoge Problem fiir einen supraleitenden Streifen endlicher Breite L.

Das Magnetfeld erzeugt einen Suprastrom in der Oberfldche des Supraleiters, der es abschirmt.
In diinnen Schichten oder kleinen Kdrnern (mit typischen Ausdehnungen < Ap) ist der Meissner-
Effekt unvollstéandig, d.h. dort gilt nicht B = 0 im Supraleiter.

Ein experimenteller Fit fir Az, ergibt, da fur Tl 2 1/2 in guter N&herung gilt
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d.h. 320 s oo fiir T — T... Weiterhin folgt

AL(0)
= (z)

und somit Z((g)) —0firT — T,

1.3.2 Pippard-Beschreibung

In die London-Beschreibung geht nur ein Parameter ein, Ay bzw. n,. Dies reicht i.a. nicht

aus, um alle Experimente zu fitten. Pippard schlug deshalb vor (auf Grund von Analogien zum

sog. anomalen Skin-Effekt3, die lokale London-Gleichung 2 s = A%A auf eine nicht-lokale
L

Beziehung zu verallgemeinern:

4% (Us)s = _/dgrlKij(l‘ — 1) 4;(1')

Etwas kompakter 1aR3t sich obige komponentenweise Darstellung in Matrixform darstellen:

4
M= —K %A (1.13)
C

wobei K die Matrix mit den Komponenten K;; ist und ’«’ fiir die Matrixverallgemeinerung des
Faltungsprodukts f « g = [ dyf(z — y)g(y) steht.

Die Idee beim Pippardschen Ansatz ist, daR die (gepaarten) Elektronen tber einen Abstand &,
korreliert sind, die sog. Pippard-(BCS)-Koharenzlange. Dies bedeutet, dal’ der Suprastrom bei
r auch noch das Vektorpotential in einer Entfernung &, spirt. Suprastrome haben also eine
gewisse Steifigkeit, denn auch wenn sich A(r) schnell &ndert, &ndert sich j, durch die Mittelung
uber einen Bereich der Ausdehnung &, nur relativ langsam.

Bei verunreinigten Supraleitern wird die Korrelation zwischen den Elektronen gestort, wenn die
mittlere freie Weglédnge [ kleiner als &, wird. Dies motiviert den Pippardschen Ansatz

1 3 RR] fR/ro

K.
”(R) )\2 471'&) R4
mit R = |r — r'| und
L 1,1
ro  &o

Diese spezielle Form wird durch Pippards Betrachtungen zum anomalen Skin-Effekt nahegelegt.
Man erhélt die sog. Pippard-Gleichung

4r . 1 3 i R
G = R.A /ro, 1.14
c ( s)z )\% 471'&) /d R4R ( ) ( )

SErgédnzung: Anhang mit kurzer Zusammenfassung zum Skin-Effekt.
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die nun von zwei Parametern* abhangt, namlich n, und &,.
Eine Vereinfachung ergibt sich durch Fourier-Transformation

B = o Y dae,
AW = 5 Algen

Wir nehmen nun an, dall g L A und somitauch q L j,. Ist speziell A = Ae, und q = ge,, SO
folgt j,(q) = — =K (q)A(g) mit K(q) = [ d*Re™"*RK,,(R) mitq - R = gz. Das Integral IaBt
sich explizit berechnen und man erhélt

13 To 1 9
K@ =—-—— t 1 - :
)= 3285 Ty om0+ o) =]
Welche notwendige Bedingung muB K (q) erfiillen, damit man in dieser Beschreibung den Meissner-

Effekt erhalt ?
Betrachte die London-Eichung div A = 0. Somit ist (s.0.) AA = —rot (rot A) = —rot B und

4
AA = —rot (H+ 47M,) = _%(je(t +Js)-

Nach Fourier-Transformation erhdlt man hieraus

P Al6) = T jou ~ K(4)A(0)

und somit im Supraleiter
4z
< Jext
Alg) = ———.
@ 7+ K(q)
Eine solche Gleichung hat im Ortsraum eine exponentiell abfallende Losung (entsprechend dem
Meissner-Effekt, d.h. Supraleitung), wenn K (¢ — 0) # 0. Die Bedingung fur den Meissner-
Effekt in der Pippardschen Beschreibung lautet daher

lim K (q) # 0,

qg—0

d.h.in j(q) = —=K(q)A(g) muR K(0) # 0 sein.

Speziell fur den Pippard-Ansatz (1.14) gilt: K(¢ — 0) = g = 5z Mit
L

1+ &

A=AL ]

(1.15)

“4Eigentlich von drei, aber wir wollen [ als eine Materialkonstante ansehen, die keinen direkten EinfluB hat.
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Im folgenden wollen wir zwei Grenzfalle betrachten:

1) rog K Al

Dies ist z.B. fur kleine Kohadrenzlange, starke Verunreinigungen oder nahe T, erfullt. Im Pip-
pardschen Ansatz erhalt man fiir gro < 1: K(q) — 57 ”’(1 + O(gro)?) Damit folgt 2j,(q) =

—32A(q) und im Ortsraum “Tj,(r) = —55A(r). Man erhdlt also wieder den Londonschen
Fall mit einem lokalen Zusammenhang zwischen Suprastrom und Vektorpotential zuriick. Man
beachte aber die Reduktion von Az, zu A. Dieser sog. Londonsche Grenzfall geht fiir reine Supra-
leiter (I — oo) in die London-Theorie Uber.

2) To > Al

Dies gilt fir saubere Supraleiter oder T’ < T.

Der Pippardschen Ansatz liefert fur gro > 1: K(q) — /\%_T unabhéngig von I. Ein experi-
menteller Fit (Pippard) ergibt® &, ~ 0.15,:2’;6. Spéter werden wir im Rahmen der BCS-Theorie
finden, daB &, ~ 0-1812;)—%- In reinen Supraleitern ist i.a. & > A, der sog. Pippard-Grenzfall.

Eine Ausnahme bilden aber z.B. die Hochtemperatur-Supraleiter, wo typischerweise &, =~ 20 A
und A ~ 2000 A (London-Grenzfall) in der Nahe von T, ist, wo X divergiert.

1.4 Ginzburg-Landau-Theorie

Die London-Pippard-Beschreibungen sind etwas zu simpel, um rdumlich inhomogene Supralei-
tung, z.B. partielles Eindringen von Magnetflu3 in Typ-I1-Supraleitern, zu beschreiben. B kann
in der London-Theorie zwar variieren, nicht aber die supraleitende Dichte n.

z

Abbildung 1.15: Ortsabhéngigkeit von B und n, in der London-Theorie.

Ein etwas anderer phdnomenologischer Ansatz von Ginzburg und Landau (1950) fiihrt etwas
tiefer und erlaubt die Beschreibung inhomogener Supraleiter. Der Ansatz gilt fur 77 < T, und
wird durch die mikroskopische Beschreibung und die Experimente bestétigt.

Fur T < T, geht der Supraleiter in einen geordneten Zustand Uber (Kondensation). Dieser
geordnete Zustand wird beschrieben durch einen

komplexen Ordnungsparameter ¢ (r) mit |4(r)|” = n*(r)

5d.h. typischerweise ist & = 103 — 104 A.
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wobei n*(r) die Dichte der Cooperpaare ist, d.h. die Dichte der an der Supraleitung beteiligten
Elektronen ist n(r) = 2n%(r).

Bemerkung: (r) beschreibt als makroskopische Wellenfunktion die Gesamtheit der konden-
sierten Elektronen als einen Korper oder Teilchen, den man oft auch als makroskopischen Quan-
tenkdrper bezeichnet, im Gegensatz zur mikroskopischen Wellenfunktion 4 (r1, ..., ry) fur die
N Elektronen.

Die Wellenfunktion fur ein Cooperpaar hat folgende Gestalt:

U(R)2(r) [ T4) — [ I1)]

Der Faktor ¥(R) beschreibt die Schwerpunktskoordinate R, der Faktor ®(r) hangt nur von der
Relativkoordinate r der beiden Elektronen ab und der letzte Faktor ist die Spinfunktion, wobei
es sich bei Cooperpaaren um Spinsingletts handelt.

®(r) beschreibt die innere Struktur eines Cooperpaares, charakterisiert durch zwei mikroskopi-
sche, temperaturunabhédngige Langen (siehe Abb. 1.16): Die Pippard-BCS-Kohéarenzlange &, ist
so etwas wie die “Ausdehnung eines Cooperpaars” (z.B. 1000 A) und 1/kg ist ein MaR fir den
Abstand zweier Elektronen (z.B. 1A).

ke

==

Abbildung 1.16: Wellenfunktion ®(r) und deren charakteristische Langen 1/k und &,.

Spater werden wir sehen, da im Supraleiter eine makroskopische Anzahl von Elektronenpaaren
in denselben Zustand ¥(R.) fur die Schwerpunktskoordinaten “kondensiert”.

Wir erwarten zwei makroskopische Langenskalen (siehe Abb. 1.15):

1) Die Eindringtiefe des Magnetfeldes A o< 1/,/n,, die bei T, divergiert, da dort n, gegen 0 geht
2) In der Ginzburg-Landau-Theorie kommt noch die Ginzburg-Landau-Kohérenzldnge hinzu:
£ o 1/ /my.

Fur T — T, verschwindet die Dichte n, der supraleitenden Elektronen und somit auch der
Ordnungsparameter 1. In der N&he von T, kann man daher die freie Energie nach dem Ord-
nungsparameter entwickeln:

1
Foo = Fno + aly[” + bly[* (1.16)
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wobei F,, die freie Energiedichte ohne Feld im Normalzustand ist. Dies entspricht der Landau-
Entwicklung fur Phaseniibergdnge 2. Ordnung, bei der die freie Energie als Funktional eines
Ordnungsparameters betrachtet wird.

Allgemein hat ein Ordnungsparameter folgende Eigenschaft:

# 0 im geordneten Zustand

Ordnungsparameter _
=0 im ungeordneten Zustand

In der Regel entspricht der geordnete Zustand dem Tieftemperaturlimes und der ungeordnete Zu-
stand dem Fall hoher Temperaturen. Aufl3erdem gilt, dal der Ordnungsparameter bei Anndherung
an T, verschwindet.

Im Fall der Ginzburg-Landau-Theorie ist der Ordnungsparameter (r) eine komplexe Funktion.
Die Koeffizienten a und b in (1.16) sind phdanomenologische Konstanten, die aber i.a. von der
Temperatur abhangen. Folgende anschauliche Interpretation liegt nahe:

an entspricht der potentiellen Energie einzelner Paare;

%bn;‘2 entspricht der Wechselwirkungsenergie des Kondensats.

Ohne Felder ist ¥ ortsunabhéngig. Mit Feldern sollte es in Analogie zur Schrodingergleichung
einen kinetischen Term 271n,* V|2 geben, der “gléttende” Wirkung hat. Mit Vektorpotential B =
rot A hat der kinetische Term dann die Form -1 |(V — £ A)s|?, wobei wir & = 1 gesetzt
haben. m* und e* sind die effektive Masse und Ladung der an der Supraleitung beteiligten
Teilchen. Experimentell findet man m* = 2m,. und e* = —2e, was ein starker Hinweis darauf
ist, daB die Supraleitung tatséchlich auf Elektronenpaare zuriickzufiihren ist.

Die volle freie Energiedichte ist also gegeben durch
(1.v - e—A) ¥
1 C

1
=F,——B-H= H).
Gs s 47T H GS( )

2

+_—B? (1.17)
8T

1
Fyo = Foo + a9 " + S0l + 5

und die Enthalpie

Die Gesamtenthalpie bzw. -freie Energie sind dann durch G = [d*rG, und F = [ d3rF,
gegeben.

Die thermodynamische Stabilitdt verlangt nun, dall G, minimal wird, denn G, ist als Funktion
des manipulierbaren &ufleren Feldes H das relevante Potential. Unsere Variationsgréfien sind
¥(r) und B(r) als Reaktionsfeld auf das vorgegebene H, wobei wir auf Grund der Nebenbedin-
gung B = rot A auch nach dem Vektorpotential A (r) variieren kénnen.

Die Variation nach ¢*(r) (d.h. 6G/é¢*(r) = 0)° liefert

2m* \ 1 c

= (Gv-SA) v+ +imPm 0 @

6Statt nach (r) kann man auch nach «*(r) variieren.
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und die nach A(r) (d.h. 6G/6A(r) = 0) ergibt

irot (B—H) = j(r), (1.19)

mit @) = = (d}* (%V—%A)@b—i—dz(%V—%A) ¢*). (1.20)

2m*

Die erste GL-Gleichung (1.18) hat die Form einer nichtlinearen Schrodingergleichung. Der
Strom j,(r) in (1.18) ist der Suprastrom und der entsprechende Ausdruck hat die aus der Quan-
tenmechanik bekannte Form des Stromdichteoperators:

et 6*2

(Y*Vy —9VyT) —

js = Aly2. (1.21
Js(r) Sy . Y. (1.21)

Die 2. GL-Gleichung (1.19) entspricht gerade der Materialgleichung j, = ¢ rot M, von friiher,
dajaB = H+4rM,. Darot H = #Tje und jeq = 0 im Supraleiter, folgt .Srot (B—H) = j,(r).
Die Ginzburg-Landau-Gleichungen sind zu erganzen durch Randbedingungen auf der Oberflache
des Supraleiters, d.h. an der Grenzschicht zwischen Supraleiter und Isolator:

a) n- ((%v - e—c*A) ¢) =0, (1.22)
b) nx (B—H)=0 (1.23)

auf der Oberflache mit Normalenvektor n.

Aus a) folgt sofort n - j, = 0, d.h. der Suprastrom kann nicht aus dem Supraleiter heraus fliel3en.
Da auBerhalb des Supraleiters B = H ist, ist b) die Stetigkeitsbedingung fir die Tangentialkom-
ponente von B (Bem.: Hiag ist immer stetig.).

Im folgenden wollen wir die Losung der Ginzburg-Landau-Gleichungen in drei einfachen Fallen
untersuchen. Diese Betrachtungen werden einen Hinweis auf die physikalische Bedeutung der
Parameter a und b geben.

(¢): Keine duReren Felder und % konstant, d.h. A = 0 und V¢ = 0:
Dann ist auf Grund der 1. Ginzburg-Landau-Gleichung entweder ¢ = 0 oder |¢|*> = —£.
Die Losung ¢ = 0 entspricht dem Normalzustand mit Fy; = Fy,. Im Fall [¢[> = — ¢ ergibt

sich: )
a 1 a\ 2 la
=) + 50 () =R
otal=y) 307y 07 9%
Somitist F, < F,, falls b > 0 ist. Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Kondensati-
onsenergie F, = F,, — ;= HZ, so folgt:

(1,2

H? = 477 (1.24)
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Aus Stabilitatsgriinden muB also b > 0 sein’.

Wir nehmen nun an, da b(T") = b > 0 konstant ist. Diese Annahme ist in der N&he von T,
gerechtfertigt. Damit unterhalb von T, eine nichttriviale Losung (Supraleitung) moglich

ist, folgt
>0 (T>T.)
a(T){=0 (T=T.)
<0 (T'<T
In der Ndhe von T, macht man daher folgenden Ansatz (z.B. im Sinne einer Entwicklung):
a(T)=ay- (T -T,) (1.25)
Daraus folgt H. o< T, — T', also H, linear fur T < T. Dies ist experimentell gut bestétigt.
AulRerdem:
T >T,
m(T) = -2 = o ( g c)
T(Tc - T) (T ~ TC)

(#7): Rdumliche Variation von ¢ in einer Dimension fur A = 0:

— o (2) + () + B () () = O,

wobei ' die Ableitung nach z bezeichnet. Fiir z — oo sei |1 |> = —%, d.h. asymptotisch,
haben wir den Fall homogener Supraleitung aus (z).

Wir fiihren nun einen dimensionslosen Langenparameter z := % ein mit

1
v/ 2m*|al

die Ginzburg-Landau-Koharenzlange®. Nahe T, ist &(T) o |T — T,|7'/2, da o(T)
(T, — T). € ist die Langenskala, auf der ¢ variiert. Mit 7]1(;;) = % erhdlt man die
dimensionslose Ginzburg-Landau-Gleichung

£(T) = (1.26)

d o s
P9 =0.

(73¢): R&umliche Variation von A bzw. B:
Betrachte die Situation wie in Abb. 1.13. Das Vektorpotential sei A = A(z)e, mit der
London-Eichung div A = 0. Fir z — oo sei wieder |1o,|> = —$%. In der 1. Ginzburg-

Landau-Gleichung fallen Terme wie A - V¢ und V - Ay weg, weil z.B. V¢ || e,. Es
bleibt:

£\ 2
o (W -(%) Az) ¥+ o+ bl(2)Pu(z) = 0.

’Gilt auch allgemein, da sonst wegen des Terms b|y|* das Minimum von F nicht existiert.
8Diese ist i.a. verschieden von der Pippard-Kohédrenzlinge.
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Da es sich um eine Differentialgleichung mit reellen Koeffizienten handelt, kann man
0.B.d.A. % reell wéhlen. Der Strom ergibt sich dann zu

e*? 240 __© 1 2A
CjpPa=—-C (%)

v
Yoo
und reproduziert die London-Gleichung, falls die z—Abhéngigkeit von || vernachléssigt
werden kann, d.h. [¢|? = % bis an die Oberflache. Die Eindringtiefe ist gegeben durch

m*c b
TY=4]——=4/— 1.27
A(T) V 4mex2\/ |af (1.27)

d.h. \(T) (T, — T)~*/2 nahe T...
Die beiden Parameter a und b kdnnen somit durch die meRRbaren GroRen H.(T') und A(T')
ausgedrickt werden.

js:_

Es gibt also zwei relevante Langen, die Kohédrenzlénge £ und die Eindringtiefe A. Im folgenden
wird sich zeigen, dal’ deren Verhaltnis

_XMT) _me [b 2V2e

CET) e Von c

H(T)\(T),  (1.28)

der sog. Ginzburg-Landau-Parameter, fiir das \erhalten eine ganz entscheidende Rolle spielt.

1.5 Typ-lI-Supraleitung, FluBgquantisierung
1.5.1 Oberflachenspannung zwischen Supra- und Normalzustand

Typ-I-Supraleiter zeigen einen Phaseniibergang 1. Ordnung bei H.(T'). Somit ist dort eine Koexi-
stenz von Normalleiter und Supraleiter mdglich. Dies geht nicht bei Phaseniibergang 2. Ordnung,
da dort der Ordungsparameter — und damit der Unterschied zwischen den Phasen — verschwindet.
Im folgenden definieren wir bei Koexistenz die sog. Bulk-Enthalpiedichte® G, = G,, =: Gg. Im
Falle ebener Oberflachen zwischen den beiden Phasen gibt die Oberflachenregion einen Extra-
beitrag zum thermodynamischen Potential:

g == GBV + ’}/LzLy

mit der Oberflachenspannung

)= f " (@) - Ga)d, (1.29)
wobei
2 . 2 _ 2
-0 g () + (C) o e 0
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Oberflaechenregion

Abbildung 1.17: Zur Definition der Oberflachenregion.

L, und L, bezeichnen die linearen Ausdehnungen der Grenzflache.
Wir gehen nun wieder zu dimensionslosen Gréf3en Uber:

A PP C))
"9 T A6

Der Integrand in (1.29) 4Rt sich nun durch die reskalierten GroRen ausdriicken:

(@)~ Gaz = (‘f”) 2 (A9)" 9+ 53+ LB —1)}& A iz

Man sieht, dal3 der Parameter « das Verhalten der Oberflachenspannung beeinfluf3t.

Eine grobe Abschatzung der Oberflachenspannung erhalt man aus dem Vergleich des Verlustes
an Kondensationsenergie &Z<
FluR an der Grenzschicht:

B dA 12
\H,’ d?  kH,

87

He \H: _HX

T 6 87r 8w

Solange v > 0 ist das Zweiphasensystem mit flacher Oberflache stabil, d.h. ein Minimum des

thermodynamischen Potentials G. Fir grofle « wird jedoch v < 0. Dann I&Bt sich G durch

eine spontane Vermehrung von Grenzschichten zwischen Supra- und Normalzustand absenken°.
Diesen Fall bezeichnet man dann als Typ-I1-Supraleitung.

Eine genauere Rechnung (siehe z.B. Landau/Lifshitz, Band 1X) ergibt einen Vorzeichenwechsel

bei k = 1/+/2:

9Mit Bulk bezeichnet man das Innere des Systems, wo keine Randeffekte mehr spiirbar sind.
10Man beachte, daR obige Berechnung von , bei der von einer flachen Oberfliche ausgegangen wurde, zu modi-
fizieren ist.

(1-k)
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x
A

= v>0 = Typ-I-Supraleitung,

x
Vv

Sl -

== v<0 = Typ-llI-Supraleitung.

AuBerdem gilty ~ 1.89 £ firk < 1undy ~ 1.10 A firk > 1

1.5.2 Typ-lI-Supraleitung

Typische Typ-11-Supraleiter sind Niob, Vanadium, Legierungen und die Hochtemperatursupra-
leiter. So hat z.B. YBa,Cu30- einen Ginzburg-Landau-Parameter von x ~ 82.

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, daf es fiir & > 1/4/2 giinstig ist, sehr viele Oberflachen
zu bilden, da dabei Oberflachenenergie gewonnen wird.

Abb. 1.18 zeigt das typische Verhalten der Typ-l1-Supraleiter. Es bilden sich N Fluf3linien,
die man auch als FluBschlauche, Wirbelfaden oder Vortices bezeichnet, aus, in die Magnetflu}
eindringt. Diese normalleitenden Bereiche durchziehen den Supraleiter. Sie bilden aus ener-
getischen Griinden ein Dreiecksgitter'?, denn zwischen den FluRlinien existiert eine abstoRende
Wechselwirkung. Jede FluRlinie enthélt genau ein FluBquant ¢y = whc/e.

\/

Flusslinien

Abbildung 1.18: FluRliniengitter von der Seite (links) und von oben. Man erkennt die Dreiecks-
struktur.

Experimentell kann man die FluR3linien mit Hilfe der sog. Dekorationsmethode (Tréuble und Ess-
mann, 1967) sichtbar machen. Dabei wird die Oberfldche der Supraleiter mit ferromagnetischen
Teilchen (Durchmesser etwa 100 A) bestreut, die sich dann an den Stellen hoher FluRdichte, d.h.
dort, wo die FluB3linien die Oberflache der Supraleiter durchstossen, ansammeln.

Fur die Enthalpie gilt:

= H
g:_f;:__/BdV:FSV—FeLN—FW——¢0LN-
e 8w

1Die Mittelpunkte der Dreiecke bilden ein Sechseckagitter.
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Dabei ist € < v und W bezeichne die Wechselwirkung zwischen den FluRlinien. eLN + W ist
dann gerade der Verlust an Kondensationsenergie und %QSOLN der Gewinn an Feldenergie durch
das Ausbilden der Vortices.

Beim Typ-I-Supraleiter dringt das Magnetfeld bei H. schlagartig ein. Bei Typ-11-Supraleitern
beginnt das Eindringen von Fluf} bei einem unteren kritischen Feld H.;, < H,. Es gilt aber
weiterhin G,, > G,, die Normalphase wird durch die Oberfldche Supraleiter - Normalleiter
stabilisiert.

Fur genau eine FluBRlinie (IV = 1) ergibt sich:

g:GsV+(e—H—¢O)L.
47

DannistG < G,V, falls
4me

> -
H>H,4 o0
Eine andere einfache Abschédtzung von H., erhdlt man folgendermaRen: Das Feld im normallei-
tenden Kern ist gleich dem &uferen Feld H,;. Das Feld reicht die Strecke A in den Supraleiter
hinein. Jeder (zylindrischen) FluRlinie entspricht daher der FIuR wA\2H,,. Dieser ist beim er-
sten Eindringen gerade gleich einem FluBquant ¢, da ja in jeder FluR3linie genau ein FluBquant
steckt. Somit erhdlt man die Abschdtzung

~ P

Zwischen den Feldern H,; und H,, existiert ein gemischter Zustand, die sog. Shubnikov-Phase.
Bei H., schrumpft der Volumenanteil der supraleitenden Phase auf Null. Der Phaseniibergang
bei H., ist von 2. Ordnung.

H) -ATiM A

Normalleiter

Shubnikov:

|

T T He, He He, H

Abbildung 1.19: Phasendiagramm eines Typ-11-Supraleiters (links) und dessen Magnetisierungs-
kurve (rechts). Die gestrichelten Linien zeigen die Kurven fir einen Typ-1-Supraleiter.
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Bei der Berechnung von H., nutzt man aus, daf in der N&he der Ordnungsparameter || sehr
klein ist. Damit lautet die Ginzburg-Landau-Gleichung ndherungsweise

. N2
! (z — e—A) Y = |a|y.

2m* \ 1 c

Dies entspricht gerade einer Schrodinger-Gleichung fir ein freies Elektron in einem Magnetfeld
mit Eigenwert |a|. |a| muB also mindestens so grof3 sein wie die Grundzustandsenergie E,. Aus
der Quantenmechanik ist bekannt, da F, = %wH, wobei wg = % die Zyklotronfrequenz ist.
Daraus ergibt sich H < =<

He = \/§K'Hc

(Abrikosov, 1952). Man sieht, daf3 bei xk = 1//2 gerade H,, = H, = H,, wird, d.h. dort findet
der Ubergang zum Typ-I-Supraleiter statt. Dies ist natiirlich konsistent mit unseren friiheren
Betrachtungen.

AbschlieRend soll noch kurz der Einfluf} von Verunreinigungen diskutiert werden. Eine mikro-
skopische Theorie ergibt, daB A ~ 1/+/7 und & ~ +/1, wobei [ wieder die mittlere freie Wegldnge
bezeichnet. Somit ist also k ~ 1/1. Man sieht, daR bei Anwesenheit genigend vieler Verunrei-
nigungen, d.h. kleinem [, aus jedem Typ-I-Supraleiter ein Typ-11-Supraleiter wird.

1.5.3 FluRquantisierung

Wir betrachten eine einzelne FluRlinie (siehe Abb. 1.20). Weit entfernt sei [4|? = |¢|? = n?
konstant. Wir schreiben dann ) = ||e**®) und der Suprastrom ist

§ar) = —n <v¢ - e—A) .
m C

[ >

Abbildung 1.20: Eine einzelne FluRlinie.

Diesen Ausdruck integrieren wir nun langs eines Weges C im Supraleiter, aber weit entfernt von
der FluBlinie: §,dr - A = --.. Wir nehmen dabei an, daf +(r) eindeutig ist, d.h. bei einem
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Umlauf @ndert sich die Phase ¢ um 27n mit ganzzahligem n:

%dr-ngz%m

c

und somit

. e* e*?
Js -dr = —n2mn — n, | rot A . df.
c m

m*c

Dabei ist [ rot Adf gerade der FIuR ®. Da der Weg C tief im Supraleiter verlauft, ist j, = 0 und
somit folgt

2mhe

e*

P = nq§0 mit ¢0 =

Messung bestatigen, daR e* = 2e und somit ¢y = 2.068 - 10 15V s.
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2 Mikroskopische Theorie der Supraleitung

2.1 Allgemeine Formulierung

Eine mikroskopische Theorie geht von den grundlegenden dynamischen Gleichungen der Quan-
tenmechanik und statistischen Physik aus. Man mul} daher zunéchst einen geeigneten Hamilton-
Operator formulieren. Hierzu legen wir folgende Modellvorstellung zugrunde: Wir haben es mit
einem System aus ca. 102 Elektronen/cm? zu tun, die miteinander und mit dem Gitter (Phono-
nen) wechselwirken.

Wir werden den Hamilton-Operator nicht im Detail ableiten, sondern nur einige Bemerkun-
gen zu seiner Begrindung machen. Seit der Entdeckung des Isotopeneffektes (1950) weil3
man (Frohlich, 1950), dal? die Elektron-Phonon-Wechselwirkung wichtig ist. Man kann zeigen
(Frohlich, sowie Bardeen und Pines, 1955), daB die Elektron-Phonon-Wechselwirkung zu ei-
ner attraktiven Wechselwirkung von Elektronen nahe der Fermikante fiihrt (siehe Anhang A.1).
Diese attraktive Wechselwirkung kann zu gebundenen Paaren von Elektronen fiihren (Cooper,
1957), siehe dazu die folgende Ubungsaufgabe “Das Cooper-Problem”. Dies deutet darauf hin,
dal? gebundene Paare von Elektronen eine Rolle spielen. Anzeichen dafiir haben wir ja auch
schon im Rahmen der Ginzburg-Landau-Theorie gefunden.

Aufgabe 3: Das Cooper-Problem

Wir betrachten die Wellenfunktion ¢(ry, o1; ra, 02) Zweier Elektronen, die sich in einem Singlett-
zustand befinden. Wir wollen annehmen, dal3 der Schwerpunkt R. der beiden Elektronen ruht.
Daher gilt:

Y(r1,01;T9,09) = (11 — r3)x(01, 02)

mit x(o1, 02) = —x(02,01). Damitist ®(r; — ry) eine gerade Funktion. Weiter nehmen wir an,
daR der Grundzustand ein s—Zustand ist, d.h. ®(r; —rs) = ®(|ry —r2|). Weiterhin sei v(r; —rs)
ein attraktives Potential, verursacht z.B. durch die Elektron-Phonon-Wechselwirkung.

a) Zeige, dal} die Schrddinger-Gleichung in Impulsdarstellung die Form

(E - 27:;2:;) B(k) = / %Vk,k@(k')

hat, wobei (mitR =r — r)

Bk - i Ak = .
®(r) :/(QW)gq)(kl)ek ) v(R) :/va,kfe(k K)R,

b) Begriinde die Annahmen:

27,2
hkj
2m

—g falls ep <
0 sonst

d(k)=0 furk <kr und Vigx, = { <ep+hwp (j=1,2)

c) Zeige, dal ein gebundener Zustand mit Energie £ (und Bindungsenergie A = 2ep — F)
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existiert, falls

rthen N (¢)de
1= 2.1
o[ R 2.1)

wobei N (e) die elektronische Zustandsdichte (pro Spinrichtung) ist.

d) Zeige, dal fir beliebig kleines g immer eine Lsung von (2.1) existiert, falls N(er) # 0 ist.
e) Essei N(e) = N(ep) fir ep < € < ep + hwp. Zeige, dal die Bindungsenergie durch

F

e—2/9N(er)
A = 2D SN
gegeben ist. Dies vereinfacht sich im Fall schwacher Kopplung zu

A = 2hwpe 2/9N(er) (2.2)

Man erkennt die wesentliche Singularitét als Funktion der Kopplungskonstanten g. Ein solches
Ergebnis 4Rt sich daher nicht mit einer Stérungsentwicklung herleiten.

2.2 Die lIdee von Bardeen, Cooper und Schrieffer

Die Uberlegungen aus Abschnitt 2.1 legen folgenden Hamilton-Operator als Ausgangspunkt ei-
ner mikroskopischen Beschreibung der Supraleitung nahe (Bardeen, Cooper, Schrieffer 1957;
Gorkov 1958):

Ho= X [ erule) (<5, ) v
= X [ar [@rueleme - Ene - @3

Dabei erzeugen (bzw. vernichten) die Feldoperatoren®? 4} (r) (bzw. 1, (r)) ein Elektron mit Spin
o am Ort r. Die Feldoperatoren geniigen den ublichen fermionischen Antivertauschungsrelatio-
nen?

[$(r), %o (x')] |, = 500 (x — 1).
Der erste Term in (2.3) entspricht der kinetischen Energie und enthélt auch den chemischen
Potentialterm. Der zweite Term stellt die Wechselwirkung zwischen den Elektronen in 2. Quan-

tisierung dar.
Fur das folgende ist es zweckmadssig, mittels

’(r/}o' (I‘) = % zk: Ckgeik", Cke = % Ld?)r L/Ja(r)e_ik"

12Wir benutzen hier die 2. Quantisierung.
13Alle anderen Antikommutatoren verschwinden.
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(2 bezeichnet das Volumen) die Fourier-transformierten Operatoren c;‘w (bzw. ¢y, ) einzufiihren,
die ein Elektron mit Spin ¢ und Wellenvektor k erzeugen (bzw. vernichten)!4. Diese gentigen
den Antivertauschungsrelationen

T _
[cko" Cx/g! 4 — Ug,0! 5k,k’-

Der Hamilton-Operator (2.3) lait sich durch die Fourier-transformierten Operatoren folgender-
malen darstellen:

H= E EkaaCka+ E E ck qack,+qa,ck:g/ck,, (2.4)

oo’ kk',q

mit
k2 ~ 3 iq-T
€ = - L, o(q) = [ d°rv(r)e'?r,

2m

wobei wir i = 1 gesetzt haben. ey ist die Bandenergie relativ zur Fermikante, das chemische
Potential u steuert die Teilchenzahl.

Eine Behandlung des allgemeinen Operators (2.3) bzw. (2.4) ist sehr schwierig. Deshalb ver-
einfachten Bardeen, Cooper und Schrieffer die Wechselwirkung V. Fir den Phaseniibergang
vom Normalleiter in den supraleitenden Zustand ist nur die Existenz einer attraktiven Wechsel-
wirkung ausschlaggebend, ihre genaue Form spielt eine untergeordnete Rolle. Die Reichweite
dieser Wechselwirkung ist kurz verglichen mit den makroskopischen charakteristischen Langen
des Supraleiters. Deshalb approximierten BCS sie durch eine Kontaktwechselwirkung

o(r — 1) = —g&(r —r) bzw. #(q) = —g (2.5)

Hinzu kommt eine Abschneidevorschrift, so dal nur Elektronen bis zu einem Abstand wp von
der Fermikante die Wechselwirkung spiren, wobei wp ein Mal fir die typischen Phononenener-
gien™® ist.

Damit laRt sich die Wechselwirkung umschreiben zu

Vo= g / drpl() ] (0 (r) ¥ (x)

!
= —9 D Ch qClorq,CiCkt (2.6)
kK'q

wobei Beziehungen wie @bi(r)q/;i(r) = 0 ausgenutzt wurden. Der ' an der Summe soll an die
Abschneidevorschrift erinnern.

Wechselwirkende Vielteilchensysteme sind i.a. nicht losbar, d.h. H kann nicht exakt diagona-
lisiert werden. Eine Diagonalisierung ist jedoch moglich fir Hamilton-Operatoren der Form
H = Hptap, b, pT4pt], d.h. wenn H bilinear in den (Fermi-)Operatoren ist.

= gllt ¥ j‘d3,,,ez(k K)r — dkk
Bi.a. entsprlcht wp der Debye Frequenz bzw. -Energie.
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In der BCS-N&herung wird das Produkt von zwei der vier Operatoren in (2.6) durch seinen Er-
wartungswert ersetzt, der dann selbstkonsistent bestimmt werden muf}. Das Vorgehen ist al-
so analog zur Molekularfeld- (Mean-Field-) oder Hartree-Fock-Theorie. Formal kommen drei
Madglichkeiten in Frage:

1) (@5 r)es(r)) = no(r)
2) (l(r)y_,(r)) = Mischungsamplitude von Spin 1 und |
3) ($lr)y](r) = (Y (r)er(r))”

Die Moglichkeit 1) ist uninteressant, denn ist die Teilchendichte am Ort r mit Spin ¢ konstant,
d.h. n,(r) = n = const. (unendliches, homogenes System), so erhalten wir aus (2.6)

—gn / d?’m,/ﬁ( = —gn Z CipCheo

Dies entspricht lediglich einer Renormierung des chemischen Potentials durch die Wechselwir-
kung: i — g — gn. Man erhilt so keine makroskopische Anderung der Grundzustandsstruktur
und kann die Existenz eines Phaseniibergangs nicht erklaren.

Die Moglichkeit 2) scheidet aus, denn sie impliziert die Existenz magnetischer Ordnung:

o:r) = 5 (W) - vjmm),
aalr) = 5 (1) + u]u ()

sind die Spindichten am Ort r. Ist nun {4 (r)2_,(r)) # 0, so ist auch o,(r) # 0 und wir haben
es mit magnetischer Ordnung statt Supraleitung zu tun.
Aullerdem sind 1) und 2) keine guten N&herungen, weil die Wechselwirkung zwischen den

Teilchen starke Quantenfluktuationen erwarten 14Rt, d.h. (’me — (wMT)) (1&1% — <¢I¢¢))

ist nicht vernachléssigbar klein und somit (wsle,) 7 (i) (wlv,).
Deshalb wahlten BCS die Mdglichkeit 3), d.h.

A(r) = g{ (r)¢y(r)) (2.7)

wobei A(r) # 0 im Supraleiter. Dieser Ordnungsparameter hat die Dimension “Energie”. Er
entspricht dem ¥(r) der Ginzburg-Landau-Theorie (Kondensat-Wellenfunktion).

Aus der BCS-Idee folgt eine vollige Umstrukturierung des Fermisees: Der neue Grundzustand
unterscheidet sich vom Fermisee fiir eine makroskopische Zahl von Freiheitsgraden. Eine Prazisierung
dieser Aussage liefert das Konzept der Off-Diagonal Long-Range Order (ODLRO)*® (Yang 1961).
Ublicherweise faktorisieren Korrelationsfunktionen

Ki(r,r') = ($(x)do (0)9 ()90 (')

16F{ir diesen Begriff hat sich keine deutsche Bezeichnung durchgesetzt.
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fur grolRe Absténde |r — r’'| — oo folgendermalien:

Ky(r,r') = (L (0)¢e (0)) (0l ()90 (1)) = n(r)n(r') # 0.

Diese nichtzerfallenden Korrelationen bedeuten (diagonale) langreichweitige Ordnung und exi-
stieren in jedem System.
Als ndchstes betrachten wir

Ks(r,t') = (L)) ()9, ()91 (1))

Diese Korrelationsfunktion mift, wieviel bei r’ zu spiren ist, wenn man zwei Teilchen bei r hin-
zufligt. 1.a. erwartet man limj,_ o Ka(r,r') = 0, d.h. in unendlich weiter Entfernung von dem
Punkt, an dem man die Teilchen hinzugefiigt hat, sollte man nichts mehr davon spiren. Wenn
aber die Teilchen dazu tendieren, einen gebundenen Zustand zu bilden (“Paarung”), dann sollte
diese Korrelation auch fiir groRe Abstdnde noch zu spiren sein. Es handelt sich um ein neu-
es Ordnungsphdanomen, namlich ODLRO. “Off-diagonal”” weil3t darauf hin, daB die Operatoren,
deren Korrelation bestimmt wird, die Teilchenzahl nicht erhalten.

Eine Konsequenz aus der ODLRO ist, dal3 die Energiezusténde |n, N) keine Zustande mit schar-
fer Teilchenzahl N sind, denn sonst wére

Ar) = 7 32 e (o, Ny (1) () lm, N) =,
n,N

da ¢, (r)y4(r)|n, N) < |n, N — 2) und (n, N|n, N —2) = 0.

Wie &Rt sich das damit vereinbaren, dal3 der urspriingliche Hamilton-Operator mit der Teilchen-
zahl vertauscht ?

Die Teilchenzahlerhaltung ergibt sich aus der Symmetrie des Hamilton-Operators bzgl. U(1)-
Transformationen der Fermioperatoren: v, (r) — €4, (r). Offensichtlich ist aber A(r) nicht
invariant. Man sagt, die U (1)—Symmetrie wird im supraleitenden Zustand spontan gebrochen?’,
Eine spontane Symmetriebrechung ist mathematisch exakt aber nur fur unendlich grol3e Syste-
me, d.h. im thermodynamischen Limes. Dann ist aber auch die Teilchenzahl unendlich und
es macht keinen Sinn, Eigenzustande fur feste Teilchenzahl zu suchen. Mefbar sind nur Teil-
chenzahlédnderungen, Energiednderungen etc. relativ zum Grundzustand. Die Dichte N/ ist fur

2 — oo eine Observable mit scharfem Wert, ATN ~ ﬁ — 0 (groRkanonische Rechnung).

Der Grundzustand des unendlichen Systems legt die Phase ¢ von A = |Ale® fest. Fur endliche
Systeme kann man Zusténde mit verschiedenen Phasen ¢ zu Zustanden mit scharfer Teilchenzahl
superponieren: ¢ und N sind kanonisch konjugierte Grolien.

Eine analoge Situation tritt z.B. auch bei Schallwellen oder elektromagnetischen Wellen auf.
Der Auslenkungsoperator hat hier die Struktur u, o< by + blq, wobei die b Boseoperatoren sind.
In Zustanden mit scharfer Zahl von Schwingungsquanten ist (u,) = 0. In einem Zustand mit

7 Allgemein spricht man von spontaner Symmetriebrechung, wenn der Grundzustand eine geringere Symmetrie
als der Hamilton-Operator hat. Ein Beispiel ist der Ferromagnetismus, wo der Grundzustand die Rotationssymmetrie
des Heisenberg-Modells bricht.
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nichtverschwindendem Wert fiir die Auslenkung (u,) ist die Zahl der Phononen unbestimmt!
(uq) # 0 ist daher in Analogie zu (¥ (r)y+(r)) # 0 zu sehen.

(1, (r)14(r)) kann als makroskopische Wellenfunktion bezeichnet werden, analog zu einer Schall-
welle oder EM-Welle8. Wir identifizieren A(r) mit der Kondensatwellenfunktion, dem Ginzburg-
Landau-Ordnungsparameter ¥(r).

2.3 Diagonalisierung des BCS-Hamilton-Operators

Zunéchst schreiben wir die Wechselwirkung so um, dalR man die Wirkungsweise der BCS-
N&herung sofort ablesen kann:

gl @U@ = o (WE0E - GlEwE)) (bE6E - G.06E)
£ AEBHE () + A () ) () — %

Wir vernachlssigen jetzt Fluktuationsterme wie 1{¢{ —(yI%!), d.h. den ersten Term g(. . .). Die-
se Annahme ist dadurch gerechtfertigt, da makroskopisch viele Teilchen in demselben Quan-
tenzustand kondensiert sind und deshalb die Fluktuationen von M’pl etc. nur sehr schwach sind.
Somit erhalten wir den Hamilton-Operator des BCS-Modells:

j . Xa:/df‘m/);(r) (—% - u) Vo (r)

o [ [@ — ALY ) — A% (%) | (28)

wobei der Ordnungsparameter A(r) noch selbstkonsistent zu bestimmen ist.

Im folgenden wollen wir einen homogenen Supraleiter ohne duBeres Feld (A = 0) betrachten?®,
Wir kdnnen daher annehmen, daB A(r) = A konstant ist und 0.B.d.A. wéhlen wir A reell mit
A > 0. Dies laRt sich durch eine U (1)—Transformation ¢ — e**/24) erreichen, wobei ¢ die evtl.
vorhandene Phase des Ordnungsparameters ist (d.h. A = |Ale*?).

Nach einer Fouriertransformation erhalten wir fur den Ordnungsparameter

A= %;cum (2.9)

Der Hamilton-Operator hat folgende Form:

' 2
H=) Hc+ Q2 (2.10)
" g

18Dort ersetzt man z.B. die Photonenoperatoren durch die Feldstérke.
¥In der Anwesenheit duRerer Felder ist auch der Hamilton-Operator zu modifizieren, siehe Abschnitt 2.6.2.
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mit

In der Summe Gber k wurden die Summanden mit k und —k zusammengefal3t und es ist deshalb
nur Uber eines der beiden zu summieren.
H,y ist definiert in einem vierdimensionalen Unterraum mit der Basis

k, 1) Ck¢‘0>

| —‘k, i}) _ —k¢,|0>
k,2 el 0y |
|k, 0) < kL\0)

wobei |0) der Vakuumzustand? ist. In dieser Basis hat Hy dann folgende Matrixdarstellung:

e 0 0 0
o & 0o 0
Hk_002ek—A

0 0 —A 0

Hieraus ergeben sich die Eigenzustdnde und -energien zu

ck+[0) x (2.12)
—kJ,|0> €x (213)
(uk + vkcch ki) |0) ex — Ex (2.14)
(vk ukcch k¢) |0) ex + Fx (2.15)
mit?t . .
2 = = ]_ e—k 2 = — ]_ — f_k
Y = g ( TE ) VT3 By
und

By = /&2 + A2 (2.16)

Die Zusténde (2.14) bzw. (2.15) entsprechen einem bindenden bzw. antibindenden Paarzustand.
(2.14) hat offensichtlich die niedrigste Energie und wird auch als Cooperpaar bezeichnet.
Da die Hy zu verschiedenen k kommutieren, ist der Grundzustand von H ein Produktzustand:

& =1] (uk +urelel ¢) 10) (2.17)
k

2d.h. ¢k, |[0) = O fiiralle k und o =1, .
2INiitzliche Identititen fiir praktische Rechnungen: 2uy v, = EAk und ui — v = =
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Die niedrigste Anregungen sind Quasiteilchen, die durch die Operatoren

o:L = ukc};T — VkC_ky, O = UkCit — Ukcf_kw (2.18)

ﬁl = ukc'L_ki + Vi Cict, B = ukC x| + vkc;r(T (2.19)

erzeugt werden. In Kap. 2.4.3 werden wir uns ausfihrlicher mit den Eigenschaften dieser Qua-
siteilchen beschéftigen. Man sieht, dal} das “Aufbrechen” eines Cooperpaares die Energie £y =
Ve + A? kostet.

Diese Quasiteilchen sind Uberlagerungen eines “nackten” Teilchens und eines “nackten” Loches.
FUr ex > ep ist v & 0 und wir haben es im wesentlichen mit einem “nackten” Teilchen zu tun.
FUr ex. < € hingegen ist ux =~ 0 und der Lochcharakter des Quasiteilchens dominiert (siehe
Abb. 2.1).

Y/

o

Abbildung 2.1: Verhalten von u, und vy als Funktion der Energie.

Bei den Quasiteilchen handelt es sich um Fermionen, denn
[a;rcaak’} L= [@aﬁle =0k,  |ou, Pl =0.

Aulerdem gilt
Otk‘G> = 0, ,81(|G> =0
und
Hy = Fy (OZLOék + ﬂlﬂk) + ex — Fx.

Haufig verwendet man die sog. Bogoliubov-Transformation, um den Hamilton-Operator Hy zu
diagonalisieren. Diese steht in engem Zusammenhang mit (2.18) und (2.19). Bei der Bogoliubov-
Transformation driickt man die Elektronenoperatoren ¢ und ¢ als Linearkombination neuer Ope-
ratoren of, 3t und ihrer Adjungierten aus. Man fordert, daR diese neuen Operatoren den fermio-
nischen Antivertauschungsrelationen gentigen und dal} sie Hy diagonalisieren. Dies legt die
Koeffizienten in der Linearkombination fest. Als Ergebnis erhdlt man gerade die inverse Trans-
formation zu (2.18) und (2.19):

oo
Cpp =

cT—k¢ = —Uk0x t ukﬁ;r(a C k| = —’UkOl;r( + Uk Pk- (2.21)

uka;[( + 'Uk/Bka Ckt = UkOk + ’Uk,@;r(, (220)
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2.4 Thermodynamik und Greensche Funktionen
2.4.1 Exkurs Uber Greensche Funktionen

Der folgende Abschnitt ist im wesentlichen eine Erinnerung an die Vorlesung zur Theoretischen
Festkorperphysik 1. Wir stellen hier noch einmal die wichtigsten Ergebnisse zusammen und wer-
den sie im ndchsten Abschnitt fir die Anwendung auf Supraleiter verallgemeinern.
A, B seien Operatoren, die eine ungerade Anzahl von Fermionenerzeugern und -vernichtern
enthalten, also selbst fermionisch sind. Wir gehen dann Gber zur imagindren Zeit :

A(T) =™ Ae™
Die thermodynamische Greenfunktion ist dann folgendermafen definiert (Matsubara 1955):
Gap(r) = (A(7); B(0)) = —O(7)(A(7)B(0)) + ©(—T7){B(0)A(7)) (2.22)
mit den thermodynamischen Erwartungswerten
(A(r)B(0)) = Spur (e A(r) B(0)) = . Spur (" ¥ AT B)

wobei Z die Zustandssumme ist. G 4g(7) ist definiert fur —8 < 7 < g.
Im folgenden wollen wir noch einmal einige wichtige Eigenschaften von G 45(7) betrachten.
Sei 7 < 0. Dann gilt

1 1
Gag(T) = §Spur (e PH¥Be™™ Ae™™) = ESpur (e7™ Ae~(~tAH B)
L 1
= ESpur (e—ﬂHe(T-I-ﬂ)HAe—(H—ﬂ)HB) _ Espur (e_ﬁHA(’I’ " ,B)B)
= —Gap(T+0),

wobei die erste Gleichheit aus der Definition von G 45(7) folgt, die zweite auf Grund der zykli-
schen Invarianz der Spur und die letzte wiederum aus der Definition von G 4(7). Dabei ist zu
beachten, da3 nun 7 + 3 > 0 ist und deshalb der Term mit —© in (2.22) tberlebt.

Damit kdnnen wir die Fouriertransformierte von G 4g(7) betrachten:

G ap(r) = % S Gas ()™

mit den Fermifrequenzen (Pole der Fermifunktion 1/(e”* + 1))
T
Y

wobei w,, die Matsubara-Frequenzen sind. Die Umkehrung ist

Zn (2n + 1) =: iwy,

1 [P
Gag(z,) = 5/ drGag(T)e™".
-8
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G aB(#,) Kann fiir Im(z) # 0 analytisch zu G 4p(z2) fortgesetzt werden. Fir den Schnitt entlang
der reellen Achse gilt

Re Gap(w +i6) = Re Gap(w —i6) und Im Gup(w+1id) = —IMGap(w —i0) <0

mit§ — 0.
Die Bewegungsgleichung fiir die Greensche Funktion ist
0
—5,Gan() = 8(7)([4, Bl,) + ([4, H] (7); B),

wobei wir im ersten Erwartungswert A(7) auf Grund der Deltafunktion durch A ersetzen konn-
ten. Nach Fourier-Transformation erhélt man

2Gap(2) = {[4, B],) + Grams(2).

2.4.2 Anwendung auf Supraleiter

Zur Beschreibung der Supraleiter verallgemeinern wir die Greensche Funktion zur Matrix-Green-
Funktion

Clili Gy {Cliys C—kl) Fi(r) Gk(7)

) (cericky)  (arseany) | _ (G(r) Fil(r)
Gk(r) = (< p o ) = ( ) (2.23)

Dabei beschreibt Gy () die normale Teilchenpropagtion, Gy (7) die normale Lochpropagtion
und Fy(7), Fi () die Paarung der Elektronen im Suprazustand.

Mit H aus (2.10) erhalt man (Aufgabe !) die folgende Bewegungsgleichung fiir die Matrix-
Green-Funktion:

2Gx(z) = I + exm3Gk(2) — AT1Gx(2) (2.24)

0

mit den Pauli-Matrizen r; = ((1) é) und 3 = (é 1

Hieraus folgt

) und der Einheitsmatrix 1.

1

Z2—€12<—A2(

Ox(2) = [z — exm3 + ATl]_l = 2I + exm3 — AT1p)

bzw. mit B2 = € + A2

Gi(2) = 1 (”Ek _A) (2.25)

2—FE:\ —A z-—e

Auf den AulRerdiagonalen taucht der Ordnungsparameter A auf, was nochmals die Bezeichnung
ODLRO erhellt.
Im folgenden einige Bemerkungen zu dem Ergebnis.
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e Die Pole der Green-Funktion, also £ Fy, entsprechen den Quasiteilchenenergien. Im Nor-
malzustand (A = 0) erhalten wir das erwartete Ergebnis

0= (7 1)

2+€x

e Bei diagrammatischer Behandlung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung im Rahmen der
sog. Eliashberg-Theorie erhdlt man Gy (z) = [z — e,m5 — %]~ mit der Selbstenergie
Y = (1 - 2)zI + xr3 + &1, wobei die GroRen Z, x und ® diagrammatisch berech-

net werden konnen. Die Quasiteilchenenergien sind dann wy = \/(%)2 +(2)” baw,

im Normalzustand wy, = % Vergleicht man dies mit ¢, = % so erkennt man die Be-
deutung von Z als Massenrenormierung: m — Z'm. % entspricht dem Ordnungsparameter
A.

Die thermischen Erwartungswerte kénnen aus Gy (z) abgelesen werden?:

{cxteky) = %SPUF (G*ﬂgC—kaT) = (et (T = —0); c—xy) = Fi(—9) (6, 0)

wobei

F(=96) = %Z Fi(z)e™.

tanh 2

Mit Fy(z,) = —2=5 folgt unter Benutzung von >°%° 1 = =~ (siehe Gradstein/Ryzhik,

w2+Ey n=-00 (Bwn)?+z?

Nr. 1.421.2)

tanh (ﬁ%)

o (2.26)

(coricrr) = A

Diese Gleichung wird in Abschnitt 2.5 benutzt, um z.B. die kritische Temperatur im Rahmen der
BCS-Theorie zu bestimmen.

2.4.3 Quasiteilchen

Wir haben gesehen, daB die Elektronen im Supraleiter in Cooper-Paaren (k 1, —k |) gebunden
sind. Die Bindung wird beschrieben durch Fy bzw. A. Es stellt sich die Frage, ob Quasiteilchen
existieren.

Dazu zunéchst einige Voriiberlegungen.

Die Spektralfunktion Ay (w) = —2Im Gy (w + i6) gibt an, wie sich eine Anregung mit Impuls k
auf die Energien —co < w < oo verteilt. Es gilt [* dwAy(w) = 1.

Als Beispiel betrachten wir freie Teilchen. Hier ist die Spektralfunktion gegeben durch A2 (w) =
—2Im———— = §(w — ex). Da ein freies Teilchen mit Impuls k eine scharfe Energie hat, hat Aj

w+id—e€x

eine scharfe Verteilung.

22Im folgenden bezeichnet Z wieder die Zustandssumme!
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In einem normalen Fermisystem mit Wechselwirkung ist die Verteilung nicht mehr scharf. Die
scharfe Delta-Zacke wird verschmiert mit einem Maximum auf dem inkohdrenten Untergrund.
Man kann sich ein solches Quasiteilchen vorstellen als

Quasiteilchen = “nacktes Teilchen” + Wechselwirkungswolke

+ % Somit folgt

- - 2
Im Supraleiter gilt Gy (z) = 51%, = " Py o

Z2*E]i - Z—Ek

Ax(w) = ugd(w — Ex) + vi6(w + Ex).

LA

Abbildung 2.2: Spektralfunktion fiir ¢, > 0.

Die Spektralfunktion ist charakterisiert durch zwei Deltazacken, oberhalb und unterhalb der Fer-
mienergie w = 0 (siehe Abb. 2.2).

Minimalwert von Ey: min By = A > 0 fir ¢, = 0.

Das Auftreten zweier Zacken legt folgende Deutung durch Quasiteilchen nahe:

Qakx = UkCkt — 'Ukc]‘_kw ﬁk = UkC—k| + ’UkCLT

sind Fermioperatoren (siehe Abschnitt 2.3). Sie beschreiben Quasiteilchen, die als Uberlagerung
eines “nackten” Teilchens und eines “nackten” Loches angesehen werden kdnnen. Zu jedem k
gibt es ein a- und ein B-Teilchen, wie vorher ein 1- und ein |-Teilchen.

Welches Verhalten zeigen die Propagatoren dieser Quasiteilchen ?

G = (m;ol) = (ua — vkcf_ki; ukcLr — VkC_k|)
= upGx + vGx — uxvk (Fx + Fx)

1 [ € Az} 1
z =

Somit ist die Spektralfunktion



mit positiver Energie Fy. Analog zeigt man

1
Z+Ek,

GO = (Boh =
AP W) = 6w+ Ey)

mit negativer Energie —E.

Der Supraleiter laRt sich also durch neue Quasiteilchen definieren. Im Grundzustand sind alle
Zustande mit negativen Energien bis — min Fy, = —A besetzt (3-Teilchen), die a-Zusténde leer
(siehe Abb. 2.3).

Energie
unbesetzte —
Zustaende

— A
— w=0
>¢ —
g0y A
besetzte i
*
Zustaende <
*

Abbildung 2.3: Quasiteilchenzustande im Grundzustand des Supraleiters.

Anregungen bestehen in der Vernichtung eines 8-Teilchens und der Erzeugung eines a-Teilchens
(Teilchenzahlerhaltung!). Die minimale Anregungsenergie ist 2min Ey, = 2A. Wir haben also
eine Licke 2A im Energiespektrum, ganz im Gegensatz zum normalen Metall.

Die Zustandsdichte fur Einteilchenanregungen ist

N(w) = —%% 3" Im Gu(w + i9)

(pro Gitterzelle). Fir freie Teilchen ist
2 o
No(w) = = ; 5w — ) = 2 / dep(e)3(w = ) = 20() ~ 29(0),

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dal’ w viel kleiner als die Bandbreite D ist, w < D,
da fur ein gutes Metall das Leitungsband sehr breit ist. Typischerweise ist D = kgT; mit der
Fermitemperatur 7 ~ 50000 K. In guter Néherung gilt auRerdem p(e) = p(—e) fiir e < D.
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Im Supraleiter gilt:

Ny(w) = 2 /00 dep(e) [uié(w — Ey) +vid(w+ Ek)}

—o0

/_ " deple) (6w — F) + 8w + Fi)] = No(~w)

o

Seiw > 0. Danniist Ny(w) = 0firw < A,daE > A. Istw > A, so gilt

Q

Ny(w) = 2/00 dep(€)d(w — E)

—0o0

= E 2 2 _
- 2/_oodEﬁp(\/E —AN5(w — E)

= 2p(vVw? — A?) 7&)2&)— ~

w w

= N,
V= A2 R A2

&

2p(0)

bzw.

No 0 falls |w| < A
fir A < D. Abb. 2.4 zeigt den typischen Verlauf der Zustandsdichte im Supraleiter.

N,y(w) _ {W'% falls [w| > A

Ng/N, \

-A T A V(*)

Abbildung 2.4: Verlauf der Zustandsdichte im Supraleiter. Die Fermienergie liegt bei w = 0.

[ (30 -)am [o(g) -»

Die Zustandsdichte des Supraleiters folgt aus der des Normalleiters, indem die Zustédnde zwi-
schen 0 und A hinausgedrangt werden. Bei A haben wir eine Singularitdt. Im Bereich +=A um
die Fermienergie gibt es keine Zusténde entsprechend der bereits gefundenen Liicke 2A.

Es folgt leicht:
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2.5 Der Phasentibergang in der BCS-Theorie
2.5.1 Selbstkonsistenzgleichung (gap-equation) fur A

Zundchst schreiben wir die Definition (2.9) des Ordnungsparameter um in ein Integral Gber die
Zustandsdichte

g
A = 5;@—1@%)
wp

o deN ()
.
wobei wir die Ersetzung ¢ >, .. — [©0 deN,(e) ... mit der Zustandsdichte N, (e) im Nor-

malzustand benutzt haben. wp ist die Abschneidefrequenz?® gemessen relativ zur Fermikante
(chemisches Potential).
Fir |A| < wp < pist Ny(€) = N,(0) und wir erhalten unter Benutzung von Gleichung (2.26)

nh (2+/e2 2
A/ tah Ve + A?) 2.27)

62+A2

Diese implizite Bestimmungsgleichung fir A = A(T, g, wp) wird als Selbstkonsistenzgleichung
oder gap equation bezeichnet.

A = 0 ist immer Ldsung von (2.27). Fur hohe Temperaturen ist es auch die einzige Ldsung,
d.h. dann liegt der Normalzustand vor. Um dies einzusehen nehmen wir an, daf es eine Ldsung
A # 0 gibt. Aus (2.27) folgt dann:

“D  tanh gm
1 = gNn(O)/ de \52272 )
0 e+ A
S gNn(O)ng

— 0 (fur 8 — 0)

wobei wir in der zweiten Zeile die Abschétzung % < 1 benutzt haben. Die letzte Zeile zeigt,
dal die Annahme der Existenz einer nichtverschwindenden Ldsung fiir groRe Temperaturen zu
einem Widerspruch fihrt.

Aullerdem sehen wir, dal’ die Existenz einer supraleitenden Ldsung, d.h. A # 0 eine anziehende
Wechselwirkung (g > 0) erfordert.

Im allgemeinen Fall muf3 man die Losung von (2.27) numerisch bestimmen (siehe Abb. 2.5).

23Es werden nur Streuprozesse mit |ex — ext+q| < wp berlicksichtigt.
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=1y

Te

Abbildung 2.5: Typischer Verlauf von A(T') aus numerischer Losung von (2.27).

2.5.2 Bestimmung der kritischen Temperatur 7,

Im folgenden wollen wir aus der Selbstkonsistenzgleichung die kritische Temperatur 7', bestim-
men. Fir T < T, ist A(T') > 0. Da A(T' " T.) = 0 qilt bei T, (bzw. 8, = 1/kgT,)

WD tanh Be
1 = gN,(0) / de 2
0 €

,Bz:wD/2 t h
= gN,(0) / Pk
0

z
Bewp /2 Bewp /2 1
= gN,(0) [lnztanhz 7 —/ dz nz2 ] .
0 0 cosh” z
Die typische GrolRenordnung fiir die Integrationsgrenze lait sich durch S.wp = e—D ~ 31000}{‘ >1

abschétzen. Daher kdnnen wir tanh(8.wp/2) ~ 1 setzen. Das verbleibende Integral 1aRt sich

ausrechnen?
Pewp /2 Inz * Inz T
dz — R dz 5— =1In o
0 cosh® z 0 cosh” z 4e

mit der Eulerschen Konstanten C = 0.577 . ... Somit erhalten wir

/BcwD 7T
1 = gN,(0) [ln 5 In 160

bzw. durch Auflésen nach T,

2 C
kpT. = ——hwpe /M0 x 114 wpe /9%O, (2.28)
™

Man vergleiche dieses Ergebnis mit der Bindungsenergie eines einzelnen Cooperpaares (siehe
(2.2))! Dawp o< M~/2 impliziert (2.28) auch den Isotopeneffekt.

%siehe z.B. Gradstein/Ryzhik, Nr. 4.371.3
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Aus (2.28) laRt sich der Ordnungsparameter Ay = A(T = 0) bei verschwindender Temperatur
bestimmen. Fir 8 — oo erhdlt man mit der schon vorher benutzten Approximation

LI /wD de  _ arsinh ™2
gN.(0) Jo e+ A] Ao
Somit
A, 2wp ~ 2wDe_1/gN,,(0)’

~ ol/9Na(0) _ o—1/gNa(0)

wobei im letzten Schritt angenommen wurde, dal gN,(0) klein ist, d.h. der Fall schwacher
Kopplung vorliegt. Somit ergibt sich mit (2.28)
Ay c

=Te

kBTc -

bzw. mit (2.28)

Ao = 1.76 kgT, (2.29)|

unabhangig von den Modellparametern g, wp. Diese universelle Beziehung ist fur die Klasse der
“schwach koppelnden Supraleiter” recht gut erfillt.

2.5.3 Thermodynamisches Potential

Im folgenden wollen wir uns die Thermodynamik der BCS-Supraleiter genauer ansehen (Miihlschlegel
1959).
Groltkanonisches Potential:

1 .
@(u,T,Q)zE—TS—pNz—Ban mit  Z = Spure ¥,

wobei der Hamiltonoperator H bereits das chemische Potential enthlt (siehe (2.10) und (2.11)).
Hieraus folgt

o2 _ 19, (spure7) = spur (e 5) _[%H
8A — “pgaa “\UPYe )T e sr T\ oA
A !
= QQE—Z |:<CI(TCT—k\L>+<C*k¢CkT>i|
k
AN e
= 20 (g — ﬁ . <C—k¢CkT>>, (230)

wobei wir angenommen haben, daB (c_x i) reell ist und damit (c_x cxt) = <CLTCT—k¢>' Wir
sehen auferdem, daf die Losung A = A(T) der Selbstkonsistenzgleichung (2.27) das groRka-
nonische Potential stationdr macht.

47



Mit den Abkiirzungen ®, = ®(A(T')) und &,, = ®(0) haben wir dann

AT A(T) ,tanh ( BE(A)/2
@s—@n:/ dAa(?:/ LA PR ( . )
Offensichtlich ist [...] = 0 fur A = A(T). Fiir A < A(T) ist[...] < 0, denn 222 jst monoton

fallend und By (A) = /€ + A2 < E(A(T)). Somitist &, — ®,, < 0 und der Suprazustand ist
thermodynamisch stabil.
Mit 2% (In cosh(8Ex/2)) = § £ tanh(8E/2) folgt:

cosh(BEx(A)/2)
0P = P, — P,
R
und somit
- AXT 2 wD h(Bve2 + A2/2
P )——Nn(O)/ deln | SOSRBVE + 27/2)
g B —wp cosh(fe/2)
Die mittlere Teilchenzahl in Supra- und Normalleiter sind gleich, 8= — —% = 0. Somit gilt
fur die freien Energien F; = ®, + uN, und F,, = ®,, + uN,
2
F,—F,=%= _A (T),
8

wobei in der letzten Gleichheit der Ausdruck (1.7) fir die Kondensationsenergie benutzt wurde.
Hieraus I&Rt sich jetzt das kritische Feld H.(T") bestimmen. Bei T = 0 erhalt man

1. [cosh(BE/2)] 1. [ePE/24ePER] 4,
i | 5[t |

S (B ).

Somit;

H2 T — 0 A2 wp
—JL—J=:J—M@/ de (E — |¢])
87‘- g —Wwp

) [ ae (e -
= — —2N,(0 de e+ A2 —¢
p (0) i 0
A2 € /5 ~a, A} [ n2 %

- %2 ~Na(0) BA% (1+0 ((Ao/wp)?)) + NarsmhA_O}

Bei der Berechnung von A, hatten wir bereits gefunden, daB arsinh(wp/Ag) = 1/gN,(0) ist.
Setzt man dies in den letzten Ausdruck ein, so ergibt sich fiir das kritische Feld
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H,(0) = /47N, (0)A,. (2.31)

Der elektronische Anteil der spezifischen Wérme (pro Volumeneinheit) im Normalzustand ist

2
e = g Na(0)R3T,

wobei wir von freien Elektronen ausgegangen sind. Somit folgt

Teen(Te) m (kBTc

2

]‘ 2C
= = — ~ 0.1 2.32
H2(0) 6 Ao> e~ 0168 (232)

6

Die spezifische Warme verhélt sich fir T — 0 wie

5/2
& o A0 / eon/kBT
Cp kBT )

Man sieht, dal’ dieses exponentielle Verhalten in direktem Zusammenhang mit der Existenz einer
Anregungsliicke A, steht.

2.6 Ginzburg-Landau-Verhalten, Gorkov-Theorie und Meissner-Effekt
Wir hatten bereits gesehen, dal

A(T)
Fs_Fn—l/ iR 22
Q Jo oA
mit
1 0® A 1 !
Qon 7|y aZ <C—k¢0kf>]
gilt, wobei
1
(cowicup) = 3 > F(zn)e™’ (2.33)
mit z, = iw, = i5(2n + 1) und 6 N, 0. Dabei ist Fi(zn) = ﬁ das (1,2)-Element der

Greenschen Matrix Gy (z).

2.6.1 Ginzburg-Landau-Verhalten bei T,

Wir sind wieder am Verhalten in der Nahe von T, interessiert. Deshalb kann man annehmen, dal3
A klein ist und nach A entwickeln:

Fk(zn):A( LA 2+O(A4)).

wite  (w2+ek)
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Hieraus folgt dann (vgl. (2.33))

tanh(Bex/2)
C_x|C =A————" 7
{c_xCkt) 2 Z o Gk)
Mit [%7 3% = 357 folgt
102 2A “D tanh(Qe/2) 2A3 5
QoA g4 <1 — 9N, (0) /_wD de % + 3 Nn(o)z 203 (A%).
Dabei ist 3, o5 = By i = B27¢(3), wobei ¢(z) die Riemannsche Zeta-Funktion
bezeichnet. Speziell gilt{(3) = Y22, 2 —3. Das e-Integral haben wir schon bei der T,.-Bestimmung
ausgewertet.
_ —_ A2 /BcwD ﬂwD 4 1 l
F,—F, = ANn(O)[ln 5 5 ]+AﬂN()7r216 (3)
B 17
= AN, (0)In == + A*B2N,(0) = —((3).
()05 + AYB2NA(0) 5 75¢(3)

Dieser Ausdruck soll nun dem Ergebnis F, — F,, = aA? + §A4 der Ginzburg-Landau-Theorie
entsprechen. Somit konnen wir die Ginzburg-Landau-Parameter a und b direkt ablesen:

T_Tc b_ Nn(o)

c=NO = st

(2.34)

TT

wobei wir In £ ln — benutzt haben. Wir sehen, dall wir genau die Temperatu-
rabhangigkeit der Parameter in der Né&he von T, finden, die wir in der Ginzburg-Landau-Theorie
angenommen haben (siehe z.B. (1.25): a « T — T, und b = const (vgl. (1.25)).

Mit dem Ergebnis (2.34) kdnnen wir nun alle Ergebnisse der Ginzburg-Landau-Theorie ibertragen
und mit mikroskopischen Parametern in Verbindung bringen:

TPNI 9 ~ 3o )(kBT) (1—%),

2. HX(T) = 47r— =

3. \/FMBT 7) \/; 1—— N174(1—%)
4. - _ET = 2

5 Cs = Cal TaaT2 (F.~F)|,_ = ;%N (0)k3T,,

6. & c_sc" - %(23) ~ 145
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Ergebnis 5. zeigt, dal} der Sprung in der spezifischen Wé&rme proportional zu T, ist. Das Re-
sultat 6. fur den relativen Sprung in der spezifischen Warme ist ein Beispiel fuir zahlreiche
universelle Beziehungen zwischen den MeRgroRen im Rahmen der BCS-Theorie. lhre gute
Ubereinstimmung mit Experimenten ist eine Rechtfertigung filr das Einparametermodell der
Theorie.

2.6.2 Gorkov-Theorie inhomogener Supraleiter

Bei Anwesenheit dulerer Felder A(r), eines Storstellenpotentials V' (r) etc. verkomplizieren sich
die grundlegenden Gleichungen der BCS-Theorie aus den Abschnitten 2.3 und 2.4 erheblich. So
18Rt sich der Hamiltonoperator i.a. nicht mehr durch Fourier-Transformation in 2 x 2-Bldcke
zerlegen.

= 5 [ o) (5, (o £A0) - V) e
v / o1 [BOF - awpuleyu] @) - 2w )]

mit p = 1V. Wir fiihren die Abkiirzung e (p — ¢A) := ;- (p — %A)2 — p+ Vein,
Wir wollen die Bewegungsgleichung fiir die Matrix-Green-Funktion im Ortsraum

rrig) = [T T)) W ()| _(Glexin) E(rT)
R (%(rf (e <¢1<r,7>;m<rcf>>) ( )

F(r,x;7) G(r,x;7)
bestimmen. Statt der einfachen Bewegungsgleichung (vgl. (2.24))

Z — €k —A _
( —A  z+ 6k> Gi(z) =

erhdlt man in diesem Fall die sog. Gorkov-Gleichungen

(Z — GA(*_(_) eA) - €(A¥(r—)i_ EA)) g(l‘, I',; Z) — (S(I’ _ I‘,). (235)

Man beachte das Pluszeichen im Argumentvon ¢(. ..) im (2, 2)-Element der Matrix. Dies kommt
daher, dal3 der entsprechende Propagator die Propagation von Ldchern (mit Ladung —e) be-
schreibt. Neben den Gorkov-Gleichungen (2.35) bendtigt man natirlich die Selbstkonsistenz-
gleichung, an der sich aber nicht viel dndert:

A(I‘) - g<¢¢(r)¢T(r)> - gF(r, LT= _5) - %Z F(I‘, r; Zn)ez"‘s.

Mit diesen Gleichungen lassen sich dann eine Reihe von Ergebnissen herleiten®:

%siehe z.B. das Buch Methods of Quantum Field Theory in Statistical Physics von Abrikosov, Gorkov und Dzya-
loshinski.
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1. Herleitung des Gradiententerms in der Ginzburg-Landau-Entwicklung,
2. Theorie der Typ-l1-Supraleiter,
3. EinfluB von Storstellen.
Die Gorkov-Gleichung hat zahlreiche weitere Anwendungen, die wir hier aber nicht diskutieren

kdnnen.

2.6.3 Meissner-Effekt

Wir wollen nun noch zeigen, daB aus den Gorkov-Gleichungen (2.35) der Meissner-Effekt folgt.
Im Abschnitt 1.3.2 Giber die Pippard-Theorie haben wir gefunden, dal? eine Beziehung der Form

4% Us); = _/dgrlKij(l' —1')4;(r')
bzw. c
j(q) = —EK(q)A(q)

den Meissner-Effekt impliziert, falls lim,_,o K(g) # 0 ist. Fir g — 0 muf also gelten j(q) ~

— =K (0)A(q) bzw. falls A(r) fast konstant ist,

_c
47

Unser Ziel wird es sein, zunéchst eine Beziehung der obigen Form aus den Gorkov-Gleichungen
abzuleiten und daraus indirekt auf die Existenz des Meissner-Effektes zu schliessen. Wir nehmen
daher an, daB A (r) fast konstant ist und das die London-Eichung div A = 0 gilt. AulRerdem sei
A(r) reell. Zur Vereinfachung setzen wir ferner V' (r) = 0 fiir das Storstellenpotential.

Der Strom ist als Responsegrofie linear in A. Wir wenden daher die Lineare Responsetheorie an.
Der Stromdichteoperator ist gegeben durch

i) ~ K(0)A(r).

N

Jr) = g Z [vjo(r — ;) + 6(r — 1;)v;]
- 2[5 5T0onm| - S Amueno
o1l r=r'

mit v = % (Z — EA) = E. Der Ausdruck in der letzten Zeile ist das bekannte Ergebnis fur

]

Dichten in 2. Quantisierung.
Somit kdnnen wir den Erwartungswert des Stromes bestimmen:
e V-V

i) = () = G, riT =)

_ n(r)e?

' mc

A(r)

r=r

wobei n(r) = 2(y4(r)Ty, (r)) die Gesamtdichte der Elektronen ist.
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Wir machen nun Stérungstheorie nach A und berechnen G in 1. Ordnung von A indem wir die
in den Gorkov-Gleichungen auftretenden GrolRen entwickeln:

G=G+G+..., A=Ay +A1+...

Wir bezeichnen mit 7; wieder die Pauli-Matrizen. Die Gorkov-Gleichungen (2.35) lauten dann
bis zur 1. Ordnung

(z — e + Agm1) + <2Lr;zc(p'A+A'p)+AlTl) +] (Go+G1+...)=0(r—1").
In 0. Ordnung erhalten wir somit
(z —er3 + Ag71) Go = 6(r — 1),
woraus nach Fourier-Transformation folgt
Gox = (z — er3 + Agry) ™!

Dies ist das von friiher bekannte Ergebnis, vgl. z.B. mit (2.24).
In 1. Ordnung folgt dann unter Benutzung des Resultats in 0. Ordnung

(Z — €T3 + A()Tl) gl + (%A P + AlTl) go =0.

Dabei haben wir benutzt, dafl wegen der London-Eichung die Operatoridentititp - A = A - p
gilt. Der Koeffizient von G, ist gerade G;*. Somit ergibt sich

G1 = -G (LA -p+ A17'1) Go-
mc
Wir vernachldssigen nun die Ortsabhdngigkeit von A. Dann gilt
! 1 ik-(r—r'
(Go(A - p)Go) (r, 1) = Q Z e )GOk(A k) Go, k-
k
Hieraus folgt mit Gox = Gy _x = Gox

(Go(A - p)0) ( QZG (A-k)=0.

Daraus folgt nun A; = 0, denn

Girr) = (5 &) = @ang) @

und hieraus _
Fl(r, I‘) = —Al (G(]GO + FOZ) .
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Die Selbstkonsistenzgleichung fiir A, lautet dann
= 52 Rle)e™ = —A g (GoGo+ ) €

und hat nur die Losung A; = 0, wie man nachrechnen kann?.
Somit verbleibt in 1. Ordnung die Gleichung

G =G (—A-p) Go.

Wir wollen nun den Strom berechnen. Dazu bendtigen wir den Teilchenpropagator

e 1 ) p _
G, (I‘, I'I, Z) __ = = ekt A [k (G%k + FOkFOk) (Z)
mc ) -
Mit Gox = jgf;‘z Fox = Fo = — 2 P ist

_ 1 0 1 0
> (Go + FouFox) () = ; Cw—EY _ 0E ; w B ﬁB—Ef(E)’

n

wobei f(E) = - die Fermiverteilung ist.
Hiermit folgt fiir den Strom

i) = (V-G =—o) "D A
21 0f(E) n(r)e?
= —%ﬁgk(A k)= —Ar).

Waéhlen wir nun speziell A = Ae, so folgt wegen®’ 3, kk,g(k) = (0,0, ", k2g(k)) durch
Vergleich mitj = — £ K(0)A

K(0) = — £0 (2.36)

47 me

c ne? 2 1 o0f(E)
_ 1 270 V7
[ * mn §) 4 ks OF

und somit der Meissner-Effekt. Die Definition der supraleitenden Dichte n, durch

= anZk2

ist zundchst durch einen Vergleich von (2.36) mit dem Londonschen Grenzfall der Pippard-
Theorie (vgl. Kap. 1.3.2) motiviert. AulRerdem hat die in (2.37) definierte Dichte n, folgende
Eigenschaften, die die Interpretation als supraleitende Dichte bekraftigen.

(2.37)

2 Alle GroRen auf der rechten Seite sind bekannt!
2’wenn g(k) nur von k abhéngt, da der Summand in den z- und y-Komponenten ungerade ist
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1. n, = 0 im Normalzustand (A = 0), d.h. dann gibt es auch keinen Meissner-Effekt, denn
mit £2.2 f(e) = 22 f(e) ergibt sich

sz 7% 9 f(e) = Zf(e

wobei die erste Identitét durch partielle Integration folgt.
2. ny=nbeiT=0,denn 222 — _p#(E)1 - f(E) —»0firT —0,daE > A > 0.

3. Bei T,, d.h. fiir kleine A, ist?® n, oc A2, im Einklang mit der Proportionalitat zwischen A
und dem Ginzburg-Landau-Ordnungsparameter. In der N&he von T, gilt:

e _ o (1 T\ _TCB) (A N L 2P
n (‘i)‘iyﬂ (kBT,) T on

und somit fiir den Ginzburg-Landau-Ordnungsparameter

7 RS

A.
71'2 k‘BT X

Y=

2.7 Phase, Teilchenzahl und Josephson-Effekte
2.7.1 Phase und Teilchenzahl

Bisher haben wir immer angenommen, daB A = (1, (r)y+(r)) reell und positiv ist. Dies ist
keine Einschrankung, denn fiir ein allgemeines A = |A|e® gilt nach Gleichung (2.8), (2.10)
und® (2.11) A = Y, 'Hy + const mit

My = ex (CLTCI‘T + ct—uc—ki) — [A] (CLTCJr—k¢ei¢ + C—kLCkTe_w) :
Wir fiihren nun eine U (1)-Transformation® der Elektronenoperatoren durch
Cko = Cko e“’s/ 2 EL = cka ~i9/2
Damit lautet der neue Ordnungsparameter
A=A =|A]

und der transformierte Hamiltonoperator

Hk = €k (6LTEkT + éthfé—ki) - A (CLTC k| +c_ kickT)

2Beweis durch Entwicklung von af‘ ) mit E = v/e2 + AZ fiir kleine A und unter Verwendung von 1.
2Man beachte, daR in (2.11) berelts ausgenutzt wurde, daB A reell ist.
30U (n) ist die Gruppe der unitdren n x n-Matrizen.
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Dies ist exakt der alte Hamiltonoperator mit reellem A, nur mit der Ersetzung ¢y, — éxo. Da
sich unter der unitdren Transformation die Physik nicht &ndert, sehen wir, da man o0.B.d.A.
A = |A| wahlen kann.

Was passiert mit den Zustéanden unter der Transformation ? Der allgemeine Grundzustand lautet
dann

#) = [T (wt weliels) 10

k

= H (uk + vkei"ScLTcT_ki) 0)
k

mit ui = 3 (1 + ;—‘;) und v = 1 ( — ;—‘;) d.h. |vy|? ist die Wahrscheinlichkeit, daR das Paar

2
(k 1, —k |) vorhanden ist.
Wir wollen nun die mittlere Teilchenzahl in diesen Zustanden bestimmen.

(NY = (6] chooro|d) =2 ot

Damit ist (N) o , denn v = O(1) und die GroRenordnung der Summe wird durch die Zahl
der Summanden bestimmt. Die Teilchenzahl in den Zusténden |¢) ist aber nicht scharf. Die
Schwankung der Teilchenzahl ergibt sich zu (Aufgabe !)

(AN)? = (N?) —(N)* =4 ujw

und ist ebenfalls oc 2. Damit ist die relative Schwankung

AN VO 1 1
o VR

™M VAt un

extrem Klein.
Wir wollen nun Zustéande mit scharfer Teilchenzahl konstruieren, und zwar durch Superposition
von Zustdnden mit verschiedenen Phasen:

I
M) = o [ g
1 [ . .
= %/ dqﬁe"NWQH (uk + vke“”cLTcT_kL) |0) (2.38)
r %
Dabei werden in dem Integranden wegen

]_ & — i M
o BRI COREL I
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gerade die Anteile mit N Elektronen herausprojiziert>!. Die Umkehrung obiger Beziehung ist

=3 Vo).
N=0

Somit sind die Zahl N* = N2 und k¢ kanonisch konjugierte Variablen, wie Ort und Impuls.
Damit gentigen sie auch einer Unschérferelation

AN*A¢ > 1.

Wenn N sehr grol? ist, kdnnen wir Wellenpakete wahlen, in denen sowohl die relative Unschérfe
von N als auch die von ¢ klein (~ 10719 sind. In diesem Fall ist eine semiklassische Behandlung
mit einer Hamiltonfunktion #(¢, N*) und den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

8¢ oM oH
"at T Tane T lan T 2
ON* _ OH
ot 0¢

sinnvoll. Bei endlichen Temperaturen ist H durch die freie Energie zu ersetzen.

Wie man aus den Bewegungsgleichungen ersieht, ist die Teilchenzahlerhaltung N* = 0 in einem
isolierten Supraleiter dquivalent zur U(1)-Symmetrie, d.h. ¢-Unabhéngigkeit, von #. Somit
sind zeitabhdngige Phasen in isolierten Supraleitern nicht beobachtbar. Deshalb werden wir im
folgenden Abschnitt zwei gekoppelte Supraleiter betrachten. Dies fiihrt uns zu den Josephson-
Effekten (Josephson 1962, Nobelpreis 1973).

2.7.2 Josephson-Effekte

Wir betrachten im folgenden zwei (identische) Supraleiter, die durch eine diinne (= 10 A) Isola-
torschicht getrennt sind (siehe Abb. 2.6). Eine solche Anordnung hei8t Josephson-Kontakt oder
auch weak link bzw. Tunnelkontakt.

Supraleiter 1 Supraleiter 2

*

N, @ N, &

Abbildung 2.6: Josephson-Kontakt.

Ein solcher Kontakt wird semiklassisch beschrieben durch eine Hamiltonfunktion

H = Hi(¢1, NY) + Halpa, Ny) + Hiz(p2 — ¢1).

3lWenn man das Produkt in (2.38) ausmultipliziert, sieht man, daR der Term mit 2V Elektronen gerade den Faktor
eV trigt.
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Die Kopplung %1, zwischen den Supraleitern erfolgt durch Tunneln von Elektronen®. Sie hangt
nur von der Differenz $2— 1 der Rhasen ab (und nicht auch von der Summe ¢2+¢,), da Ny + N5
wieder erhalten ist, d.h. N} = —N3.
Mit v = ¢o — ¢, folgt aus den Bewegungsgleichungen
oy 2
ot ﬁ(/ﬁl — ig)-
Es flieRt ein Tunnelstrom
. ON7 ON; 2e 6%12
=2 | ——1)=2—2% =" .
Js e( 8t) “ot "~ h oy
Im folgenden wollen wir annehmen, dal® #12(7y) eine gerade, 2x-periodische Funktion ist, d.h.
Hi2(7y) = Hiz2(—7) und Hio(y + 27) = Hi2(7y). Dann konnen wir () Fourier-entwickeln

Hia(y) = co +c1cosy + cacos2y + ...

Wir setzen alle Konstanten ¢,, mit n > 2 gleich Null. Wir erhalten dann fiir den Tunnelstrom

. . . L 2e
Js = Jmaz SINY MIt  Jmez = _ﬁcl- (2.39)

Dies ist der Gleichstrom-Josephson-Effekt: Ein Gleichstrom fliel3t durch den Kontakt, ohne daf
ein elektrisches oder magnetisches Feld angelegt wird.

Die folgende Aufgabe zeigt eine alternative Herleitung des Gleichstrom-Josephson-Effektes.

Aufgabe 4: Der Gleichstrom-Josephson-Effekt
Seien 1; die Wahrscheinlichkeitsamplituden eines Elektronenpaares im Supraleiter j = 1, 2. Die
Kopplung der Supraleiter werde durch die Transfer-Wechselwirkung AT beschrieben, d.h.

O Oy
lhﬁ = hT’@/Jz, Zhﬁ = hT’l/J]_
Es sei ¢; = ,/mje'® . Fir identische Supraleiter kdnnen wir ny = ny annehmen.

Leite hieraus die Beziehung j; = Jjinaz sin -y fur den Tunnelstrom ab.

Im folgenden wollen wir einige experimentelle Konsequenzen des Josephson-Effekts diskutie-
ren.

1. Ein aufgepréagter Strom j < jnae Kann als Suprastrom, d.h. ohne Spannungsabfall (bzw.
Dissipation) durch die Isolatorschicht fliel3en:

sinvy = zeitunabhéngig, 1 = Ma-

]maz

Diese Gleichung hat offensichtlich nur dann reelle Losungen fiir v, wenn [j| < jmaz iSt.

32Ein mikroskopisches Modell findet sich in P.G. de Gennes, Superconductivity of Metals and Alloys, S. 118.
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Abbildung 2.7: Messung am Josephson-Kontakt.

2. FUr 7 > jmae flieBt ein Quasiteilchenstrom durch die Isolatorschicht. Dabei werden
Cooperpaare aufgebrochen, es kommt zu Dissipation und man beobachtet einen Span-
nungsabfall V' = #-£2 =£ (. Zusétzlich flieRt ein oszillierender Suprastrom j, = jiaq siny(t)
mit einer zeitabhdngigen Phase v(t) = 7o + wt und der Frequenz w = 2V. Dieses
Phéanomen werden wir gleich genauer untersuchen (Wechselstrom-Josephson-Effekt).

Noch einige abschlieRende Bemerkungen zum Gleichstrom-Josephson-Effekt.

1. Im Magnetfeld, d.h. fir A # 0, erfordert die Eichinvarianz, da3

_ 1 /2. 2e [?
Vzu——/A-dl, 7=¢2—¢1——6/A-d1,
e cJy he J4

wobei ein Integrationsweg langs des Tunnelstroms zu wahlen ist.

2. Bei schwach gekoppelten supraleitenden Kornchen, sog. granularen Supraleitern, wird i.a.
wegen der endlichen Kapazitat C' der Kérnchen eine quantenmechanische Rechnung not-
wendig:

. . 2 (N} —Np? . 10
elektrostatische Energie ~ — oc ~—2——17  mit Ny = - —.
e~ oxT¢ i~ 54

Als nichstes diskutieren wir den Wechselstrom-Josephson-Effekt. Uber den Kontakt in Abb. 2.7
sei nun eine Spannung V' angelegt. Die Bewegungsgleichung lautet dann mit u; — ps = €V

oy _ 2V
ot h
Somit ist
2eV
Y(t) =0 + & t= Nt
und
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Js = Jmaz SINY(t) = Jmae sin(yo + wt). (2.40)

Dies ist der Wechselstrom-Josephson-Effekt: Eine tiber den Kontakt angelegte Gleichspannung
erzeugt einen oszillierenden Strom durch den Kontakt.

Der Wechselstrom-Josephson-Effekt kann z.B. zur Bestimmung von 2 benutzt werden.
Experimentell ist leichter, den inversen Josephson-Effekt nachzuweisen. Dazu bringt man den
Kontakt in das Wechselfeld eines schwingenden Mikrowellen-Hohlraumes und mif3t dann die
Strom-Spannungskennlinie. Diese zeigt charakteristische Stufen, sog. Shapiro-Stufen, immer
dann, wenn die Frequenz w des Josephson-Wechselstromes einem ganzzahligen Vielfachen der
eingestrahlten Frequenz entspricht (Abb. 2.8).

I

>

\Y

Abbildung 2.8: Shapiro-Stufen.

2.7.3 Quanteninterferenz und SQUIDs

Friher haben wir gesehen, daR die Phasendifferenz entlang eines geschlossenen Kreises, der den
magnetischen FluR & umschlielt, gegeben ist durch

¢11—¢1: 271'7?/:27['% = %@,
wobei @, das FluBquant bezeichnet und & = n®, ist. Der FIuR setzt sich aus dem Fluf3 durch
dulRere Felder und dem Flul der Strome in dem Kreis selber zusammen.
Wir betrachten nun zwei parallel geschaltete Josephson-Kontakte (siehe Abb. 2.9). Es werde
keine Spannung angelegt. Die Phasendifferenz zwischen den Punkten 1 und 2 entlang des Weges
durch die Isolatorschicht a (bzw. b) sei «, (bzw. +3). Ohne Magnetfeld ist v, = 7 = 7o.
Durchdringt ein FluB den Kreis, so ist

2e
N =P
Yo Ya he
bzw.
Ya = Yo he b 0 Fe
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Abbildung 2.9: Zwei parallel geschaltete Josephson-Kontakte, d.h. ein SQUID.

Der Strom durch einen Kontakt hat die FOrm j, = jmaz Siny,. Der Gesamtstrom ist j, + jp, also
1 : : € . e
Jges = Jmaz (Sln (70 + %@) + sin ('yo — %Q))
= 2Jmaz Sin &g oS <.
he

Wir sehen also, dal? der Strom mit dem Flul} & variiert (vgl. Abb. 2.10). Die Stromstérke besitzt
Maxima, wenn % = nm mit ganzzahligem n.

1] ges!

1 2 3 o/,
Abbildung 2.10: Abhéngigkeit des Stroms vom Fluf3.

Die Variation des Stroms mit ® ist ein Interferenzeffekt, analog dem Intensitatsverlauf bei Licht-
beugung am Doppelspalt. Hier handelt es sich also um einen Quanteninterferenzeffekt.

Eine Anordnung mit zwei Josephson-Kontakten, wie wir sie hier betrachtet haben, bezeich-
net man als SQUID. Dies ist ein Akronym fiir Supraleitender Quanten-Interferenz-Detektor,
SQUIDs haben grof3e Bedeutung in der MeRtechnik, denn sie erlauben z.B. hochgenaue Mes-
sungen magnetischer Flisse.

33Im Englischen: Superconducting quantum interference device.
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3 Hochtemperatur-Supraleitung

3.1 Uberblick
3.1.1 Historische Entwicklung

\Vor 1986 hat man Supraleitung vor allem in Metallen und Legierungen gefunden. Die hochste
Sprungtemperatur hatte bis dahin Nb;Ge mit 7, = 23.2 K, gefunden 1973 in diinnen Schichten.
1986 haben Bednorz und Miiller dann mit La,_,Ba,CuQ, den ersten sog. Hochtemperatur-
Supraleiter (HTSL) gefunden mit einem T, von etwa 30 K. Dabei hatten sie in dieser Arbeit
nur das Verschwinden des Widerstandes nachgewiesen, den Meissner-Effekt konnten sie erst
einige Monate spater verifizieren.

Diese Entdeckung hat dann eine stiirmische Entwicklung entfacht. Das sieht man z.B. daran, daf}
Bednorz und Miuller schon 1987 den Nobelpreis erhielten. Zum Vergleich: Die BCS-Theorie
wurde 1957 veroffentlicht, den Nobelpreis gab es aber erst 1972 !

Schon Anfang 1987 hat man dann mit YBa,CuzO-_, den ersten Supraleiter gefunden, dessen
T, mit 92 K (fir y ~ 0.1) oberhalb der Verflissigungstemperatur von Stickstoff (=~ 77 K)
liegt. Die zur Zeit hochste anerkannte Sprungtemperatur findet man bei Tl;Ba;CayCu3Oqo mit
T, =134 K.

Eine Besonderheit der HTSL ist, dal3 sie zu einer ganz anderen Substanzklasse gehoren als die
“klassischen” Supraleiter. Je nach Betrachtungsweise bezeichnet man sie als oxidische Kerami-
ken, was eher den Herstellungsprozel3 betont, als Kuprate (Verbindungen mit Kupferoxid), was
die Zusammensetzung betont, oder als Perowskite, was durch die Kristallstruktur motiviert ist.

3.1.2 Allgemeine Eigenschaften

Die Ausgangsmaterialien der HTSL sind Isolatoren, die eine antiferromagnetische Ordnung auf-
weisen. Dies ist dullerst ungewdhnlich, denn i.a. werden Substanzen, die magnetisch ordnen
(z.B. Fe) nicht supraleitend.

Schematisch hat das Phasendiagramm als Funktion der Dotierung = und der Temperatur T' die
in Abb. 3.1 dargestellte Struktur. Dabei bezeichnet AF die antiferromagnetische und SL die
supraleitende Phase. Daneben gibt es noch einen metallischen Bereich. Ty ist die sog. Néel-
Temperatur, bei der die antiferromagnetische Ordnung verschwindet34. T, bezeichnet wie immer
die Ubergangstemperatur zum Supraleiter.

Unter Dotierung (englisch: doping) versteht man — wie bei Halbleitern — das Einbringen von
Ladungstragern durch Ersetzen, Hinzufiigen oder Weglassen von Atomen.

zopt Dezeichnet man als optimale Dotierung. Hier ist T, maximal. Die Bereiche mit kleinerer
bzw. groBerer Dotierung als zq, bezeichnet man auch als underdoped bzw. overdoped.

34Analog zur Curie-Temperatur fiir Ferromagnete.
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Abbildung 3.1: Schematisches Phasendiagramm der Hochtemperatur-Supraleiter.

3.1.3 Supraleitende Eigenschaften

Im folgenden wollen wir kurz die wichtigsten Eigenschaften der supraleitenden Phase der HTSL
diskutieren. Die auffélligste Eigenschaft ist natirlich die hohe Sprungtemperatur 7,. Es stellt
sich die Frage, ob diese durch die klassische BCS-Formel T, ~ 1.14 wpe~/9%=©) erklsrbar ist.
Eine interessante Beobachtung ist, dall T, — 1.14 wp im Grenzfall starker Kopplung (¢ — o0),
d.h. nimmt dann einen endlichen Wert an. Dieser ist tatsdchlich durchaus von der Gréfenordnung
der Raumtemperatur, wenn man typische Zahlenwerte fiir wp einsetzt. Allerdings hatten wir in
der BCS-Theorie zahlreiche vereinfachende Annahmen gemacht, insbesondere bei der Ableitung
der Formel fur T,. Eine dieser Annahmen war der Grenzfall schwacher Kopplung, d.h. genauer
wp > T.. Diese Annahme ist bei obiger Argumentation sicherlich verletzt. Man sieht aber
qualitativ, daB eine hohe Zustandsdichte NN, (0) der Elektronen an der Fermikante gut fiir ein
hohes T, ist. Man kann verbesserte T,-Formeln, z.B. im Rahmen der Eliashberg-Theorie (siehe
Kap. 2.4.2), ableiten, in denen die Elektron-Phonon-Wechselwirkung X direkt® beriicksichtigt
wird. Diese Formeln lassen an der Bedeutung der Elektron-Phonon-Wechselwirkung fir die
HTSL zweifeln, konnen sie jedoch nicht vollig ausschliel3en.

Als néchstes stellt sich die Frage, welche der bekannten charakteristischen Eigenschaften “klas-
sischer” Supraleiter man noch hat nachweisen kdnnen ?

e Wie schon erwéhnt: verschwindender Widerstand und Meissner-Effekt

e Die Existenz von Cooperpaaren: Uber Experimente zur FluBquantisierung und die Josephson-
Effekte findet man zunéchst, daB auch in den HTSL Elektronenpaare® fir die Supralei-
tung verantwortlich sind. Experimente zur sog. Andreev-Streuung zeigen dariiberhinaus,
daR die gepaarten Teilchen umgekehrte Impulse (k, —k) haben. Bei der Andreev-Streuung
handelt es sich um die Reflexion eines Elektrons (mit einer Energie groler als die supralei-
tende Licke) an der Grenzschicht zwischen einem Normal- und einem Supraleiter. Dabei

3Sstatt nur indirekt tiber eine attraktive Elektron-Elektron-Wechselwirkung
3pzw. Lochpaare, siehe spater
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wird im Supraleiter ein Cooperpaar erzeugt und das Elektron als Loch reflektiert. Auf3er-
dem kann man nachweisen, daR sich die Paare in einem (Spin-)Singlett-Zustand befinden.

e Der Isotopeneffekt in den HTSL ist i.a. sehr schwach.

e Die Energieliicke Ay ist im Gegensatz zu den bisher betrachten Féllen nicht konstant,
Ax = A (sog. s-Wellen-Supraleitung), sondern hat d-Wellen-Symmetrie. Dies bedeutet,
dal? der Bahndrehimpuls eines Cooper-Paares nicht Null ist, wie wir zum Beispiel in der
Aufgabe “Das Cooper-Problem” angenommen haben. Stattdessen hat der Grundzustand
d-Wellen-Symmetrie: Ay = Ag(cos k; —cos k). Man bezeichnet solche Supraleiter daher
auch als d-Wellen-Supraleiter.

e HTSL sind extreme Typ-1I-Supraleiter. Typische Grof3en fir YBCO sind &, ~ 154,
£~ 2Aund A\, ~ 1400A, A, ~ 7000A, wobei auf Grund der Anisotropie der Materialien
Kohdrenzldngen und Eindringtiefen von der Richtung abhéngen. Man sieht aber, dal} der
Ginzburg-Landau-Parameter sehr groB ist, x > 1. Die kleinen Koharenzléngen bedeuten
auch, daR die Cooperpaare in den HTSL viel kleiner sind als in klassischen Supraleitern.

3.1.4 Normalleitende Eigenschaften

Die undotierten Ausgangssubstanzen sind sog. Mott-Isolatoren. Mott-Isolatoren wéren auf Grund
ihrer Bandstruktur (teilweise gefiillte Bander) eigentlich metallisch. Starke elektronische Kor-
relationen durch groRe CoulombabstoRBung fiihren jedoch zur Lokalisierung der Wellenfunktion
und damit zu isolierendem Verhalten. Wahrend in normalen Isolatoren die Stromleitung durch
das Pauliprinzip verhindert wird, ist es in den Mott-Isolatoren die Coulombwechselwirkung.
Der Grund fir das Versagen der Bandtheorie ist, dal die Wechselwirkung der Elektronen dort
nur grob vereinfacht berticksichtigt wird.

Abb. 3.2 zeigt ein stark vereinfachtes Beispiel fir den Mechanismus, der den Mott-1solatoren
zugrunde liegt. Der obere Teil der Abbildung zeigt einen Zustand in einem halbgefillten Band.

SEER N B

Abbildung 3.2: Zum Mott-lIsolator: ein halbgefillter Zustand (oben); Elektronenbewegungen
erzeugen Doppelbesetzungen (unten).
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Jeder Platz ist durch genau ein Elektron besetzt. Wenn sich nun ein Elektron bewegt (Stromlei-
tung!), mull zwangslaufig ein Platz mit zwei Elektronen besetzt werden. Dies kostet auf Grund
der CoulombabstoRung Energie. Ist diese zu grol3, wird das System isolierend. Wir werden dies
spater am Hubbard-Modell genauer untersuchen

Durch die Dotierung der isolierenden Ausgangssubstanz werden Ladungstréger erzeugt. Sind
genuigend vorhanden, wird das System metallisch. Im obigen Bild 3.2 entspricht dies einem
Zustand, bei dem nicht jeder Platz besetzt ist. Dann ist eine Bewegung der Elektronen auch ohne
Erzeugung von Doppelbesetzungen maglich.

Die Leitung in den HTSL-Substanzen erfolgt i.a. durch Locher, nicht durch Elektronen. Experi-
mentell 1413t sich das Vorzeichen der Ladungstrdger z.B. durch Halleffekt-Messungen bestimmen.
Der Normalzustand der HTSL hat zum Teil recht ungewohnliche Eigenschaften. Deshalb kon-
zentriert sich heutzutage ein Grofteil der HTSL-Forschung auf den Normalzustand. Aus dessen
Verstandnis erhofft man sich Einsichten in den Mechanismus der HTSL.

Im folgenden sind einige der ungewohnlichen Eigenschaften aufgelistet.

1. Die Bildung von Streifen (stripes), das ist eine raumlich inhomogene Spin- und Ladungs-
ordnung (siehe Abb. 3.3).
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Abbildung 3.3: Bildung von stripes: Alternierende Ladungs- und Spinordung.

2. Es zeigen sich Abweichungen vom sog. Fermiflussigkeitsverhalten. Fermifliissigkeiten
sind durch die Existenz von Quasiteilchen (Teilchen + “Wechselwirkungswolke”) charak-
terisiert. Im Gegensatz dazu sind in Luttingerflussigkeiten die Anregungen von kollektiver
Natur. Als Stichworte seine hier Spinonen und Holonen genannt.

Worin bestehen die Abweichungen genau ?

e Die Temperaturabhdngigkeit der magnetischen Suszeptibilitat, des Hall-Koeffizienten
und der NMR-Relaxationsrate stimmen nicht mit den Vorhersagen der Fermiflussig-
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keitstheorie tberein. So ist die NMR-Relaxationsrate ,_%1 proportional zu T statt kon-
stant, wie von der Fermifllissigkeitstheorie vorausgesagt.

e Der Widerstand ist sehr anisotrop. Der Widerstand in den Leitungsebenen der HTSL
zeigt eine ungewohnliche Temperaturabhéngigkeit po, = ¢ + coT (bei optimaler
Dotierung), statt p; = c; + cT° wie in der Fermifliissigkeitstheorie. Die T°-
Abhéngigkeit kommt dabei von der Streuung der Elektronen an Phononen.

e Man beobachtet eine sog. Pseudoliicke (pseudo-gap). Dabei hat der Ordnungspara-
meter eine endliche Amplitude fur Temperaturen im Bereich T, < T < T*. Man
stellt sich dies so vor, dal sich bei T bereits Paare bilden, die aber noch nicht kon-
densieren. Dies flihrt zu einer teilweisen Unterdriickung der niedrigen Energien in
der Zustandsdichte (Pseudoliicke).

Auf Grund dieser zahlreichen Anomalien im metallischen Normalzustand und des im wesentli-
chen zweidimensionalen Charakters der Leitung in diesen Substanzen hat Anderson (1987) ver-
mutet, dal® der Normalzustand durch eine neuartige Quantenflissigkeit, die oben bereits erwahnte
Luttingerflissigkeit, beschrieben wird. Diese wurde urspriinglich von Haldane (1981) zur Be-
schreibung eindimensionaler wechselwirkender Elektronensysteme eingefiihrt.

In den letzten Jahren wurden eine Reihe von verwandten Substanzen und Effekte entdeckt, z.B.
Materialien mit Leiterstruktur oder den sog. Spin-Peierls-Ubergang in CuGeO; (Kupfergerma-
nat).

3.2 Struktur der Hochtemperatur-Supraleiter

In den folgenden Abschnitten wollen wir uns die Kristallstruktur und die elektronische Struk-
tur der HTSL genauer ansehen. Wir werden sehen, daR die Kristallstruktur Hinweise auf die
elektronische Struktur gibt. Aus dieser lassen sich dann einfache Modelle konstruieren, von de-
nen man hofft, dal} sie die wesentlichen Eigenschaften der Materialien (also insbesondere den
Magnetismus und die Supraleitung) beschreiben kénnen.

3.2.1 Kiristallstruktur

Die Kristallstruktur ist ahnlich der des Perowskits CaTiO; (Kalziumtitanat). Ein allgemeines
Perowskit hat die Struktur AMOj, wobei A ein grofieres Atom ist (z.B. K, Sr, La) und M ein
Ubergangsmetall. Die 6 Sauerstoffatome, die ein M umgeben, bilden ein MOg-Oktaeder. Die
Oktaeder sind Uber die Ecken vernetzt. In Abb. 3.4 wird die typische Kristallstruktur der Perow-
skite gezeigt.

Als nédchstes wollen wir uns die Strukur von La,CuQ,4 genauer ansehen (Abb. 3.5).
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Abbildung 3.4: Perowskit-Struktur. Die Sauerstoffatome sind durch schwarze Kreise dargestellt,
die Ubergangsmetallatome M durch weiRe Kreise und das A-Atom durch einen grauen Kreis.
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Abbildung 3.5: Einheitszelle des La,CuQ,. La sind die kleinen griinen (hellen) Kugeln, Cu die

mittleren schwarzen und O die groRen blauen Kugeln. Man erkennt deutlich die CuO,-Ebene
(oben bzw. unten).
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Man erkennt auch hier die CuOg-Oktaeder der Perowskitstruktur. Sie sind tiber Ecken nur in
(a,b)-Richtung vernetzt. In c-Richtung sind sie durch La-Atome getrennt. Dies bedingt eine
Schichtstruktur und die starke Anisotropie der physikalischen Eigenschaften.

Die Oktaeder sind in c-Richtung gestreckt, was die Bildung zweier nicht dquivalenter O-Positionen
bedingt. Diese Streckung ist der sog. Jahn-Teller-Effekt, der die eigentliche Motivation fur Bed-
norz und Muller war, in diesen Materialien nach Supraleitung zu suchen®'. Der Kristall ist in der
tetragonalen Phase. Bei tiefen Temperaturen findet man einen Ubergang in die orthorhombische
Phase, bei der die CuO4-Oktaeder leicht um die b-Achse verkippt sind.

Das wichtigste Strukturelement des La,CuQy, ist aber die CuO,-Ebene in der Einheitszelle. Man
geht heute davon aus, dal} sich die fur die Supraleitung wesentliche Physik in diesen Ebenen
abspielt.

Wie wir spater sehen werden, kann La,CuO, mit Sr dotieren, wobei zuféllig La3*-lonen durch
Sr2* ersetzt werden.

RO

¢
ﬁ

Abbildung 3.6: Einheitszellen von YBa,Cu3Og (links) und YBa,CuzO; (rechts). Die O-Atome
sind durch grolRe blaue Kugeln symbolisiert, Cu durch kleine dunkelgraue, Ba durch mittlere
hellgraue und Y durch die schwarze Kugel in der Mitte. Man beachte, dal YBCO zwei CuO,-
Ebenen pro Einheitszelle besitzt, die durch eine Y-Schicht getrennt sind.

37Der Jahn-Teller-Effekt verursacht hiufig eine starke Elektron-Phonon-Wechselwirkung.
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YBa,Cu30; (siehe Abb. 3.6) geht aus einer idealen, auch in c-Richtung vernetzten, Perowskit-
struktur hervor, indem man den Sauerstoffgehalt von Og nach O; vermindert. Dabei werden die
CuQg-Oktaeder zu CuO4-Quadraten oder CuOs-Pyramiden verstimmelt (siehe Abb. 3.7). Die
CuO,4-Quadrate sind tber die Ecken verbunden und bilden so CuO-Ketten in c-Richtung. Im
Gegensatz zu La,CuO,4 hat YBCO zwei CuO,-Ebenen pro Einheitszelle, statt nur einer. Diese
Schichten sind durch eine Schicht mit Y getrennt. Man glaubt, daR die Sprungtemperatur umso
hoher ist, je mehr CuO,-Schichten in der Einheitszelle sind. Tatsdchlich hat die Substanz mit der
z.Z. hdchsten bekannten Sprungtemperatur drei CuO,-Schichten pro Einheitszelle.
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Abbildung 3.7: Strukturbild von YBCO, das die CuO,-Einheiten betont. Man erkennt insbe-
sondere die beiden CuO,-Ebenen, die durch die Grundflachen der Pyramiden gebildet werden.
Die Ebenen sind durch eine Y-Schicht (dunkle Kugeln) getrennt. Die hellen Kugeln sind die
Ba-Atome.

Die Dotierung des YBCO funktioniert etwas anders als beim La;CuQ,4. Es werden keine Ato-

me ersetzt, sondern der Sauerstoffgehalt zwischen den CuO,-Ebenen gedndert. Der Bereich
zwischen den Ebenen dient dabei als Ladungsreservoir, der die fir die Supraleitung nétigen
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Ladungstréger in den CuO,-Ebenen bereitstellt. Abb. 3.8 zeigt eine schematische Struktur von
YBCO.

CuO,- Ebene Ladungsschicht

CuO, - Ket?e@\"\@\‘ w\»\g\‘ Ladungsreservoir

CuO, - Ebene Ladungsschicht

Abbildung 3.8: Schematische Struktur von YBCO.

3.2.2 Elektronische Struktur

Aus den Erkenntnissen tber die Kristallstruktur wollen wir im folgenden die elektronische Struk-
tur der HTSL ableiten.

a) Lag ,Sr,CuQy:

Die folgende Tabelle fal3t die Ergebnisse fir die elektronische Struktur zusammen.

Atom | Elektronen | elektron. Konfig. (Atom) | Kristall (z = 0) | dotiert (z # 0)
Cu 29 [Ar] 3d10 4s Cu?t Cu?*

0 8 [He] 2s2 2p* 0% 0%,0"
La 57 [Xe] 5d! 6s2 Ladt Ladt

Sr 38 [Kr] 5s2 - Sr2+

Im Kristall (z = 0) nimmt Sauerstoff die O?~-Konfiguration an, um eine volle p-Schale zu errei-
chen. Ebenso geht Lanthan in die La®*-Konfiguration. Dann muRl wegen der Ladungsneutralitat
Kupfer in die Cu?*-Konfiguration tbergehen: ~ 2(Cu?*) + 2 - 3(La**) — 4 - 2(0*7) = 0.
Cu2* hat ein Loch in der d-Schale und somit Spin 1/2 (Hundsche Regeln). Dieser Spin ist fir
die antiferromagnetische Ordnung im Kristall verantwortlich.
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Bei Dotierung (z # 0) werden zufallig La durch Sr ersetzt. Diese gehen in die Sr2*-Konfiguration
uber. Deshalb gibt es weniger Elektronen in den CuO,-Ebenen, d.h. es liegt Lochdotierung vor.
Im Prinzip gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Cu?t — Cu®*: In diesem Fall wére Cu3* in einer 3d®-Konfiguration, d.h. es hatte zwei
Locher in der d-Schale. Dies ist aber wegen der starken Coulombabstoung zwischen den
beiden Lochern energetisch sehr ungiinstig.

2. 0%~ — O~: Sauerstoff geht in die 2p3-Konfiguration, d.h. es gibt ein Loch in der p-Schale.
Insgesamt hat man wieder zwei Locher (eines am O und eines am Cu), aber in verschiede-
nen Schalen. Diese Situation ist energetisch wesentlich giinstiger.

b) YBa,Cu3Og., ;-

Die folgende Tabelle fal3t die Ergebnisse fir die elektronische Struktur von YBCO zusammen.

Atom | Elektronen | elektron. Konfig. (Atom) | Kristall (z = 0) | dotiert (z # 0)

Cu 29 [Ar] 3d10 4s Cu?* (Ebenen) | Cu?2+ (Ebenen)
Cut (Ketten) | Cu?5t (Ketten)

0] 8 [He] 2s% 2p* 0%~ 0%, 0~

Y 39 [Kr]5s%4d Y3+ Y3+

Ba 56 [Xe] 6s2 Ba2* Ba?*

Im Kristall (z = 0) gehen Y, Ba und O in die Y3*, Ba?* und O?~-Konfigurationen tiber, um volle
Schalen anzunehmen. Damit bleibt fir Kupfer wegen der Ladungsneutralitdt nur die Moglichkeit
der Cu?*-Konfiguration in den Ebenen und der Cu*-Konfiguration in den Ketten:

2-2(Cu?*) +1-1(Cut) +1-3(Y3+) +2-2(Ba**) — 6-2(0?7) = 0.

Wie bei La;CuQ, ist das Loch in der d-Schale fir die antiferromagnetische Ordnung verantwort-
lich.

Bei Dotierung (z # 0) wird der Sauerstoffgehalt in den Ladungsreservoirs gedndert. Die neu-
en 02~ entfernen Elektronen aus den CuO,-Ebenen, d.h. wieder Lochdotierung. Dies ist etwas
detaillierter in Abb. 3.9 dargestellt. Solange die Dotierung nicht sehr hoch ist, gibt es einzelne
O-Atome (untere Reihe). Diese kdnnen jeweils ein Elektron von ihrem linken und rechten Cu-
Nachbarn aufnehmen, die dann in Cu?* tibergehen. In diesem Fall findet noch keine Dotierung
der CuO,-Schicht statt. Haben sich dagegen schon CuO-Kettenfragmente gebildet (obere Reihe),
so kann O nur ein Elektron von einem der Nachbarn bekommen, da diese nur ein Elektron ab-
geben wollen. Um in die O%~-Konfiguration tiberzugehen, bendtigt das O ein weiteres Elektron.
Dies kommt aus der CuO,-Ebene und fiihrt dort zur Lochdotierung.
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Abbildung 3.9: Veranschaulichung der Dotierung von YBCO.

3.3 Mikroskopische Modelle der CuO,-Ebenen

Vieles deutet darauf hin, dal die (dotierten) CuO,-Ebenen fiir die Supraleitung verantwortlich
sind. Mit den bisher gewonnenen Erkenntnissen tber die elektronische Struktur der HTSL wol-
len wir ein einfaches mikroskopisches Modell zu deren Beschreibung ableiten. Hierbei machen
wir die folgenden drei Annahmen:

1. Alle relevanten Spin- und Ladungsfreiheitsgrade sitzen in den CuO,-Ebenen.

2. Magnetismus und HTSL sind eng verwandt in dem Sinne, daR die Elektronen, die den
Magnetismus verursachen, auch fir die Supraleitung verantwortlich sind.

3. Die dominierenden Wechselwirkungen sind abstof3end und die Teilchen hochkorreliert.

Ein mikroskopisches Modell muB natiirlich die Struktur der Elektronenorbitale beriicksichtigen.
Die d-Orbitale des Kupfers und die p-Orbitale des Sauerstoffs hybridisieren. Die drei relevanten
Orbitale fur die Hybridisierung sind das 3d,2_,2-Orbital des Cu und die 2p, und 2p,-Orbitale
des Sauerstoffs. Die Lage und typische Form dieser Orbitale ist in Abb. 3.10 dargestellt.

3.3.1 1-Band-Hubbard-Modell

Die einfachste Naherung zur mikroskopischen Beschreibung besteht darin, nur ein hybridisiertes
Orbital 3,>_,2-2p,, das am Cu-Atom lokalisiert ist, zu beriicksichtigen. Der Effekt des Sauer-
stoffs wird hier vernachlassigt, er stellt lediglich Orbitale fiir die Hybridisierung zur Verfligung.
Ein solches Modell wurde zuerst 1987 von Anderson vorgeschlagen. Die Dynamik der Elektro-
nen bzw. Locher wird dabei vom sog. 1-Band-Hubbard-Modell beschrieben:
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Abbildung 3.10: Veranschaulichung der hybridisierenden Orbitale in den CuO,-Ebenen.

H=-tY 3 (ddjo+d,do) +UY nigny (D)

(i,4) o=1s)

Dabei erzeugt (bzw. vernichtet) der Operator d}a (bzw. d;,) ein Loch mit Spin ¢ im Orbital
des i-ten lons. Die Operatoren geniigen kanonischen Antivertauschungsrelationen [d;fa, dio']l+ =
d:j0,0+. Der zugehorige Teilchenzahloperator n;, = d;fadia hat die Eigenwerte 0, 1 und zahlt die
Zahl der Locher mit Spin o am Platz 4.

Der erste Term in (3.1) beschreibt das Hipfen von Teilchen auf einen Nachbarplatz. ¢ wird
deshalb auch als Hipfamplitude bezeichnet. Der zweite Term ist ein Karikatur der Coulomb-
wechselwirkung. Zwei Teilchen spiiren diese nur, wenn sie sich am gleichen Platz befinden
(Doppelbesetzung). Die Teilchen missen dann wegen des Pauli-Prinzips Spin 1 und | haben.
Der Operator n;+n; zéhlt die Zahl der Doppelbesetzungen am Platz < und hat nur dann einen von
Null verschiedenen Wert, wenn dort zwei Teilchen sitzen.

Wir werden uns spater genauer mit dem 1-Band-Hubbard-Modell und seinen Eigenschaften
beschéftigen. Es ist nicht klar, wie einschneidend die Ndherungen (Karikatur der Coulomb-
Wechselwirkung, Sauerstoff nicht voll beriicksichtigt etc.) sind. Trotzdem ist eine Untersuchung
dieses stark vereinfachten Modells extrem schwierig.

3.3.2 3-Band-Hubbard-Modell

Im folgenden wollen wir ein etwas detailliertes Modell zur Beschreibung der CuO,-Ebenen for-
mulieren. Dabei haben wir immer die Situation im La, ,Sr,CuO, im Hinterkopf. In diesem de-
taillierteren Modell soll nun auch das Sauerstoff-p-Orbital, das ja bei Dotierung ein Loch enthalt,
explizit berticksichtigt werden. Wir missen daher zwei Erzeugungs-/\ernichtungsoperatoren
einfuhren. Neben dem Operator d!_, der ein Loch im dg>_,2-Orbital des Kupferions am Platz 4

erzeugt, bendtigen wir einen Operator p}a, der ein Loch im p,- oder p,-Orbitals des Sauerstoffi-
ons am Platz j erzeugt. Die Operatoren geniigen den tiblichen fermionischen Antivertauschungs-
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relationen. Untereinander vertauschen sie aber, d.h. z.B. [d}a,pj,,l} = 0.
Wir geben nun direkt den Hamilton-Operator des 3-Band-Hubbard-Modells an:

= thZ Z (p]gp]0+p] o‘p]"') sz Z ( p70+p]a w)

(4,3") o=1.4 (i,4) o=1,4

+U, Znnn |t UdanTnL-l— Uden +epZn§+edZn§’. (3.2)
j i

(4,4)

Dabei sind n7 = ng; + nf, die Gesamtteilchenzahloperatoren im a-Orbital (o = d, p) am Platz
j. Abb. 3.11 veranschaulicht die berticksichtigten Wechselwirkungen. Die ersten beiden Terme
in (3.2) beschreiben das Hipfen von Locher zwischen den p-Orbitalen (t,,) bzw. zwischen p-
Orbitalen und dem d,:_,»-Orbital des Kupfers (Hybridisierung von p,- und d,2_,2-Orbitalen).
Die néchsten drei Terme beinhalten wieder die CoulombabstofRung und zwar zwischen Léchern
in einem p-Orbital (U,), Lochern im d,>_,>-Orbital (Uz)und Lochern, die sich in verschiedenen
Orbitalen befinden (U,4). Die letzten beiden Terme schlieBlich entsprechen dem chemischen
Potential und geben an, wieviel Energie (e, bzw. €;) nétig ist, um ein Loch im p- bzw. d-Orbital
zu erzeugen. In der folgenden Tabelle sind typische Werte fiir die Wechselwirkungsparameter

& & Zhang-Rice
: 1 Singlet

Abbildung 3.11: Wechselwirkungen im 3-Band-Hubbard-Modell und Veranschaulichung des
Zhang-Rice-Singletts.

(in eV) zusammengestellt:

A |ty tpd Uq Up Upd
05]065|13-15|88-105|4-6|<1.2
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Dabei ist A = ¢, — ¢4. Die CoulombabstolRung U,, zwischen verschiedenen p-Orbitalen (siehe
Abb. 3.11) ist verschwindend klein und in (3.2) schon nicht beriicksichtigt worden.
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Da A > 0 ist, wird das erste Loch bevorzugt das d-Orbital des Cu besetzen. Dies ist genau das,
was man auch bei den undotierten Kupraten beobachtet. Da U; > A ist, befindet man sich im
Grenzfall starker Kopplung. Neue Ldcher gehen dann bevorzugt in die p-Orbitale am Sauerstoff,
wie in den dotierten Kupraten.

Da offensichtlich der Grenzfall starker Kopplung relevant ist, stellt sich die Frage, ob man das
3-Band-Hubbard-Modell vereinfachen kann. Genauer: Kann das 3-Band-Hubbard-Modell zu
einem effektiven 1-Band-Modell reduziert werden ?

Ein mogliches Szenario wurde von Zhang und Rice (1988) vorgeschlagen. Sie betrachteten
ein Loch im p-Orbital. Dessen Spin kann parallel (Triplett) oder antiparallel (Singlett) zum
Loch am Kupfer sein. Im Starkkopplungslimes haben sie im Rahmen einer Stérungstheorie 2.
Ordnung gefunden, daB die Energie des Singletts niedriger ist. Dieses bezeichnet man daher
auch als Zhang-Rice-Singlett. Man stellt sich vor, dal} die Hybridisierung der Cu-O-Orbitale
dazu fuhrt, daB ein durch Dotierung am Sauerstoff erzeugtes Loch stark an das zentrale Cu?*-
lon gebunden wird und dabei mit diesem ein Singlett bildet. Die Bewegung dieses Singletts ist
sehr dhnlich der eines Loches in einem 1-Band-Hubbard-Modell mit starker Wechselwirkung.
Dies sieht man, wenn man ein effektives Modell ableitet, indem man das urspriingliche Modell
auf den Unterraum des Zhang-Rice-Singletts beschrankt. Dadurch werden die Sauerstoff-lonen
“ausintegriert” und man erhélt einen effektiven Hamiltonoperator auf dem zweidimensionalen
Quadratgitter der Cu-lonen:

Heff = _tzz (5},,5]@ + E;géia) + JZ (Sz . S]' — in,n])
(i) o

(¢4)

= 337 (cjacj[, + c;-ac,-a) P+IY (s,- S, - inn]) (3.3)

(i) o (13)
mité = ¢l (1 —n;_,), d.h. es wird nur ein Teilchen mit Spin o am Ort i erzeugt, wenn dort
nicht schon ein Teilchen mit Spin —¢ sitzt. Die geschldngelten Operatoren verhindern also die
Erzeugung von Doppelbesetzungen. Dasselbe tun die Operatoren P, die auf den Unterraum
ohne Doppelbesetzungen projizieren. n; = n; +n; ist der Teilchenzahloperator am Platz :. Die
Spinoperatoren S; lassen sich durch die Pauli-Matrizen®  ausdriicken: S; = 1 Y ap ¢l TapCip.

Dabei ist 7o = ((7%)ag, (T¥)ag, (7)ag). Speziell ist S7 = §(ny — nyy) und S;° = ;).

Das effektive Modell (3.3) wird auch als t-J-Modell bezeichnet. Es wurde von Anderson schon
vorher zur Beschreibung der Kuprate vorgeschlagen. Wir werden spéter sehen, dafd sich das
t-J-Modell auch aus dem 1-Band-Hubbard-Modell herleiten lait.

3.4 Das Hubbard-Modell und seine Verwandten
3.4.1 Herleitung des Hubbard-Modells

Im folgenden wollen wir das Hubbard-Modell aus dem bekannten Hamiltonoperator fiir die
Wechselwirkung von Elektronen mit dem Potential U;,,, (r) eines ortsfesten lonengitters herlei-

By = (1%, 79,77)
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ten Die Elektronen untereinander stoBen sich mit der Coulomb-Wechselwirkung V. (r — r')
ab. In zweiter Quantisierung (mit den Feldoperatoren ] (r)) lautet der Hamiltonoperator

[r—r'| r’\

dann:
H = Hkm + Hmt
- Z/dSNﬂ [ 5= V2 A+ Uion(r) | %6 (x) (3.4)

£ [ [ @ e () eate = ¥ 6 ),

o0’

GemiR dem Bloch-Theorem spaltet das freie elektronische Band ex = %% unter dem EinfluR
des periodischen Potentials U, in unendlich viele Bander mit Blochfunktionen uy, auf. Aus
diesen erhdlt man dann die Wannier-Funktionen

(bza f Z eilk R ka r) (3'5)

die am Platz R; lokalisiert sind. L ist die Zahl der Gitterpldtze. Nun definieren wir die Erzeuger
von Elektronen in einem Wannier-Orbital:

chao = [ @ru(e)il@) (36)
mit der Umkehrung
= Falr)ciao (r). (3.7)

Der auf diese Gitterbasis transformierte Hamiltonoperator lautet dann:

H =) thclagtion + D D D vimiClast)seCove Cru (3.8)

ijao igmn afuv oo’

mit den Matrixelementen

. h? .
e = <za‘ [—%Vz + Uion(r)] ‘ja>

= [ #r6le) |3V Uin(0)] 01000 39)
und
o = (i, 16| Veelx — 1) mp, )
= [ [ @ ms e Vels 1) omar)ns 0 (3.10)

Bis hierhin haben wir keinerlei N&herungen gemacht. Im folgenden wollen wir aber einige ver-
einfachenden Annahmen machen (Hubbard 1963). Zun&chst sei nur ein Band « relevant. Wir

76



koénnen dann die Summen Uber «, 3 etc. weglassen, ebenso den Bandindex selbst. Ferner wol-
len wir annehmen, dal es sich bei diesem Band um ein s-Band handelt. In diesem Fall ist
t;; nur eine Funktion des Abstandes der Platze ¢ und j und zeigt keine Richtungsabhéngigkeit:
tij = t(|R; — R;|). Der Hamiltonoperator (3.8) vereinfacht sich dann zu

H= Z tzg wc]a + Z Z Uz]mncw ]Ulcna’cma (311)

ijo ijmn oo’

Im allgemeinen fallen die Matrixelemente schnell mit groRer werdendem Abstand |R; — R|
ab. Daher kann man sich in (3.11) auf die Wechselwirkung zwischen néchsten Nachbarn (ij)

beschrénken:
= —tz Z (cwc],, + c;r-acz-,,) +U Z nyni, +V Z nin;

(i) o (i5)

+X Z Z (ciacjff + c}acia> (ni,—a + nj,_g) + JZ S, - S].
N (%3)

+YZ ( z’rCuCNCJT +c N ]Tcncu) (3.12)
(i)

mit den Abkirzungen
t = —ty; = —t(|R: — Ry)),

U = vy, V = vijij, (3.13)
X = v, J = —2vy5,
Y = ’U““

Die Teilchenzahloperatoren n;,, n; und die Spinoperatoren haben wir bereits am Ende von Ab-
schnitt 3.3.2 gegeben.

(3.12) wird auch als verallgemeinertes Hubbard-Modell bezeichnet. Neben dem Hupfterm ¢ und
der Coulomb-Wechselwirkung U zweier Teilchen am gleichen Platz, der sog. on-site Coulomb-
Wechselwirkung, beeinhaltet das Modell weitere Wechselwirkungsterme. V ist die Coulomb-
Wechselwirkung zwischen Teilchen auf Nachbarplatzen. X wird als bond-charge-Wechselwirkung
bezeichnet. Es entspricht einem Hipfterm, bei dem die Hipfamplitude von den Besetzungs-
zahlen der beiden Platze abhdngt. J bezeichnet die Spin-Spin-Wechselwirkung benachbarter
Teilchen und Y ist ein Paarhipfterm, bei dem ein Elektronenpaar von einem Platz zu einem
Nachbarplatz springt.

Das verallgemeinerte Hubbard-Modell hat also vier Zustdnde pro Gitterplatz j: leer, einfach
besetzt mit einem Elektron mit Spin 1, einfach besetzt mit einem Elektron mit Spin | und doppelt
besetzt mit zwei Elektronen (Spin 1 und ).

Eine Abschatzung der Matrixelemente fiir Ubergangsmetalle liefert (Hubbard 1963): t ~ 1 eV,
U~10eV,Vx2-3eV,X x05eVundJ,Y < 1eV. Man vernachléssigt daher i.a. alle
Terme auRer der On-Site-Coulombwechselwirkung U und dem Hiipfen® ¢. Dies ist dann das
eigentliche Hubbard-Modell.

%Dieses braucht man natiirlich, um die relevante Physik korrekt zu beschreiben.
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3.4.2 Symmetrien und einfache Grenzfalle

Im folgenden wollen wir das eigentliche Hubbard-Modell
H=—t Z Z (c;[acj,, + c}acia) +U Z M| (3.14)
(i) o i

auf Symmetrien hin untersuchen.

Zunéchst prift man leicht nach, daR der Hamiltonoperator (3.14) mit dem Teilchenzahlopera-

tor N, = ), n,, fur Teilchen mit Spin ¢ vertauscht. Die Gesamtteilchenzahl N = N; + N,

ist also auch erhalten. Ebenso ist der Gesamtspin S = . S; erhalten, insbesondere also die

z-Komponente S* = %Zi(”n — n;). Im allgemeinen verwendet man daher als typische Er-

haltungsgrolRen zur Charakterisierung die Teilchendichte n = N/L und die Magnetisierung
1

m =z (Ny — N,).

Eine weitere wichtige Symmetrie ist die unter Spin-Flips ¢ — —o. Man kann daher 0.B.d.A.

annehmen, dak m > 0 ist. Auf bipartiten Gittern® kommen weitere Symmetrien hinzu. So ist

das Energiespektrum invariant unter ¢ — —t¢, d.h. wir kbnnen 0.B.d.A. ¢t > 0 annehmen. Dies

sient man mit Hilfe der kanonischen Transformation

Civo = —Cig fallsi € A,
Civ = Cio falls i € B.

SchlieBlich gibt es auf bipartiten Gittern noch die wichtige Teilchen-Loch-Symmetrie

1 falls: € A

PY N | i _

Cic = fCiy mit = _
f f {—1 fallsi € B.

Der Hamiltonoperator transformiert sich dabei folgendermaRen: H(t, U, Ny, N\)=H(t,UL—

Ny, L — N|) +U(L — N; — N,), d.h. es entsteht bei der Transformation noch ein chemischer

Potentialterm und eine additive Konstante. Auf Grund der Teilchen-Loch-Symmetrie kdnnen wir

uns bei der Untersuchung auf den Bereich 0 < n < 1 beschranken®!,

Wir wollen nun zwei einfache Grenzfélle des Hubbard-Modells untersuchen, die aber schon
Aufschluf3 Giber das zu erwartende Verhalten geben.

Im Fall ¢ = 0 ist keine Bewegung der Teilchen mdglich, sie sind praktisch an ihre Gitterionen
gebunden. Man spricht daher auch vom atomaren Limes. Da der Fall ¢ = 0 dquivalent zu % =
ist, bezeichnet man ihn oft auch als Starkkopplungslimes.

Die Eigenzustdnde kdnnen nun sofort angegeben werden:

N

{ja}, {oa}) = [] cl. .. 10) (3.15)

a=1

40d.h. Gittern, die in zwei Untergitter A und B zerfallen, so daR jeder Platz in A nur Nachbarn aus B hat und
umgekehrt
“Die maximale Dichte ist n = 2, wenn alle Platze doppelt besetzt sind.
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Dabei ist |0) wieder das Vakuum (leeres Gitter), gekennzeichnet durch c;,|0) = 0 fiir alle j
und o. j, ist der Gitterplatz, auf dem das a-te Teilchen sitzt. Dieses Teilchen hat den Spin o,.
Man beachte, daR die j, nicht alle verschieden sein missen, da Gitterplatze auch doppelt besetzt
werden konnen. In diesem Fall missen sich die Teilchen natirlich wegen des Pauli-Prinzips
in ihrem Spin unterscheiden. Die Zahl D der Doppelbesetzungen bestimmt die Energie E(D)
des Zustandes (3.15): E(D) = UD. Im Grundzustand mu daher (fir U > 0) die Zahl der
Doppelbesetzungen minimal sein. Fir Dichten n < 1 existieren Zustdnde mit D = 0 und die
Grundzustandsenergie ist in diesem Fall Ey = 0. Fur n > 1 lassen sich Doppelbesetzungen nicht
vermeiden und wir haben Ey = (N — L)D. In allen Féllen ist der Grundzustand hoch entartet.
Ist man z.B. bei Halbfullung n = 1, so ist im Grundzustand jeder Platz genau einfach besetzt.
Der Spin jedes Teilchens ist aber beliebig, so daB der Grundzustand 2Z-fach entartet ist. Da
die Teilchen sich nicht bewegen kdnnen, existieren keine stromtragenden Zustédnde. Fir ¢ = 0
beschreibt das Hubbard-Modell also einen Isolator.

Fir ¢ # 0 ist die Zahl der Doppelbesetzungen keine Erhaltungsgrole. Ein weiterer einfacher
Grenzfall ist jedoch der Fall freier Fermionen, d.h. U = 0. Hier 188t sich der Hamiltonoperator
durch eine Fouriertransformation

1 kR,
Cig = —Ze’ i Cho -
VL 4
diagonalisieren. Dies liefert dann

HU=0)=) eknm, mit ek)=—-t) e*™
k,o (i0)

mit ng, = c;fmcka. (10) bezeichnet dabei alle Nachbarplétze des Platzes 0. Speziell fiir eine eindi-
mensionale Kette erhalt man e(k) = —2¢ cos k und auf dem zweidimensionalen Quadratgitter*
e(k) = —2t(cos k, + cosky).

Im Grundzustand werden nun sukzessive die niedrigsten Energien e(k) besetzt. Es existieren
stromtragende Anregungen fiir beliebige kleine Anregungsenergien. Wir haben es also im Fall
U = 0 mit einem Leiter zu tun.

Obwonhl beide Grenzfélle sehr einfach sind (einmal im Ortsraum und einmal im Impulsraum),
ist die exakte Losung des Hubbard-Modells mit ¢, U # 0 nur in einer Dimension mdglich. Im
allgemeinen Fall wird die Physik durch die Konkurrenz von kinetischer Energie und potentieller
Energie bestimmt. Bei Halbfiillung gibt es den frither schon erwihnten Mott-Ubergang, d.h.
einen Metall-Isolator-Ubergang auf Grund der Coulombwechselwirkung. Bei % = 0 ist das
Hubbard-Modell leitend, bei % = oo isolierend. Es gibt also einen kritischen Wert U,, bei dem
ein Metall-Isolator-Ubergang stattfindet. Die exakte Losung in einer Dimension liefert U, = 0.
In hoheren Dimensionen ist sehr wahrscheinlich U, > 0.

42\Wir nehmen jeweils an, daB die Gitterkonstante @ = 1 ist.
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3.4.3 Verwandte Modelle

Fur % > 0 sind Doppelbesetzungen energetisch sehr unginstig. Es liegt daher nahe, diese
storungstheoretisch® zu eliminieren, um so einen effektiven Hamilton-Operator fiir den Fall
starker Kopplung zu gewinnen. Dies laRt sich z.B. durch eine kanonische Transformation mit
einem antihermiteschen Operator S (mit S = O(¢t/U)) erreichen:

ﬂ:e‘SHeS:H—i-[H,S]—i-%[[H,S],S]—i-...

Wir spalten zunéchst die kinetische Energie auf in H, = H" + H® wobei H" (bzw. H®)

die Zahl der Doppelbesetzungen &ndert (bzw. nicht &ndert). Man wahlt nun S so, dal [Hy, S] =

—Ht(l) ist. Auf diese Weise hat man im transformierten Hamilton-Operator die Doppelbesetzun-
. - - . . T t3 N

gen in erster Ordnung eliminiert: H = Hepp + O({) Mit

1
Hyp = 00X (Wt +8oti) + 73 (80085 = gy
(ij) © (ig)

¢2 . T

-5 Z (czgnj,,ac,-a — czac},_acjaci,,a + h.c.) (3.16)
(ijk),o

mit &, = cjo(1 —nj—0), J = % h.c. bezeichnet den hermitesch konjugierten Operator und

in (ijk) sind ¢ und k£ Nachbarn von j. Der letzte Term involviert drei verschiedene Platze. Er

ist proportional zu % und der Dotierung x = 1 — n und wird deshalb weggelassen. Die beiden

ubrigbleibenden Terme sind gerade das ¢-J-Modell:

Hy=—tP Y Y (cheio + clyic) P+ Ty (Si +8; - %nmj> (3.17)
@) o

(5)

wobei P wieder auf den Unterraum ohne Doppelbesetzungen projiziert. Das ¢-J-Modell hat im
Gegensatz zum Hubbard-Modell also nur noch drei Zustdnde pro Gitterplatz: leer und einfach
besetzt mit 1 oder |. Es beschreibt fur J = % < 1 die effektive Niedrigenergiephysik des
starkkoppelnden Hubbard-Modells. Man betrachtet es ohne diese Einschrankung an J aber auch
als selbstandiges Modell. Es ist allerdings nicht exakt losbar. Selbst in einer Dimension kennt
man das Spektrum exakt nur an den speziellen Punkten ¢ = +J, wo eine zusétzliche Symmetrie
(Supersymmetrie) auftritt.

Bei Halbfiillung n = 1 kdnnen die Elektronen im ¢-J-Modell nicht mehr hiipfen. Wir haben
es also mit einem Modell lokalisierter Spins zu tun. Das ¢-J-Modell reduziert sich dann zum
Heisenberg-Modell#:

Hy=J) 8Si-8; (3.18)
(i3)

43K leine Beimischungen sind notwendig, um kinetische Energie zu gewinnen.
“fiir J > 0: antiferromagnetisches Heisenberg-Modell; fiir J < 0: ferromagnetisches Heisenberg-Modell
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wobei wir die additive Konstante weggelassen haben. Das Heisenberg-Modell hat nur noch zwei
Zustande pro Gitterplatz. Es ist aber auch nur in einer Dimension exakt Iosbar.
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Anhange

A Erganzungen
A.1 Elektron-Phonon-Wechselwirkung

Ausgangspunkt ist der sog. Frohlich-Hamiltonoperator (im Impulsraum)
H = Z ekc}:ck + Z wqbfqbq + Z Dch;r(+qck(bq + bL). (1)
k q qk

Der erste Term ist die kinetische Energie H,; der Elektronen. Der zweite Term H,;, beschreibt
die Phononen und der letzte Term H;_,, stellt die Wechselwirkung zwischen Elektronen und
Phononen dar. Wir haben den Spinindex ¢ an den Elektronenerzeugern (bzw. -vernichtern) cL
(bzw. i) weggelassen, da er fiir die folgenden Uberlegungen keine Rolle spielt. Die Operatoren
bfql (bzw. bq) sind Phononenerzeuger (bzw. -vernichter).

Wir machen nun folgende Néaherungen: 1) Dxq = D ist konstant und reell; 2) Die Elektron-
Phonon-Wechselwirkung He;_,, ist schwach, d.h. H,;_p, koppelt nur schwach an Hy = H,; +
H,, mit der Kopplungskonstanten D.

Als néchstes fiihren wir nun eine Storungsentwicklung nach D durch, um so eine effektive
Elektron-Elektron-Wechselwirkung abzuleiten. Dazu machen wir eine kanonische Transformati-
onH = e SHeS = H+[H, S|+1 [[H, S|, S]+. .. und wahlen dabei S so, daB He;_pn+[Ho, S] =

0 wird. Dann erhalt man: .
H= H, + E[Hel_ph, S] + O(DZ)

Der Term %[He,_ph, S] ist die gesuchte Elektron-Elektron-Wechselwirkung He;_¢;:

D%*w
Hel - l + Hel el — Z EkaCk + Z p q — 2 CL/+qCL_quCkI.
aicge (6~ €k-a) a
Viq = % bezeichnet man auch als Pseudopotential. Man sieht, daR Vi tatsachlich
k—€k—q)’ —W

attraktiv ist, falls |ek — €k—q| < wq ist.

B Losungen der Ubungsaufgaben
B.1 Aufgabe 2 (Kap. 1.3.1)

AuBerhalb des Supraleiters ist wieder B = H. Der Streifen liege parallel zur z—Achse zwischen
z=—L/2und z = L/2. Im Supraleiter gilt die London-Gleichung

B(z) = X2B"(2).
Die allgemeine Losung lautet

B(z) = ¢1 cosh(Arz) + casinh(Az),
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wobei die Konstanten ¢; und ¢, durch die Randbedingungen
B(+L/2) =

bestimmt werden. Damit ergibt sich dann als Endergebnis

B(z) = {H fur |z| >

NieEN!

cosh(Arz .
Hcosh()ELIi/)2) fir |Z‘ <

B.2 Aufgabe 3 (Kap. 2.1)

a) Die Schrodinger-Gleichung fiir zwei Elektronen lautet im Ortsraum:

<_:—m (VI+ V) + V(- rz)) ®(r; —r2) = E®(r; —r2).

Einsetzen der Fouriertransformation von ®(r; — r5) ergibt:

v e 1) = _i(v§+vg)/

2m 2m

&k
(2m)?

= % / (gﬂlsa(k2+k2)<§(k)eik'f‘

mit R = r; — ry. Dies setzen wir nun in die Schrodinger-Gleichung ein und erhalten nach
Fouriertransformation

i) (k)eik-(n —r3)

; . d*k' 22K - "
0 = / dRe *R(V(R) - E)®R) + / dR e &R / @rf 2m (K )ek R

3 1./ 5 , B . 9712
— / dR e *RY(R) / 'k d(K)e* R — Ed(k) + / 4R ik’ —k)-R / d3k’2h k

(2m)3 (2m)3 2m
Bk _— - - 2h%k? -
= [ —— [ dRe kKR d(k')— EP
[ Gy [ ROV RIBO) — B + 25000
dBE - 2h%k? -
_ / (e Ve B0) = B8(0) + 1 E 80
Dabei haben wir die bekannte Identitat [ & Bm)? R el -k)R — 5(k' — k) benutzt.

b) Auf Grund des Pauli-Prinzips ist der Bruchteil f(e) (f=Fermifunktion) aller Zustédnde in der
Energieschale e schon besetzt. Fir sehr kleine Temperaturen ist

(o) ~ {1 f:L?re<eF

0 flre> ep.

Fur die Wechselwirkung ist nur eine Energieschale der Dicke iwp (wp = Debye-Frequenz)
relevant. Als Vereinfachung nehmen wir an, daR Vi, dort konstant ist.
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¢) Mit e(k) = 22 gilt fiir Vige = —g-:
(B —2¢(k)D(k) = —g | ——30(K)

bzw.

Nach Integration Uber k folgt

fori=af il | £

[ _ 9 / Pk /€F+"WD N(e)de
“eng ) 2 —E 7). % B

F

und somit

d) Da N(e) # 0 ist, folgt
_ rthen N (e)de
lim =0
E—)2€F er 26 — E

AuBerdem gilt

erp+hwp
lim N(e)de

B0 J 2¢ - F

=C]

mit einer Konstanten C;. Damit existiert eine Ldsung fiir g € [0,1/C4].

e) Fur N(e) = N(er) haben wir:

ep+hwp

e [Tt (e e - )
1 = gN(—:F/ =gN(ep)=In(2e — FE
r 2¢e - FE 2 r

2(€F + th) - F
2€F—E '

1
= EgN(eF) In

Hieraus ergibt sich mit A = 2ex — E:

g2/oN(er) _ B+ 2hwp
A

und somit
2th efz/gN(fF)

= feNGer) — 1 = DT SN
Im Grenzfall schwacher Kopplung (g — 0) ist e=2/9¥(er) < 1 und deshalb

A = 2hwpe 2/9N(er),
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