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Kapitel 1

Grundlagen der Quantenmechanik

1.1 Klassische Physik um 1900

Zum Ende des 19. Jahrhunderts beruhte das physikalische Weltbild auf drei wohletablierten
Theorien:

e Mechanik (Newton, Lagrange, Hamilton,...)
e Elektrodynamik (Faraday, Maxwell,...)
e Thermodynamik (Clausius, Boltzmann, Gibbs,...)

Die beiden ersten Theorien haben Sie in Teil I der Vorlesung bereits kennengelernt. Nicht wenige
Wissenschaftler sahen die Physik kurz vor ihrem Abschluss. Tatsdchlich hat man Max Planck
vom Physikstudium abgeraten, da eigentlich alles Wichtige bekannt sei.

Es gab aber trotzdem noch einige Baustellen und offene Probleme, selbst bei den etablierten
Theorien. So standen die Galilei-Invarianz der Mechanik und die Lorentz-Invarianz der Elektro-
dynamik in einem gewissen Widerspruch. Dieser wurde 1905 durch Einstein aufgeldst, indem er
die klassische Mechanik zur Speziellen Relativititstheorie modifizierte. Hierdurch wurde auch
der Ather in der Elektrodynamik iiberfliissig.

Auch an der Schnittstelle zwischen Thermodynamik und Elektrodynamik gab es grundlegende
Probleme. Die statistische Behandlung des Strahlungfeldes fiihrt zur sog. Ultraviolettkatastrophe
(siehe Kap. 2.1). Diese Problem wurde, zumindest formal, 1900 durch Max Planck geldst, indem
er die Quantisierung der Feldenergie annahm. Wie sich spiter zeigte, war dies gewissermalen
die Geburtsstunde der Quantentheorie.

1.2 Offene Probleme um 1900

Trotz der Erfolge der klassischen Mechanik und Elektrodynamik gab es Anfang des 20. Jahrhun-
derts noch zahlreiche offene Fragen:
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Atomphysik: Existenz von Atomen, deren Groe und Griinde fiir ihre Stabilitit, Struktur
von Atomspektren (diskrete Linien!), Linienaufspaltung in elektrischen und magnetischen
Feldern (Stark-, Zeeman-Effekt), Wechselwirkung von Licht und Atomen

Molekiilphysik: Molekiilspektren, chemische Bindung

Kernphysik: Spektren, Kernreaktionen, radioaktiver Zerfall

Teilchenphysik: Streuung, Zerfall, Wechselwirkung mit Strahlung

makroskopische Phianomene: Schwarzkorperstrahlung, Ferromagnetismus, Supraleitung

Die Quantenmechanik ist in der Lage, alle diese Phinomene qualitativ und quantitativ zu be-
schreiben.



Kapitel 2

Die Quantennatur des Lichtes

Die Wellennatur des Lichtes wurde spétestens mit dem Young’schen Doppelspaltversuch (1801)
tiberzeugend nachgewiesen. Maxwell (1864) sagte die Existenz von elektromagnetischen Wel-
len voraus, die dann von Hertz (1887) experimentell nachgewiesen wurden. Trotzdem gab es
gewisse Befunde, die sich nicht mit dem Bild des Lichtes als einer elektromagnetischen Welle
interpretieren liessen.

2.1 Hohlraumstrahlung

Die Hohlraum- oder Schwarzkorperstrahlung ist die Strahlung, die von einem idealen schwar-
zen Korper ausgesendet wird. Ein solcher schwarzer Korper absorbiert die gesamte einfallende
Strahlung und erscheint daher schwarz. Im thermischen Gleichgewicht, muss er bei jeder Fre-
quenz genausoviel Energie abstrahlen, wie er absorbiert.

Die Intensititsverteilung dieser Strahlung war lange nicht verstanden. Es gab eine Formel, die
das Verhalten bei kleinen Wellenlidngen gut beschreibt, das Wiensches Gesetz

e T
u(N,T) ~ 5 (2.1.1)
und eine, die bei groen Wellenldngen funktionierte, das Rayleigh-Jeans-Gesetz
u(\,T) ~ A7, (2.1.2)

Planck gelang es dann 1900 eine Formel abzuleiten, die fiir alle Wellenldngen giiltig ist und die
die bekannten Gesetze als Grenzfille enthilt. Die Plancksche Strahlungsformel

&mhe 1

wAT) = N> phe/MT _

(2.1.3)

gibt die spektrale Strahlungsenergiedichte, also die Strahlungsenergie pro Volumen und Wel-
lenlidngenintervall an.
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Abbildung 2.1.2: Klassisch kann sich Energie kontinuierlich dndern, quantenmechanisch nur in
vorgegeben Schritten. Ersteres kann mit mit einer schiefen Ebene vergleichen, letzteres mit einer
Treppe.

Die Herleitung erfordert die Plancksche Quantenhypothese: Die Energie der molekularen Schwin-
gungen kann nur ein Vielfaches von A f sein:

E =nhf. (2.1.4)

Diese ist also nicht kontinuierlich verteilt, sondern in Form von Energiequanten der Grofle i f.
Die Situation dhnelt daher eher einer Treppe als einer schiefen Ebene, auf der sich die Hohe
kontinuierlich dndert (Abb. 2.1.2).

Planck hielt diese Hypothese zunéchst nur fiir einen mathematischen Trick. Die fundamentale
Bedeutung wurde erst spiter erkannt, als Einstein 1905 argumentierte, dass Licht tatsidchlich nur
in Quanten mit der Energie A f emittiert wird.

2.2 Photoelektrischer Effekt

Dieser Effekt wird auch Hallwachs-Effekt oder Photoeffekt genannt.

Abb. 2.2.1 zeigt den prinzipiellen Aufbau des Experiments. Eine metallische Elektrode wird in
einer Vakuumrohre mit Licht bestrahlt. Ab einer bestimmten Frequenz des eingestrahlten Lichtes
flieBt ein Strom zur Elektrode. Diesen Strom bezeichnet man als Photostrom. Im Dunkeln fliesst
dagegen kein Strom.

Dies interpretiert man folgendermaBen: Durch den Lichteinfall werden die Elektronen aus dem
Metall herausgeschlagen (Abb. 2.2.2). Dies ist vereinbar mit der Wellennatur des Lichtes.

Einstein hat dann festgestellt, dass Wellen- und Teilchentheorie des Lichtes unterschiedliche
Vorhersagen iiber die Details dieses Effektes machen. Dies erdffnete eine weitere Moglichkeit,
zwischen den beiden konkurrierenden Theorien zu unterscheiden. Fiir seine Arbeit zum Photo-
effekt erhielt Einstein dann im Jahre 1921 den Nobelpreis.

Mit dem Versuchsaufbau aus Abb. 2.2.1 misst man die maximale kinetischen Energie £i33* der
emittierten Elektronen. Dazu wird die variable Gegenspannung so eingestellt, dass der Strom
verschwindet. Dies passiert bei einer Spannung V{. Daraus folgt £33 = eV.
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Gegenspannung

s O .

Abbildung 2.2.1: Der Photoeffekt: Versuchsaufbau.

Abbildung 2.2.2: Durch den Lichteinfall werden die Elektronen aus dem Metall herausgeschla-
gen, wenn die Wellenlidnge des Lichtes hinreichend kurz ist.
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Wir vergleichen nun die Vorhersagen der Wellen- und Teilchentheorie des Lichtes, insbesondere
tiber den Einfluss der Frequenz und Intensitit der einfallenden Strahlung.

e Vorhersagen der Wellentheorie:
Wir nehmen an, dass die Bestrahlung mit monochromatischem Licht erfolgt. Die Strahlung
ist dann charakterisiert durch die Intensitdt und die Wellenldnge (bzw. Frequenz).

— Erhohung der Intensitidt: Die Anzahl der herausgeschlagenen Elektronen wird grofer,
ebenso deren maximale kinetische Energie. Der Grund dafiir ist, dass eine héhere In-
tensitét zu einer groBeren Amplitude des elektrischen Feldes fiihrt und dies wiederum
zu einer hoheren Geschwindigkeit wegen der grof3eren Feldstérke.

— Die Frequenz wirkt sich nicht auf die maximale kinetische Energie £3%* aus, nur die
Intensitét.

e Vorhersagen der Teilchentheorie:
Hier wird angenommen, dass monochromatisches Licht der Frequenz f aus Teilchen (Pho-
tonen) der Energie h f besteht.

— Erhohung der Intensitidt: Wenn mehr Photonen im Strahl sind, deren Energie jedoch
unverédndert h f betrigt, dndert sich die maximale kinetische Energie EJ3* nicht. Es
werden aber mehr Elektronen herausgeschlagen.

— Erhohung der Frequenz: Eine hohere Photonenenergie fiihrt dazu, dass die maximale
kinetische Energie F52* wichst.

Experimentell werden die Vorhersagen der Teilchentheorie bestitigt (Millikan 1913/14). Daher
ergibt sich folgendes detailliertes Bild des Photoeffekts:

e Elektronen werden durch St6Be mit den Photonen aus dem Metall herausgelost (Photon
wird absorbiert), wobei die gesamte Photonenenergie auf das Elektron iibertragen wird.

e Die Herauslosung aus dem Metall erfordert eine Minimalenergie W, die Austrittsarbeit
W,. Diese wird nur erreicht, falls die Energie hf der Photonen groBer als Wj. Ist die
Frequenz also zu niedrig (f < fp), so konnen keine Elektronen herausgelost werden und
es flieBt kein Strom.

Die Energiebilanz fiir das am schwichsten gebundene Elektron lautet daher:

hf = Ellgiisx + WO mit Wg = hfo , (221)

wobei Egi* = el liber die angelegte Gegenspannung Vj bestimmt wird, d.h.

Vo= (f ~ ). (222)

Dies eroffnet also eine Moglichkeit, das Plancksche Wirkungsquantum A experimentell
aus der Steigung der Kurve (Abb. 2.2.3) zu bestimmen.
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Eps
der Elektronen

fo Frequenz des Lichts f

Abbildung 2.2.3: Typische Messkurve beim Photoeffekt. Durch Extrapolation der Geraden kann
aus dem Schnittpunkt mit der z-Achse die Austrittsarbeit 1/, abgelesen werden.

2.3 Compton-Effekt

Compton fand 1923 bei Experimenten, dass bei Streuung von kurzwelligem Licht (Rontgen-
strahlung) der Wellenlénge A das gestreute Licht eine groBere Wellenldnge )\’ als das einfallende
Licht besitzt, d.h. eine geringere Frequenz und damit Energie.

Die Erkldrung dieses Compton-Effekts erfordert das Teilchen- bzw. Photonenbild der elektro-
magnetischen Strahlung: Photonen stoen mit Elektronen zusammen, wobei Energie und Impuls
tibertragen werden.

Es handelt sich um einen elastische Stof3 und es gelten der Energieerhaltungssatz
Ex+E=Ey+ L (2.3.1)

und der Impulserhaltungssatz
p,=p, +7, (2.3.2)

wobei Energie und Impuls der Photonen durch

h Ex h
2w, =2l (2.3.3)

E:
Ath c A

gegeben sind und die relativistische Energie bzw. Impuls des Elektrons durch

Ew)=———  bzw. pv) = ———u. (2.3.4)
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einfallendes
Photon (A1)

Elektron
in Ruhe

gestreutes
Photon (1)

Abbildung 2.3.1: Beim Comptoneffekt wird ein Photon an einem Elektron gestreut.

Mit der Abkiirzung v = 1/4/1 — v2/¢? lautet die Energiebilanz:

h h

Tc +m.? = Tf + ymec? (2.3.5)
Beim Impulssatz unterscheiden wir die beiden Komponenten des Impulses. Fiir die Komponente
in z-Richtung gilt (siehe Abb. 2.3.1)

h h
1= oo ¢ + ymev cos 0 (2.3.6)

und fiir die Komponente in y-Richtung (Abb. 2.3.1):
h . .
0= v sin g — ymevsiné . (2.3.7)

Bestimmung der Compton-Verschiebung A\ = \' — )\

Da die Geschwindigkeit des herausgeschlagenen Elektrons recht grol werden kann, rechnen wir
sicherheitshalber relativistisch. Im Rahmen der Relativitétstheorie hingen Energie £ und Impuls
p eines Teilchens der (Ruhe-)Masse m iiber

E? = (mc?)? + pc? (2.3.8)
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zusammen. Speziell fiir Photonen (bei einer Wellenldnge \) gilt, da sie masselos sind
Ex=pxc. (2.3.9)
Somit erhalten wir, wenn wir die Energiebilanz quadrieren:

E? = (E+E\— Ey)? = (E+pic— pyc)?
= F?+ pic2 + pi,c2 — 2Dy C + 2Epyc — 2Ep:\c. (2.3.10)

Andererseits folgt aus der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung
E? = (m.?)?+p°c = (me®)*+ (p, —E)\,)Qc2 = (me®) 2 +pic+pi i — 2p, -BXCQ , (2.3.11)

wobei wir im zweiten Schritt die Impulserhaltung ausgenutzt haben. Da nach den Regel fiir das
Skalarprodukt p, - p,, = papx cos ¢ gilt, erhalten wir durch Vergleich der beiden Ausdriicke fiir

E'? schlieBlich
2papn (1 — cos @) = 2E(pxy — py)c. (2.3.12)

Mit p) = h/A und E = m.c? ergibt sich die Compton-Verschiebung zu

N == h (1 —cosp) = Ac(1 —cosyp), (2.3.13)
MeC
wobel y
Ao = =243-107%m (2.3.14)
MeC

die sog. Compton-Wellenliinge des Elektrons ist. Sie ist etwa 100mal kleiner als ein Atom.

Bei der Herleitung haben wir angenommen, dass das Elektron ruht und nur sehr schwach an
ein Atom gebunden ist. Dies ist natiirlich nicht immer erfiillt. Abb. 2.3.2 zeigt ein typisches
experimentelles Ergebnis fiir die Strahlungsintensitit bei verschiedenen Winkeln.
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(a) p=0°

g
=2
=)
=
A
‘lﬂ
(b) ¢ = 45°
=
5
=
A
g
z
a
=

Abbildung 2.3.2: Strahlungsintensitit der an Graphit gestreuten Photonen bei drei verschiedenen
Winkeln: In (a) ist ¢ = 0° und A’ = A. In (b) und (c) beobachtet man zwei Maxima: Eines bei X/,
das sich aus der Compton-Streuung an fast freien Valenzelektronen des Kohlenstoffs ergibt und
ein zweites nahe )\, das auf die Streuung an stark gebundenen Elektronen zuriickgeht.
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Kapitel 3

Welle-Teilchen-Dualismus

3.1 Materiewellen

Anfang des 20. Jahrhunderts wusste man also, dass sich Licht sowohl wie eine Welle als auch wie
ein Teilchen verhalten kann. Ersteres fiihrt zu Phiinomen wie Beugung und Interferenz, letzteres
zum Photo- und Comptoneffekt. Ein Zusammenhang zwischen diesen beiden Beschreibung wird
tiber die Bezichungen £ = hf und p = h/\ hergestellt.

Im Gegensatz dazu hielt man zu jener Zeit Materie fiir ein reines Teilchenphdnomen. Es gab
keinerlei Experimente, die dieser Annahme widersprochen hétten.

L.V. de Broglie' hat dann aber 1923 im Rahmen seiner Doktorarbeit vorgeschlagen, dass der
Welle-Teilchen-Dualismus nicht nur fiir Licht, sondern fiir alle Teilchen gilt. Der Zusammen-
hang zwischen Impuls und Wellenlidnge soll dabei der gleiche wie bei den Photonen sein. Fiir
diese Idee wurde er 1929 mit dem Nobelpreis ausgezeichnet.

Es werden also allen Teilchen Welleneigenschaften zugeschrieben. Ein Teilchen, das die Energie
E und den Impuls p besitzt, kann demnach auch als eine Welle mit der Frequenz w und dem
Wellenvektor k aufgefasst werden, wobei

, k=

SIS

(3.1.1)

A= % wird dabei auch als Broglie-Wellenlénge bezeichnet.
Um ein Gefiihl fiir die Grolenordnungen zu bekommen, wollen wir zwei Beispiele betrachten:

1. Eine Kugel mit der Masse m = 0,20 kg und der Geschwindigkeit v = 15 m/s (also
54 km/h) hat eine Wellenlinge von A = 2,2 - 10734 m.

2. Elektronen, die durch eine Potentialdifferenz von U = 100 V beschleunigt wurden (ent-
sprechend einer Geschwindigkeit von v = 5.9 - 10° m/s) besitzen eine Wellenlinge von
A=12-10"""m.

! Aussprache: “De Breu”.

19
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- Spalt 1

Spalt 2

Abbildung 3.2.1: Doppelspaltexperiment: Auf dem Schirm wird das Intensititsmuster [ (x),
Iy(x), I(x) beobachtet, wenn Spalt 1 bzw. Spalt 2 bzw. beide Spalte offen sind.

Man sieht, dass die Compton-Wellenldngen fiir makroskopische Objekte sehr klein sind. Daher
macht sich der Wellencharakter in der Regel im Alltag nicht bemerkbar. Aber die Beugung von
Elektronen mit kleinem Impuls an Strukturen der GréBenordnung 101 m sollte méglich sein.
In dieser GroBlenordnung liegen die periodischen Abstinde von Kristallen.

3.2 Beugung und Interferenz von Materiewellen

Wir betrachten einen Doppelspalt (Abb. 3.2.1). Durch Beugungseffekte entsteht kein scharfes
Bild der Spalte. Auf einem Schirm beobachten wir folgende Intensitiitsverteilungen?:

1. Spalt 1 auf, Spalt 2 geschlossen: Intensitdtsmuster [ (z)
2. Spalt 2 auf, Spalt 1 geschlossen: Intensitidtsmuster I5(x)
3. beide Spalte offen: Intensitdtsmuster /(x)

Fiir einen klassischen Teilchenstrahl (z.B. einen diinnen Sandstrahl) konnen wir fiir jedes Teil-
chen eindeutig bestimmen, durch welchen Spalt es gegangen ist. Wenn sich die Teilchen nicht
beeinflussen, gilt I(z) = I, (z) + I(x).

Fiir eine klassische Welle iiberlagern sich im Fall 3 die Amplituden A;(z), d.h. A(z) = A (z) +
Ay(x). Daher gilt fiir die Intensitit

I(z) = [A@@)]* # |AL(@)]* + [ A2(2)[* = L(@) + Ix(2), (3.2.1)

2 sei die Koordinate auf dem Schirm.
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d.h. auf Grund von Interferenzeffekten addieren sich die Intensitédten nicht einfach wie fiir klas-
sische Teilchen.

Mittlerweile lassen sich Experimente mit einzelnen Photonen ausfiihren. Dabei hat man folgende
Erkenntnisse gewonnen:

e Interferenzmuster entstehen nicht durch eine Wechselwirkung der Photonen, d.h. die Pho-
tonen “interferieren”” mit sich selbst.

e Das Interferenzmuster entsteht durch einzelne Ereignisse, d.h. sukzessive durch das “zufilli-
ge”” Auftreffen von Teilchen auf dem Schirm (Abb. 3.2.2).

e Das Interferenzmuster verschwindet, wenn einer der Spalte geschlossen wird.

e Die Teilchen laufen nicht auf wohldefinierten Bahnen und kénnen jeden Ort des Schirmes
erreichen.

Davisson und Germer haben deshalb 1927 folgendes Experiment ausgefiihrt, fiir das Davisson
1937 mit dem Nobelpreis ausgezeichnet wurde: Durch die Beugung eines Elektronenstrahls an
einem (Ein-)Kristall erhilt man ein Beugungsbild, das ganz analog zu dem von elektromagneti-
scher Strahlung aussieht. Die Muster entstehen durch konstruktive Interferenz von Strahlen, die
an unterschiedlichen Gitterebenen des Kristalls reflektiert werden.

Ein anderes Experiment wurde 1927 von G.P. Thomson (Nobelpreis 1937, dem Sohn von J.J.
Thomson, dem ,.Entdecker* des Elektrons) durchgefiihrt. Er zeigte die Beugung von Elektronen
an einer diinnen Aluminiumfolie (oder Graphit). Die Folie besitzt viele unterschiedlich orientier-
te Kristalle. Es gibt also stets Kristalle, fiir die die Bragg-Bedingung erfiillt ist.

Spéter wurde auch die Beugung von Elektronenstrahlen am Doppelspalt beobachtet. Es ent-
steht dabei das bereits vom Licht bekannte Interferenzmuster. Dieses Experiment kann man auch
durchfiihren, indem man die Elektronen einzeln auf den Doppelspalt schieit. Der Auftreffpunkt
eines einzelnen Elektrons ist dann zufillig, aber nach einer Weile entsteht trotzdem langsam das
bekannte Muster (Abb. 3.2.2).

Eine wichtige Anwendung der Wellennatur des Elektrons ist das Elektronenmikroskop.

Mittlerweile wurden weitere Interferenzexperimente mit massiven Teilchen durchgefiihrt, z.B.
fiir

e Atome, kleine Molekiile (Estermann und Stern, 1930)
e Neutronen (von Halban und Preiswerk, 1936)
e Cgo-Molekiile, Biomolekiile (Zeilinger und Mitarbeiter, seit 1999).

Experimentell hat man also gezeigt, dass der Welle-Teilchen-Dualismus fiir Licht und Materie
giiltig ist. Beide Aspekte ergédnzen sich. Die Art des Experiments entscheidet, ob der Welle- oder
Teilchencharakter zutrifft. Dies hat Bohr in folgendem Komplementarititsprinzip zusammen-
gefasst:
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Licht oder

Elektronen

——— Intensitit auf
— dem Schirm

Abbildung 3.2.2: Bei der Beugung von Elektronen am Doppelspalt beobachtet man die aus der
Optik bekannte Intensitétsverteilung (links). Sie entsteht auch, wenn man den Doppelspalt suk-
zessive mit einzelnen Elektronen beschiesst, nicht mit einem Elektronenstrahl (rechts).

Zum Verstindnis eines Experiments muss man entweder das Wellen- oder das Teil-
chenmodell anwenden, aber nicht beide gleichzeitig.

Damit steht man vor dem Problem, eine konsistente Beschreibung von Quantenobjekten mit
Teilchen- und Welleneigenschaften zu entwickeln. Aus Experimenten mit Photonen wissen wir:

e Die Welleneigenschaften der Photonen werden durch die Wellengleichung

1 9°E

2
E=-2=
V'E c? Ot?

(3.2.2)

(fiir elektromagnetische Strahlung im Vakuum) beschrieben.

e Die Intensitit I(r,t) ~ |E(r,t)|* der Strahlung wird als Nachweiswahrscheinlichkeit fiir
Photonen am Ort r zur Zeit ¢ interpretiert.

Durch den zweiten Punkt wird der Zufall ein wesentlicher Bestandteil der Quantentheorie. Der
Preis fiir die Auflosung des Widerspruchs zwischen Wellen- und Teilchenbild ist daher die Auf-
gabe des klassischen Determinismus.



Kapitel 4

Die Schrodinger-Gleichung

Im folgenden wollen wir die zentrale Gleichung der Quantenmechanik, die Schrodinger-Gleichung
motivieren. Wir folgen dabei der Argumentation Schrodingers.

4.1 Wellengleichung fiir Materiewellen

Die klassische Energie-Impuls-Beziehung fiir ein freies (nicht-relativistisches) Teilchen lautet

bekanntermal3en
- P’
E=-mv"=—. (4.1.1)
2 2m
Unter Beriicksichtigung von £/ = hw und p = hk ergibt sich hieraus folgende Dispersionsrelati-

on fiir Materiewellen:

G
o2m

w(k)

Gesucht ist nun eine Wellengleichung, die auf die Dispersion (4.1.2) fiihrt! Dazu schauen wir
uns zundchst die Situation in der Elektrodynamik an. Hier haben wir die Wellengleichung
1 0?°E;
20 j
V°E; = 2 0P (4.1.3)

fiir jede Komponente £; des elektrischen (und magnetischen) Feldes. Machen wir den Ansatz

4.1.2)

Bj(r,t) = BVeikr=et (4.1.4)
so sehen, dass dies eine Losung der Wellengleichung (4.1.3) ist, falls
W (k) = A2k? dh. w(k)=ck (4.1.5)

ist. Hierbei haben wir ausgenutzt, dass die Zeitableitung von (4.1.4) i.w. den Faktor —iw liefert,
der Gradient den Faktor ik, d.h. wir haben die Identifikation

0 . LK
g — —w  — '_Zﬁ (4.1.6)
Y — ik — sp (4.1.7)
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klassische Mechanik:
Energie F, Impuls p
Bo=1
arre
DT RO, [ A - . Schrodineereleichune:

Materiewellen; Dispersion Materiewellen: B *

o . S 12
E=hu M| o) = Bk ——| Ay = —3nNY
p =hk wif) = 5~
Wellentheorie:
Frequenz w, Wellenvektor k

Dispersion w(k) Korrespondenzprinzip:

i s g If_l
5~ — —15

Y —iiE— 3B

Abbildung 4.1.1: Schema zur Begriindung der Schrodinger-Gleichung.

Dies liefert die quantenmechanischen Ersetzungsregel, die auch als Korrespondenzprinzip be-
zeichnet werden:

0
E h— 4.1.
— zhat (4.1.8)
p — —1hV . (4.1.9)

Angewandt auf die klassische Energie-Impuls-Beziehung I/ = % fiir ein freies Teilchen erhilt
man hieraus die freie Schrodinger-Gleichung

2
% _ —h—v%p (4.1.10)

O
! ot 2m=—

mit einer Wellenfunktion (1, t).

4.2 Wahrscheinlichkeitsinterpretation

In Kapitel 3.2 hatten wir die Intensitit als Nachweiswahrscheinlichkeit eines Teilchens interpre-
tiert. Dies hat Max Born 1926 zu folgender Interpretation der quantenmechanischen Wellenfunk-
tion prézisiert:

|4(r, t)|? ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des durch die Wellenfunktion
1) beschriebenen Teilchens, d.h.: Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in einem (in-
finitesimalen) Volumenelement dV um r zur Zeit ¢ zu finden, ist |1 (r, t)|?dV . Fiir
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ein endliches Volumen Vj gilt:
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen in V; zu finden = [ |o(r, t)[?dV . (4.2.1)
Vo

Daher nennt man die Wellenfunktion v auch die Wahrscheinlichkeitsamplitude.

Die Interpretation (4.2.1) impliziert, dass die Wellenfunktion normiert sein muss:

/ ip(r, t)[?dV = 1. (4.2.2)

Dabei ist iiber den gesamten Raum zu integrieren. Anschaulich bedeutet (4.2.2), dass das Teil-
chen irgendwo im Raum zu finden sein muss. Normierbare Wellenfunktionen miissen im Unend-
lichen schnell genug abfallen. Ist eine Wellenfunktion ¢/ nicht normiert, so kann man dies durch
Multiplikation mit einer geeigneten Konstanten immer erreichen.

4.2.1 Beispiel fiir eine eindimensionale Wahrscheinlichkeitsverteilung

Als Beispiel betrachten wir eine rdumliche Wahrscheinlichkeitsverteilung, die die Form einer

GauB-Funktion hat:
1 7(1710)2
pa(x) = [Ya(z)’ = e . (4.2.3)

V2ol

Wie wir in den Ubungen zeigen werden, ist pg bereits normiert:

/ . pa(z)dr =1. (4.2.4)

[e.9]

Ebenso iliberzeugt man sich, dass der Mittel- bzw. Erwartungswert des Ortes durch

(x) = /OO zpg(x)dr = xg (4.2.5)

o0

gegeben ist, wie man das anschaulich auch fiir eine GauB3-Verteilung erwarten wiirde. Die Vari-
anz, d.h. die mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert (x), ist ein MaB fiir die “Breite”
der Verteilung. Wie wir in den Ubungen zeigen werden, gilt

{(z = (2))*) = /_00 (x — 20)*pg(2)dr = of . (4.2.6)

e e}

Die Position des durch 1 (r, t) beschriebenen Teilchens ist also nicht “scharf” definiert. Als Mal3
fiir die Unschirfe kann die Standardabweichung Az = /((z — (x))?) = o, dienen.
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4.2.2 Erhaltung der Wahrscheinlichkeit

Die Normierungsbedingung (4.2.2) muss fiir alle Zeiten ¢ gelten. Daher gilt:

B d B oy ,  oYP*
0 = g [loopa = [av (Ghu+ )
- / av (w*—m V2 — 0 z%*)
2m 2m

= /dVZ- {ﬂ w*w—ww*)} = —/dVZ-lw- (4.2.7)

2m

Dabei haben wir beim Ubergang zur zweiten Zeile die Schrodinger-Gleichung (4.1.10) und in
der dritten Zeile bekannte Rechenregeln der Vektoranalysis benutzt. Im letzten Schritt wurde der
Wahrscheinlichkeitsstrom

10 h
Jy = =5 (Ve — pV7) = — In(4" V). (428)

eingefiihrt. Mit der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte p,, = |¢(r, t)|* erhalten wir so

Ipy
— . dav =0. 4.2.
/ 9 +/Z JpdV =0 (4.2.9)

Hieraus folgt analog zur Elektrodynamik die Kontinuitéitsgleichung

Opy
J. =0l 4.2.1
SLAY-J, =0 (42.10)

Wie liblich bei Kontinuititsgleichungen driickt sie die lokale Erhaltung von p,, aus: Die Dichte
kann sich nur durch einen Strom durch die Oberfldche des betrachteten Volumens dndern, d.h.

d

— pde:—/Z-lde:—/ iw-df, 4.2.11)

dt Jy v oV -
wobei der Satz von Gaul} verwendet wurde, um das Volumenintegral iiber V' in ein Flachenin-
tegral iiber die Oberfliche OV von V umzuwandeln. Ist V' = R?, so ist |, gy - = Ound es gilt
4.2.2).

Die Form (4.2.8) fiir den Wahrscheinlichkeitsstrom J,, zeigt, dass .J » =0 fiir reelle Wellenfunk-
tionen 1. Reelle 1) konnen daher nur zeitunabhiingige (stationére) Situationen beschreiben!

4.3 Die freie Schrodinger-Gleichung: Wellenpakete

In Kap. 4.1 haben wir die Wellengleichung fiir (freie) Materiewellen so konstruiert, dass die
ebenen Wellen

Y(r,t) = e’ Er=eh (4.3.1)
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Losungen sind. Fiir diese ist offenbar
|9 (r,t)]> = ¢f Konstant. (4.3.2)

Damit sind die ebenen Wellen nicht normierbar. Thr Impuls ist “scharf”, ndmlich p = hk , und
der Ort ist total unbestimmt, da |¢(r, ¢)|* konstant ist. -

Wir wollen nun aus den ebenen Wellen eine rdumlich lokalisierte Wahrscheinlichkeitsdichte er-
zeugen. Dazu bilden wir durch Uberlagerung ein Wellenpaket

U(r,t) = / BPEA(k)e'ET= (4.3.3)

Auf Grund der Linearitét der Schrodinger-Gleichung ist dies fiir beliebige Funktionen A(k) eine
Losung (Superpositionsprinzip).

Bevor wir die Dynamik des Wellenpaketes genauer untersuchen, wollen wir uns die wichtig-
sten Aspekte der (eindimensionalen) Fourier-Transformation in Erinnerung rufen. Die Fourier-
Transformierte (k) einer Funktion t(z) ist durch

(k) = J% / Z Y(x)e *rdr (4.3.4)
definiert. Die Umkehrtransformation hierzu ist

() = \/LQ_W /_ Z O(k)e*dk (4.3.5)
denn es gilt

% : dke* =) = §(z — 2') (4.3.6)

mit der Deltafunktion 0 (z). Anschaulich entspricht die Fourier-Transformation also einer Zerle-
gung von ¢ (x) in ebene Wellen.
Mit Hilfe der Fourier-Transformierten konnen wir (4.3.3) in einer Dimension auch in der Form

U(r,t) = \/% /_ / dkip(k)e!Er=b (4.3.7)

schreiben, wobei ¢ (k) die Fourier-Transformierte der Anfangsbedingung (z, 0) ist. Dies ist die
allgemeine Losung in einer Dimension.
Wir wenden diese Uberlegungen nun speziell auf ein GauBBsches Wellenpaket

R 252\ /4
wa(:ﬂ):<ﬂ> ¢ iko—ofk? (43.8)

™

an. In den Ubungen werden wir zeigen, dass dies der Fourier-Transformierten der in (4.2.3)
betrachteten Funktion t¢¢(z) entspricht. Analog zur Interpretation der Wellenfunktion konnen
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wir | (k)|? als Wahrscheinlichkeitsverteilung der Wellenzahlen interpretieren. Explizit ist sie
durch
205 20312

[he(@)] = (4.3.9)
gegeben, d.h. eine Gaul3-Verteilung mit Mittelwert und Varianz
1
(k) =0, (AK)? = ((k — (k))*) = et (4.3.10)
09
Somit ist
Ak = L (4.3.11)
20 2Az’ o
d.h. das Produkt der Standardabweichungen von Ort und Wellenzahl geniigt
1
Ax - Ak = > (4.3.12)

unabhingig von 0. Spiter werden wir sehen, dass fiir beliebige Wellenfunktionen immer

1
Az - Ak > 3 (4.3.13)
gilt, bzw. wegen p = hk
Ax - Ap > g . (4.3.14)

Diesen Zusammenhang bezeichnet man als Unschirferelation. Gleichheit gilt dabei nur fiir ein
GauBsches Wellenpaket.

Anschaulich bedeutet dies: Um eine im Ortsraum lokalisierte Wellenfunktion (d.h. Ax klein) zu
erhalten, muss ich viele ebene Wellen mit unterschiedlichem k tiberlagern (d.h. Ak grof). Dies
ist in Abb. 4.3.1 illustriert.

4.4 Quantenmechanische Dispersion

Setzt man die Fourier-Transformierte von ¢¢(x) (sieche (4.3.8)) in (4.3.7) ein, so erhélt man

1 a2
ot} = ———¢ %20 (4.4.1)
[Vale.1) 2no%(t)

mit der zeitabhiingigen Ortsunschiirfe (Standardabweichung)!

NP
o(t) =o00y/1+ (—) (4.4.2)

T

'Der Mittelwert ist {(x(t)) = 0.
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W Fourer
transform |
uj'u_ -"——:"n‘f' —
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kc. o .*\-l'f

i—i’ Ax -

Abbildung 4.3.1: Typische Form eines Wellenpakts (links) und seiner Fourier-Transformierten
(rechts). Je stirker das Wellenpaket lokalisiert ist (kleines Ax), umso breiter ist die Fourier-
Transformierte (groes Ak).

mit der charakteristischen Zeit

2 2
= Ugm . (4.4.3)
Fir groBe Zeiten ¢ > 7 wichst die Breite linear an:
t
o(t) ~ ao—. (4.4.4)
T

Die anfingliche Unschirfe o eines Wellenpakets wird groBer, d.h. das Wellenpaket lduft aus-
einander. Dies bezeichnet man als (quantenmechanische Dispersion) und kann auch folgender-
malfen verstanden werden: Die anfangliche Impulsunschérfe ist Ap = % Bei einer kriftefreien
Bewegung bleibt der Impuls, und damit die Impulsunschirfe, erhalten. Durch die Geschwindig-
keitsunschirfe Av = % wird die Ortsunschirfe um Aw - ¢ vergroflert, da sich die Teilwellen
unterschiedlich schnell bewegen.

4.5 Schrodinger-Gleichung mit Potential

Bisher haben die nur die kriftefreie Bewegung betrachtet. Dann sind die Losungen der Schrédinger-
Gleichung ebene Wellen mit der Energie

h2k?

om

E=ho= 4.5.1)

Was dndert sich in der Gegenwart von Kréften?
Zunichst betrachten wir ein konstantes Potential 1{;, was natiirlich auch einem kriftefreien Fall
mit erhaltenem Impuls entspricht. Die Energien verschieben sich aber:

2.2
B=ho=""

+ V. (4.5.2)
m



30 KAPITEL 4. DIE SCHRODINGER-GLEICHUNG

Dies entspricht einem zusitzlichen Term V4 in der Schrédinger-Gleichung.
Damit wird folgendes Postulat motiviert: Fiir riumlich veridnderliche Potentiale, d.h. konservati-
ve Krifte

F=-VV(r), (4.5.3)
gilt die (volle) Schrodinger-Gleichung
L oY R _, .
T - H 4.5.4
ihor = =5 -V’ + V()Y (0 4.5.4)
mit dem Hamilton-Operator
. K2
H:=——Y*+V(r). (4.5.5)
2m

In Kapitel 5.5 werden wir eine weitere Begriindung kennenlernen.

4.6 Stationare Schrodinger-Gleichung

Wirken &duBlere Krifte, so ist der Impuls nicht mehr erhalten. Daher sind die Losungen der
Schrodinger-Gleichung nicht mehr durch ebene Wellen gegeben. Ist die Kraft konservativ, so
ist aber die Energie erhalten. Wir konnen daher nach Losungen der Schrodinger-Gleichung zu

fester Energie E bzw. Frequenz w = % suchen. Hierzu machen wir den Ansatz

Y(r,t) = e “hu(r) = e_i%tu(f) : (4.6.1)
Die Wahrscheinlichkeitsdichte
[, )P = Ju(r)? (4.6.2)

ist dann zeitunabhingig, weshalb man auch von einer stationéiren Losung spricht.
Setzt man diesen Ansatz in die Schrodinger-Gleichung ein, so erhilt man

, k2 O . ‘
—iwt | _ 7 x72 — BT k(s —iwt — —iwt
e { ZmZ +V(£):| u(r) =ih gy ih(—iw)e”“"u(r) = Ee “"u(r), (4.6.3)
wobei wir im letzten Schritt £ = hw verwendet haben. Somit erhalten wir die stationire
Schrodinger-Gleichung
h2
g+ V() ) = Bu(). 464)
2m
Dies entspricht einem Eigenwertproblem
Hu(r) = Eu(r), (4.6.5)

das evtl. nicht fiir alle £ losbar ist.
Damit ist folgendes Vorgehen zur Losung notwendig:

1. Lose Hu = Fu, d.h. bestimme die Eigenwerte F und die dazu gehorigen Eigenfunktionen

up(r).

2. Die volle stationire Losung ist dann durch ¢z (r, t) = e P/ u(r) gegeben.
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4.7 Beispiel: Teilchen in einem Kasten

Als einfache Anwendung wollen wir zunéchst ein Teilchen betrachten, das in einem eindimen-
sionalen Kasten der Breite a gefangen ist. Das zugehorige Potential ist

4.7.1)

V(x):{o fir —2<z<

oo fiir |z| > §

Im Inneren des Kastens ist das Potential V' (z) = 0 und die stationdre Schrodinger-Gleichung

nimmt die Form )
h
—%u"(as) = FEu(x) (4.7.2)

an. Im Bereich |z| > 5 kann sich das Teilchen nicht aufhalten, daher ist
a
W(x) =0 fir |x| > 3 (4.7.3)
Wir miissen daher die stationdre Schrodinger-Gleichung (4.7.2) mit der Randbedingung

u (i%) — 0 (4.7.4)

16sen.
Die allgemeine Losung im Innenraum ist durch

. . 2mE
u = Ae'*e | Beike mit k= ;’; 4.7.5)
gegeben. Die Randbedingungen (4.7.4) fiihren auf
Aefik:a/2 + Beika/Q — O,
Aeha/2 4 Beikal2 — (4.7.6)

Dieses Gleichungssysstem fiir die Unbekannten A und B hat eine nicht-triviale Losung, wenn
die Koeffizienten-Determinante verschwindet:

e—ika/Z eika/Q ) )
0 = det ( pika/2 e—ika/2> = e " — e = _2jsin(ka). 4.7.7)

Somit ist sin(ka) = 0, d.h.
kna = nm (n=1,2,...). (4.7.8)

Die Energieeigenwerte sind daher durch

21.2 2,2
_ Pk _ AT (n=1,2,3,..) (4.7.9)

E, =
2m 2ma?
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Abbildung 4.7.1: Eigenfunktionen eines Teilchens in einem Kastenpotential und die dazu gehori-
gen Wahrscheinlichkeitsdichten.
gegeben. Wir finden also ein diskretes Energiespektrum mit der Grundzustandsenergie

h2 72

2ma?

Eg =min{E,} = F; = (4.7.10)

Die zugehorigen Eigenfunktionen lassen sich auch leicht bestimmen:

up(z) = \/gcos <@> (fir n=1,3,5,...), (4.7.11)

a
2
Uun(z) = \/jsin (@) (fiir n=2,4,6,...). 4.7.12)
a a
Sie sind bereits normiert, d.h.
a/2
/ |, (2))?de = 1. (4.7.13)
—a/2

Die Eigenfunktionen sind ein Beispiel fiir den Knotensatz, den wir spiter noch betrachten wer-
den: Die n-te Eigenfunktion hat n — 1 Knoten (= Nullstellen). Dieses Verhalten dhnelt dem
einer schwingenden Saite, wo auch durch die Randbegingungen nur bestimmte Schwingungen
moglich sind (Grundschwingung + Oberschwingungen). Dies ist in Abb. 4.7.1 illustriert.

Wir konnen auch die Erwartungswerte von Energie und Impuls in den Eigenzustidnden bestim-
men. Man findet

2 2
()n =0, (2?), = % (1 + %) , (4.7.14)
hQ
(p)n =0, (P = . (4.7.15)
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Somit gilt
1 2/6 _ h
Ax - Ap = +/(22),(p)n = h +T7T/ > 7" (4.7.16)
Umgekehrt kann man auch die Grundzustandsenergie aus der Unschirferelation abschitzen. Ein
Teilchen, das auf den Raumbereich Az = a eingeschrinkt ist. hat eine kinetische Energie

(Ap)?  (hf2? R

= 4.7.17
2m  ~ 2m(Az)?2  8ma?’ ( )

Exin =

was bis auf Zahlenfaktoren dem Ergebnis (4.7.10) entspricht.
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Kapitel 5

Allgemeiner Formalismus der
Quantenmechanik

Bisher haben wir die Schrodinger’sche Formulierung der Quantenmechanik benutzt, vor allem
wegen der Analogien zur Wellenmechanik. Schrodinger hat diese 1926 entwickelt. Kurz vorher
(1925) ist die Heisenberg’sche Matrizenmechanik entstanden. Tatsdchlich sind beide Theorien
dquivalent, was von Dirac und Schrodinger gezeigt wurde. Dirac hat hierzu eine abstrakte Form
der Quantenechanik entwickelt, die wir nun vorstellen wollen.

5.1 Zustande

Zur Beschreibung der quantenmechanischen Zustinde verwendet man eine Verallgemeinerung
der Theorie reeller Vektorrdume (z.B. der IR?). Diese haben u.a. folgende Eigenschaften:

1. Superpositionsprinzip (Linearitit): Fiir zwei Vektoren v und w sind auch av + pfw fiir
beliebige o, # € R wieder Vektoren.

2. Skalarprodukt: In Vektorriumen kann man ein Skalarprodukt mit v - w € R einfiihren. Im
R3 ist es z.B. durch v - w = viw; + Vawy + V3ws = Zle v;w; gegeben.

3. Norm: Mit Hilfe des Skalarprodukts kann man eine Norm definieren. Z.B. ist [v| = \/v-©
der euklidische Abstand im R3.

4. Basis: Eine Orthonormalbasis (ONB) ist ein Satz von Vektoren e; mit ¢, - ¢, = d;, und
der Eigenschaft, dass sich jeder Vektor v als Linearkombination der ¢; darstellen ldsst, d.h.
v = ). aje; mit geeigneten o; € R. Die natiirliche ONB des R? ist durch e, = (1,0, 0)%,
e, = (0,1,0)7, e; = (0,0,1) gegeben.

Da die Schrodinger-Gleichung linear ist und komplexe Koeffizienten enthilt, bilden die Zusténde
eines quantenmechanischen Systems einen komplexen Vektorraum! Sie lassen sich kompakt mit

35
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Hilfe der sog. Dirac-Notation darstellen. In der abstrakten Darstellung wird die Wellenfunktion
durch einen ket-Vektor

Y(r,t) = |¥). (5.1.1)

Die Schrodinger-Gleichung wird dann in folgender Form geschrieben:

0, -
i [0) = HI) (5.1.2)

Die Zustinde in diesem komplexen Vektorraum haben Eigenschaften, die den oben beschriebe-
nen analog sind:

1. Superpositionsprinzip: Sind [¢)) und |¢) Losungen der Schrodinger-Gleichung, so auch
aly) + [|¢) fiir beliebige «, 5 € C.

2. Skalarprodukt: Zwei Zustinden |¢)) und |¢) wird das Skalarprodukt ()|¢) zugeordnet. Es
ist hermitesch, d.h.

(V]g) = (o[v)" . (5.1.3)

Hier haben wir den bra-Vektor (1| zum ket-Vektor |1} eingefiihrt'. Dieser ist der adjun-
gierte oder duale Vektor zu (1:

Wl = (v)'. (5.1.4)

Im R? ist der adjungierte Vektor durch den entsprechenden Zeilenvektor gegeben. In kom-
plexen Rdumen muss man die Elemente komplex-konjugieren:

a T
bl =(a"b"c"). (5.1.5)

Cc

Mit dem bra-Vektor ldsst sich das Skalarprodukt auch schreiben als

(Wlo) = (@) - 14} (5.1.6)
Fiir Wellenfunktionen ist das Skalarprodukt explizit durch
Wle) = [ v .ot ) (5.17)

gegeben. Es gilt

(V]agy + Boz) = aly|gr) + B{W|d2),
(b1 + Biba|d) = o™ (ihi]@) + B (¢2|9) (5.1.8)

d.h. das Skalarprodukt ist linear im ersten Faktor und antilinear im zweiten.

'Die Bezeichnung bra und ket kommt vom englischen Wort bracket fiir Klammer.



5.1. ZUSTANDE 37

3. Die Norm eines Zustandes ist durch

[l = v/ {(¥ly) =0 (5.1.9)

gegeben. Fiir einen normierten Zustand ist ||¢)|| = 1.

4. Eine ONB ist ein Satz von Zusténden |¢)),, mit (¢, |1),,) = 0y, und der Eigenschaft, dass
sich jeder Zustand als Linearkombination der |1)),, schreiben lisst. Ein Beispiel sind die
Eigenfunktionen des Kastenpotentials aus Kap. 4.7.

In der Mathematik bezeichnet man eine Menge mit den oben aufgefiihrten Eigenschaften (und
weiteren) als Hilbertraum. Ihre Dimension ist durch die Zahl der Vektoren/Zustinde in einer
Basis definiert. Sie kann endlich oder unendlich sein (wie im Beispiel des Kastenpotentials).
Der physikalische Hintergrund wird durch Anwendung der Schwarz’schen Ungleichung

[(|D)]* < (i) (]¢) =1 (5.1.10)

deutlich, wobei wir von normierten Zustinden ausgegangen sind. Dies legt nahe, dass es fiir
|(1)|¢)|* eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation gibt.

Verallgemeinerung der Wahrscheinlichkeitsinterpretation:
Die Wahrscheinlichkeit, ein in einem Zustand |¢)) pripariertes System bei einer Mes-
sung in einem Zustand |¢) vorzufinden, ist

W (1, ¢) = |(1|9)]*. (5.1.11)

W (1, ¢) ist also ein MaB fiir die Ahnlichkeit der Zustinde |+/) und |¢), das auch als
Uberlapp bezeichnet wird.

Wir wollen dies am Beispiel von Schrodinger’s Katze diskutieren. Diese ist einem Kasten ein-
geschlossen. Die Katze ist lebendig oder tot. Solange der Kasten geschlossen ist, kann man das
nicht priifen und das System wird durch den Zustand

|v) = aKatze lebt) + [(|Katze tot) (5.1.12)

beschrieben. Wegen der Normierung ist |«|? + |3|? = 1 und, da sich die Zustinde gegenseitig
ausschlief3en,
(Katze lebt|Katze tot) = 0. (5.1.13)

Offnet man nun den Kasten fiir eine Messung, dann findet man die Katze entweder lebend oder
tot. Die Wahrscheinlichkeiten hierfiir sind durch

|<¢]Katzelebt>|2 = ]a|2
|(1|Katze tot)|* = [B]? (5.1.14)

gegeben.
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5.2 QOperatoren

Physikalische Observablen, also MefgroBen wie Energie, Ort, Impuls, werden im quantenme-
chanischen Formalismus durch lineare, hermitesche Operatoren dargestellt. Dabei ist ein Ope-
rator A eine Abbildung von einem Zustandsvektor |¢)) auf einen anderen:

)y —  Al) =19). (5.2.1)
Linearitit bedeutet, dass ) ) A
Alaly) + Blo)) = aAly) + BA|$) (5.2.2)
fiir alle o, 6 € C.
Ein Operator ist hermitesch, wenn
(Aglo) = (¥|Ag) (5.2.3)

wobei (A der dem ket-Vektor |Ay)) zugeordnete bra-Vektor ist und |Ay) = Af). Da es
fiir hermitesche Operatoren keine Rolle spielt, ob sie auf den rechten oder linken Faktor des
Skalarproduktes angewendet werden, schreibt man auch

(A|g) = |[V)Ag) . (5.2.4)

Diesen Ausdruck bezeichnet man wegen der offensichtlichen Analogie zur linearen Algebra als
Matrixelement von A.
Im R3 werden lineare Operatoren durch 3 x 3-Matrizen A dargestellt. Die Hermitizitéit ldsst sich
dann mit durch die Symmetrie

(Av) - w = (Aw) -v (5.2.5)

bzgl. des bekannten Skalarproduktes ausdriicken. Hermitesche Operatoren im IR? entsprechen
daher symmetrische Matrizen A;; = Aj;.

Wir wollen nun ein paar Beispiele fiir Operatoren betrachten:
e Der Impulsoperator p = —ihY ist linear und hermitesch, denn:
(plo) = /dV(—iﬁZ¢)*¢ = iﬁ/dV(Z@D)W = —iﬁ/dVWZw = (¢[pe) -
(5.2.6)

Im vorletzten Schritt haben wir partiell integriert, wobei die Randterme wegen der Nor-
mierbarkeit verschwinden miissen.

e Der Ortsoperator 7 mit 71)(r) = ri(r) ist ebenfalls linear und hermitesch.

e Der Hamiltonoperator H, der der Observablen Energie zugeordnet ist, ist ebenfalls hermi-
tesch wie wir in den Ubungen zeigen werden.
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5.3 Physikalische Interpretation von Operatoren und Eigen-
werten

Der eingefiihrte Formalismus ldsst sich natiirlich auch physikalisch interpretieren.

Postulat 1: Die Eigenwerte eines Operators A sind die moglichen MelBwerte der
zugehorigen Observablen.

Dabei ist |1),) ein Eigenzustand des Operators A zum Eigenwert a, wenn gilt

Alpe) = alip) - (5.3.1)

Die Eigenwerte hermitescher Operatoren sind reell, denn

(Wadlta) = alaltba)
(AYaltha) = a™(Yalta) (5.3.2)

woraus mit (), A|1h,) = (Aty,|1,) dann @ = a* folgt. Diese Eigenschaft ist fiir die Interpre-
tation wichtig, denn wir werden spéter sehen, dass die Eigenwerte den moglichen Mef3werten
entsprechen, die natiirlich reell sind. In den Ubungen werden wir zeigen, dass die Eigenzustinde
zu verschiedenen Eigenwerte orthogonal zueinander sind:

(Va|tp) = Oap - (5.3.3)

Zur Illustration betrachten wir zwei Beispiele:

e Die Eigenzustinde des Impulsoperators sind die ebenen Wellen:

pYn(r,t) = —ihV (1hoe"ETD) = hkipy, = piy . (5.3.4)

e Die Eigenzustinde des Hamiltonoperators H sind die Losungen der stationiren Schrodinger-
Gleichung (4.6.4). Die Eigenwerte entsprechen den moglichen MeBwerten der Energie.

Die Eigenwerte (Spektren) konnen diskret oder kontinuierlich sein. Diskrete Eigenwerte findet
man oft bei der Energie, kontinuierliche beim Impuls.

Wir wollen nun die physikalische Bedeutung des Formalismus besser verstehen. Dazu betrachten
wir ein physikalisches System und einen Operator A mit den den Eigenzustdnden |1),).

e Wenn sich das System in einem Eigenzustand |1e) von A befindet, so liefert eine Messung
der Observablen, die zu A gehort, den zugehdrigen Eigenwert a von [1),).
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e Fiir den Fall, dass sich das System nicht in einem Eigenzustand von A befindet, betrachten
wir als explizites Beispiel das Kastenpotential. Wir nehmen an, dass das System in einem
Zustand [¢)) = alu;) 4 Blug) ist, wobei |u;) Eigenzustinde mit H|u;) = E;|u;) sind.
Dabher sind sie orthogonal, d.h. (u;|us) = 0. Wegen der Normierung ist |«|* + |5]? = 1
Dann gilt (vgl. (5.1.11))

W(@lur) = [(@lun)* =, W(@luz) = [(Pluz)|* = 18] (5.3.5)
Dies bedeutet, dass wir bei einer Messung mit der Wahrscheinlichkeit W (1)|u;) = |a|?
den Energiewert F; finden und mit Wahrscheinlichkeit T (1 |uy) = |3|? den Energiewert

Es.
Das zweite Beispiel legt folgende Interpretation nahe:

Postulat 2: Die Messung der Observablen, die zum Operator A gehort, im Zustand

1) ergibt mit Wahrscheinlichkeit |c,|* den Eigenwert a,,, wobei [¢)) = Y clan)

mit Ala,) = a,|a,). méglichen MeBwerte der zugehorigen Observablen.
Bem.: Nach einer Messung befindet sich das System in einem Eigenzustand des gemessenen
Operators. Dies bezeichnet man auch als Kollaps der Wellenfunktion. Eine weitere Messung
unmittelbar danach liefert mit Sicherheit das gleiche Ergebnis.
Nach sehr vielen Messungen am gleichen Zustand |1) ergibt sich dann der Mittelwert (Erwar-
tungswert) von A (im Zustand 1))

(A) =) leal’an. (5.3.6)

Dies kann man auch als

(A) = (w|Ajp) (5.3.7)

schreiben.
Eine weitere wichtige Grofe ist die Varianz

0 < <(A— <A>)2> = (A%) = (A =3 e a2 — (Z\CHIQ(I”) . (53.8)

n

Die Standardabweichung ist dann durch

AA = \/< (21 . <A>)2> (5.3.9)

gegeben. Sie kann als Verallgemeinerung des Begriffs der Unschirfe aufgefasst werden. Insbe-
sondere gilt AA > 0 falls 1) kein Eigenzustand von A ist.

5.4 Vertauschungsrelationen

Fiir Operatoren gilt i.a. AB #+ BA, wobei die Multiplikation als Hintereinanderausfiihrung zu
verstehen ist>. Ein einfaches Beispiel sind Drehungen um verschiedene Achsen im dreidimen-

2Weshalb die Aussage nicht mehr iiberraschend sein sollte.
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sionalen Raum.
Diese Aussage lasst sich durch den Kommutator

[A, B} — AB - BA (5.4.1)

quantifizieren. Ist [A, B] = 0, d.h. [A, B]|¢)) = 0 fiir alle Zustinde |¢)), so sagt man “Die Opera-
toren A und B kommutieren (vertauschen)”.

Wir betrachten zwei Beispiele:

e Fiir die Komponenten p, = —ih% und p, = —ih% des Impulses gilt:
. o, 0%
PaPyth(r) = px( zha—y) = (—ih) EaErE (5.4.2)
. e, 0%
PybaY(r) = py( zh%) = (—ih) 9207 (5.4.3)

woraus wegen der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen

[Da, Pyl =0 (5.44)

folgt. Eine analoge Aussage gilt fiir die anderen Komponenten. Die Komponenten des
Impulses kommutieren daher miteinander.

e Wir betrachten nun den Kommutator des Impulses mit den Komponenten des Ortsopera-

tors:
L oY
0 = —thr— 4.
. Oy oY
p2Y(r) = —ih o ih (¢+xax> ) (5.4.6)
Damit gilt
Loy
T, p = ith— 4.7
und somit
[z, p.] = ih. (5.4.8)

Eine analoge Aussage gilt fiir die y- und z-Komponenten. Unterschiedliche Komponenten
kommutieren aber, z.B. ist

[Z,py| 0 =0. (5.4.9)
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Wenn zwei Operatoren kommutieren, d.h. [A, B] =0, so k(’)'r}nen dig Observablen gleichzeitig
scharf gemessen werden. Es gibt dann Zusténde, in denen AA = AB = 0 gilt. Die Operatoren
haben daher gemeinsame Eigenzustinde |1),;) mit

A’wa,b> = Cl!%,z)
Blthap) = bltbap) - (5.4.10)

Ist { Wfﬁ))} eine Basis aus solchen Zustinden, so gilt fiir beliebige Zustinde [¢) =) cn|w£”b) )

A, Bl[v) = [A,B] Y calt)) =3 culanbn — buan) 213 = 0. (5.4.11)

n n

Es gilt auch die Umkehrung: Kommutierende Operatoren besitzen gemeinsame Eigenzustinde
und sind deshalb gleichzeitig scharf mefbar. Eine Messung von A stort dann die Messung von
B nicht, und umgekehrt.

Ist [A,B] # 0, so kann AA = AB = 0 nicht erfiillt werden. Sind A und B hermitesche
Operatoren, so gilt die verallgemeinerte Unschérferelation

AA-AB >

\<[fl,f3]>‘ ' (5.4.12)

Wenden wir diese speziell auf Ort und Impuls an, so erhalten wir wegen [z, p,,] = i/ das bekannte
Ergebnis (vgl. (4.3.14))

(5.4.13)
Wir wollen nun (5.4.12) beweisen. Dazu nehmen wir an, dass <121) = <f3) = 0 ist’. Dann gilt:

(AP = (A%) = (| AAj) = (v )
(AB)? = (B*) = (¢|BByp) = (alth) (5.4.14)

A

wobei wir die Abkiirzungen |¢1) := A[¢)) und |¢) := B¢) eingefiihrt haben. Man beachte,
dass diese Zustdnde i.a. nicht normiert sind!
Nun verwenden wir die Schwarz’sche Ungleichung:

(AA)z(AB)Q = (1 |t1) (a]tha) > [(hr1|2) | (5.4.15)

Das Skalarprodukt ldsst sich weiter umformen:

(W1 (vo] = (W|ABY) = (W[[A, Bl|v) + (Y| BA) = ([[A, Bl|v) + (1]iba)*.  (5.4.16)

Somit erhalten wir

(WI[A, BlJw) = (1|tha) — (W1]a)" = 2i Im((¢1[1hn)) . (5.4.17)

3Sollte dies nicht der Fall sein, so betrachten wir stattdessen die Operatoren A = A — <A> und analog fiir B.
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Nun gilt ganz allgemein fiir alle komplexen Zahlen z, dass
|2]> = (Re(2))? + (Im(2))? > (Im(2))?. (5.4.18)

Speziell folgt daher mit (5.4.17):

[ ladl? > [Ton( (b)) = HA1A, Bllw)?, (5419

woraus wir sich schlieBlich die verallgemeinerte Unschérferelation ergibt.

5.5 Ehrenfest-Theorem
Wir wollen uns nun die Bewegungsgleichungen fiir die Mittelwerte ansehen. Zunéchst gilt mit
p= v

d d

o0 = & [avivop = [avell —— [aveg-p

_ /dVl:_%/dV(w Vi —pVyr)
1 R v 1 .

= o [av i+ uer) = & [aves

_ 1@, (5.5.1)
m

wobei wir zunédchst die Kontinuititsgleichung (4.2.10) benutzt haben. Dann wurde partiell in-
tegriert, wobei die Randterme wegen der Normierbarkeit von i) verschwinden. Im vorletzten
Schritt haben wir dann noch die Hermitizitdt von p ausgenutzt.

Ahnlich kann man zeigen, dass

d?
m@ <£>

[
T
=
>
[
&

(5.5.2)

ist.
Diese beiden Aussagen sind Beispiele fiir das Ehrenfest-Theorem:

Die Mittelwerte quantenmechanischer G68en bewegen sich gemall den klassischen
Gleichungen.
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Kapitel 6

Eindimensionale Potentiale

6.1 Potentialstufe

Losung fiir x < 0:

= Ae™™ 4 Be " it k=%= 6.1.1
u(z) = Ae™™ + Be mi 5 - (6.1.1)
also rechtslaufende (einfallender Anteil) und linkslaufende Welle (reflektierter Anteil)
Losung fiir x > 0:
2m(Vo — B
u(x) = be™"™* mit K= m(ho ) (6.1.2)

da ein moglicher Anteil ae™* nicht normierbar ist
Stetigkeit von u(x) und v'(x) bei © = 0 erfordert A + B = bund ik(A — B) = —kb. Hieraus
ergibt sich

B 1-it b 9

b _ o _ . 1.

A 1+ag)] A 1+ (613

A v
Vo
E
e —
]
x

Abbildung 6.1.1: Potentialstufe.
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Dieses Ergebnis konnen wir folgendermal3en interpretieren:

e Fiir z < 0 haben wir die Uberlagerung einer einlaufenden Welle ¢** mit einer an der
Stufe reflektierten Welle e~%*. Da |A| = |B| werden alle einlaufenden Teilchen letztlich
reflektiert. Daher gilt fiir den Reflektionskoeffizient

_1BP _

R: =1. (6.1.4)

AP

e Im Bereich = > 0 dringt die Wellenfunktion in den klassisch verbotenen Bereich ein. Sie
wird dort aber stark geddmpft: |u|? ~ e~2**. Die Eindringtiefe ¢ ist

_ 1 h , 6.1.5)
Kk \2m(Vy— E)

Sie wird umso kleiner, je groer Vy — E ist. Im klassischen Grenzfall i — 0 verschwindet
sie ganz.

Der Transmissionskoeffizienten ist durch T := 1 — R definiert. Klassisch wiirden wir erwarten,

dass
1 EmE<w
R = {O (E > Vh). (6.1.6)

In den Ubungen werden wir sehen, dass quantenmechanisch R > 0 auch fiir £ > V4,

6.2 Rechteckbarriere

Wir betrachten eine Rechteckbarriere mit dem Potential (Abb. 6.2.1)

Vo fir 0<a </
V(z) = { o WEUSE=S 6.2.1)
0  sonst

Fiir ein einlaufendes Teilchen mit der Energie 0 < E < Vj erhilt man folgende Losung der
stationdren Schrodinger-Gleichung in den drei Bereichen:

z<0: u(z) = Ae*® + Be~e mit k = % — (6.2.2)
2m(Vo — B

0<z</: u(z) = ae"™® + be™"™* mit k= % = m(ho ) (6.2.3)

x>0 u(z) = Ce'® (6.2.4)

In Bereich I und II haben wir also die einfallende Welle und den am Potential reflektierten Anteil,
in Bereich III nur einen transmittierten Anteil.
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A v
Yo
E < Vo
&——
-
1 x
1 I TI1

Abbildung 6.2.1: Potentialbarriere.

Die unbekannten Koeffizienten A, B, C, a, b lassen sich aus der Stetigkeit von u(z) und v’'(z) bei
x = 0und x = ¢ unter Beachtung der Normierungsbedingung bestimmen. Man findet fiir den

Transmissionskoeffizienten 1

2
1 + llE](‘\;#E) sinhQ(/%)

T = ) (6.2.5)
Man beobachtet also den Tunneleffekt, d.h. die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im klassisch ver-

botenen Bereich x > ¢ ist nicht Null.
Wir betrachten drei Grenzfille etwas genauer:

e (> 1:Dies ist fiir eine hohe oder lange Barriere erfiillt. Mit der Approximation sinh (k) ~

%e”e erhilt man fiir den Transmissionskoeffizienten

4E(Vb — E) 6—2/%

e (6.2.6)
0

T~

e / — 0: Wenn die Barriere immer schmaler wird, geht " — 1, d.h. wie klassisch erwartet
konnen die Teilchen die Barriere durchdringen.

e F/ — Vj: In diesem Fall ist sinh(x¢) ~ ¢ und fiir den Transmissionskoeffizienten folgt

1

— <1
ml2Vy ?
1 + 2Fh?

T — (6.2.7)

d.h. im Gegensatz zum klassischen Fall wird immer ein Teil reflektiert.

6.3 Allgemeine Potentialbarriere und Tunneleffekt

Wir verallgemeinern nun die Uberlegungen des vorigen Abschnitts auf eine Barriere von belie-
biger Form (Abb. 6.3.1).



48 KAPITEL 6. EINDIMENSIONALE POTENTIALE

A

v

Abbildung 6.3.1: Eine allgemeine Potentialbarriere, die durch Diskretisierung als Abfolge von
Stufenbarriere approximiert wird.

Dazu diskretisieren wir den Teil der Barriere mit V(x) > FE in N Teilintervalle [x;, z;,1] der
Linge Al = 250, Wir betrachten nun den Grenzfall geringer Transmission fiir jede Stufe, also
z.B. eine hohe oder lange Barriere. Die Transmission durch Stufe ¢ ist dann durch

2m(V; — E)

it = - 6.3.1
mit kK - ( )

gegeben. Gehen wir von einer starken Dampfung in einer Stufe aus, so konnen wir Mehrfach-
reflexionen vernachlédssigen. Fiir die gesamte Barriere gilt dann, wenn wir den Grenziibergang
Al — 0, N — oo durchfiihren:

. . p— . p— N .
T — H2:1NENHZ21N€ QNZAZ:e 23 kAL
S

T (6.3.2)

T‘ ~ e—ZHiAZ
3

mit der klassischen Wirkung

S = /:N \/Zm(Eh— V(x))dac = /IN p(z)dz . (6.3.3)

Zo

Eine detailliertere Begriindung dieses Zusammenhangs gibt die WKB-Theorie, die nach den
Physikern Wenzel, Kramers und Brillouin benannt ist. Sie gilt im klassischen Grenzfall S >> h.

6.3.1 Rastertunnelmikroskop

Als wichtige Anwendung des Tunneleffekts wollen wir kurz das Rastertunnelmikroskop dis-
kutieren, fiir dessen Entwicklung Binnig und Rohrer 1986 mit dem Nobelpreis ausgezeichnet
wurden.
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Oberflache

Abbildung 6.3.2: Prinzip des Rastertunnelmikroskops [3].

Beim Rastertunnelmikroskop tunneln Elektronen zwischen einer scharfen Metallspitze und einer
leitenden Oberflache (Abb. 6.3.2). Es fliesst ein Tunnelstrom, der proportional zur Transmission
ist:

Ip~T ~e " (6.3.4)
wobei in die Definition von x die Dissoziationsenergie V; eines Elektrons an der Spitze eingeht.
Typische Werte sind Vy — ' = 1 eV, was zu % ~ 2 A fiihrt. Der Tunnelstrom I7 hingt sehr
empfindlich vom Abstand ab, was Messungen mit sub-atomarer Auflésung erlaubt. Beim Rastern
wir die Oberfliche abgefahren und I durch Anderung der Spannung Ur konstant gehalten. Die
Tunnelspannung U7 liefert dann Informationen iiber die Topographie der Oberflédche.

6.4 Kastenpotential endlicher Tiefe

In den meisten bisher betrachteten Beispielen haben wir ein kontinuierliches Spektrum fiir £ > 0
gefunden. Beim Kastenpotential aus Kap. 4.7 gab es dagegen nur diskrete Energien £ > 0. Als
Nichstes betrachten wir nun ein Kastenpotential endlicher Tiefe V{. Im Detail ist es durch

fii _a a
V(z) = O fr <<y (6.4.1)
Vo o fiir |z| > §

definiert (siche Abb. 6.4.1).
Wir betrachten zunéchst den Fall 0 < E/ < Vj,. In den drei Bereichen gilt:

2m(Vo — B
T <5 w(x) = ape™ +a_e mit xk = m(ﬁo ) ,  (64.2)
, 2mFE
2] < g : u(z) = Ae*® 4+ Be ™k mit k= ;" , (6.4.3)
x> g : u(z) = bre™ +b_e """, (6.4.4)
Da die Wellenfunktion normierbar ist, miissen a_ = 0 und b, = 0 sein. Damit verbleiben vier

freie Parameter a., A, B, b_, die vier Bedingungen (Stetigkeit von u und v bei = +5) und die
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Abbildung 6.4.1: Kastenpotential endlicher Tiefe und Breite a.

Normierung erfiillen miissen. Wir haben also insgesamt fiinf Bedingungen fiir vier Parameter.
Diese konnen somit nur fiir ganz bestimmte £ erfiillt werden. Wir erwarten daher ein diskretes
Energiespektrum im Fall 0 < £ < V.

Die Bedingungen lassen sich nach Einfiihrung der Parameter £ = 2ka und n = 2ka in der Form

8ma?V,
h
schreiben! Diese Gleichungen kann man z.B. grafisch 16sen. Dies ist in Abb. 6.4.2 dargestellt.

Man sieht, dass es immer mindestens eine Losung & > 0 und n > 0, fiir groles p auch mehrere.
Diese Losungen entsprechen den gebundenen Zustinden des Potentials.

n=¢Etané und E4+n?=r=

(6.4.5)

Fir &£ >V} sind die Losungen in den Bereich I und IIT auch oszillatorisch. In Bereich ist z.B.

2m(E = Vo)
h Y

was man als Uberlagerung einer einfallenden und einer reflektierten Welle interpretieren kann.

Nun haben wir fiinf Gleichungen fiir die fiinf Parameter a,,a_, A, B, b_ und somit gibt es fiir
alle £/ > Vj, eine Losung.

u(z) = ape™ +a— ek mit k =

(6.4.6)

Wir koénnen die Ergebnisse so zusammenfassen. Fiir Energien 0 < E < Vj haben wir ein diskre-
tes Spektrum. Die Eigenzustinde sind im Kasten lokalisiert, d.h. es handelt sich um gebundene
Zustinde. Dies unterscheidet sich von der klassischen Mechanik, wo gebundene Zustéinde fiir
alle Energien 0 < F < Vj auftreten, nicht nur fiir bestimmte. Fiir £ > 1}, findet man ein kon-
tinuierliches Spektrum mit ungebundenen Zustdnden, die delokalisiert sind. Man nennt sie auch
Streuzustinde. Im Gegensatz zur klassischen Mechanik kann ein gestreutes Teilchen auch fiir
E > V, reflektiert werden.

ITatsichlich gibt es noch eine zweite unabhingige Bedingung der Form n = —£cot £ und €2 + n? = r2, die
aber fiir die folgenden Betrachtung nicht wichtig ist.
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Ms=tang

P O O S e e e

Abbildung 6.4.2: Zur Bestimmung der gebundenen Zustidnde im Potentialtopf.

6.5 Harmonischer Oszillator

Im folgenden wollen wir den quantenmechanischen Oszillator niher betrachten. Ahnlich wie
sein klassisches Pendant tritt dieser sehr hiufig auf, z.B. als Approximation in der Nihe von
Potentialminima. Das Potential des harmonischen Oszillators ist durch

1
V(z) = §mw2x2 (6.5.1)

gegeben, wobei m die Teilchenmasse und w die klassische Schwingungsfrequenz bezeichnet.
Die stationédre Schrodinger-Gleichung lautet daher
h? 1

—%u” + §mw2x2u(aj) = Eu(z). (6.5.2)

Da V() unbeschrénkt ist, also beliebig groe Werte annimmt, erwarten wir ein diskretes Spek-
trum, dhnlich wie beim Teilchen in einem Kasten (siehe Kap. 4.7).
Zunichst fiihren wir dimensionslose Variablen € und b ein:

1 T
E=- = - S.
5 hwe , 13 p (6.5.3)
wobei € eine dimensionslose Energie ist und ¢ eine reskalierte Ortsvariable mit
h
b=/ —, (6.5.4)
mw

der sog. Oszillatorléinge. In den dimensionslosen Variablen nimmt die stationédre Schrodinger-

Gleichung die Form

d 2
SR (6.5.5)
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an. Im Prinzip konnte man nun versuchen, diese DGL mit Standardverfahren zu 16sen. Eleganter
ist aber die sog. Operatormethode, mit der wir nun die Eigenwerte und Eigenfunktionen des
Hamilton-Operators

. 1
=2 4 (6.5.6)

des harmonischen Oszillators bestimmen werden. Hierzu definieren wir zunéchst die neuen Ope-
ratoren

N T O
a:= 7 [b + hbp} (6.5.7)
1 |1 1
N Ybp
a' 7 {bx 5 p} ) (6.5.8)

Diese Operatoren sind dimensionslos, nicht-hermitesch und zueinander adjungiert.
Der zu einem Operator A gehorige adjungierte Operator wird mit Al bezeichnet? und erfiillt die
Beziehung R R )

(V]Ag) = (AT|g) = (p|ATy)" (6.5.9)
fiir beliebige Zustidnde |¢) und |¢). Somit sind hermitesche Operatoren selbstadjungiert, denn
fiir sie gilt Af = A.

Nun gilt zunéchst

111 l

Ata ~2 A A A A ~D

a'a =g [b—2x + ﬁ(mp—px) + = } . (6.5.10)
(6.5.11)

Dabei haben wir die Definition (6.5.4) der Oszillatorlinge b verwendet. Wir sehen, dass wir mit
Hilfe der Operatoren a' und G den Hamiltonoperator in einfacher Form

. 1
H = hw (a*a + 5) (6.5.12)

darstellen konnen. a' und a sind also so etwas wie die “Wurzeln” aus H.
In einer analogen Rechnung kann man zeigen, dass auBerdem
1 1

H+ = (6.5.13)

Aot T
aaq o 5

gilt. Somit haben wir folgenden Kommutator:

[a,a"] =1. (6.5.14)

2Sprich: A-dagger.
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Im folgenden werden wir zeigen, dass die Beziehungen (6.5.12) und (6.5.14) zur Bestimmung
des Spektrums von H ausreichen!

Wir bezeichnen die Eigenwerte und -vektoren von a'a mit A bzw. |\). Die Eigenwerte von H
sind daher durch Aw (/\ + %) gegeben. Nun werden wir einige Eigenschaften von |\) herleiten:

1. A > 0, denn es gilt ganz allgemein

(pla'aly) = (dl¢) >0, (6.5.15)

wobei wir die Abkiirzung |¢) := a|¢) eingefiihrt haben, d.h. (¢| = (a'y|. Wihlen wir
speziell |¢)) = |}, so folgt

0 < (Ma'al\) = AMAIN) = A, (6.5.16)
wobei wir angenommen haben, dass |\) normiert ist.

2. af|\) ist Eigenzustand von afa zum Eigenwert \ + 1, denn:
a'a (a'|X)) = af (aa’) |\) = a' (a'a + 1) |A) = (A + D)al|A) (6.5.17)

wobei wir im zweiten Schritt die Vertauschungsrelation (6.5.14) ausgenutzt haben.

Da somit a'|\) oc |\ + 1) nennt man a' auch Aufsteigeoperator.
3. a|\) ist Eigenzustand von a'a zum Eigenwert A — 1, denn:
ata (alX) = (aa' — 1) a|x) = a (a'a — a) |\) = (A — D)a|A) (6.5.18)

Im ersten Schritt wurde wieder (6.5.14) benutzt.

a heiBt daher Absteigeoperator und af, @ zusammen Leiteroperatoren®.

4. Es gibt einen Zustand |0) mit a|0) = 0 (d.h. |0) ist Eigenzustand von a'a zum Eigenwert
0), denn:
Angenommen, die Aussage sei falsch. Da A > 0 muss es einen kleinsten Eigenwert A,
mit 0 < Ay, < 1 geben. Fiir den zugehorigen Eigenzustand | \y,;,) ist dann (nach eigen-
schaft 3.) a|A\nin) Eigenzustand von ata zum Eigenwert A\, — 1. Da A\ — 1 < 0 ist dies
ein Widerspruch zur Eigenschaft 1.

Aus den obigen vier Eigenschaften folgt, dass das Spektrum von @G gerade aus den natiirlichen
Zahlen 0, 1,2, ... besteht. Damit sind die Energien des harmonischen Oszillators durch

E, = hw (n + %) (6.5.19)

gegeben. Die Eigenwerte sind also dquidistant und der Grundzustand hat die Nullpunktsenergie

1
By = 5o (6.5.20)

3da man mit ihnen im Spektrum wie auf einer Leiter schrittweise nach oben und unten gehen kann.
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6.5.1 Eigenzustinde des harmonischen Oszillators

Fiir die Grundzustandswellenfunktion vg(z) gilt aug(x) = 0, d.h.

1 [1 d
— |-+ b— =0 6.5.21
5 [ 0| w0, 6521
wobei wir in (6.5.8) p = —ih% eingesetzt haben. Die (normierte) Losung dieser DGL ist durch
1 22
up(z) = e 22 (6.5.22)

gegeben.
Als Nichstes bestimmen wir die angeregten Zustinde |n). Wegen Eigenschaft 2 ist af|n) =
¢n|n + 1) mit einer Konstanten c¢,,. Ist |n) normiert, so gilt:

lca?(n+1ln+1) = (a'n|a'n) = (n]aa'|n) = (n|(a'a + 1)|n)
= (n+1)(nn)=n+1, (6.5.23)

wobei wir im zweiten Schritt (a'n| = (n|(a")" = (n|a und im dritten Schritt (6.5.14) ausgenutzt
haben. Somit ist

af (ah)?

]_ = e —— —_— ]_ _ s . .24
n =T oY (0329
bzw.
_ (@)"

Hiermit wollen wir nun die explizite Form der Wellenfunktionen u,,(z) bestimmen. Zunichst
betrachten wir den Fall n = 1:

w(z) = atuglz) = — F:%—b%] o()

V2 | b d
b =2 d _a?
= _Ee% % (e 2b uo(x)) . (6526)

Die letzte Identitit priift man leicht mit Hilfe der Kettenregel. Sie gilt sogar fiir beliebige Funk-
tionen ug(z), nicht nur fiir (6.5.22). Dies ldsst sich schnell auf den Fall beliebiger n verallgemei-
nern:

R YA
up(z) = \/2n_n!e bdx e 2% ug(x)
= ie% <bi) e—%, (6.5.27)



6.5. HARMONISCHER OSZILLATOR 55

wobei wir im letzten Schritt (6.5.22) benutzt haben. In dieser Darstellung erkennt man nun die
sog. Hermite-Polynome H,,(x) wieder, die durch

dn
H,(z) = (—1)”&2%@—* (6.5.28)

definiert sind. Die ersten Hermite-Polnome lauten explizit

Hy(z)
Hg(l’)

1, Hi(x) = 2z, Hy(z) = 42* — 2,
8z — 12, Hy(z) = 162" — 482% + 12 (6.5.29)

Somit konnen wir die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators in der Form

12
un(z) = AL H, (%) e~ (6.5.30)

mit der Normierung
—1)"
A - D (6.5.31)
by/m27n!

schreiben. Die ersten Eigenfunktionen sind schematisch in Abb. 6.5.1 dargestellt. Man beachte,
dass auch hier wieder der Knotensatz gilt.

6.5.2 Schwingungsquanten

Da das Spektrum des harmonischen Oszillators dquidistant ist, liegt folgende Interpretation nahe:
Der n-te Eigenzustand ist mit n Schwingungsquanten der Energie /w besetzt.

Ein Beispiel wiren Photonen, die Schwingungsquanten des elektromagnetischen Feldes. Wir
konnen dann die Leiteroperatoren als Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren von Photonen
interpretieren:

a'|n Photonen) ~ |n -+ 1 Photonen),
a|n Photonen) ~ |n — 1 Photonen) . (6.5.32)

|0) entspricht dann dem Vakuum des elektromagnetischen Feldes. Der Operator 1 = a'a zéhlt
die Photonen in einem Zustand.

Weitere Beispiele fiir Schwingungsquanten sind Phononen, die Quanten von Gitterschwingun-
gen oder Magnonen, die Quanten von Magnetisierungswellen in magnetischen Materialien. Bei-
de sind Beispiele fiir Quasiteilchen, d.h. Zustinden, die sich ganz dhnlich wie Teilchen charak-
terisieren lassen.
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Abbildung 6.5.1: Spektrum und niedrigste Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators (aus
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Kapitel 7

Symmetrien, Bilder und Drehimpuls

7.1 Symmetrietransformationen

Eine unitire Transformation (Darstellungswechsel)

W) = Uly), (7.1.1)
A =UAU', (7.1.2)

wird durch einen unitirer Operator U charakterisiert, d.h.

UUt =00 =1. (7.1.3)

Ahnlich wie kanonische Transformationen in der klassischen Mechanik dndern unitire Transfor-
mationen die Physik nicht, denn Matrixelemente werden durch sie nicht verdndert:

(¢'| A0y = (SUNUAUNU ) = (¢|Al) (7.1.4)

wobei mehrfach die Unitaritit von U benutzt wurde. Insbesondere @ndern sich Skalarprodukte

nicht, d.h. (¢'|¢)') = (@|¢). A A o
Die Schrodinger-Gleichung ist forminvariant, denn mit [¢/') = U|+)) und H' = UHU' gilt

. 0 AN 2 AV
i |0) = 1) (7.1.5)

falls U nicht von der Zeit abhéngt (% =0).
Ist ; ein hermitescher Operator, so ist

e}

Ua) =% =" %(mé)” (7.1.6)
n=0

unitédr, wobei « ein reeller Parameter ist. G heilit dann auch Erzeugende oder Generator der
unitdren Transformation U.

57
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Wir betrachten nun eine infinitesimale Transformation, d.h. & = d« ist infinitesimal. Dann gilt
U=1+idaG (7.1.7)

und fiir die transformierten Operatoren

~

A" = UAUT = (1+i6aG)A(1 — i6a@)
= A+idalG, A+ 0 ((6a)?) . (7.1.8)

Somit dndert sich der Operator A bei der infinitesimalen Transformation um
6A = A — A =idaG, A]. (7.1.9)

Unitédre Transformationen bilden eine Gruppe:

A ~ ~ A~

Ulon + az) = U(ag)U(az) und U0)=1. (7.1.10)

Daher geniigt es, infinitesimale Transformationen zu untersuchen, denn wir konnen aus ihnen
die volle Transformation rekonstruieren:

Ua) =0 (9) U (9) — lim (U (9))n — lim (1 +¢gé>" N CANE)

n n n—00 n n—oo n
Eine Transformation U heiBt Symmetrietransformation, wenn H invariant ist:
H =UHU'=H. (7.1.12)

In diesem Fall gibt es wegen (7.1.9) einen hermiteschen Operator @G, der mit [/ kommutiert, d.h.
G ist eine Bewegungskonstante oder Erhaltungsgrofie.

7.2 Symmetrien und ihre Operatordarstellung

7.2.1 Spiegelinvarianz

Der Paritéitsoperator P ist definiert durch

Py(r) = (-r). (7.2.1)
Da offensichtlich P2 = 1, hat P die Eigenwerte 1 und es gilt

pt=p=pt (7.2.2)

Ist [P, H | = 0, so gibt es eine gemeinsame Eigenbasis von P und H, d.h. die Eigenzustinde
konnen in gerade und ungerade eingeteilt werden:

gerade: Py(r) = (—r) = ¥(r), (7.2.3)
ungerade: Py(r) = y(-1) = —(r). (7.2.4)
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7.2.2 Translationsinvarianz

Der Translationsoperator ist definiert durch

T(a) ;= e 22 (7.2.5)

Fiir den freien Hamiltonoperator Hy = %, d.h. in Abwesenheit duBBerer Krifte, gilt dann
TH,T" = H,y, (7.2.6)

wie man leicht nachrechnet.

Wir wollen uns nun davon iiberzeugen, dass T(g) eine Verschiebung bewirkt. Dazu betrachten
wir eine ebene Welle |p) mit dem Impuls p, d.h. dem Wellenvektor k£ = p/h. Fiir diesen gilt dann
offensichtlich - - -

(p|T = (p|e~Her (72.7)
und somit )
(p|T|r) = e~ 742(p|r) = We_%(gﬂ)'ﬂ = (plr+a). (7.2.8)

T(a)lr) = |r +a) (7.2.9)
Analog zeigt man
(r+al = (r|T(-a), (7.2.10)
woraus schliefllich )
(r|T(a)|) = ¥(r — a) (7.2.11)

folgt.

7.2.3 Rotationen

Als nichstes schauen uns Rotationen an. Diese werden vom Operator

D(a) = evel (7.2.12)

mit dem Drehimpulsoperator

L=#x

1~

d.h. Lj = Ejkli’kﬁl (7213)

3>

erzeugt, wobei wir in der letzten Darstellung die Einstein’sche Summenkonvention! und das
Levi-Civita-Symbol benutzt haben.

1Uber mehrfach vorkommende Indizes ist zu summieren.
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Wir wollen uns dies am Beispiel einer Drehung um die z-Achse klar machen, d.h. fir o =
(0,0, ). Es ist dann hilfreich, die Wellenfunktion in Zylinderkoordinaten darzustellen, d.h.

Y(x,y,2) = (r, 9, 2). (7.2.14)
Dann gilt
oY
(@ +0p,2) =P(r, ¢, 2) + %690, (7.2.15)
woraus wir 9
L, = —iﬁ% (7.2.16)

fiir den Generator dieser Drehung ablesen.
Allgemeine infinitesimale Drehungen haben die Form

Dia)=1+ %g L. (7.2.17)

Transformieren wir hiermit einen Operator fl, so erhalten wir nach Gleichung (7.1.9)

A'=A+ia-[L A]. (7.2.18)

7.2.4 Skalar- und Vektoroperatoren

In der klassischen Physik ist ein Skalar a dadurch charakterisiert, dass er sich unter infinitesima-
len Drehungen nicht dndert: @' = a. Dies wird nun auf die Quantenmechanik iibertragen:

—

klassische Mechanik: a

a =
| (7.2.19)
s A=A

:b><— =)

QM:

Skalaroperatoren sollen also invariant unter infinitesimalen Drehungen sein. Wegen (7.2.18)
muss daher

[L,A]=0 (7.2.20)

.. . . 2 A2 A A ~2
fiir Skalaroperatoren gelten. Beispiele fiir solche Operatoren sind ]_32, 72, p-rund L .
Klassisch ist das Transformationsverhalten eines Vektors a = (a1, az, az) unter Drehungen um
a durch af = a; + (a X a); = a; + €;50a;, gegeben. Dies iibertragen wir wieder auf den
quantenmechanischen Fall:

klassische Mechanik: ai  — d =a;+ epaya
! ! (7.2.21)
QMZ Az — A; = AZ + Ez‘jkOéjAk

Wegen (7.2.18) muss daher .
PN A
7% (L, Ai] = €jmandy (7.2.22)
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gelten. Da dies fiir beliebige « richtig sein soll, sind Vektoroperatoren durch

(L1, A;j] = iheyj Ay, (7.2.23)

charakterisiert, also z.B. fiir [ = x:

(L., A)] = ihA, . (7.2.24)

Wichtige Vektoroperatoren sind p, r und L.

7.2.5 Zeittranslation

Wir untersuchen nun das Verhalten unter Zeittranslationen ¢t — ¢ -+ dt. Fiir die Wellenfunktion
gilt, wenn ¢t infinitesimal ist:

W =+ Ot) = Plt) + %—f& = (t) - %&ﬁw , (7.2.25)

wobei wir die Schrodinger-Gleichung benutzt haben. Damit ist die Zeittranslation also eine
unitidre Transformation mit Erzeugender /. Endliche Transformationen haben die Form

U(t) = e /M, (7.2.26)

Ist der Hamiltonoperator H zeitunabhingig, so ist
W(t) =U(t)w(t =0) (7.2.27)
eine Losung der Schrédinger-Gleichung, d.h. die Dynamik des Systems entspricht einer unitiren

Transformation.

7.2.6 Diskrete Symmetrien

Neben der Paritit P (Raumspiegelung) gibt es weitere wichtige diskrete Symmetrieoperationen,
nidmlich die

Zeitumkehr: t— —t, T — —1 (7.2.28)
und die
Ladungskonjugation: Teilchen «—— Antiteilchen . (7.2.29)

Einzelne Symmetrien konnen verletzt (“gebrochen”) sein. So bricht die schwache Wechselwir-
kung z.B. Paritdtssymmetrie P. Allerdings scheint die kombinierte CPT-Symmetrie, bei der alle
drei diskreten Symmetrietransformationen nacheinander ausgefiihrt werden, bei allen Wechsel-
wirkungen nicht gebrochen zu sein.
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7.3 Bilder

7.3.1 Schrodinger-Bild

Bisher haben wir das sog. Schrodinger-Bild benutzt, in dem die Zustinde |)g zeitabhingig
sind und die Obervablen keine implizite Zeitabidngigkeit haben, d.h.

dAs  0Ag
—_— = 7.3.1
dt ot ( )
Wie wir in Kapitel 7.2.5 gesehen haben (sieche auch die Ubungen), entspricht die zeitliche Ent-
wicklung des Zustandes dann einer unitidren Transformation

[W(t)s = Ut)[(0))s . (7.3.2)

7.3.2 Heisenberg-Bild

Im Heisenberg-Bild sind die Zustinde |1) ; zeitunabhiingig, dafiir haben die Observablen A (t)
dann eine Zeitabhéngigkeit. Man kann sich das Ganze analog zu einer Drehung im dreidimensio-
nalen Raum vorstellen: Im Schrédinger-Bild dreht man den Vektor (der dem Zustand entspricht),
im Heisenberg-Bild das Koordinatensystem. Die Observablen in den beiden Bildern hiingen iiber
die Beziehung

~ ~

Ay(t) = enft Agem it = UTAgU Ayt =0) = Ag (7.3.3)
zusammen. Man sieht leicht ein, dass dadurch die Matrixelemente nicht veriandert werden:
(s(t)| Asls(t)) = (s(0)|UT (1) AsU (1) |5 (0)) = (v5(0)| Anltps(0)) - (7.3.4)
In den Ubungen werden wir zeigen, dass im Heisenberg-Bild die Bewegungsgleichung

dAp(t)  0An(t)
a 0t

+ % [H AH] (1.3.5)

fiir die Operatoren gilt.

7.4 Drehimpuls

Ein Vektoroperator L= (ix, iy, f)z), dessen Komponenten die Vertauschungsrelationen

(L, L,) = ihL, (7.4.1)

(und analog fiir alle zyklischen Verschiebungen der drei Indizes) erfiillen, hei3t Drehimpulsope-
rator. In Kurzform kann man diese Relationen auch folgendermafen zusammenfassen:

x L =ihlL . (7.4.2)

i~




7.4. DREHIMPULS 63

Fiir die Komponenten des Bahndrehimpulses
L=¢xp (7.4.3)

macht man sich mit Hilfe des bekannten Kommutators von Orts- und Impulsoperator leicht klar,
dass er tatsdchlich die Vertauschungsrelationen (7.4.1) erfiillt.
Fiir den Operator

+ L2 (7.4.4)

gilt nun:

= Ly Ly L]+ |Ly L] Ly + Lo |Lay L] + | Lay L]
= —ihL,L, —ihL.L,+ihL,L, +ikL,L,
= 0, (7.4.5)

wobei wir zunichst (7.4.4) und [I:i, f/x] = 0 benutzt haben. Im zweiten Schritt wurde die Iden-
titét

[AB,C) = A[B,C] + [A,C)B (7.4.6)

verwendet, die wir in den Ubungen gezeigt haben.
Analog folgt fiir die anderen Komponenten

[Lg,iy} - [LQ,LZ] —0. (7.4.7)

. A2 A A a .. .. ~2
Dabher gibt es unter den Operatoren L , L,, L,,, L, zwei, die miteinander vertauschen, z.B. L und

L,. Daher sind diese beiden Operatoren simultan diagonalisierbar und haben eine gemeinsame
Basis aus Eigenvektoren.

Da der Drehimpuls die Dimension einer Wirkung hat, schreiben wir die Eigenwerte von L2 bzw.
L. in der Form M\i? bzw. mh mit reellen Zahlen A\ und m. Bezeichnen wir die gemeinsamen
Eigenvektoren mit |\, m), so gilt:

Lnm) = M2\ m), (7.4.8)
L\m) = mhl\,m). (7.4.9)

7.4.1 Bestimmung der Eigenwerte

Wir wollen uns zunichst iiberlegen, welchen Einschrinkungen die Eigenwerte A und m geniigen
miissen. Dazu betrachten wir folgendes Matrixelement

O m|L” — L2A,m) = (A — m?)R2. (7.4.10)
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Andererseits gilt K R
(A, m|L? + L2I\,m) > 0. (7.4.11)

Daher miissen A und m folgender Bedingung geniigen:

A>m?>0. (7.4.12)

Analog zum Vorgehen beim harmonischen Oszillator filhren wir nun Leiteroperatoren fiir den
Drehimpuls ein:

Li=1L,+iL,. (7.4.13)

Diese geniigen den Vertauschungsrelationen

-_i/+, f/z- = —hiu'_ ;
L L.| = ni_, (7.4.14)
L] = [i,,f} —0, (7.4.15)

wie man leicht nachrechnet. Eine erste Folgerung hieraus ist, dass L. |\, m) ein gemeinsamer

Eigenzustand von LQ und L. mit den Eigenwerten Ah? bzw. (m + 1) ist. Daher gibt es eine
Konstante ¢, (A, m), so dass

Lo, m) =c (A, m)|A\,m—+1). (7.4.16)

Analog zeigt man X
L_IA\,m) =c_(A,m)]\,m—1). (7.4.17)

Daher kann man mit den Operatoren L. tatsiichlich die m-Leiter stufenweise rauf- und runter-
klettern. Wegen (7.4.12) gibt es aber einen maximalen und minimalen Wert m_ bzw. m_ von m
mit

LiA\my)=0 bzw. L_|\m_)=0. (7.4.18)
Fiir m_ gilt nun:

0 = Lol [\m.)= (zx +z’£y> (zm - iﬁy) A\, m_)
- <L2 Ly, L) + i;) A\ m_) = (ii + 124 i(—z’hﬁz)> \m)  (7.4.19)
(” L hiz) I\, m) (7.4.20)

z

= (A—m? +m_ )R\ m_). (7.4.21)

A—m?2+m_=0 (7.4.22)
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erfiillen. Analog folgt durch die Betrachtung von L_L |\, m.) = 0:
A—mi —my =0. (7.4.23)

Nimmt man die beiden Bedingungen zusammen, so gilt

A=m2 +my=m> —m_, (7.4.24)
woraus
my=-—m_=:j (7.4.25)
folgt. Somit ist
—j<m<j und A=j2+j=74(+1). (7.4.26)

Da die Leiteroperatoren m um Am = 41 dndern, ist 2j eine positive ganze Zahl, d.h.
7=0,1,2,..., (7.4.27)

was typischerweise fiir Bahndrehimpulse oder den Spin® von Bosonen gilt, oder

135
| = = T 7.4.28
.7 272727 ( )

1

was z.B. fiir den Spin von Fermionen gilt. Protonen und Elektronen haben z.B. j = 3.

Wir konnen also zusammenfassen:

Die dimensionslosen Eigenwerte von L2 und L, sind durch j(7+1) mit 25 € N
bzw. —j < m < j mit m € 7 gegeben. In beiden Fillen kann m dabei 25 + 1
verschiedenen Werte annehmen:

et om=—j =i+ 1,0, =1 (7.4.29)

11
et om=—fi—j L5 1. (7.4.30)

Im Gegensatz zum klassischen Fall lédsst sich der quantenmechanische Drehimpuls nicht vollstindig
in eine Richtung ausrichten, denn

A m|LA N, m) =m? < j2 < j(i+1) = (\,m|L*\,m). (7.4.31)

Dies ist eine Folge der Unschirferelation
N A h o/
AL,-ALy >3 <L> , (7.4.32)

die sich wiederum aus (5.4.12) und (7.4.1) ergibt. Gibe es einen Zustand, in dem (L) = (L),
so wiren in diesem (L3) = (L?) = 0, im Widerspruch zu (7.4.32).

%siehe Kap. 9.3.
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7.4.2 Bestimmung der Eigenfunktionen

. . . . 22 - .. . . .
Um die gemeinsamen Eigenfunktionen von L und L, explizit zu bestimmen, transformieren wir
die Operatoren in Kugelkoordinaten:

L, = —mi, (7.4.33)
dp

2 1 0 0 1 07

L' = - ——sind—+———"_1. 4.34

- n <sin19(919 Smﬁaﬁ * sin2198g02> (7439)

Die gemeinsamen Eigenfunktionen bezeichnen wir mit Y;,, (1, ), wobei wir die fiir den Bahn-
drehimpuls iibliche Konvention verwenden und die Quantenzahl des Bahndrehimpulses mit [
(wobei [ ganzzahlig ist) statt 7 bezeichnen.

Der ¢-Anteil ergibt sich wegen

mhY, = L.Y}, = —ihinm (7.4.35)
Oy
ZUu 4
Vim0, ) = €™ frn (V) . (7.4.36)

Wir sehen hier einen weiteren Grund, warum m ganzzahlig ist, denn nur dann sind die Eigen-
funktionen invariant unter Drehungen um 27 um die z-Achse: Y, (¢, ¢ + 27) = Y5, (9, ).

Um die noch unbekannte Funktion fj,,()) zu bestimmen, muss man die DGL (7.4.34) genauer
analysieren. Wir geben hier nur das Ergebnis an. Es sind die Kugelflachenfunktionen

Yim (0, ) = Apne™? P, (cos ), (7.4.37)

mit einer Normierungskonstanten A;,,, und den zugeordneten Legendre-Polynomen

l+m

dyl—‘rm

Pin(y) ~ (1= y*)™? -1 (ly<1). (7.4.38)

Explizit sind die ersten Eigenfunktionen (bis auf eine Normierung) durch
Yo = konstant, Yip ~ costt, Y141 ~sin Yet Yoo ~3cos’d —1 (7.4.39)

gegeben. Abb. 7.4.1 zeigt eine grafische Darstellung der Funktionen.

In einer halbklassischen Darstellung wird der Drehimpuls durch ein Vektordiagramm (Abb. 7.4.2)
dargestellt. Der Drehimpulsvektor existiert als solcher streng genommen nicht, da nicht alle seine
Komponenten gleichzeitig scharf mefbar sind. Dies veranschaulicht man in der halbklassischen
Darstellung durch eine Préizession des Vektors um die z-Achse. Die z-Komponente des Vektors
hat dann jederzeit einen scharfen Wert, wie auch die Linge L® des Vektors, aber die z- und
y-Komponente sind unbestimmt. Dies bezeichnet man auch als Richtungsquantelung.



7.4. DREHIMPULS 67
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Abbildung 7.4.1: Visualisierung der ersten Kugelflichenfunktionen (I = 0, 1, 2, 3). Rote Berei-
che entsprechen negative, griine positiven Funktionswerten (Quelle: Wikipedia (engl.))

ol
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[

Abbildung 7.4.2: Vektordiagramm zur halbklassischen Darstellung von quantenmechanischen
Drehimpulsen.
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Kapitel 8

Atomphysik

8.1 Die radiale Schrodinger-Gleichung

Wir wollen nun die bisherigen Ergebnisse verwenden, um die Struktur der Atome genauer zu
verstehen. Wir betrachten daher die Bewegung eines Elektrons im Coulomb-Potential
ﬁQ VA 62

-z
21 T

(7 =|2]) 8.1.1)

4

eines Atomkerns mit Kernladungszahl Z. Dabei ist p = ;2<% die reduzierte Elektronenmasse.
Das Coulomb-Potential ist ein Spezialfall von

A ]32
H=oo+ V(7) (8.1.2)

mit einem allgemeinen Zentralpotential V' (7). In diesem Fall vertauscht der Hamilton-Operator
mit allen Komponenten des Drehimpulses:

[ﬁl,f} —0, (8.1.3)
was der klassischen Drehimpulserhaltung entspricht. Daher sind z.B. H, L2
diagonalisierbar und die Eigenzustinde und -energien

werden durch drei Quantenzahlen n, [ und m charakterisiert.
Fiir die stationdren Losungen machen wir den Ansatz

und [:z simultan

u(r, 9, ) = Ry (1)Yim (0, ¢) (8.1.5)

mit der radialen Wellenfunktion R;,, (7). Diese geniigt der radialen Schrédinger-Gleichung

R d ,d  RA(I+1) Zé?
_ _ = By Rir, 8.1.6
( 2412 dr' dr 2412 r )Rl im £ ( )

69
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wie man durch Einsetzen des Ansatzes unter Beriicksichtigung der Eigenschaften der Kugel-
flachenfunktionen findet. Da diese Gleichung unabhingig von m ist, ist auch R;,, = R; un-
abhingig von m.

Wir machen nun die Transformation

xi(r) :=rRy(r), (8.1.7)
womit dann )
1d ,d 1d
27 p - 1.
72 drr dr rdrzx (8.1.8)

gilt. Hiermit konnen wir die radiale Schrédinger-Gleichung (8.1.6) in Form einer eindimensio-
nalen Schrodinger-Gleichung schreiben:

h2
—Q—X? + Verr (1) X1 = EnimX (8.1.9)
1
mit dem effektiven Potential ) ,
hel(l +1 Z
Vere(r) = (1) Ze (8.1.10)

2412 r
Wie in der klassischen Mechanik bezeichnet man den ersten Teil als Zentrifugalpotential.
Lost man diese DGL so erhélt man die explizite Form der radialen Eigenfunktionen

Z
Ry (r) = Ayyrle2r/mro g1 (—T> (8.1.11)

To

mit dem Bohr’schen Radius ry = mh—; und den Laguerre-Polynomen vom Grade k £,(fl+1).

8.2 [Energiespektrum

Die Losung von (8.1.9) liefert das Energiespektrum

Z%uet 1
n= ——— —5 8.2.1
2h%2  n? ( )
mit der Hauptquantenzahl n = 1,2, 3, .. .. Es gilt
Z?
E,~——-13.6eV. (8.2.2)
n

Zu gegebener Drehimpulsquantenzahl [ ist n = [ + 1,1 + 2,1 + 3,--- moglich. Umgekehrt
bedeutet dies, dass zu fester Hauptquantenzahl n nur die die Drehimpulsquantenzahlen | =
0,1,2,...,n — 1 erlaubt sind. Daher ist im Grundzustand (n = 1) nur [ = 0 moglich. Die
zugehorige Wellenfunktion ist somit radialsymmetrisch.
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Zur Charakterisierung der Drehimpulsquantenzahlen wird oft die spektroskopische Notation
verwendet:

[=0: s— Orbitale [l =2: d— Orbitale
[ =1: p— Orbitale l=3: f— Orbitale. (8.2.3)

In dieser Notation wird z.B. der Grundzustand |n = 1,1 = 0) als 1s-Zustand bezeichnet, der
Zustand |n = 2,1 = 2) als 2d-Zustand usw.

8.3 [Entartung

Die Eigenfunktionen mit / > 0 und n > 2 sind entartet, d.h. es mehrere Eigenzustinde zum
gleichen Eigenwert E,:

e Zu jeder Energie F,, gehoren n Drehimpulszustinde [ = 0,1,2,...,n — 1.

e Zu jedem Zustand mit Gesamtdrehimpuls [ gehoren 2/ + 1 Eigenfunktionen Y}, von L,
mit Eigenwerten mh wobei —l < m <.

Der gesamte Entartungsgrad ist daher

—_

; (20+1) =n?. (8.3.1)
l

Il
o

Diese Entartung kann durch verschiedene Effekte aufgehoben werden:

o AuBere Magnetfelder (Zeeman-Effekt): Ein duBieres Magnetfeld wirkt auf das magneti-
sche Moment des Elektrons, das mit L, verkniipft ist. Dies bewirkt eine Aufspaltung der
Eigenwerte zu verschiedenen m. Man bezeichnet m daher auch als magnetische Quan-
tenzahl.

¢ Spin-Bahn-Kopplung: In einer relativistischen Quantentheorie (siehe spéter) ist der Bahn-
drehimpuls L nicht mehr erhalten, sondern nur der Gesamtdrehimpuls i = L + S , der
sich aus Bahndrehimpuls und Spin des Elektrons zusammensetzt. Dies fiihrt zu einer Auf-
spaltung entarteter Energieniveaus, die man als Feinstruktur bezeichnet. So werden aus
den entarteten 2s- und 2p-Zustidnden die nichtentarteten Zustinde |n = 2,7 = 1/2) und
In = 2,j = 3/2), wobei j die Quantenzahl des Gesamtdrehimpulses .J ist.

e Hyperfeinstruktur: Diese ergibt sich aus der Kopplung zwischen Bahndrehimpuls und
dem Spin des Atomkerns.
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(a)

(b)

()

Abbildung 8.4.1: (a) Emissionsspektrum von atomarem Wasserstoff; (b) Emissionsspektrum von
Helium; (c) Absorptionsspektrum der Sonne (aus [1]).

8.4 Spektrallinien

Schon vor Entwicklung der Quantenmechanik waren die typischen Linienspektren (Abb. 8.4.1)
bekannt, d.h. Atome emittieren und absorbieren nur Strahlung ganz bestimmter Frequenzen. Ga-
se konnen dabei nur genau die Frequenz absorbieren, die sie auch emittieren konnen.

Bohr hat dann postuliert, dass beim Ubergang eines Elektrons von einem Eigenzustand in einen
anderen ein Photon absorbiert oder emittiert wird. Auf Grund der Energieerhaltung muss dabei

E —FE=hw (8.4.1)

gelten, wobei £/ und E’ die Energien der beteiligten Eigenzustinde des Atoms sind und fw die
Energie des absorbierten oder emittierten Photons.

Dieses Bild gilt streng genommen nur fiir lange Wechselwirkungszeiten. Fiir kurze Zeiten At
sind Abweichungen AFE vom Energiesatz (8.4.1) moglich, wobei eine Unschirferelation

AE-At~h (8.4.2)

gilt. Wir werden spiter (siehe Kap. 10.3) Absorptions- und Emissionsprozesse im Rahmen der
zeitabhédngigen Storungstheorie noch quantitativ behandeln.

Wir betrachten nun den Fall des Wasserstoffatoms. Dann ist (vgl. (8.2.1))

E E
n_217 E = n_/; (8.4.3)

E =
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Mit A = £ = 2 ergibt sich aus (8.4.1) fiir n’ > n:

c

1 1 1
1= (ﬁ — W) (8.4.4)
mit der Rydberg-Konstanten
E1 62
R=-"= ) 8.4.5
he  4rrohe ( )

Ubergiinge mit n = 1 gehoren zur Lyman-Serie, Ubergiinge mit n = 2 zur Balmer-Serie.
Es sind aber nicht alle Ubergiinge zwischen Eigenzustiinden |n, [, m) und |n’,I’, m’) erlaubt. Sie
werden durch die Auswahlregeln

Al=1-1 =41, und Am=m—m'=0,=*1 (8.4.6)

eingeschrinkt. Diese Auswahlregeln spiegeln die Drehimpulserhaltung wider, denn ein Photon
hat den Spin 1. Eine Konsequenz ist, das Uberginge zwischen s-Zustinden (I = I’ = 0) verboten
sind.

8.4.1 Schalenmodell des Atoms

Wir betrachten nun ein Elektron mit Z Elektronen, wobei wir zunédchst die Coulomb-Wechsel-
wirkung zwischen den Elektronen vernachlédssigen. Dann erhilt man den Zustand des Atoms, in-
dem man die Energie-Eigenzustinde des Kernpotentials — 2762 sukzessive mit Elektronen auffiillt.
Dabei ist aber das Pauli-Prinzip zu beachten:

Zwei Fermionen konnen niemals den gleichen Quantenzustand besetzen.

Dies werden wir in Kap. 11 noch genauer begriinden. Fiir atomare Zustidnde kann man das Prinzip
auch so formulieren:

Elektronen miissen sich in mindestens einer Quantenzahl unterscheiden.

Zu den drei bereits bekannten Quantenzahlen n, [ und m kommt nun noch der Elektronenspin
1
me = +— (8.4.7)
2
hinzu. Der Zustand eines Elektrons in einem Atom wird daher durch die vier Quantenzahlen
(n,l,m,ms) (8.4.8)

bestimmt.
Die Zustéinde mit n = 1 gehoren zur K-Schale. Dort sind die Quantenzahlen

1
[=0, m=0, mg= j:§ (8.4.9)
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moglich, d.h. K-Schale kann 2 Elektronen aufnehmen. Hiermit kann man den Grundzustand des
Helium-Atoms konstruieren.
Die Zustinde mit n = 2 gehoren zur L-Schale. Dort sind die Quantenzahlen

[=0, m=0, mg = i%
1
=1, m=-1,0,1, ms= iﬁ (8.4.10)

moglich. Es gibt daher 2 Zustinde mit [ = 0 und 6 mit [ = 1. Insgesamt kann die L-Schale
daher 8 Elektronen aufnehmen, womit man die Grundzustinde von Lithium (Z = 3) bis Neon
(Z = 10) erhalt.

Die Besetzung dieser Zustinde erfolgt so, dass zunichst die 2s-Zustinde besetzt werden, danach
die 2p-Zustinde. Dies ist eine Folge der Spin-Bahn-Kopplung und von Abschirmungseffekten?.
In der M-Schale konnen die Quantenzahlen die Werte

0 0 2 Zustidnde
=<1 m=+<¢ —1,0,1 6 Zustinde (8.4.11)
2 —-2,—1,0,1,2 2 Zustinde

annehmen. Hiermit erhélt man die Grundzustinde von Natrium (Z = 11) bis Argon (Z =
18). Dabei werden zunichst die 3s- und 3p-Zustinde besetzt, danach aber die 4s- vor den 3d-
Zustinden!

8.5 Streuzustinde

Analog zum Kastenpotential aus Kap. 6.4 existieren Streuzustinde mit £ > 0, wobei wieder
kontinuierliche Energiewerte moglich sind. Diese Streuzustdnde entsprechen nicht gebundenen
Zustéanden.

Wir betrachten ein Streuexperiment, bei der eine ebene Welle auf den Atomkern als Streuzentrum
geschickt wird. Durch Streuung entsteht am Streuzentrum eine Kugelwelle (Abb. 8.5.1):

i etkr V2mE

Uein ~ €%, Ugqus ~ , mit k = (8.5.1)
r h
Die Uberlagerung
ikr
u(r,d,p) = A (eikz + f(9, go)er ) (8.5.2)

von ein- und auslaufender Welle ist eine Losung der stationidren Schrédinger-Gleichung aufer-
halb des Potentialbereichs®. f(1, ¢) heiBt auch Streuamplitude und enthélt Informationen iiber
die Struktur des Streuzentrums.

IDie anderen Elektronen sitzen natiirlich in der K-Schale.
Die inneren Elektronen schirmen einen Teil des Coulombpotentials fiir die #uBeren Elektronen ab.
3Wir nehmen hier an, dass das Potential (zumindest niherungsweise) nur eine endliche Reichweite hat.
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ikr

ikz

Abbildung 8.5.1: Streuexperiment: Die einfallende ebene Welle wird am Streuzentrum, dem
Atomkern, gestreut. Die gestreute Welle ist dann eine Kugelwelle.

In Streuexperimenten wird der differentielle Streuquerschnitt g—g gemessen. Dabei ist do die
Zahl der gestreuten Teilchen, die pro Zeiteinheit durch ein infinitesimales Flichenelement* dF =
r2dQ) einer Kugelschale vom Radius r laufen (bezogen auf den einlaufenden Strom) (siehe
Abb. 8.5.2).

dF(6.9)

d €2(6,¢)

Abbildung 8.5.2: Streuexperiment: Der differentielle Streuquerschnitt misst die Zahl der am
Streuzentrum (im Ursprung) gestreuten Teilchen, die pro Zeiteinheit durch ein infinitesimales
Flichenelement dF = r2df) einer Kugelschale vom Radius 7 laufen.

Der differentielle Streuquerschnitt hingt direkt mit der Streuamplitude zusammen:

do

7 = @@l (85.3)

4dQ = sin ¥dddyp ist das Raumwinkelelement.
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wie wir gleich zeigen werden.
Betrachtet man speziell die Streuung an einem Coulomb-Potential, so erhélt man die beriihmte
Rutherford’sche Streuformel

do Z2 et
dQ  4(hk)4sin*(0/2)

(8.54)

die 1913 von Rutherford auf klassischem Wege hergleitet wurde, aber auch innerhalb der Quan-
tenmechanik ihre Giiltigkeit behilt.

Wir wollen nun den Zusammenhang (8.5.3) zwischen Streuamplitude und Streuquerschnitt her-
leiten. Der einlaufende Strom bei dem Streuexperiment ist nach (4.2.8) durch

ein

T = o (02, V) (8.5.5)
m

gegeben, da 1, ~ €** ist. Der auslaufende Strom in Richtung n ist

h
Jaus == ﬂ : “_Iaus = Im (¢:usﬂ . zwaus)
m

2
_ M0l (8.5.6)

m 72

eik’r

wobei wir beim Ubergang zur zweiten Zeile 1,5 ~ f (U, ¢)%— und n = 7 benutzt haben. Somit

ist die Zahl der in Richtung n gestreuten Teilchen

T

m
= Jenl F(0, 0)|?dQ2 (8.5.7)

Hieraus folgt schlieBlich die Beziehung (8.5.3).

Wir wollen nun noch die Streuung an einem Zentralpotential V' () genauer betrachten. Wegen
der Isotropie um die z-Achse ist in diesem Fall f (9, ¢) = f(9). Es bietet sich eine Entwicklung
nach Partialwellen an, da der Drehimpuls erhalten ist:

r

r
GEDY Xl (9.) (8.5.8)
Im
Aus der radialen Schrodinger-Gleichung folgt fiir groe Abstinde » > 1 vom Streuzentrum
xialr) ~ Avsin (kr + 6~ 17 | (8.5.9)
d.h. durch die Streuung wird die einfallende Welle asymptotisch um ¢; phasenverschoben. o,

heifit daher auch Streuphase. Deren Abhingigkeit d;(k) von der Energie bzw. Wellenzahl der
einfallenden Teilchen ist zu bestimmen.
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Auf Grund der Zerlegung nach Partialwellen mit Drehimpuls [ ist der Streuquerschnitt durch
die Summe der partiellen Streuquerschnitte gegeben:

o= Z o). (8.5.10)
!

Fiir den totalen Streuquerschnitt kann man das sog. optische Theorem ableiten:

az%lmf(ﬁ:()), (8.5.11)
d.h. er wird im Wesentlichen durch die Streuamplitude in Vorwirtsrichtung (¢ = 0) bestimmt.
Die Partialwellenentwicklung ist besonders niitzlich bei der Niederenergiestreuung. Wenn das
Potential V' (r) nur eine kurze Reichweite 7 hat, wird der Streuquerschnitt hauptséchlich durch
die s-Wellenstreuung bestimmt, d.h. nur die Anteile mit [ = 0 spielen eine Rolle, so lange die
Energie klein ist.
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Kapitel 9

Relativistische Quantenmechanik

Die Schrodinger-Gleichung basiert auf der nicht-relativistischen Energie-Impuls-Beziehung £/ =
% und gilt daher nur im nicht-relativistischen Grenzfall. Abweichungen von den Vorhersagen
der Schrodinger-Gleichung erwartet man z.B. bei den Spektren von Atomen mit groen Kern-
ladungszahlen Z. Hier konnen sehr groe Geschwindigkeiten der Elektronen auftreten, die die
Berticksichtigung relativistischer Effekt notwendig machen.

Es stellt sich also die Frage der Vereinigung von Quantenmechanik und Relativitétstheorie. Diese
sollte auf der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung

E? = p*® + m2c (9.0.1)

. . .o . 2 .
basieren, die fiir £ < cin £ ~ £~ 4 mc? iibergeht.

9.1 Klein-Gordon-Gleichung

Es liegt nahe, wieder das Korrespondenzprinzip zur Ableitung einer relativistischen Wellenglei-
chung zu benutzen. Dazu miisste man eigentlich die Wurzel aus (9.0.1) ziehen. Dies fiihrt aber
zu zahlreichen mathematischen Problemen. Daher haben O. Klein und unabhiingig W. Gordon'!
1926 vorgeschlagen, von der quadrierten Form (9.0.1) auszugehen und darauf das Korrespon-
denzprinzip

E— z’h%, p — —ih¥Y (9.1.1)
anzuwenden. Hiermit kommt man zur (freien) Klein-Gordon-Gleichung
1 0? 9 2 me
(gﬁ -V ) vl t) = - (5) vl D). ©.1.2)
Mit Hilfe des d’Alembert-Operators’
O:= Lo V2 (9.1.3)
o — o

! Ahnliche Ideen wurden auch von V. Fock und E. Schrodinger verfolgt.
2Manchmal auch als Quabla bezeichnet.
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AE

Abbildung 9.1.1: Spektrum der freien Klein-Gordon-Gleichung.

kann man diese auch in der kompakten Form

2.2
(D + mhf ) Y(r,t) =0 9.1.4)

schreiben.
Das Energiespektrum der freien Klein-Gordon-Gleichung ist in Abb. 9.1.1 dargestellt. Es fillt
auf, das es eine Liicke zwischen —mc? und +mc? hat, d.h. in diesem Energiebereich gibt es
keine Losungen.
Ahnlich wie fiir die Schrodinger-Gleichung kann auch fiir die Klein-Gordon-Gleichung eine
Kontinuititsgleichung 5

Py

9 +V-J,=0 9.1.5)
hergeleitet werden. Wir wollen das hier nicht explizit tun und geben daher nur das Ergebnis an.
Fiir den Strom ergibt sich der gleiche Ausdruck wie fiir die Schrodinger-Gleichung (vgl. (4.2.8)),
fiir die “Dichte” erhélt man

_dh (0% Oyt h oy
Py = 2mc? <¢ E N ot ) o me2 Im <77Z} ot ) . (916)
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Diese GroBe ist im Gegensatz zum nicht-relativistischen Ausdruck p; = [¢)|* nicht positiv-
definit, kann also negativ werden und ist daher nicht als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretier-
bar. Auflerdem ist fiir zeitunabhéngige Zustéinde p,, = 0.

Der tiefere Grund fiir diese Probleme liegt in der Tatsache, dass die Klein-Gordon-Gleichung
von 2. Ordnung in der Zeit ist. Somit konnen als Randbedingung v und %—lf an einem Punkt so
vorgegeben werden, dass der Ausdruck dort negativ ist.

Im nicht-relativistischen Grenzfall kann man mit der Transformation

(e, 1) = e (0, 1) ©.17)
zeigen, dass
o mc?
it (0 (9.1.8)

d.h. py &~ [¢|* und man erhilt die von der Schrddinger-Gleichung bekannte Form der Wahr-
scheinlichkeitsdichte. Mit dieser Transformation kann man dariiber hinaus zeigen, dass die Klein-
Gordon-Gleichung in die Schrodinger-Gleichung iibergeht.

qpy ldsst sich aber als Ladungsdichte interpretieren. Die Klein-Gordon-Gleichung beschreibt das
Verhalten von spinlosen Teilchen, wie Pionen.

9.2 Dirac-Gleichung

Als Nichstes wollen wir versuchen, eine relativistisch zufriedenstellende Theorie abzuleiten, die
eine konstistente Wahrscheinlichkeitsinterpretation erlaubt. Wir folgen der historischen Herlei-
tung von Dirac aus dem Jahre 1928. Er ging dabei von folgenden Forderungen an die Wellen-
gleichung fiir die Wellenfunktion W aus.

(1) Die Wellengleichung soll eine Differentialgleichung 1. Ordnung in der Zeit sein, so dass
eine positiv-definite Wahrscheinlichkeitsdichte existiert.

(i1) Wegen der Symmetrie zwischen Raum und Zeit (“relativistische Invarianz”) kann auch nur
die 1. Ableitung nach der Ortskoordinate auftreten.

(iii) Die relativistische Energie-Impuls-Beziehung (9.0.1) soll erfiillt sein!
Diese Forderungen haben eine Reihe von Konsequenzen:

1. Die gesuchte Wellengleichung, die man als Dirac-Gleichung bezeichnet, hat die Form

0 N
h—W = HpW 9.2.1
[ ot D ( )

mit dem noch zu bestimmenden Dirac-Hamiltonoperator Hp. Hierbei haben schon inve-
stiert, dass wir wegen (i) eine Gleichung 1. Ordnung in den Zeitableitungen haben wollen.
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2. Wegen (i) muss Hp linear im Impuls p sein. Dies legt folgenden Ansatz fiir den Dirac-
Hamiltonoperator nahe:

Hp = ca - p+ pmc*. (9.2.2)

Diese Gleichung ist tatséchlich linear im Impulsoperator p = ?Z. Die noch zu bestimmen-
den Koeffizienten o = (o, vy, a,) und (3 sind dabei so_gew'ahlt, dass sie dimensionslos
sind. Ansonsten machen wir noch keine weiteren Annahmen iiber mogliche Eigenschat-
ten. Insbesondere lassen wir zu, dass es keine komplexen oder reellen Zahlen sein konnen,
so dass sie nicht unbedingt kommutieren miissen.

3. Aus (iii) folgt, dass fiir das Quadrat des Dirac-Operators gelten muss:

(Hp)? = c*p® + m*c". (9.2.3)

In diese Beziehung setzen wir nun den Ansatz (9.2.2) ein, wobei wir auf die Reihenfolge von
Oz, Qyy, O, (3 achten:

(Hp)®* = & (0uhs + ayby + :p.) (uba + oy + up.) +mc® (aupy + aypy + ops) B
+mc® B (auPe + b, + a.p.) + BZmic?
= P(2P2 + PPy + QaCPups + 0y0uPyPo + 0P, + 0y PyP. + PPy
+aoyp.py + o@f)i)
+mc® [(awB + Bow)ps + (B + Bay)py + (. + Baz)p:] + B°m’c* . (9.2.4)

Dies konnen wir weiter vereinfachen, da die Impulskomponenten miteinander kommutieren, d.h.
2.B. pyDy = DyPs, und somit

(HD)2 = 02 (aiﬁi + 04?3]53 + 042153) + 02 [(aa}ay + away)ﬁxﬁy + (amaz + azax>ﬁxﬁz
+(oyos + o) pyp- |
+mc® [(a B+ Bag)pe + (B + Bay)p, + (.8 + Ba.)p.] + 2mPct.(9.2.5)

Wenn wir dies nun mit (9.2.3) vergleichen, so lesen wir (durch “Koeffizientenvergleich”) folgen-
de Beziehungen ab:

al=al=al=0 = 1, (9.2.6)
[a;, 8], = a;B + Pa; = (J =29, 2), (9.2.7)
[, ] L = ajop + oy = 0 (j,k=z,y,zmit j # k), (9.2.8)

[A, B} — AB+ BA (9.2.9)
Jr

zweier Operatoren Aund B eingefiihrt haben.
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Diese Bedingungen lassen sich nicht mit reellen oder komplexen Zahlen erfiillen, sondern nur
mit Matrizen. Die einfachste Realisierung dieser Algebra besteht aus den 4 x 4-Matrizen, der

sog. Standarddarstellung:
1 0O . Q Ok
8= (Q _1) , o = <0k ) (9.2.10)

IS

mit den Pauli-Matrizen

0 1 0 —: 1 0
ax—(l 0), O'y—<l. 0), O’Z—(O _1). 9.2.11)

1 ist die 2 x 2-Einheitsmatrix und O steht fiir eine 2 x 2-Matrix, deren Elemente alle O sind.
Losungen mit 2 x 2-Matrizen existieren nicht, da sich dort nur drei antikommutierende finden
konnen und nicht vier, wie wir wegen (9.2.7) und (9.2.8) bendotigen.

Da der Dirac-Hamiltonoperator durch 4 x 4-Matrizen dargestellt wird, muss die Wellenfunktion
ein 4-komponentiger Vektor

U

_ | ¥
v | (9.2.12)

(2

sein, den man auch Dirac-Spinor nennt. Wir wollen nun die physikalischer Bedeutung seiner
Komponenten beleuchten.

9.3 Spin

Der Bahndrehimpuls L=¢x p ist keine Erhaltungsgrofe der Dirac-Gleichung, denn?

[ﬁD,L} £0. 9.3.1)
Andererseits erhilt man aber mit
J=L+S5 (9.3.2)
wobeli
. R Oz
S = Eg mit o= | o, (9.3.3)
0
die Vertauschungsrelation
[ﬁD, z} —0. (9.3.4)

3Explizit ist [ﬁD,L] X - p.
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Man bezeichnet i als den Gesamtdrehimpuls und S als den Spin (des Elektrons). Letzterer ist
ein Drehimpulsoperator, denn er erfiillt die Vertauschungsrelationen

[S*j, Sk} —ihS,  (i,j,k = x,y, = und zyklisch) . (9.3.5)

Daher kommutieren die Operatoren §2 und S’Z. Die Eigenwerte von SZ sind dabei j:g, denn sie
sind durch die Eigenwerte von o, bestimmt. Daher ist
h 1
mg = +t— und ls ==, (9.3.6)
2 2
d.h. der Spin ist ein Drehimpuls mit [ = 1/2. Er wird als Eigendrehimpuls des Elektrons inter-
pretiert und hat zwei Einstellungen:

1
mg = +§ =1 (Spin rauf)

1
mg = —5 = (Spin runter) . 9.3.7)

9.4 Antiteilchen

Wir wollen nun die freie Dirac-Gleichung (9.2.1) explizit 16sen. In der Konstruktion hatten wir
schon vorausgesetzt, dass die freien Losungen ebene Wellen sind. Dies legt den Ansatz

U(z) = w(p)en@r=EH (9.4.1)

nahe. Dabei ist w ein 4-komponentiger Spinor, der vom Impuls abhidngen kann. Wir erwarten da-
her vier Eigenwerte und dazu vier linear unabhiingige Eigenfunktionen bzw. -spinoren w. Durch
Einsetzen des Ansatzes (9.4.1) in die freie Dirac-Gleichung folgt

Ew(p) = [ca - p + Bmc?] w(p). (9.4.2)

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir die vier Komponenten von w(p). Damit nicht-triviale
Losungen existieren, muss die Koeffizientendeterminante verschwinden:

2
0 = det(E—CQ'p—ﬁmcz):det<E me. —ag P)

—co-p E+ mc?
= det ((E2 —m?ct — 02p2) 1) = (E2 —m?ct — 02p2)2 . (9.4.3)

Dabei wurde beim Ubergang zur dritten Zeile, neben bekannten Rechenregeln fiir Determinan-
ten, die Identitit

1
(c-p) = Z OiPiOiPi = 5 Zpipj(giﬁj +0j0;) = sz'pj@j; =p’1 9.4.4)
4,3

i,j ,J
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verwendet (siche Ubungen). Wir finden also die beiden erwarteten Eigenwerte
E = =£+/c?p? + m?ct = £E,, (94.5)

die jeweils zweifach entartet sind. Zu jedem Impuls p und zugehdoriger Energie £, oder — £, gibt
es noch zwei Spinoren. Dieser innere Freiheitsgrad hingt mit dem Spin zusammen. Tatsichlich
gehoren im Spinor
U1
(2>
v = s (9.4.6)
(2

die ersten beiden Komponenten zur Energie £, mit Spin T bzw. Spin |. Die dritte und vierte
Komponente gehort dagegen zur Energie — E,,, wieder mit Spin | bzw. Spin |.

Die Dirac-Gleichung kann auf Teilchen mit gréBerem halbzahligen Spin verallgemeinert werden.
Der Spin 3/2 fiihrt z.B. auf eine Gleichung mit N = 8 Komponenten. Allgemein gilt, dass die
Dirac-Gleichung mit N = 2n Komponenten Teilchen mit dem Spin "T_l beschreibt.

Wie wir gesehen haben, existieren in der Dirac-Theorie Losungen mit negativer Energie £ =
—+\/p?c® + m2c*, wobei das Energiespektrum auch noch nach unten unbeschrinkt ist. Wenn al-
le Zustidnde negativer Energie wirklich zur Verfligung stiinden, so wiirden alle Elektronen des
Weltalls irgendwann durch Strahlungsiibergénge “nach unten verschwinden”. Um diese Insta-
bilitdt zu vermeiden hat Dirac vorgeschlagen, dass alle Zustinde negativer Energie schon be-
setzt sind und dass keine weitere Besetzung moglich ist. Hierbei ist es von Bedeutung, dass die
Dirac-Theorie Teilchen mit halbzahligem Spin beschreibt und solche Teilchen dem Pauli-Prinzip
geniigen. Wenn alle Negativenergiezustiande einfach besetzt sind, bleiben fiir weitere Elektronen
(ndmlich diejenigen, die wir beobachten) nur die positiven Energiezustinde iibrig.

Wir definieren nun den Vakuumzustand durch

|Vakuum) = |0) := |negative Energiezustinde besetzt). (9.4.7)

Man bezeichnet diesen Vakuumzustand auch als Diracsee (siche Abb. 9.4.1). Das Vakuum ist
also nicht leer, wie man naiv annehmen wiirde, sondern enthélt unendlich viele Teilchen. Allge-
mein versteht unter einem Vakuumzustand den energetisch tiefsten, stabilen Zustand.

Wir wollen uns nun mit den Konsequenzen des Diracschen Postulats beschiftigen. Bisher er-
scheint es nur als ein Kunstgriff, um die ldstigen Zustinde negativer Energie wegzudiskutieren.
Tatsdchlich hat es aber beobachtbare Konsequenzen, die eng mit der nichttrivialen Struktur des
Vakuums zusammenhingen. Ein Elektron negativer Energie kann durch Absorption eines Licht-
quants in einen Zustand positiver Energie iibergehen. Zuriick bleibt ein Loch im Diracsee (siehe
Abb. 9.4.1). Dieses Loch lédsst sich zum einen interpretieren als Abwesenheit eines Elektrons mit
Energie —F und Ladung —|e|. Relativ zum unbeobachtbaren Diracsee haben wir auf der ande-
ren Seite ein Teilchen positiver Energie mit positiver Ladung! Dieses Teilchen heisst Positron, es
ist das Antiteilchen zum Elektron. Man muss sich vor Augen fiihren, dass das Positron zur Zeit
der Entstehung der Diracschen Theorie noch nicht bekannt war*. Die Theorie hat hier also eine

4Deshalb gab es auch Versuche, dieses Teilchen mit dem Proton zu identifizieren.
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Photon @

/

2me

Abbildung 9.4.1: Veranschaulichung der Lochertheorie. Ein Elektron negativer Energie absor-
biert ein Lichtquant und geht in einen Zustand positiver Energie iiber. Im Diracsee bleibt ein
Loch zuriick, das als Positron interpretiert wird.

Vorhersage gemacht, die erst einige Jahre spiter experimentell verifiziert wurde. Physikalisch
realisiert wird der oben beschrieben Prozess im Rahmen der Paarerzeugung. Der umgekehr-
ter Prozess ist auch moglich. Hier “fillt” ein Elektron in ein Loch im Diracsee. Da dabei ein
Elektron und ein Positron “verschwinden”, bezeichnet man dies als Paarvernichtung.

Die gerade beschriebene Interpretation hat ihren Preis. Ausgehend von einer Einelektronentheo-
rie (Dirac-Gleichung) sind wir iiber die Negativenergiezustinde zum Begriff der Antiteilchen
(oder Locher) gelangt. Damit haben wir aber auch den Ubergang zu einer Mehrelektronentheo-
rie vollzogen. Sobald wir Wechselwirkungen zulassen, gibt es Paarerzeugung und damit Vielteil-
chenprozesse. Anschaulich gesprochen, ist ein Elektron, das wechselwirkt (z.B. mit dem elek-
tromagnetischen Feld), niemals allein. Eine konsequente Behandlung der Vielteilchenprozesse
geschieht im Rahmen der Quantenelektrodynamik (QED).

Wir wollen auch noch einmal eine weitere Besonderheit des Vakuums in der Dirac-Theorie her-
vorheben. Da es eine innere Struktur hat, 148t es sich im Prinzip manipulieren, z.B. durch duf3ere
Felder. Dies ist tatsdchlich nachweisbar. Au3erdem hat das Vakuum eine unendliche (negative)
Energie. Bei der Berechnung physikalischer GroBen ist deshalb eine Renormierung notwendig.



Kapitel 10

Storungsrechnung

In der Quantenmechanik sind nur wenige Probleme exakt 16sbar. Gerade in vielen Féllen von
praktischer Bedeutung ist man oft auf Ndherungsverfahren angewiesen. Die wichtigsten wollen
wir im Folgenden kurz vorstellen.

10.1 Stationare Storungsrechnung

Wir betrachten einen Hamiltonoperator von der Form
H = Hy+\W. (10.1.1)

Dabei ist T eine Storung mit einer Kopplungskonstanten A. Die Eigenfunktionen |p,,) von H,
wollen wir als bekannt annehmen:

d.h. €, sind die ungestorten Energien (A = 0).
Im Rahmen der Storungstheorie sucht man nun nach Losungen von

wobei die Energieeigenwerte F,,(A) von der Grofie der Kopplungskonstanten abhingen werden.
Wenn ) klein ist, bietet sich ein Ansatz in Form einer Potenzreihe in A an:

) = ) Gurlor) = N(N) <|90n> + chk(A)‘90k>> ; (10.1.4)

k k#n
(V) = AW 4 A2 4 (10.1.5)
E.(\) = EO 4+ EW + N2E® 4 (10.1.6)
wobei wir z.T. schon beriicksichtigt haben, dass wir fiir A = 0 die bekannten Eigenfunktionen
| o) erhalten. In der Regel wird man diese Potenzreihenentwicklung bei der Ordnung A" ab-

brechen, d.h. die Storungsrechnung ist ein Ndherungsverfahren. Die Nidherung ist gut, wenn die
Storungsreihe schnell konvergiert.

87
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Um die Korrekturen systematisch Ordnung fiir Ordnung zu bestimmen, machen wir in

HN)[a(N) = Ea(N)[ha(A) (10.1.7)
einen Potenzenvergleich:
(Flo + AW) (Ison> +> an|90k’>) = (B +AEM +..) (I%) +> an:|90k>) . (10.1.8)

Setzen wir hier noch die Entwicklung (10.1.5) der Koeffizienten c,;(\) ein und sortieren nach
Potenzen von A, so erhalten wir systematisch alle unbekannten GréBen:

e Ordnung \° (\ = 0): Hier ist

EY = ¢, (10.1.9)
ee(0) = 0 fiirn #k, (10.1.10)
N(0) = 1. (10.1.11)

e Ordnung \!': Die Terme von 1. Ordnung in \ sind:

ED|gn) = Wlen) + Y (e — €n)cby lion) - (10.1.12)
k#n

Multiplizieren wir diese Gleichung mit (p,|, so erhalten wir die Energieverschiebung
1. Ordnung:

EM = (0o Wpn) = Win, (10.1.13)

d.h. die Energieverschiebung 1. Ordnung ist durch den Erwartungswert der Stérung im
ungestorten Zustand gegeben.

Multiplizieren wir Gleichung (10.1.12) mit (i,,| mit m # n, so erhalten wir

0 = (| W|en) + (€m — €)= Wi + (em — €)cl) (10.1.14)
woraus wir
(1) Wmn ..
Cn = firm #n (10.1.15)
€n — Em,

erhalten. Die Forderung )\cg% < 1, die ausdriickt, das die Storung schwach ist, ist dann
dquivalent zu

MWom K €, — € (10.1.16)

Somit ist z.B. eine Entartung des Zustandes n ausgeschlossen.
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e Ordnung \?: Hier erhalten wir die Gleichung

B> Do) + Wl

k#n k#n
= e Y clon) + EDS e Dlon) + EPlpn) . (10.1.17)
k#n k#n

Multiplizieren wir dies mit (,|, so folgt

E® = 1) WoiWin
= Wuc, _Z—E — (10.1.18)
k#n k#n "

woraus wir die Korrektur 2. Ordnung zur Energie erhalten:

Z Wasl® (10.1.19)
€n — €k
Multiplizieren wir (10.1.17), so folgt
W Wi W W,
(D Dy ey Ty Sl RN (10:1:20)

k#n

Speziell fiir den Grundzustand | ) von Hy ist €y < €, und daher

=y Woi (10.1.21)

€ — €
k>0 0tk

d.h der Beitrag 2. Ordnung fiihrt zu einer Absenkung der Grundzustandsenergie. Dies ist
ein Beispiel fiir die NiveauabstoBung, die man bei Stérungen oft beobachtet.

Die Normierungskonstante N (\) konnen wir aus (¢, |1,,) = 1 bestimmen. Wegen

(Unltn) = N*(N) <1+AQZ c > (10.1.22)
k#n
ergibt sich
N =1 inO(\). (10.1.23)

Wir konnen die Ergebnisse der Storungstheorie folgendermallen zusammenfassen:

E = 2 | 3 oA
; €n + AW 4+ A Z%_Ek O\, (10.1.24)
k#n
Wkn 2
[Un) = len) +AD - ~lgn) +O(V) . (10.1.25)
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Dies reicht fiir die meisten Fragestellungen aus. Natiirlich kann aber die Entwicklung zu hoheren
Ordnungen fortgesetzt werden.

Als Anwendung wollen wir den Zeeman-Effekt ohne Beriicksichtigung des Spins betrachten.
Der Hamiltonoperator eines Atoms in einem Magnetfeld B ist durch

ji H0+’l%BL B (10.1.26)

gegeben. Die Eigenzustéinde |nim) von H, seien bekannt:
Ho|nlm) = e,|nlm) . (10.1.27)

Wir sehen, dass L keine Erhaltungsgrofle mehr ist, denn das B-Feld bricht dieA Drehinyarianz.
Wir wihlen die Koordinaten so, dass B = Be,, was zu einem Storoperator W = BL, fiihrt. In
erster Ordnung sind die Energien daher durch

E,.=¢€,+ ugBm (m=0,%£1,...,£; l=0,1,...,n—1) (10.1.28)

gegeben. Die Entartung in m wird also aufgehoben': Ein 2! + 1-fach entartetes Niveau wird in
2[ 4 1 verschiedene Niveaus mit Abstand ;B aufgespalten.
Weitere Anwendungen der Storungstheorie sind:

e Der normale Zeeman-Effekt mit 1V = B- (z + S ).

e Die Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung in einem allgemeinen Radialpotential V' (7):
W~ L1dV] . g
rdr= =

e Die relativistische Massenzunahme, die wir in den Ubungen diskutieren.

10.2 Entartete Storungstheorie

Die oben beschriebene Form der Storungstheorie ist nicht anwendbar, wenn die Zustinde entartet
oder fast entartet sind, d.h. wenn die Bedingung (10.1.16) nicht erfiillt ist.

Wir betrachten einen Eigenwert ¢,,, der r-fach entartet sein soll Die zugehorigen Eigenzustinden
seien [0}, ..., |o4). Diese sollen orthogonal sein, d.h. (o) = d;;. Statt (10.1.5) machen
wir nun (in 1. Ordnung) den Ansatz

[n) = (Zam +AY S Bile ) (10.2.1)

k#n 7

wobei wir zulassen, dass auch die anderen Eigenzustinde k£ # n entartet sein konnen.

'Man beachte, dass im vorliegenden Fall die ungestorten Eigenzustinde auch Eigenfunktionen von W sind.
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In 1. Ordnung ergibt sich dann die Bedingung

Hy Z (V) Zﬁi‘@g)> + WZ aile)
: i=1

k#n

= BEDS o) + e Y D ailel) . (1022)
=1 i

k#n
Nach Multiplikation mit <go,(€j )| fiihrt dies auf
EVa; =" aiWyju (10.2.3)
i=1
mit den Matrixelementen W, ,; := <go,(€j )|W]<p,gi)>. Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir

A1y ...y, Q.
Die Bedingung fiir die Existenz einer nicht-trivialen Losung ist

det (Wijni — 6, EW) =0 (10.2.4)

Diese Sikulargleichung ist eine Gleichung r-ten Grades in E'". Deren Losungen ES@) (k =
1,...,7) sind die Energienkorrekturen in 1. Ordnung der entarteten Storungstheorie. Man beachte,
dass die Entartung i.a. aufgehoben wird, d.h. die Eﬁ) werden nicht alle identisch sein.

10.3 Zeitabhangige Storungsrechnung

Bisher haben wir angenommen, dass die Storung W nicht von der Zeit abhingt. Fiir viele prak-
tische Probleme ist dies jedoch nicht erfiillt. Wir betrachten daher einen Hamiltonoperator der
Form

H = Hy+ AW (t) =: H(t), (10.3.1)

wobei wir die Eigenzustidnde von H, wieder als bekannt voraussetzen:

Zur Losung der Schrodinger-Gleichung

o) o
ih— = = H(t)|) (10.3.3)

machen wir nun den Ansatz

) = Z cn(t)e_ient/h|90n> = Z cn(t)]pn(t)) - (10.3.4)

n n
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Hiermit erhalten wir folgendes Differentialsgleichungssystem fiir die Koeffizienten c,,(¢):

ihép = XY cn(t)em YL (1) (10.3.5)

wobei wir wieder die (nun zeitabhiingigen) Matrixelemente W, (£) = (¢ |W (£)|0n) eingefiihrt
haben.

Als Anfangsbedingung gehen wir davon aus, dass zur Zeit t = 0 die Storung W (¢t = 0) = 0 ist
und sich das System im Zustand |y ) befindet. Dann ist [¢)(t = 0)) = |@x) und ¢, (t = 0) = .
In 0. Ordnung reduziert sich (10.3.5) auf ¢,,, = 0, d.h. ¢,,, =const. Insgesamt ergibt sich in dieser
Ordnung

1) = cp(t)e " @) (10.3.6)
wie erwartet.
In 1. Ordnung setzen wir das Ergebnis der 0.-ten Ordnung, d.h. ¢,, = d,, in (10.3.5) ein:
iFiCy, = e (t)eCm P L (2 (10.3.7)

woraus durch Integration

At /
em(t) = = / dt' elem=ethyy () (10.3.8)
th Jo
folgt (fiir m # k).
Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit, dass zur Zeit ¢ der Zustand |¢)) =
|on) ist, wenn das System zur Zeit t = 0 im Zustand |¢)) = |py) war, d.h.

Pr—n(t) = {@nlo(®) P = lea(t)]? . (10.3.9)
Explizit ergibt sich
|t , 2
Pion(t) = 5 / dt' el =<t IRy () (10.3.10)
0
Wir betrachten zwei Beispiele:
o Einschalten eines konstanten Potentials
Das Potential kann in der Form
. 0 t<O0
AW (t) = A\WO(t) = ( ) (10.3.11)
AW (t>0)

mit der Heaviside’schen Sprungfunktion © geschrieben werden. Somit kann die Integrati-
on in (10.3.10) einfach ausgefiihrt werden:

A2 2(1 — coswyit , €, — €
Palt) = 2 W) 2Ly = 2% 03
nk
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Definiert man nun die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit durch

1
P, = tlim ;P,Hn(t) , (10.3.13)
so erhilt man Fermi’s Goldene Regel:
2 2
P, = - IAWok|” 6(en — €x) - (10.3.14)

Dabei wurde der bekannte Grenzwert % — J(w) verwendet. Die Goldene Regel
besagt, dass nur solche Uberginge mdoglich sind, bei denen sich die Energie nicht indert
(€ = €y). Zusiitzlich gibt es noch Auswahlregeln, da ein Ubergang verboten ist, wenn das
Ubergangsmatrixelement W,,;, = 0 ist.

e Zeitlich periodisches Potential

A

W(t) = W sinwt = QK (e™F —e ™) (10.3.15)

]

Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeit ergibt sich
2 51
Pyn = §|AWM| 5 (8(wnk, + w) + 0 (wpp — w)) (10.3.16)

Beitrige gibt es wegen der Deltafunktion nur in zwei Féllen:

1.Fall: wp+w=0: €n = € — hw (Emission) (10.3.17)
2.Fall: w,, —w=0: €n = €5 + hw (Absorption)  (10.3.18)

Ubergiinge erfolgen also durch die Emission oder Absorption eines Photons der Energie
hw. Dabei muss die Bohr’sche Frequenzbedingung

€, = € = hw (10.3.19)

erfiillt sein.

Ein typisches Beispiel ist die Dipolstrahlung. Dabei ist AW = —eE (t) - 7 und es gilt die
Auswahlbedingung n’ = n + 1.

10.4 Variationsprinzip

Der Grundzustand kann auch folgendermallen charakterisiert werden: Es ist der Zustand nied-
rigster Energie aller Wellenfunktionen. Mathematisch konnen wir dies auch so ausdriicken:

E :minw. (10.4.1)

W) (YY)
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Die Minimierung eines Ausdrucks iiber eine Menge von Funktionen fiihrt auf das Variationspro-

blem A
5M =0. (10.4.2)

(V1)

Wir wollen nun zeigen, dass dieses Variationsproblem dquivalent zur Schrodinger-Gleichung ist.
Zunichst folgt

(SCOLH ) ([) — (| H W) (5(]w))
(¥|v)? ’

0= (10.4.3)

und hieraus
(SQPH b)) (W ]ap) = (| H i) (5(]ab)) . (10.4.4)

Im Weiteren gehen wir analog zur klassischen Mechanik vor, fassen dabei aber ¢ und ¥* als
unabhingige Funktionen auf?. Wegen

5 AP o
50 (r) / AV Hy = Hip(r)  dh 6 [H|) = H{Y| (10.4.5)
und 5
00 / AV =(r)  dh Sl = (@], (10.4.6)
folgt aus (10.4.4) A
: (V[ H]1)
Hvl = oy WL 10.4.7
W=ty ! (10.47)
“@'ﬁl@ ist fiir jedes |¢)) eine reelle Zahl, die wir mit £, bezeichnen, d.h. wir erhalten die

Schrodinger-Gleichung X
H|y) = Eylth) (10.4.8)

Damit ist gezeigt, dass die Bestimmung der Grundzustandsenergie dquivalent zu einem Variati-
onsproblem ist. Dies wird manchmal auch als das Ritz’sche Variationsprinzip bezeichnet.

In der Praxis wird man das Variationsprinzip zur Bestimmung einer oberen Schranke fiir die
Grundzustandsenergie F benutzen, denn aus (10.4.1) folgt

WIHI) (104.9)

(Y1)

Ey

IN

wobei [¢)) ein beliebiger Testzustand ist’.

Typischerweise wird man [i)) so wihlen, dass der Testzustand [¢)(«v)) von einem Parameter «
abhiéngt. Dieser ist dann zu optimieren, so dass man die bestmdgliche obere Schranke fiir die
Grundzustandsenergie erhilt:

E, < min W) H(a) (10.4.10)

o (W(a)(a)

2Alternativ konnte man auch Re(?)) und Im()) als unabhiingig betrachten.
3Der kein Eigenzustand von H sein muss!
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Als Anwendung betrachten wir den Grundzustand des Wasserstoffatoms mit

. h2 2
2 (10.4.11)
7
Dieses Problem hatten wir in Kap. 8 schon exakt gelost, was wir hier einmal fiir kurze Zeit auer
Acht lassen wollen.
Als Testfunktionen fiir den radialen Anteil wihlen wir

Up(r) = Ae " (10.4.12)

wobei die Normierung durch A? = %3 gegeben ist. Diese Wahl der Testfunktionen ist nicht
unplausibel, da wir im Grundzustand erwarten, dass sich das Elektron vor allem in der Néhe des
Kernes aufhilt und die Wellenfunktion daher radial schnell abfillt.

Fiir die Energie der Testfunktionen erhiilt man*

R h262
(V| HY)=...= o —e%p =: EB). (10.4.13)
Wenn wir diesen Ausdruck minimieren, erhalten wir
D{EO)} =~ und () = e (10.4.14)
min = —— u r) = e 4.
B 2ag Po /mlg
mit )
1 e
= — = —. 10.4.15
Bo P ( )

Dies ist das exakte Ergebnis, d.h. 15, = 9y !

“Die Details der Rechnung wollen wir hier nicht angeben.
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Kapitel 11

Mehrteilchensysteme

Bisher haben wir nur 1-Teilchenprobleme (z.B. Teilchen in einem Potential) oder solche, die sich
auf ein 1-Teilchenproblem reduzieren lassen (z.B. das H-Atom) betrachtet. Im Folgenden werden
wir sehen, dass bei quantenmechanische Mehrteilchensystemen Probleme auftreten konnen, die
wir vom klassischen Fall nicht kennen.

11.1 Mehrteilchen-Wellenfunktionen

Als Beispielsystem wollen wir uns das Helium-Atom ansehen, bei dem sich 2 Elektronen im
Coulombfeld des zweifach positiv geladenen Kernes bewegen. In einer klassischen Beschreibung
wiirden wir den Zustand des Systems durch die Orte r;, 7, und Impulse PP, der beiden Teilchen
charakterisieren. Dies fiihrt dann auf die Hamiltonfunktion

N e

_ e ¢ 11.1.1
om + 2m T9 + Iry — 1ol ( )

wobei der letzte Term die AbstoBung der beiden Elektronen untereinander berticksichtigt.
Wenn wir dies mit Hilfe des Korrespondenzprinzips in einen Hamiltonoperator iibersetzen, er-
halten wir
5 h? h? 2e?  2¢? e
H=—5-Vi—5-V;— A

(11.1.2)

Dabei bezeichnet V; bzw. V, den Gradienten, der nur auf die Komponenten von r; bzw. r,

wirkt, d.h.
o o0 0 o o0 0
_ (2L <2 “). 11.1.
ZI (8951 ) 3y1 ) 821) ) 22 (61'2’ 8y2 ) 822> ( 3)

H wirkt auf eine Wellenfunktion t(r,, ,; t), die von den 6 Ortskoordinaten abhiingt', d.h. wir
haben einen 6-dimensionalen Konfigurationsraum.
Die bekannte Wahrscheinlichkeitsinterpretation ist in natiirlicher Weise verallgemeinerbar:

'Im Folgenden werden wir i.a. die Zeitabhiingigkeit unterdriicken.

97
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[0(ry,19; t)|? ist die gemeinsame Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte der beiden
Teilchen: Die Wahrscheinlichkeit, Teilchen 1 zur Zeit ¢ im infinitesimalen Volumen
dV; um den Punkt r; und Teilchen 2 in dV; um 1, zu finden ist [t (1, 7o; t)|*dV1d V5.

Wir betrachten als Beispiel unabhingige Teilchen, d.h. H = H, + H, mit

- h? 2¢?
B, v (11.1.4)
2m T
Da H; nur auf r, wirkt, kénnen wir einen Produktansatz
ulry, 1) = (11 )ua(rs) (11.1.5)

machen. Sind u; und us Eigenfunktionen von H 1 bzw. I:IQ zum Eigenwert F; bzw. Es, so ist u
eine Eigenfunktion von H,

~

Hu(r,,ry) = ([:[1 + ﬁz) uy(ry)us(ry) = us <ﬁ1U1> + Uy <ﬁ2uz)
= (El + E2>U1u2 y (1116)

zum Eigenwert
E=F + Es. (11.1.7)

Die gemeinsame Aufenthaltswahrscheinlichkeit in diesem Zustand ist

u(ry, ro)|* = |ua(ry) Plua(ry)]? (11.1.8)

also von Produktform, wie man dies bei unabhéngigen Wahrscheinlichkeiten erwartet hitte.
Abschlieend sei noch einmal betont, dass der Produktansatz (11.1.5) nicht mehr funktioniert,
wenn die Teilchen miteinander wechselwirken, also z.B. fiir (11.1.3).

11.2 Ununterscheidbarkeit

In der klassischen Physik sind Teilchen mit identischen Eigenschaften (Masse, Ladung,...) im-
mer unterscheidbar, da ihnen zu jedem Zeitpunkt ein scharfer Ort zugeordnet werden kann. In
der Quantenmechanik gilt das nicht mehr! Wenn zwei Wellenpaktet zu einem bestimmten Zeit-
punkt iiberlappen, 1a6t sich danach nicht mehr unterscheiden, welches Teilchen welchen Weg
genommen hat.

In der Quantenmechanik sind daher identische Teilchen grundsitzlich ununterscheidbar. Aus-
sagen wie “Elektron 1 befindet sich am Ort r; und Elektron 2 am Ort r,” sind daher sinnlos!
Man kann nur feststellen, dass sich je ein Elektron bei r; und r, befindet, aber nicht welches!
Eine direkte Konsequenz dieser Ununterscheidbarkeit ist, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
symmetrisch sein muss:

W(fwfz)ﬁ = |¢(f27f1)‘2- (11.2.1)
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Formal konnen wir diese Symmetrie mit Hilfe des Permutationsoperators ]512, der durch

Prot(ry,15) = ¥(ry,1y) (11.2.2)

definiert ist, ausdriicken. Fiir identische Teilchen, z.B. die Elektronen in einem Helium-Atom,
muss o
[, o] =0 (11.23)

sein. Es gibt daher eine gemeinsame Eigenbasis von H und Pj,. Daher konnen die Eigenwerte
von Py zur Klassifikation der Eigenzustinde von H dienen. Da

A 2 A
(P2) (r1,m) = Prath(ra, 1)) = W(r,1) (11.24)
ist )
(1512) ~1 (11.2.5)

und die moglichen Eigenwerte von Py, sind
Ap = *1. (11.2.6)
Wir betrachten die zwei Fille nun gesondert.

e )\p = 1: In diesem Fall ist die Wellenfunktion ¢) symmetrisch unter Vertauschungen:
U(ry,m5) = ¥(rg, 1) (11.2.7)
Teilchen mit dieser Eigenschaft heien Bosonen.
e \p = —1: In diesem Fall ist die Wellenfunktion ) antisymmetrisch unter Vertauschungen:
U(ry,rg) = —(rg, ). (11.2.8)
Teilchen mit dieser Eigenschaft heilen Fermionen.

Dies ldsst sich in natiirlicher Weise auf den Fall N > 2 identischer Teilchen verallgemeinern. Ist

deren Wellenfunktion ¢ (ry, 75, -+ ,75), SO ist der Permutationsoperator ]%-j definiert durch
f)iij@l’... JTay Ty Ty) = UN(T, T T Ty (11.2.9)
Bosonische Wellenfunktion sind dann symmetrisch unter allen Vertauschungen
Py =t¢n (i #)) (11.2.10)
und fermionische Wellenfunktionen antisymmetrisch:
Pjon =—tn (i #7). (11.2.11)

In Kap. 7.4 hatten wir Bosonen und Fermionen anhand ihrer Spin-Eigenschaften unterschieden.
Das die beiden Charakterisierungen identisch sind, ist Inhalt des Spin-Statistik-Theorems (Pau-
li, 1940)°:

2«Statistik” bezieht sich dabei auf das Verhalten im Rahmen der Statistischen Mechanik.



100 KAPITEL 11. MEHRTEILCHENSYSTEME

Teilchen mit ganzzahligem Spin sind Bosonen, Teilchen mit halbzahligem Spin Fer-
mionen.

Der Beweis dieser Behauptung wird im Rahmen der relativistischen Quantenfeldtheorie gefiihrt.
Wir konnen hier nur ein anschauliches Plausibilititsargument fiir den Zusammenhang zwischen
dem Spin und dem Verhalten von Wellenfunktionen unter Vertauschungen anfiihren. Bekannter-
mallen gilt fiir die Eigenfunktionen von L,:

Y ~ €™ (11.2.12)
(vgl. Gleichung (7.4.36)). Ist m ganzzahlig, so ist
Yim (¥, ¢ 4 2m) = Vi (9, ) , (11.2.13)
wihrend fiir halbzahliges m gilt
Yim (9,0 +27) = €Y (9, ) = =Y (9, ¢) . (11.2.14)

Es verbleibt nur noch sich zu iiberlegen, dass eine Vertauschung einer Drehung um 27 entspricht.
Dies macht man sich z.B. mit den Enden eines Bandes klar. Wenn man diese vertauscht entsteht
ein “Knoten”, der erst nach Drehung eines Endes um 27 verschwindet.

Bei Fermionen édndert sich also bei einer Drehung um 27 das Vorzeichen und man erreicht erst
wieder nach 47 den Ausgangszustand. In gewissem Sinne ist das wie bei einer Uhr, bei der der
Stundenzeiger nach zwei vollen Umdrehungen die gleiche Zeit anzeigt.

Wir wollen noch einige Beispiele fiir Bosonen und Fermionen angeben.

e Die elementaren Bausteine der Natur, wie Elektronen, Protonen, Neutronen und Quarks
gehoren zu den Fermionen. Unter den zusammengesetzten Teilchen ist *He ein wichtiges
fermionisches System.

e Die Quanten der vier elementaren Wechselwirkungen, also die Photonen, Gluonen, Gra-
vitonen und die Vektorbosonen der schwachen Wechselwirkung, sind alle Bosonen. Unter
den zusammengesetzten Teilchen ist z.B. “He ein bosonisches System.

Abschlielend wollen wir noch erwihnen, dass es in zwei Dimensionen tatsdchlich mehr Méglich-
keiten gibt. Dort konnen sog. Anyonen mit

W(ry,ry) = €P(ry, 1) (11.2.15)

mit reellem o # 0, 7 existieren. Diese geniigen einer fraktionalen Statistik und sind z.B. fiir
die Quasiteilchen des fraktionalen Quanten-Hall-Effektes relevant.
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11.3 Statistische Wechselwirkung

Wir wollen uns nun die Konsequenzen der Symmetrie ¢(r,1,) = +¢(r,,r,) am Beispiel von
zwei nicht-wechselwirkenden Teilchen klar machen. In einer Dimension werden diese durch den
Hamiltonoperator

h2 82 h2 82

H=H+H=———5+V(r)— ——
1 2m8x%+ (1) 2m x3

+ V(z2) (11.3.1)

beschrieben. Dabei ist V() ein beliebiges Potential, z.B. das Kastenpotential oder das Oszilla-
torpotential. Die Eigenfunktionen des Einteilchenproblems seien wieder bekannt:

Hiun(2;) = Epug(x;) (i=1,2). (11.3.2)
Dann ist der Produktzustand
Unm (21, T2) = Up(T1)Um (22) (11.3.3)
eine Losung der Schrodinger-Gleichung
Htt, = Bt (11.3.4)

mit der Energie F,,, = E, + E,,. Dieser Zustand u,,, ist allerdings (fiir n # m) nicht sym-
metrisch oder antisymmetrisch unter Vertauschungen x; < x5. Einen symmetrischen bzw. anti-
symmetrischen Zustand erhalten wir durch die Uberlagerung

Bosonen: ) (21, 23) = —— (un (1)t () + tn (@) (1)), (113.5)

-5

Fermionen: Ul (21, 19) = —= (Un (1)U (2) — Up (T2)Um (1)), (11.3.6)

V2

wie man sich leicht klarmacht. Der Faktor \/Li tritt dabei wegen der Normierung auf. Auch diese

Zustinde sind Eigenzustinde von H mit der Energie ., = E, + E,,.

Wie ldsst sich dieser Zustand interpretieren? Wir konnen nur noch sagen, dass sich ein Teilchen
im Zustand n und eines im Zustand m befindet, aber nicht mehr welches! Da der Zustand kei-
ne Produktstruktur hat, sind die Teilchen nicht mehr unabhéngig voneinander, obwohl sie nicht
miteinander wechselwirken! Diese Korrelationen, die durch die Symmetrieforderung an die Wel-
lenfunktion entstehen, nennt man auch statistische Wechselwirkung.

Wir wollen die Wellenfunktionen noch genauer analysieren. Im fermionischen Fall gilt

—0. (11.3.7)

A A 2
ul(z,2) =0,  dh  |ul})(z,2)]
Somit konnen sich zwei identische Fermionen nicht am gleichen Ort aufhalten, sie stoen sich

“statistisch” ab. Auflerdem gilt
) (x1,25) = 0, (11.3.8)



102 KAPITEL 11. MEHRTEILCHENSYSTEME

was nichts Anderes als das Pauli-Prinzip darstellt.
Fiir Bosonen ist
ulh (@, ) = V2un (@)t (@), (11.3.9)

d.h. die Wahrscheinlichkeit, beide Bosonen am gleichen Ort x zu finden, ist doppelt so grofl wie
fiir unabhiingige Teilchen?. Bosonen ziehen sich also “statistisch” an.
AuBerdem ist

uS) (21, 29) = (21 )1, (22) (11.3.10)

d.h. in Fall n = m ist die Produktfunktion schon symmetrisch und die Teilchen sind unabhéngig
voneinander.

11.4 Besetzungszahldarstellung

Wir betrachten ein System aus /N identischen Teilchen. Deren Einteilchenzustinde |«) seien
bekannt, wobei « fiir die charakterisierenden Quantenzahlen steht (z.B. o« = (n, [, m,my) fiir
Elektronen in einem Atom oder o« = (k, k,, k) fiir freie Teilchen).

Aus diesen FEinteilchenzustdnden erhalten wir die N-Teilchenzustinde

‘051,062,...,06]\/> = ‘Oél>1‘042>2"'|OéN>N (1141)

bei denen Teilchen ¢ im Zustand |«;); mit den Quantenzahlen «; ist. Diese Zustidnde erfiillen aber
nicht die Symmetrieforderung. Fiir Bosonen erhalten wir /NV-Teilchenzustinde mit der korrekten
Symmetrie unter Vertauschung durch die Symmetrisierung

1
|O{1,O./2,...,O./N>S:WZP:P|(X1,O£2,...,O{N>. (1142)

Die Summe ist dabei iiber alle Permutationen P der Teilchen zu bilden, d.h. es gilt
Play, as,...,an) = P|04P(1), ap(2),--- aOfP(N)> . (11.4.3)

Da es N! solcher Permutationen gibt, ist der Normierungsfaktor \/LNf, Fiir N = 2 geht dies in

1

a1, a2)s = 5 (Jan, a2) + |az, 1)) (11.4.4)

tiber. In diesem Fall gibt es nur zwei Permutationen, ndmlich die Identitdt (P(1) = 1, P(2) = 2)
und die Transposition (P(1) = 2, P(2) = 1).

Fiir Fermionen erhélt man einen Zustand, der antisymmetrisch unter Vertauschung beliebiger
Teilchen ist, durch

1
lar, g, . .., an)a = Nevi Epj(—npmal,m, L an). (11.4.5)

3Dort wire die Wahrscheinlichkeit [w,, (2)u,, (z)]2.
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Dabei ist (— 1)P das Vorzeichen der Permutation, wie man es z.B. aus der Leibniz-Formel fiir die
Determinante kennt*. Fiir N = 2 erhalten wir damit

1
|Oé1,0éQ>A = §(|Oél,042> — |O[2,0él>) . (1146)

Diese (Anti-)Symmetrisierung ist oft umsténdlich und es stellt sich die Frage, ob man die rich-
tigen Zustidnde nicht einfacher konstruieren kann. Die entscheidende Idee ist nun, dass es auf
Grund der (Anti-)Symmetrie der Wellenfunktion geniigt anzugeben, wie oft ein bestimmter Ein-
teilchenzustand besetzt. Dies bestimmt die Wellenfunktion dann zusammen mit der Symmetrie-
forderung eindeutig, da man nicht mehr angeben muss, wie man die Teilchen auf die einzelnen
Zustiande verteilt. Formal realisiert wird diese Idee durch die sogenannte Besetzungszahldar-
stellung.

Die moglichen Besetzungszahlen n; eines Zustandes ¢ sind

0.1,2,... B
ny=4 0 osonen (11.4.7)
0,1 Fermionen
Die Gesamtzahl aller besetzten Zustidnde ist dann natiirlich
N = E ;. (11.4.8)

Man beachte, dass die Summe iiber alle moglichen Einteilchenzustinde zu bilden ist. Natiirlich
sind nur endlich viele (maximal /) davon besetzt.

Die Zustidnde in Besetzungszahldarstellung enthalten also die gleichen Informationen wie die
Zustiande (11.4.2) und (11.4.5):

lag, o, .. an)sa=|n1,ngy . gy ) (11.4.9)

Als Beispiel betrachten wir den 3-Teilchenzustand |\, A3, A1) g, wobei \; die Quantenzahlen des
j-niedrigsten Zustandes sind. In Teilchenzahldarstellung ist er durch |2,0, 1,0, ...) gegeben.

Wir wollen nun die Zustinde in Teilchenzahldarstellung systematisch konstruieren. Dazu fiihren
wir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ein, die Teilchen in einem bestimmten Zustand er-
zeugen oder vernichten. Neben den Vorteilen bei der Beschreibung von Vielteilchensystemen, er-
lauben diese Operatoren auch die Beschreibung von Prozessen, bei denen die Teilchenzahl nicht
erhalten ist. Ein Beispiel, das wir schon kennengelernt haben, ist die Absorption oder Emission
eines Photons.

Fiir Bosonen, d.h. symmetrische Vielteilchenfunktionen lautet die Definition des Vernichtungs-
operators fiir Bosonen

ajlng, ..., nj,...) = /ngng, ..o — 1,000, (11.4.10)

“Tatséchlich lisst sich der antisymmetrisierte Zustand als Slater-Determinante interpretieren, wie wir in den
Ubungen sehen werden.
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a; vernichtet also ein Teilchen im Zustand j. Der Faktor ,/n; auf der rechten Seite fiihrt dazu,

dass a;|...,n; =0,...) = 0 ist. Dies muss natiirlich so sein, denn eine Teilchen kann nur dann
vernichtet werden, wenn es auch vorhanden ist. Das einzige, nichtverschwindende Matrixele-
ment von a; ist (ny,...,n; —1,...|aj|ni, ..., n;,...) = /0.
Den Erzeugungsoperator fiir Bosonen a} definieren wir als den zu a; adjungierten Opera-
tor. Sein einziges, nichtverschwindende Matrixelement ist dann (nq, ..., n;,...|a;|n1,...,n; —
1,...) = \/n; und somit gilt

allnyg, ... ,ng, ) =/ g, mg 41,0, (11.4.11)

Wir wollen uns nun iiberlegen, welcher Algebra die Operatoren geniigen. Man sieht sofort, dass
laj, @] = [a}, al] = 0 ist. Es spielt keine Rolle, in welcher Reihenfolge ich Teilchen erzeuge
oder vernichte! Ahnlich schnell macht man sich klar, dass la;, alT] = 0 ist, falls j # [: Erzeuge
ich ein Teilchen im Zustand [ und vernichte eines in einem anderen Zustand 7, so ist ergibt sich
das Gleiche wie bei der umgekehrten Reihenfolge. Es bleibt damit zu priifen, welche Beziehung
zwischen a; a;r- und a; a; besteht:

a;r-aj| ey M) = a;w/nj| coany— Loy =m0 ng, ), (11.4.12)
ajal]....nj..) = aj/mg 1o ny 1) = (g + 1))y, (114.13)
Somit erhalten wir die Operatoridentitit aja} — a;aj = [aj, a;] = 1. Insgesamt folgt fiir die
Kommutatoralgebra der Vernichter und Erzeuger von Bosonen:
laj,a)] = [a},aﬂ —0, (11.4.14)
ai.af] = o (11.4.15)

Operatoren, die einer solchen Algebra geniigen, bezeichnet man als Bose-Operatoren, die Al-
gebra selbst als Bose-Algebra.

Aus Gleichung (11.4.12) folgt, dass der Operator a;aj die Zahl der Teilchen im Zustand A; mift.
Wir definieren daher den Teilchenzahloperator

i o= ala; (11.4.16)
fiir den Zustand j. AuBerdem fiihrt man den Operator der Gesamtteilchenzahl ein®:

N:=> nj=> dlaj (11.4.17)
- :

Hiermit gilt dann

N’nl,ng, .. > = Zﬁj]nl,ng, .. > = (TLl +ng + .. .)‘nl,nQ, .. > = N]nl,ng, - > (11418)
J

SWenn wir den Unterschied zwischen dem Operator und dem zugehérigen Eigenwert betonen wollen, schreiben
wir N bzw. N.
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Wir definieren nun das Vakuum als den Zustand ohne Teilchen:
10) :=10,0,...). (11.4.19)
Er 148t sich auch durch die Bedingungen
a;l0) =0 fiir alle j (11.4.20)

charakterisieren.
Ausgehend vom Vakuumzustand |0) kdnnen wir nun systematisch alle Zusténde aufbauen:

alloy = 10,0,....n; =1,...), (11.4.21)

alafl0) = 10,...,n;=1,....m=1,...)=alal0),  (j#I) (11.4.22)
1

(@h)?0) = [0,....,n;=2,...). (11.4.23)

V2
Allgemein gilt:

T\n1 (T \no
|n1,n2"“> — (al) (a2) .
\/nl! \/nz!

Dieser Zustand ist automatisch total symmetrisch! Bei Vertauschung der Teilchen j < [ wech-
seln nur a} und ozlT ihre Plitze. Dies dndert aber nichts, da die Erzeuger kommutieren.

Die Zustinde zu verschiedenen Teilchenzahlen bilden den sog. Fock-Raum. Insbesondere konnen
wir darin Zustinde ohne feste Teilchenzahl oder Prozesse, die die Teilchenzahl dndern, beschrei-
ben. Wenn z.B. Atom ein Photon emittiert, so wird dieser Prozess durch einen entsprechenden
Photon-Erzeugungsoperator beschrieben. Gleichzeitig geht das Atom von einem Zustand n in
einen Zustand n’ iiber. Dies konnen wir so darstellen, dass der Zustand n vernichtet und gleich-
zeitig der Zustand n' erzeugt wird.

Bisher haben wir nur die Zustdnde in der Besetzungszahldarstellung angegeben. Man kann auch
die Operatoren in dieser Sprache formulieren, d.h. durch Erzeuger und Vernichter ausdriicken.
Dies bezeichnet man als 2. Quantisierung. Dies wollen wir aber hier nicht weiter ausfiihren. Ein
Beispiel sind die Auf- und Absteigeoperatoren beim harmonischen Oszillator, die wir ja schon
frither als Erzeuger und Vernichter interpretiert hatten. Da sie Linearkombinationen von Orts-
und Impulsoperator sind (vgl. (6.5.8)), kann man diese umgekehrt durch die Auf- und Absteiger
ausdriicken.

-10). (11.4.24)

Wir kommen nun zum antisymmetrischen Fall, d.h. Systemen von Fermionen. Hier gehen wir
analog zum bosonischen Fall vor und definieren den Vernichtungsoperator fiir Fermionen
durch

cilny, ... ng, . ) = (=1)%njng,...,n; —1,...), (11.4.25)
wobei
j-1
sji= ) (11.4.26)
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die Zahl der besetzten Zustinde “links” von j zdhlt. Diesen Faktor fiihrt man hier zweckmaéssi-
gerweise ein, damit spiter einige Vereinfachung eintreten. Wie bei den Bosonen folgt aus der
Definition, dass ¢;| ..., n;,...) =0, falls n; = 0.

Den zugehorigen Erzeuger definieren wir durch

c}|n1, cos gy = (D% (1 —ny)|ng, . ,ng + 1,000 (11.4.27)

Man beachte den Faktor (1 — nj), der auf der rechten Seite auftritt. Dieser fiihrt dazu, dass
¢jl...,n; = 1,...) = 0 wird, d.h. jeder Zustand kann hochstens durch ein Teilchen besetzt
werden. Auf diese Art und Weise haben wir das Pauli-Prinzip automatisch beriicksichtigt. Man
rechnet leicht nach, dass ¢; und c;r- tatsichlich zueinander adjungiert sind®.

Man iiberlegt sich analog zum Vorgehen im bosonischen Fall, dass die oben angegebenen Defini-
tionen zu folgender Antikommutatoralgebra der Vernichter und Erzeuger von Fermionen fiihren:

_ ot _
jal, = [cj,clh_o, (11.4.28)

[cj, c” L= (11.4.29)

Operatoren, die einer solchen Algebra geniigen, bezeichnet man als Fermi-Operatoren, die Al-
gebra selbst als Fermi-Algebra. Dabei ist

[A,B], := AB + BA (11.4.30)

der Antikommutator der Operatoren A und B.
Insbesondere folgt aus (11.4.29)

J

2 2
0=[hel=2(c) . dn (d) =o0. (11.431)
Dies driickt noch einmal explizit die Tatsache aus, dass jeder Zustand hochstens einfach besetzt

sein kann.
Analog zum bosonischen Fall konnen wir wieder die Teilchenzahloperatoren

i o= cle; (11.4.32)

fiir die Zahl der Teilchen im Zustand j bzw.
N:=> n;=> de (11.4.33)
J J

fiir die Gesamtteilchenzahl einfiihren.

®Dabei beachte man die Bedingung nj =0,1.



11.5. VERBORGENE VARIABLEN UND BELL’SCHE UNGLEICHUNG 107

Das Vakuum |0) ist wieder durch N = 0 und ¢;|0) = O fiir alle j charakterisiert. Wir kénnen
jetzt dhnlich wie bei den Bosonen sukzessive alle Zustiinde des Fock-Raumes generieren:

oy = 10,...,1;,...), (11.4.34)
cefloy = 10,1, 1,00, (11.4.35)
el 10y = 10,1, Ly 1), (11.4.36)

1; soll dabei andeuten, dass der Zustand j einfach besetzt ist. Es ist zu beachten, dass es nun auf
die Reihenfolge der Operatoren ankommt, da ansonsten ein zusitzliches Minuszeichen auftau-
chen konnte. Allgemein gilt

Iny,na, ...y = ()™ (ch)r2 - 10), (11.4.37)

mit n; = 0, 1, da sonst |ny, ng,...) = 0.

11.5 Verborgene Variablen und Bell’sche Ungleichung

11.5.1 Einstein-Podolsky-Rosen-Paradoxon

Einstein, Podolsky und Rosen (EPR) haben 1935 die folgende Frage untersucht, die die grundle-
gende statistische Interpretation der Quantenmechanik in Frage stellt:

Ist die Quantenmechanik vollstidndig, oder gibt es verborgene Variablen, die eine
deterministische Beschreibung quantenmechanischer Vorginge erlauben wiirde?

Sie haben dann versucht, die Unvollstindigkeit der Quantenmechanik an Hand eines Gedanken-
experimentes nachzuweisen’.

Wir betrachten zwei Spin—%—Teilchen in einem Singlett-Zustand 8, d.h. einem Zustand mit Ge-
samtspin 0: .

V2

Dabei bezeichnen |T) und ||) Spineigenzustinde mit m, = 1 bzw. m, = —1. Dieser Singlett-
zustand wird zur Zeit ¢ = 0 erzeugt und die Teilchen fliegen dann auseinander. Dann wird der
Zustand der Teilchen furch zwei Detektoren bestimmt. Diese sollen weit voneinander entfernt
sein und die Messung gleichzeitig durchgefiihrt werden, so dass kein Informationsaustausch zwi-
schen den Teilchen stattfinden kann. Detektor 1 misst an Teilchen 1 die Spinkomponente S in

|¥) (Ml = [DalT)2) - (11.5.1)

z-Richtung, wihrend Detektor 2 an Teilchen 2 die Komponente 7 - S ® bzgl. einer zweiten Rich-
tung n misst. Die moglichen Messergebnisse beider Messung sind jeweils ig.
Wir betrachten nun zwei Fille:

"Die hier diskutierte Form des Experiments geht auf Aharonov und Bohm (1957) zuriick.
8Der Zustand hat also die gleiche Struktur wie der antisymmetrisierte Zustand (11.3.6).
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. n=e,:WegenS =5,+9,ist Sgl) =-S5 (2), d.h. es besteht eine perfekte Antikorrelation.
Man sagt auch, die Teilchen sind verschrinkt’: Die Messung an einem der Teilchen liefert
Informationen iiber das andere.

2. n = e,: Die Messung an Teilchen 1 liefert dann Sgl) und die an Teilchen 2 liefert Sg).
Da aber S und 5% perfekt antikorreliert sind, konnen wir aus der Messung von S 2
auf S schlieBen'®: S¥ = —S. Fiir Teilchen 2 wiirden wir daher die 2- und die z-
Komponente des Spins kennen, im Widerspruch zu [Sg(f), ng)] # 0 und der verallgemei-
nerten Unschirferelation.

Den 2. Fall bezeichnet man daher auch als EPR-Paradoxon. Einstein, Poldosky und Rosen
schlossen daraus, dass die Quantenmechanik unvollstdndig ist.

11.5.2 Bell’sche Ungleichung

Bell hat 1964 die Korrelationen bei den Messungen genauer untersucht. Seine Betrachtungen
fussten auf zwei sehr plausiblen Annahmen:

o Lokalitit: Die Messung bei 1 kann die bei 2 nicht beeinflussen (wenn die Detektoren weit
genug voneinander entfernt sind und der zeitliche Abstand der Messung nicht zu gro8 ist).

o Objektive Realitiit: Die Werte der verschiedenen Komponenten von S und S existie-
ren, auch wenn sie nicht gemessen werden.

Mit diesen Annahmen analysieren wir nun eine Verallgemeinerung des Gedankenexperiments,
bei der an beiden Detektoren wahlweise zwei verschiedene Komponenten gemessen werden
konnen: Detektor 1 mif3t S;El) mit dem Ergebnis ZlgL (Z1 = £1) oder ny - S ™) mit dem Er-
gebnis ng (N7 = £1). Detektor 2 mil3t S§2> mit dem Ergebnis Zgg (Zy = +£1) oder ny - §(2)
mit dem Ergebnis NQ’g (N2 = =£1). Dabei sollen die Richtungen n, und n, in der x — z-Ebene
liegen. Sie schlieBen die Winkel v}y bzw. 1 mit der z-Achse ein, wobei wir zur Vereinfachung
1y = —19; =: ¥ annehmen wollen.

Die Messung soll nun an vielen Teilchenpaaren durchgefiihrt werden, wobei fiir beide Detek-
toren jedesmal zuféllig entschieden wird, welche Komponente gemessen wird. Eine typische
MeSBreihe konnte dann so aussehen:

Zi |+ 4+ 7 —
Ny 2?2 0?7 — 2
Zy | — 7T 7T 4+
Ny | 7?7 — + ?

Diese Terminologie geht auf Schrodinger (1935) zuriick.

10Priziser gesagt “schliefen” wir auf den Wert, den S§2) (vermeintlich) haben wiirde, wenn wir die z-Komponente
gemessen hitten!
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Dabei stehen + und — fiir +1 bzw. —1 und “?” fiir nicht gemessene Werte. Auf Grund der
Annahmen 1. und 2. sollte es aber im Prinzip moglich sein, diese Werte zu erschliessen. Wir
nehmen daher an, die Tabelle sei vervollstindigt worden, so dass wir Korrelationen zwischen den
Messungen bestimmen konnen. Als einfaches Beispiel fiir eine solche Korrelation betrachten wir
die Grofe

C = leQ + leQ + ZlNQ - N1N2 - (Zl + Nl)ZQ + (Zl - N1>N2 . (1152)

Da Z; und N; jeweils nur die Werte +1 anehmen, konnen zwei Fille eintreten: Entweder ist
Z1 = Ny oder Z; = —Nj. Im ersten Fall ist C' = 27, Z,, im zweiten C' = 2Z; N,. Somit erkennt
man, dass die oben definierte Grof3e C' nur die Werte +2 annehmen kann. Man beachte, dass
wir fiir diesen Schluf} die expliziten Werte nicht gemessenen Komponenten “?” gar nicht kennen
miissen. Wir haben lediglich benutzt, dass sie nur die Werte 41 haben kénnen!
Wenn wir nun die Werte von C' iiber sehr viele Messungen mitteln, so muf3 der Mittelwert die
Bedingung

(O <2 (11.5.3)

erfiillen. Dies ist eine spezielle Form der Bell’schen Ungleichung. Wir werden aber im folgen-
den sehen, dass die Quantenmechanik die Bell’sche Ungleichung (11.5.3) verletzt!

In der Quantenmechanik ist die Wahrscheinlichkeit, an beiden Detektoren den positiven Eigen-
wert (+1) der Spinkomponenten zu messen, durch!!

Pii(0) = %COSQ (W ; 19) = i(l — cos V). (11.5.4)

Auf Grund der Symmetrie ist
P__(9) =Py (9). (11.5.5)

Wegen der Normierung P, + P, + P_, + P__ = 1 und der Symmetrie P, = P__ folgt
daraus

1 1
Hieraus ergibt sich fiir die Korrelation
S . 5@
K®) = g =P, +P _ —P, —P ,=—cosv. (11.5.7)

(h/2)?

Fiir ¥ = 0 ist daher K (¢) = —1 und fiir ¥ = 7 erhalten wir K () = 1. Im ersten Fall liegt also
eine perfekte Antikorrelation vor, im zweiten eine perfekte Korrelation.
Wir konnen nun die verschiedenen Beitridge zum Erwartungswert von C' berechnen:

(Z:2Z,) = —cos(0) = —1, (11.5.8)
(Z1No) = (N1Zy) = —cos?, (11.5.9)
(NiN;) = —cos20, (11.5.10)

""Wir geben dieses Ergebnis hier ohne Herleitung an!
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woraus sich fiir den Erwartungswert von C

(C) =—1—2cos? + cos 20 = —2 — 2cos (1 — cos ) (11.5.11)

ergibt'?. Hieraus erkennen wir, dass das quantenmechanische Ergebnis fiir 0 < 9 < 5 die
Bell’sche Ungleichung (11.5.3) verletzt!
Experimente haben nun gezeigt, dass die quantenmechanische Vorhersage (11.5.11) richtig ist.
Daher muf3 unsere Annahme des objektiven Realismus falsch sein und wir miissen eine der An-
nahmen 1. oder 2. aufgeben. Welches das ist, ist zum Teil eine philosophische Frage. Theorien
mit verborgenen Variablen halten an 2. fest. Dann muf3 aber die Lokalitdtsannahme 1. aufge-
geben werden. Die Mehrheit neigt daher eher zu der Auffassung, dass Annahme 2. aufgegeben
werden sollte.

2Hier haben wir cos 29 = 2 cos? 9 — 1 benutzt.
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Kapitel 12

Grundlagen und historische Entwicklung

12.1 Das Konzept der statistischen Physik

Die statistische Physik kann man zunichst einmal als Verallgemeinerung der Thermodynamik
auffassen. Sie beschiftigt sich mit der Beschreibung von makroskopischen Systemen mit vielen
mikroskopischen Freiheitsgraden.

Ein wichtiges Beispiel ist eine makroskopische Menge (~ 1 Mol) eines einatomigen Gases. Bei
einer mikroskopischen Beschreibung im Rahmen der klassischen Physik miisste man die Orte R,
und Impulse p. aller V' Atome angeben. Dabei ist [V von der Gréfenordnung der Avogadro-Zahl

Ny=6-10%. (12.1.1)

Insgesamt hitte man es mit einem klassischen System mit 6 N Freiheitsgraden zu tun. Diese sind
natiirlich sehr schwer handhabbar und enthalten viel mehr Informationen, als man i.a. benotigt.

Bei einer makroskopischen (oder thermodynamischen) Beschreibung des gleichen Systems cha-
rakterisiert man dessen Zustand durch wenige makroskopische Zustandsgrélen wie den Druck
P, die Temperatur 7', das Volumen V' oder die Teilchenzahl V. Diese Zustandsgroen sind nicht
unabhiéngig voneinander. Ihren Zusammenhang fasst man in Zustandsgleichungen zusammen.
Ein bekanntes Beispiel ist die thermische Zustandsgleichung eines klassischen idealen Gases:

PV = NkgT (12.1.2)

wobei ]
kg =1.3803-10"% < (12.1.3)

die Boltzmann-Konstante ist. Sie hdngt iiber
R = Njkp (12.1.4)

mit der universellen Gaskonstante zusammmen.

Als Thermodynamik im engeren Sinne bezeichnet man makroskopische Theorie der Wirme.
Es handelt sich um eine phdnomenologische Beschreibung. Thre zentralen Themen sind:

113
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e Wirme und Arbeit als Formen der Energie (1. Hauptsatz)
e Bedingungen der Umwandlung von Arbeit und Energie (2. Hauptsatz, Entropie)

Die Statistische Physik befasst sich mit der Begriindung thermodynamischer Zusammenhinge
auf der Basis von mikroskopischen Modellen. AuBBerdem stellt sie Methoden zur Berechnung
thermodynamischer GroBen fiir spezifische Substanzen bereit.

Der Hintergrund des Erfolges der Statistischen Physik — und damit der Thermodynamik — ist die
Universalitiat. Damit ist gemeint, dass die Vorhersagen der Thermodynamik und statistischen
Physik oft nur sehr wenig von den Details der zugrundeliegenden mikroskopischen Modelle
abhingen.

Heutzutage haben die Methoden der statistischen Physik viele (oft auch interdisziplinidre) An-
wendungsbereiche. Neben der Thermodynamik sind dies z.B.

o Aggregatzustinde und Phaseniibergidnge: Die Existenz verschiedener Aggregatzustinde
(fest, fllissig, gasformig) zeigt, das Vielteilchensysteme ganz neue qualitative Eigenschaf-
ten haben konnen, die man bei Systemen aus wenigen Teilchen nicht findet.

Biologie: zelluldre Abldufe (Stoffwechsel, Proteinfaltung), Genetik, Evolution, Ausbrei-
tung von Krankheiten, Okologie, Neurologie (Gehirn ~ 10'° Nervenzellen)

Soziologie und Okonomie (Finanzmarktmodelle)

Netzwerke: WWW, soziale Netzwerke

Verkehrsmodelle: Staubildung, Verkehrsprognose.

12.2 Historische Entwicklung

Die Entwicklung der Thermodynamik war bereits Mitte des 19. Jh. im Wesentlichen abgeschlos-
sen. Die Statistische Physik ist aber bis heute ein hochaktuelles Forschungsgebiet. Ein paar Mei-
lensteine sind:

1798: Entdeckung der Reibungswirme durch Benjamin Thompson (= Lord Rumford)

1823: Wirmekraftmaschinen (Sadi Carnot)

1842: 1. Hauptsatz (Robert Mayer)

1854/1865: 2. Hauptsatz/Entropie (Rudolf Clausius)

1860: kinetische Gastheorie (James Clerk Maxwell)

1873: Van der Waals’sche Zustandsgleichung (Nobelpreis 1910)
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1877: statistische Physik!: S = kplog Q2 (Ludwig Boltzmann)

1906: 3. Hauptsatz (W. Nernst, Nobelpreis 1920)

1909: Brown’sche Bewegung (J. Perrin, Nobelpreis 1926)

1924: Bose-FEinstein-Statistik und -Kondensation

1925: Eindimensionales Ising-Modell

1926: Fermi-Dirac-Statistik

1944: Zweidimensionales Ising-Modell (Lars Onsager)

1971: Renormierungsgruppe (K.G. Wilson, Nobelpreis 1982)

1991: Nobelpreis fiir die statistische Physik weicher Materie (P.G. de Gennes)

1995: Experimente zur Bose-Einstein-Kondensation (Nobelpreis 2001 fiir E.A. Cornell,
W. Ketterle, C.E. Wieman)

12.3 Ein Beispiel: Das ideale Gas

Als konkretes Beispiel fiir eine mikroskopische Beschreibung von Vielteilchensystemen wol-
len wir nun ein ideales Gas aus einer groen Zahl N von Molekiilen der Masse m betrachten.
Grundlage der kinetischen Gastheorie sind folgende Annahmen:

1.

6.

Die Molekiile eines (idealen) Gases bewegen sich mit unterschiedlicher Geschwindigkeit
in zufallsbestimmte Richtungen.

Die Molekiile sind durchschnittlich weit voneinander entfernt, d.h. der mittlere Abstand ist

viel groBer als der Molekiildurchmesser?.

. Die Molekiile gehorchen den Gesetzen der klassischen Mechanik.

Sie wechselwirken nur, wenn sie zusammenstof3en.

StoBBe zwischen Molekiilen oder deren Aufprall auf Winde werden als ideal elastisch be-
trachtet.

Die Dauer der StoBe ist viel kiirzer als die Zeit zwischen den Stofen.

'Die folgende Gleichung ziert den Grabstein Ludwig Boltzmanns!
’Daher kann man die Teilchen als punktformig ansehen.
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Abbildung 12.3.1: Lage des Wiirfels, in dem sich die Gasmolekiile bewegen. Die Kantenldnge
des Wiirfels sind [, [, und [.. Die Fldchen der Seiten sind somit gegeben durch A, = [, [, etc.

Diese Annahmen sind natiirlich i.a. Ndherungen. Es gibt z.B. schwache Anziehungskrifte zwi-
schen den Molekiilen, deren Auswirkungen wir spiter noch betrachten werden.

Wir wollen nun das ideale Gas quantitativ betrachten. Dazu stellen wir uns vor, dass es sich
in dem in Abb. 12.3.1 dargestellten Wiirfel befindet, von dem wir zunichst die Wand in der
y — z-Ebene betrachtet werden. Wenn ein Teilchen auf diese Wand stoft, dndert der Impuls seine
Richtung (p, — —p,). Die Impulsinderung A betrigt also p, — (—p,) = 2p,. Sei At die Zeit
zwischen zwei StoBBen mit der Wand, also die Zeit, die das Teilchen benétigt, um die Box einmal

hin und zuriick zu durchqueren:

N (12.3.1)

Vg

Da At sehr klein ist, konnen wir die Kraft F' =
Néherung bestimmen durch

d - die ein Molekiil auf die Wand ausiibt, in guter

Ap,  2p,  mul

) — - =
At 2, /v, l,

(12.3.2)

StoBe auf andere Winde beeinflussen v, nicht. Trifft es auf andere Molekiile, so wird v, gedndert.
Dies wird jedoch durch die Anderung des v, des anderen Molekiils kompensiert (Impulserhal-
tung!).

Fiir die Gesamtkraft Fg(fs) ergibt sich:

N
pa
F{) = 2 Z . (12.3.3)

Dies konnen wir durch den Mittelwert der Geschwindigkeit

1
2 = NZ:: (12.3.4)
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ausdriicken. Damit ergibt sich fiir die Gesamtkraft:

@) — m

ges l
T

Nv2. (12.3.5)

Bisher haben wir eine Wand betracht. Fiir die anderen Winde gelten analoge Ausdriicke, wobei
jeweils die entsprechende Geschwindigkeitskomponente einzusetzen ist.

Da die Bewegung der Atome isotrop ist, sind die Mittelwerte in die verschiedenen Richtungen
gleich:

=02 = -0v2. (12.3.6)

- =02, (12.3.7)

Der Druck P auf diese Wand ist definiert als Kraft pro Flidche und lésst sich wie folgt berechnen:

p P _ (Nm)/(L)F_ m N 1Nm
A, Il Ll 3 ~ 3V

2. (12.3.8)

Dabei haben wir [0, [, = V" ausgenutzt. Der Druck hingt also nicht von betrachten Richtung ab
und ist fiir alle Winde gleich.
Dieses Ergebnis konnen wir auch in der Form

PV = gzv Gmﬁ) (12.3.9)

schreiben, wobei der Ausdruck in Klammern gerade die mittlere kinetische Energie FEly, ist.
Vergleicht man dies mit dem idealen Gasgesetz pV' = NkgT', so mul} gelten

3 /1
2 <§mv2) — kT (12.3.10)

woraus man folgende Formel fiir die kinetische Energie (eines idealen Gases) erhilt:

— 3
Eyin = ékBT. (12.3.11)

Wir sehen, dass die Temperatur auch als ein MaB fiir die mittlere kinetische Energie der Teilchen
interpretiert werden kann, d.h. als statistische Grof3e.

Dieses Ergebnis ist eine Spezialfall des Gleichverteilungssatzes:

Die mittlere Energie jedes (aktiven) Freiheitsgrades betragt %k sl
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Kapitel 13

Grundziige der Thermodynamik

13.1 Thermisches Gleichgewicht

Das Langzeitverhalten makroskopischer Systeme wird durch folgende Erfahrungstatsache be-
schrieben:

Makroskopische Systeme, die von ihrer Umgebung abgeschlossen (isoliert) sind,
streben Gleichgewichtszustinden zu, deren Eigenschaften rdumlich homogen und
zeitunabhingig (stationir) sind. Gleichgewichtszustinde lassen sich durch wenige
makroskopische Zustandsgroen beschreiben und sind unabhingig von der Vorge-
schichte des Systems.

Gleichgewichtszustinde werden durch zwei Typen von Zustandsgro3en beschrieben:

o Extensive ZustandsgroBen sind (unter sonst identischen Bedingungen) proportional zur
Stoffmenge. Beispiele sind das Volumen V' oder die Teilchenzahl N.

o Intensive Zustandsgrofien sind (unter sonst identischen Bedingungen) unabhéngig von
der Stoffmenge, z.B. der Druck P oder die Temperatur 7.

Als Beispiel betrachten wir die Zustandsgleichung PV = NEkgT eines idealen Gases. Verdopp-
lung bedeutet V. — 2V und N — 2N. Die Zustandsgleichung bleibt dann fiir den gleichen
Druck P und die gleiche Temperatur 7' giiltig:

P(2V) = (2N)kgT . (13.1.1)
P und T sind also intensive Zustandsgrofen.

Intensive Zustandsgroflen bestimmen die Gleichgewichtsbedingungen, die sich fiir zwei Syste-
me, die sich fiir zwei Systeme in Kontakt miteinander einstellen:

o Mechanischer Kontakt/Volumenaustausch: Ein Gefifl vom Volumen V' = V| + V5 wird
durch eine bewegliche, aber wiarmeundurchlédssige Wand in zwei Teilvolumina V; und V5,
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geteilt. Mechanisches Gleichgewicht stellt sich ein, wenn P, = P ist, da sonst eine effek-
tive Kraft in Richtung des Teils mit kleinerem Druck wirkt:

P, =P,  (mechanisches Gleichgewicht). | (13.1.2)

e Thermischer Kontakt/Wirmeaustausch: Diesmal erfolgt die Unterteilung durch eine
unbewegliche Wand, die aber wirmedurchléssig ist. Dann gilt

Ty =T, (thermisches Gleichgewicht).| (13.1.3)

Es wird also Wirme zwischen den Teilsystemen ausgetauscht. Zur Beschreibung muss
man daher die innere Energie £ als weitere Zustandsgrof3e einfiihren. Beim Wirmeaus-
tausch bleibt die Gesamtenergie £ = F; + F, erhalten.

Mikroskopisch setzt sich die innere Energie aus der kinetischen und potentiellen Energie der
Atome zusammen. Klassisch gilt daher

d.h. F ist eine extensive ZustandsgroBe.
Fiir ein einatomiges ideales Gas gilt die kalorische Zustandsgleichung

E = gNkBT, (13.1.5)

d.h. die innere Energie eines idealen Gases ist unabhédngig vom Volumen V.

Zum Abschluss noch zwei Bemerkungen. Neben dem mechanischen und thermischen Gleichge-
wicht gibt es auch noch das gehemmte Gleichgewicht, bei dem sich die Teilsysteme im thermi-
schen Gleichgewicht befinden (77 = T5), aber bei unterschiedlichen Driicken (P, # P).

Im Folgenden werden wir hiufiger den Begriff Reservoir oder Bad verwenden. Damit ist ein
sehr groBes System gemeint, das durch den Kontakt mit einem anderen System nicht beeinflusst
wird. Bringt man z.B. ein System mit einem solchen Bad in Kontakt, so nimmt es die Temperatur
Ty des Bades an, die aber selbst unveriandert bleibt.

13.2 Arbeit, Energie und Warme

Wir wollen nun mit der systematischen Untersuchung thermodynamischer Prozesse fortfahren.
Dabei nehmen wir an, dass die Zustandsédnderungen beliebig langsam (quasistatisch) ablaufen.
Dann ist das System zu jedem Zeitpunkt im Gleichgewicht und eine Beschreibung durch makro-
skopische ZustandsgroBen ist moglich und sinnvoll.

Es gibt nun verschiedene Moglichkeiten, einem Gas auf mechanischem Weg Energie zuzufiihren.
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Abbildung 13.2.1: Apparat mit dem Joule 1845 das mechanische Wirmeidquivalent bestimmte
[3].

e Adiabatische Kompression oder Expansion:
Wir betrachten ein Gas, das von der Umgebung durch adiabatische (wirmeundurchlédssige)
Wiinde isoliert ist. Es wird durch einen beweglichen Kolben um dV' komprimiert. Dabei
leistet der Kolben die Arbeit!

(W = —PdV, (13.2.1)

die bei Kompression (dV < 0) positiv ist. Da das System abgeschlossen ist, wird seine

innere Energie erhoht:
dE =0W = —PdV . (13.2.2)

Der Vorgang ist reversibel: Expansion im dV” leistet die gleiche Arbeit +PdV am Kolben.

e Adiabatisches Riihren:
Uber eine Welle wird in einem adiabatisch isolierten Gas ein Propeller angetrieben, in-
dem auBerhalb des Systems eine Masse m iiber eine Hohendifferenz 6h abgesenkt wird
(Abb. 13.2.1). Dabei wird dem Gas die potentielle Energie der Masse zugeiihrt:

dE = 6W = mgdh, (13.2.3)

Dieser Vorgang ist irreversibel: Das Gas wird nicht spontan abkiihlen und die Masse wie-
der anheben!

e [sotherme Kompression:
Diese lduft dhnlich ab wie die adiabatische Kompression, aber das System hat zusétzlich
durch eine wiarmedurchlidssige Wand Kontakt mit der Umgebung (Wirmebad), sodass die

'Die Schreibweise 6W statt dW wird spéter erliutert.
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Temperatur konstant bleibt. Ein Teil der vom Kolben geleisteten Arbeit wird dann der
Umgebung in Form von Wirme zugefiihrt. Bezeichnet man die dem System zu- bzw. ab-
gefiihrte Warme mit 6¢) bzw. —0(Q), so gilt

dE =W + 0W = —PdV +6Q) . (13.2.4)

Da die innere Energie eines idealen Gases nur von der Temperatur 7" abhéngt, ist in diesem
Fall d&¥ = 0 und somit
0Q = =W = PdV (13.2.5)

d.h. die geleistete Arbeit wird vollstdndig als Warme an die Umgebung abgefiihrt. Der Vor-
gang ist aber trotzdem reversibel: Expandiert das Gas, nimmt es Warme aus der Umgebung
auf.

Die Energiebilanzgleichungen in den Beispielen sind Spezialfille des 1. Hauptsatzes der Ther-
modynamik:

Die Summe der einem System zugefiihrten Warme 6(¢) und der am System gelei-
steten Arbeit 6V ist gleich der Anderung der inneren Energie des Systems:

dE = 0W +6Q).. (13.2.6)

Mit Arbeit wird hier jede Energieform bezeichnet, die in Form von makroskopisch
kontrollierbaren Freiheitsgraden vorliegt, also z.B. mechanische, elektrische, ma-
gnetische Arbeit.

Speziell fiir abgeschlossene Systeme gilt wegen 6WW = 6Q) = 0:

dE =0. (13.2.7)

Die Energie eines abgeschlossenen Systems ist also konstant.

Im Folgenden wollen wir noch den Hintergrund der verschiedenen Schreibweisen dE vs. W und
0@ erldutern. Dazu betrachten wir die oben beschriebenen Prozesse in einem P — V' -Diagramm
(Abb. 13.2.2). Auf einer Adiabaten gilt allgemein

PV7 = const. dh. P~V™7, (13.2.8)

wobei v = g—i das Verhiltnis der spezifischen Wirmen ist (sieche Ubungen). Allgemein isty > 1,

fiir einatomige ideale Gase ist y = 2.
Auf der Isothermen ist nach (12.1.2)

PV =const. dh. P~V (13.2.9)

Da « > 1 sind die Adiabaten im P — V'-Diagramm steiler als die Isothermen (Abb. 13.2.2).
Wir betrachten nun die in Abb. 13.2.2 dargestellten Zustandsidnderungen vom Zustand A zum
Zustand B mit Vz < V4 und P > P,. Bei einer adiabatischen Kompression von A nach B
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Abbildung 13.2.2: Der Zustand B kann vom Zustand A aus auf verschiedenen Wegen erreicht
werden, z.B. direkt entlang einer Adiabaten (blauer Weg) oder durch adiabatisches Riihren (A
— () und anschlieBender isothermer Kompression C — B (roter Weg). Dargestellt sind hier die
beiden Isothermen zu den Temperaturen 77 und 75, (durchgezogene Linien) und die Adiabate
durch A und B (gestrichelte Linie).

(Weg 1) muss die Arbeit WE; geleistet werden. Alternativ kann man erst durch Riihren bei
konstantem Volumen V4 nach B gehen und von dort durch isotherme Kompression nach C (Weg
2). Auf diesem Weg muss die Arbeit WE; geleistet werden.

Bei der adiabatischen Kompression (A — C) und dem adiabatischen Riihren (A — C) muss
fiir die Erwdarmung von 7} auf 75 die gleiche Arbeit aufgewendet werden. Fiir die isotherme
Kompression (C — B) ist zusitzliche Arbeit notig, d.h. W/(ﬁ% > Wf(llj;. Daher hingen die bei
einer Zustandsidnderung geleistete Arbeit und die zugefiihrte Wérme nicht nur von den Anfangs-
und Endzustidnden ab, sondern auch vom Weg im Zustandsraum!

dX bezeichnet die Anderung einer ZustandsgroBe X . Arbeit und Wirme sind wegabhiingig, also
keine Zustandsgrof3en. Um dies deutlich zu machen, bezeichnet man infinitesimale Energiemen-
gen mit §1W und §QQ. Mathematisch handelt es sich um unvollstindige Differentiale”.

Wie wir schon gesehen haben, ldsst sich die mechanische Arbeit wegen 0W = —PdV durch die
Zustandsgroen P und V' darstellen. Eine analoge Darstellung von () fiihrt uns spéter auf den
Begrift der Entropie.

Dies wird in den Ubungen genauer untersucht.
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P (V)

PZ(V) B

=
v

Abbildung 13.3.1: Ein Kreisprozess zwischen den Zustinden A und B. Der Weg von A nach B
wird durch die Funktion P; (V') parametrisiert, der Weg von B nach A durch P, (V).

13.3 Kreisprozesse

Da Arbeit und Wiarme wegabhingig sind, konnen sie in zyklischen Prozessen ineinander umge-
wandelt werden. Solche Prozesse sind die Grundlage von Wirmekraftmaschinen wie der Dampf-
maschine, dem Otto-Motor oder Wirmepumpen.

Wir betrachten zwei Zustinde A und B mit V4 < Vp, die durch zwei Wege im Zustandsraum
verbunden sind (sieche Abb. 13.3.1). Diese Wege seien durch die Funktionen P; (V') bzw. Po(V)
parametrisiert. Dann gilt:

VB VA VB
Wélé:—/ P (V)dv, ng,z—/ PQ(V)dvz/ P,(V)dV . (13.3.1)

Va Ve Va

Damit ist die Arbeit, die bei einem Umlauf A — B — A geleistet wird:
- ]{Pdv —wlh+ws, (13.3.2)

was der von den Wegen eingeschlossenen Fliche im P—V -Diagramm entspricht. Ist § PdV > 0,
so wird bei dem Prozess Wirme in Arbeit umgewandelt.

13.3.1 Carnot’scher Kreisprozess

Im Folgenden betrachten wir einen Kreisprozess, der ausschlielich aus reversiblen Teilschritten
besteht. Dieser Carnot’sche Kreisprozess besteht aus vier Schritten:

e A — B:isotherme Expansion bei der Temperatur 7;. In diesem Schritt wird dem System
die Wiarmemenge (); zugefiihrt.
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Abbildung 13.3.2: Carnot’scher Kreisprozess im P — V -Diagramm. Dargestellt sind die [sother-
men zu den Temperaturen 7} und 75 (durchgezogene Linien) und die Adiabaten (gestrichelte
Linien).

e B — (: adiabatische Expansion. Hierbei kiihlt sich das System auf die Temperatur 75 ab.

e (' — D: isotherme Kompression bei der Temperatur 75. Hierbei wird die Wiarmemenge
(), an das Reservoir abgegeben®.

e D — A: adiabatische Kompression: Das System erwirmt sich dabei auf die Temperatur
T;.

Die Energiebilanz dieses Prozesses ist in Abb. 13.3.3 veranschaulicht. Er entnimmt dem wirme-
ren Reservoir mit der Temperatur 7 die Wirmemenge (); und gibt die Warmemenge () an
das kiltere Reservoir mit der Temperatur 75 ab. Nach einem Umlauf ist das System wieder im
Ausgangszustand, d.h. die innere Energie hat sich (als Zustandsgrof3e!) nicht gedndert. Die Dif-
ferenz der ausgetauschten Wirmemengen W = (); — () steht dann als geleistete Arbeit zur
Verfiigung®.

Wir wollen nun den Carnot-Prozess fiir den Fall eines idealen Gases quantitativ analysieren.
Entlang der beiden Isothermen gilt wegen der thermischen Zustandsgleichung (12.1.2):

_ NEkgT;
Vv

3Entgegen der sonstigen Konvention wird hier @, positiv gezihlt, obwohl es sich um eine abgegebene Wirme-
menge handelt.

4Carnot liess sich von seinen Arbeiten an Wasserkraftwerken inspieren: Die Wirme “fillt” vom wirmeren zum
kilteren Reservoir und wird dabei teilweise in Arbeit umgewandelt.

Fi(V)

(i=1,2), (13.3.3)
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Abbildung 13.3.3: Der Carnot-Prozess entnimmt dem wérmen Reservoir mit der Temperatur 77
die Wiarmemenge (), und gibt die Warmemenge (), an das Kiltere Reservoir mit der Temperatur
T, ab. Die Differenz W = (); — (), steht dabei als Arbeit zur Verfiigung.

woraus fiir die aus dem Reservoir der Temperatur 77 aufgenommene Wirmemenge () gilt:

VB VB qv Vi
0, = / PL(V)dV = NkyTh / & NEgTyn 2 (133.4)
Va Va V VA
Analog folgt fiir die an das Reservoir 7, abgegebene Wirmemenge:
Vb VC
Qs = — / Py(V)dV = NkpTyln -2 | (13.3.5)
Vo Vb

Da B und C auf der gleichen Adiabaten liegen, folgt mit (13.2.8)

P (Vp)Vy = R(Vo)Va (13.3.6)
und zusammen mit (13.3.3) somit
NkpT\V) ' = NkgTo(Ve)V3™',  dh Ty '=1vi ", (13.3.7)
Analog folgt, da auch A und D auf der gleichen Adiabaten liegen,
TV =T(Vp)Vy (13.3.8)
und somit )
Vi o\ =1V,
— == = . 13.39
Ve (T1) Vb ( )
Setzt man dies in die Ausdriicke fiir (); und ()5 ein, so erhilt man
Q1 T
- = (13.3.10)
Q2 T>
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Abbildung 13.3.4: Der Carnot-Prozess ist optimal. Gébe es einen Kreisprozess K mit hoherem
Wirkungsgrad, so konnte man diesen mit einem als Warmepumpe arbeitenden Carnot-Prozess C
koppeln. Dies wiirde aber zu einem Widerspruch zum 2. Hauptsatz fiihren.

Diese Beziehung kann z.B. zur Definition der absoluten Temperatur benutzt werden.
Man definiert den Wirkungsgrad eines Kreisprozesses als den Bruchteil der zugefiihrten Wéarme-
menge ()1, der in Arbeit I/ umgewandelt wird:

W _
g W _ Q=@ @ (133.11)
@ @ @
Fiir den Carnot-Prozess ergibt sich dann der Wirkungsgrad
15
=1—-—=. 13.3.12
ne T ( )

Da alle Teilprozesse reversibel sind, kann der Carnot-Prozess auch im umgekehrten Umlaufsinn
(A — D — C — B — A) betrieben werden. In diesem Fall handelt es sich um eine Wiarmepum-
pe, die Wirme unter Aufwendung von Arbeit vom kélteren zum wérmeren Reservoir transpor-
tiert.

Ein Grund fiir die fundamentale Bedeutung des Carnot-Prozesses ist die Tatsache, das er optimal
ist, d.h. jeder andere Kreisprozess K (der zwischen den gleichen Temperaturen 77 und 75 arbeitet)
hat einen kleineren Wirkungsgrad 1 < 7)¢. Dies sieht man, wenn man den Kreisprozess K mit
einem als Warmepumpe arbeitenden Carnot-Prozess in Serie schaltet (Abb. 13.3.4).
Der Prozess K leistet die Arbeit W = Q] — @), mit der die Carnot-Wirmepumpe angetrieben
wird. Wire nun

Q5 Q2

L= =nzne=1-5" (13.3.13)
1
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so wire wegen W = Q] — @), = @)1 — ()2 auch

w W
— > = (13.3.14)
Q1 @
und somit
Q1 >Q)  Q2>Q5, (13.3.15)
wobei wir ), = @} — W und Q3 = @1 — W verwendet haben. Der kombinierte Prozess C+K
entzieht daher dem kilteren Bad die Wiarme Q)2 — Q) = @1 — @}, die dem wirmeren Bad

ohne duBeren Arbeitsaufwand zugefiihrt wird. Dies ist ein Widerspruch zur Erfahrung, die im
2. Hauptsatz der Wirmelehre zusammengefasst wird?.

13.3.2 2. Hauptsatz der Thermodynamik

Diese Erfahrungstatsache wurde von R. Clausius im 2. Hauptsatz der Thermodynamik folgen-
dermallen zusammengefasst:

Es ist nicht moglich, durch einen Kreisprozess Wirme von einem kilteren auf
einen wiarmeren Korper zu iibertragen, ohne weitere Veridnderungen der Welt zu
verursachen.

Da der Carnot-Prozess optimal ist, kann es einen Arbeit leistenden Kreisprozess ohne Tempera-
turdifferenz nicht geben:

=Ty, = n<n=1--=2=0. (13.3.16)

Ein Perpetuum mobile 2. Art ist eine Maschine, die zyklisch Arbeit leistet und dabei lediglich
einem Reservoir Wirme entzieht. Dies erlaubt eine alternative Formulierung des 2. Hauptsatzes:

Es ist unmoglich, ein Perpetuum mobile 2. Art zu konstruieren. ‘

Der Carnot-Prozess hat eine weitere wichtige Eigenschaft: Er ist universell, d.h. jeder andere re-
versible Kreisprozess hat den gleichen Wirkungsgrad 7. Wir hatten schon gesehen, dass n < 7¢
sein muss. Wire n < 1¢, so konnte man den Prozess riickwirts laufen lassen (da er reversibel
ist!) und ihn mit dem Carnot-Prozess in Serie schalten. Dabei wiirde man wieder einen Wider-
spruch zum 2. Hauptsatz finden.

Die praktische Bedeutung des Carnot-Wirkungsgrades 7 ist eher gering, da er auf einer quasi-
statischen Prozessfiihrung basiert. Daher ist die Leistung eines Carnot-Prozesses
Arbeit

Leistung = 7 0. (13.3.17)
ei

SEs sind also nicht alle Prozesse, die der 1. Hauptsatz erlaubt, auch moglich!
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Fiir die Praxis relevanter ist der Wirkungsgrad n* eines Carnot-Prozesses, der mit endlicher Ge-
schwindigkeit bei maximaler Leistung durchlaufen wird (Curzon und Ahlborn, 1975):

T.
’7*:1_’/?? <ne. (13.3.18)

Nc
2—770’

Allgemeiner gilt die Ungleichung

1
Sne <t < (13.3.19)

2

die man fiir viele Kraftwerke getestet hat.

13.4 Entropie

Es gibt noch eine Reihe unbeantworteter Fragen:

1. Beschreibung von Wirmeaustausch durch eine Zustandsgrofe: Was dndert sich am Zu-
stand (neben der Energie), wenn ihm Wiarme zugefiihrt wird?

2. Reversibilitit/Irreversilibitdt: Welche Zustidnde eines abgeschlossenen Systems lassen sich
durch reversible Prozesse verbinden?

3. Extremalprinzip fiir die Gleichgewichtsbedingungen beim thermischen oder mechanischen
Kontakt?

Diese Fragen lassen sich durch Einfiithrung der Entropie S als neuer extensiver Zustandsgrof3e
beantworten®.
Wir definieren zunéchst die Entropiedifferenz zweier Zustinde A und B durch

S(B) — S(A) ::/A B%Q, (13.4.1)

wobei das Integral iiber einen reversiblen Weg von A nach B zu bilden ist. Damit S eine Zu-
standsgroBe ist, muss das Integral wegunabhingig sein:

M50 @ 50
/

= : (13.4.2)
s T A T

wobei der Index (1) bzw. (2) zwei verschiedene Wege von A nach B kennzeichnet. Diese Forde-
rung ist dquivalent zur Aussage
)
j{ ¢ =0, (13.4.3)
A

—>BT

®Die Bezeichnung Entropie wurde 1865 von Clausius eingefiihrt. Sie leitet sich vom griechischen Wort fiir
Umwandlung ab.
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d.h. das Kreisintegral iiber jeden geschlossenen reversiblen Weg muss verschwinden’. Fiir den
Carnot-Prozess ist dies erfiillt, denn

j{ @:%—%:0, (13.4.4)

ap T Ty T

wobei (1 und ()5 die Wiarmemengen bezeichnet, die auf den Isothermen 7 bzw. T zu- bzw.
abgefiihrt werden. Nun kann man jeden beliebigen Kreisprozess beliebig genau durch Carnot-
Prozesse approximieren, indem man z.B. ein feinmaschiges Netz von Isothermen und Adiabaten
benutzt. Somit gilt (13.4.3) fiir alle reversiblen Prozesse und die durch (13.4.1) definierte Entro-
pie ist eine wohldefinierte (Zustands-)Grofe.
Bisher haben wir Entropiedifferenzen definiert. Zur Festlegung des absoluten Wertes von .S neh-
men wir den absoluten Nullpunkt (7" = 0) als Referenzpunkt. Dort gilt nach dem 3. Hauptsatz
der Thermodynamik nach Nernst und Planck:

Slr_o =0, (13.4.5)

d.h. fiir T = 0 verschwindet die Entropie identisch®. Damit ist die erste der eingangs gestell-
ten Fragen nach ZustandsgroBen zur Beschreibung von Warmeaustausch beantwortet, denn aus
(13.4.1) folgt

_ %@

as -

fiir reversible Prozesse. (13.4.6)

Mathematisch konnen wir dies auch so interpretieren:
(analog zu 6W = —PdV).

Mit dem Entropiebegriff konnen wir Adiabaten wegen (13.4.6) auch als Linien konstanter Entro-
pie interpretieren. Der Carnot-Prozess wird daher in einem S — 7T'-Diagramm besonders einfach,
da er nur durch gerade Linien beschrieben wird.

- ist ein integrierender Faktor von 6Q)

13.4.1 Irreversible Prozesse

Wie édndert sich die Entropie bei irreversiblen Prozessen?

Als Beispiel betrachten wir das adiabatische Riihren (Kap. 13.2). Hierdurch gelangt das System
in einem irreversiblen Prozess vom Ausgangszustand A in den Zustand C (Abb. 13.4.1). Die
Temperatur erhoht sich dabei von 77 auf 75. Alternativ kann man aber auch {iiber reversible
Prozesse von A nach C gelangen. Dazu beginnen wir mit einer adiabatischen Kompression von
A nach B, wobei kein Wirmeaustausch stattfindet (6¢Q = 0). Damit dndert sich auch Entropie
nicht, denn dS = ‘%Q = 0. Allerdings erwidrmt sich das System von 7} auf 75. Anschliessend wird
das System isotherm von B nach C expandiert. Dabei wird die Warmemenge () g¢ bei konstanter
Temperatur 75, zugefiihrt. Die beiden Teilprozesse sind reversibel, wir konnen daher (13.4.6) fiir
die Berechnung der Entropiednderung verwenden. Da die Entropie eine Zustandsgrée und daher
wegunahingig ist, ist dies auch die Entropieinderung beim irreversiblen adiabatischen Riihren.

"Dies ist analog zur Wirbelfreiheit von konservativen Kraftfeldern!
8Wir werden spiter in Kap. 14.3.4 sehen, dass der 3. Hauptsatz durchaus verletzt sein kann.
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=
v

Abbildung 13.4.1: Durch adiabatisches Riihren gelangt man iiber einen irreversiblen Prozess von
A nach C. Dieser Prozess kann durch zwei reversible Teilprozesse (adiabatische Kompression
von A nach B und isotherme Kompression von B nach C) ersetzt werden.

Die Entropiednderung ergibt sich aus

S(C)=5(A) = [S(C) =SB +[5(B) = S(A)] = 5(C) - 5(B)

O [9Q 1 (9 Qpe
_ /37_72/3 6Q = =2€ > 0. (13.4.7)

Dabei haben wir im ersten Schritt benutzt, dass die Entropie eine ZustandsgroBe ist, im zweiten
die Tatsache, dass sich die Entropie bei der adiabatischen Kompression nicht dndert und schlief3-
lich, dass der Prozess von B nach C bei konstanter Temperatur 75 abléuft.

Insgesamt findet man also, dass die Entropie beim adiabatischen Riihren (A — C) anwichst,
obwohl keine Wirme zugefiihrt wird. Allgemein gilt:

0
ds > ?Q fiir irreversible Prozesse. (13.4.8)

Damit kdnnen wir eine neue Formulierung des 2. Hauptsatzes angeben:

Die Entropie eines abgeschlossenen Systems kann nur zunehmen: dS > 0. ‘

Dies gilt, da fiir ein abgeschlossenes System () = 0 ist und somit dS > % = (. Betrachten wir

das Universum als abgeschlossenes System, so kann man auch sagen:

Die Entropie der Welt strebt einem Maximum zu!
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Wir kommen nun zur Beantwortung der zweiten Frage ("Welche Zustidnde eines abgeschlossenen
Systems lassen sich durch reversible Prozesse verbinden?”’). Dazu betrachten wir zwei Zustinde
A und B eines abgeschlossenen Systems. Diese lassen sich durch einen reversiblen Prozess ver-
binden, falls S(A) = S(B). Ist S(A) > S(B), so existiert ein irreversibler Prozess von B nach
A, aber nicht von A nach B. Man kann daher auch sagen, dass die Entropie eine Ordnungsrelation
im Zustandsraum induziert.

Zur Frage 3 konnen wir sagen, dass die Entropie im Gleichgewicht maximal sein muss, da sie in
abgeschlossenen Systemen nur zunehmen kann. Darauf werden wir in Kap. 13.6 noch genauer
eingehen.

Abschliessend wollen wir noch begriinden, warum Wirme spontan stets vom wérmeren zum
kilteren System fliesst. Dazu betrachten wir zwei Systeme mit Temperatur 77 bzw. 75, die wir
in thermischen Kontakt bringen. Wenn System 1 and System 2 die Wiarmemenge 0(¢) abgibt, so
dndert sich die Entropie:

0Q 0Q 1 1
dS =dS; +dSy=—— 4+ —==9§ — — — . 13.4.9
1+ dode T, + T Q (T2 T1) ( )
Da das Gesamtsystem abgeschlossen ist, muss d.S > 0 sein. Daher ist
0Q >0 wenn 17 > T, ,
0Q <0 wenn 17 < T5. (13.4.10)

13.5 Gibbs’sche Fundamentalform

Wenn wir die Beziehung (13.4.6) mit dem 1. Hauptsatz der Thermodynamik kombinieren, so

erhalten wir . . p
= — (dF — = —dFE + =dV . 13.5.1
as - (d oW) Td + TdV (13.5.1)
Hieraus konnen wir ablesen, dass die Entropie eine Funktion der extensiven Zustandsvariablen

ist: S = S(E,V, N). Allgemein gilt daher fiir das Differential von S:

0S8 a8 0S8
= | — E — — N 13.5.2
15 (aE)V,Nd *(W)E,Ndw(aﬁﬂvd (1352

wobei die Indizes an den partiellen Ableitungen hervorheben, welche Variablen konstant gehal-
ten werden. Durch Vergleich mit (13.5.1) lesen wir nun ab:

a5 1 i P
A i 13.5.
@)1 (@), 13

Die Teilchenzahl N haben wir bisher immer konstant gehalten (d/N = 0), was nicht in allen
Situationen der Fall ist. Wir definieren daher

oS o
(8_N)E,v_' y (13.5.4)
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und bezeichnen p als das chemische Potential. Damit folgt fiir das Differential der Entropie
1 1
s = T (dE —0Q) = T (dE + PdV + pdN) (13.5.5)

und hieraus die Gibbs’sche Fundamentalform

|dE = TdS — PdV + pudN .| (13.5.6)

Die innere Energie E kann also als Funktion von S, V, N aufgefasst werden. S(E, V, N) kann
nach £ aufgelost werden, falls g—g > 0 ist, d.h. fiir positive absolute Temperaturen® 7" > 0.

Die Fundamentalform stellt die verschiedenen Beitrige zur inneren Energie dar: Warme 0¢) =
T'dS und mechanische Arbeit 6/ = —PdV. Das chemische Potential y ist ein MaB fiir die
Anderung der inneren Energie beim Hinzufiigen von Teilchen (ohne Storung des Gleichge-
wichts!).

13.6 Entropie und Gleichgewicht

Nach dem 2. Hauptsatz nimmt die Entropie eines abgeschlossenen Systems zu. Dies geschieht so
lange, bis alle irreversiblen Prozesse abgelaufen sind. Daher ist die Entropie im Gleichgewicht
maximal! Wir konnen dies als Extremalprinzip formulieren:

Im Gleichgewicht nimmt die Entropie den mit allen vorhandenen Nebenbedingun-
gen vertrdaglichen maximalen Wert an.

Wie folgen hieraus die Gleichgewichtsbedingungen?

e Thermischer Kontakt: Wir betrachten zwei Subsysteme, die Energie austauschen konnen.
Das Gesamtsystem ist aber abgeschlossen, d.h. ¥ = E; 4+ Es ist konstant. Die Entropie ist
additiv, daher gilt

S - SI(EL ‘/17N1> + SQ(E27 ‘/27 NQ) = Sl<E17 ‘/lle) + SQ(E - E17 ‘/27N2) . (1361)

Wenn wir die Teilvolumina und Teilchenzahlen konstant halten (V;, V; konstant), dann gilt
auf Grund des Extremalprinzips

as 05  05,0E, 051 05, 1 1

O — — — —_ = — = — 13.6.2
dE, _ 0E,  0E,0B, 0B, 0B, T. T (136.2)

also 77 = T5. Die bekannte Gleichgewichtsbedingung fiir Systeme in thermischen Kontakt
folgt also aus dem Extremalprinzip fiir die Entropie.

9Es gibt aber auch negative absolute Temperaturen.
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e Volumenaustausch: Die beiden Subsysteme seien nun durch eine bewegliche, aber wirmeun-
durchlidssige Wand getrennt. Bei der Bewegung der Wand wird Arbeit geleistet. Daher
tauschen die Subsysteme Volumen und Energie aus, unter den Nebenbedingungen V' =
Vi+Vaund E = Ey + B konstant. Da dE; = —PidV, ist 5 = —p; (i = 1,2). Die
Gesamtentropie

S = S1(E1(V1), Vi, Ni)+Sa(E—E1(V1),V=Vi, No) = Si(E1, Vi, Ni)+Sa(E—Ey, Va, Ny) .
(13.6.3)
hingt daher (fiir V; konstant) nur von V; ab. Die Extremalbedingung liefert daher

dS 98, 0B, 0S, 0S,0E, 05

0 — _ _ ~
dV. ~ 0L, 0V, LoV, 0B, 0v. oV,
1 P 1 b 1
_ Yepy B o Loy B p 13.6.4
T1( 1)+T1 T2< 1) T T2< 1 2)7 (13.6.4)

also die bekannte Bedingung P, = P.

Bisher haben wir nur ausgenutzt, dass alle Ableitungen von S verschwinden, d.h. das S ein
Extremum annimmt. Wir wissen aber mehr, ndmlich dass das Extremum ein Maximum ist. Daher
sind die zweiten Ableitungen negativ'®. Hieraus lassen sich weitere Informationen gewinnen:

d*S d (0S5 0S5y
= E,Vi,Ny) — =—2(E — Ey, Vs, N.
R T> ) (aEl( LV ) = 5, (B = Bt 2))
98, 925,
= 6—E%+8_E§ (13.6.5)

Die zweiten Ableitungen konnen wir mit bekannten Groflen in Zusammenhang bringen:

oL PS_ 0 1 \N__1for
OFE> OE\T(E,V,N))  T?\0E),y
1 (OE\ " 1
B (a_T)V,N__Tm’ (1360

wobei wir die Wirmekapazitiit (bei konstantem Volumen) O eingefiihrt haben'!. Sie ist ein
Beispiel fiir eine ResponsegrofBe.
Aus der Bedingung, dass die Entropie im Gleichgewicht maximal ist, folgt daher die Positivitit
der spezifischen Wirme,

Cy >0. (13.6.7)

Dies kann man sich auch anschaulich klar machen. Bringen wir zwei Systeme mit den Tempe-
raturen 7 und 75 < 7T} in thermischen Kontakt, so fliesst nach dem 2. Hauptsatz Wérme von
System 1 nach System 2. Ist Cy, > 0 so kiihlt sich System 1 dabei ab (wegen 6Q) = Vy.dT)

19Genauer gesagt, sind die Eigenwerte der Hesse-Matrix negativ.
''Die Wirmekapazitit Lisst sich durch 6Q = Cy dT ausdriicken und wird in den Ubungen genauer betrachtet.
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und System 2 erwirmt sich. Die Temperaturdifferenz wird daher ausgeglichen und die Teilsy-
steme streben eine gemeinsame Temperatur 7] = T7. Wire dagegen Cy < 0, dann nihme die
Temperaturdifferenz immer weiter zu und das System wiirde nie einen Gleichgewichtszustand
erreichen.

Die Stabilitdt von Gleichgewichtszustdnden lédsst sich mit dem Prinzip von Le Chatelier aus-
driicken:

Durch eine Auslenkung aus dem thermischen Gleichgewicht verursachte spontane
Prozesse laufen so ab, dass das Gleichgewicht wieder hergestellt wird.

Eine weitere Responsegrofie ist die isotherme Kompressibilitit

1 [oV
AT = =1 (8_P)T >0. (13.6.8)

Anschaulich sieht man die Positivitidt von s dhnlich ein, wie die Positivitit der spezifischen
Wirme: wird ein System komprimiert, so steigt der Druck (falls k7 > 0). Die Wand wird daher in
die Gleichgewichtslage zuriickgeschoben. Wire kappar < 0, so wiirde das System kollabieren.

13.7 3. Hauptsatz der Thermodynamik

Der 3. Hauptsatz der Thermodynamik besagt (sieche Kap. 13.4), dass die Entropie am absoluten
Nullpunkt verschwindet:
Slr—o=0. (13.7.1)

Dies hat eine Reihe von Konsequenzen:

e Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes: Ein System kann nicht in endlich vielen Schrit-
ten bis auf 7' = 0 abgekiihlt werden.

Als Beispiel betrachten wir isotherme und adiabatische Prozesse fiir ein Gas, wobei ja nun
wissen, dass wir eine Adiabate auch Linie konstanter Entropie auffassen konnen. Wird das
Gas durch adiabatische Expansion gekiihlt, so kann 7" = 0 nicht erreicht werden, da nach
dem 3. Hauptsatz die Isotherme 7" = 0 mit der Adiabaten S = 0 zusammenfillt. Da sich
Adiabaten nicht kreuzen, gibt es keine andere Adiabate, die die Isotherme 7" = 0 kreuzt
und diese mit einer Isothermen positiver Energie verbindet.

e Wirmekapazitit bei tiefen Temperaturen: Wir betrachten den Prozess in Abb. 13.7.1, der
die Zustinde A und B reversibel verbindet, wobei A und B gleiches Volumen haben. Nach
dem 3. Hauptsatz ist S(B) = 0 und daher nach (13.4.1)

4] Tc

S(A) = / 0 _ [ vap (13.7.2)
B—A T 0 T

da bei konstantem Volumen 0¢) = C'dT gilt. Damit das Integral endlich bleibt, muss

lim Cy =0 (13.7.3)

T—0
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A T

T=

Abbildung 13.7.1: Zur Herleitung des Tieftemperaturverhaltens der spezifischen Wérme betrach-
ten wir den reversiblen Prozess A — B.

sein, da sonst das Integral divergiert. Wenn wir uns die bekannten Ergebnisse fiir das klas-
sische ideale Gas anschauen dann sehen wir, dass diese allgemeine Bedingung dort nicht
erfiillt ist. Dies ist ein Hinweis darauf, dass fiir sehr tiefe Temperaturen (7" — 0) quanten-
mechanische Effekte wichtig werden.

13.8 Zusammenfassung der Thermodynamik

Wir wollen nun die wesentlichen bisherigen Ergebnisse der Thermodynamik zusammenfassen.
Tatsdchlich haben wir gesehen, dass sich diese in den Eigenschaften der Entropie widerspiegeln.

e Die Entropie ist extensiv und hingt selbst von den anderen extensiven Zustandsgroflen ab.
Genauer kann man sagen, dass die Entropie eine homogene Funktion vom Grade 1 ist,
d.h.

S(AE, AV, AN) = AS(E,V,N) (13.8.1)

fiir beliebige reelle Zahlen .
e Gleichgewichtszustinde maximieren die Entropie S.

¢ Die intensiven ZustandsgroBen sind partielle Ableitungen von S:

oS 1 oS P a8 L
72 - = - = — =—=. 13.8.2
(aE)V,N T <8V>E,N T (aN)E,V I 8
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Die zweiten Ableitungen von .S definieren thermodynamische ResponsegroB3en:

Wirmekapazitit: (82—5) = b (13.8.3)
orE? /., T2Cy '
isotherme Kompressibilitit: (82—5) = — ! . (13.8.4)
oV?2 T TV/iT

Die Stabilitdt der thermodynamischen Gleichgewichtszustinde erfordert, dass die Hesse-

Matrix ( 225 nur negative Eigenwerte hat. Hierbei stehen X und Y fiir die Zustands-
X0V g g
XY

grofen E, V., N, d.h. die Hesse-Matrix ist eine 3 x 3-Matrix. Eine Konsequenz aus dieser
Bedingung ist
CV >0, kp > 0. (1385)

Die Entropie verschwindet bei 7" = (g—g) =0 (3. Hauptsatz).
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Kapitel 14

Die Boltzmann’sche Entropie

14.1 Mikro- und Makrozustande

Bisher haben wir die thermodynamischen Eigenschaften von Systemen durch wenige makrosko-
pische Freiheitsgrade beschrieben. Wie sieht aber der Zusammenhang mit den mikroskopische
Freiheitsgraden aus? Dazu definieren wir zunéchst:

e Mikrozustand (MiZ): Konfiguration der mikroskopischen Freiheitsgrade.

e Makrozustand (MaZ): Konfiguration der makroskopischen Freiheitsgrade.

Im allgemeinen sind sehr viele Mikrozustinde mit einem gegebenen Makrozustand vertriglich.
In der Sprache der Quantenmechanik liegt also eine hohe Entartung vor. Wir kdnnen auch sagen,
dass unser Unwissen iiber den MiZ grof ist, wenn wir nur den MaZ kennen. Es gibt z.B. sehr
viele Moglichkeiten, die Positionen {r;} von N klassischen Teilchen auf ein Volumen V' zu
verteilen oder die Gesamtenergie F auf die kinetische und potentielle Energie.

Wir wollen nun diese Entartung quantifizieren. Dazu fiihren wir die mikrokanonische Zu-
standssumme

Q(E,V, N) = Zahl der Mikrozustinde von N Teilchen im Volumen V' mit Gesamtenergie F
(14.1.1)
ein. Diese Bezeichnung wird durch die alternative Darstellung

UEV,N)= ) 1 (14.1.2)

MiZ mit (E,V,N)

nahegelegt. Hierbei ist die Summe iiber alle MiZ zu bilden, die mit den vorgegebenen makro-
skopischen Freiheitsgraden (E, V, N) vertriglich sind. Dabei tragen alle diese Zustidnde mit dem
gleichen Gewicht zur Summe bei.

Mit Hilfe der mikrokanonische Zustandssumme konnen wir nun die Boltzmann’sche Entropie

S(E,V,N) := kg InQ(E,V,N) (14.1.3)

definieren. Es dridngen sich nun zwei Fragen auf:

139
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e Wie zidhlt man Mikrozustinde? Die Beantwortung dieser Frage ist notwendig, um (2 iiber-
haupt berechnen zu konnen.

e Warum ist die Definition (14.1.3) sinnvoll? Wie hédngt die Boltzmann’sche Entropie mit
der thermodynamischen Entropie zusammen?

Wir geben zunichst eine vorldufige Antwort auf die zweite Frage. Dazu betrachten wir ein ideales
Gas aus N Teilchen, die sich in einem Volumen V' befinden. Wir miissen nun die Moglichkeiten
abzihlen, die N Teilchen in V' zu platzieren. Dazu unterteilen wir V' in M Zellen mit identi-
schem Volumen V{ = % Ein MiZ sei dann durch die Verteilung der Teilchen auf diese Zellen

festgelegt. Jedes Teilchen kann sich daher in M = % verschiedenen MiZ befinden. Somit hat

N
das Gesamtsystem MY = (vlo) Mikrozustinde, d.h.
VAN
Q=|— . 14.1.4
(%) (1D
Fiir die Boltzmann’sche Entropie ergibt sich daher
V
S(E,V,N):nglnv—kf(E,N), (14.1.5)
0
wobei f(E, N) eine unbekannte Funktion bezeichnet, die aber nicht mehr vom Volumen V
abhiéngt. Tatsdchlich erhalten wir aus (14.1.5)

P 9S  Nkg

T oV V

(14.1.6)

und somit die ideale Gasgleichung PV = NkgT.

Um die Verbindung zur thermodynamischen Definition der Entropie herzustellen, betrachten wir
eine isotherme Expansion des idealen Gases um dV'. Dabei dndert sich nach (13.1.5) die innere
Energie des idealen Gases nicht'. Nach dem 1. Hauptsatz ist dE = 6Q — PdV/, d.h. da sich die
innere Energie nicht dndert AQ) = PdV. Somit erhalten wir fiir die Entropieianderung bei der
isothermen Expansion eines idealen Gases

Vaidv oV V4 dv
dS = S(V4+dV) = S(V) = Nkg (In 2 102 ) = NkyIn —
Vo Vo Vv
v\ Nks . PV 6Q
— Nkelnl1— ) = 2 22gy = ——— — % 14.1.
k:Bn(V) v = = 0F (14.1.7)

d.h. Gleichung (13.4.6).

'Dies ist im Ubrigen eine Rechtfertigung dafiir, dass wir bisher nur die Orte, nicht die Impulse der Teilchen
betrachtet haben.
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14.2 Die Entropie des klassischen idealen Gases

Wir wollen nun die Boltzmann-Entropie des klassischen idealen Gases bestimmen. Dazu zédhlen
wir die MiZ mit quantenmechanischen Uberlegungen ab, was auf Grund der Diskretheit der
quantenmechanischen Zustdnde deutlich leichter ist. Wir werden allerdings die Symmetrie der
Wellenfunktion, also den Unterschied zwischen Bosonen und Fermionen, vernachlédssigen. Au-
Berdem nehmen wir an, dass die Energien und die Temperaturen grof sind. Das ist keine wirkli-
che Einschridnkung, da Stoffe ja i.a. nur bei hohen Temperaturen als Gase vorliegen.

Wir betrachten nun N unabhiingige Teilchen der Masse m in einem Kubus V = L3. Die Gesam-

tenergie ist dann durch
N 2 N
) hk. )2
L (k) (14.2.1)

, m ’ 2m
=1 =1

B =

[\

gegeben, wobei wir den quantenmechanischen Zusammenhang p = hk zwischen Impuls und
Wellenzahl benutzt haben. Die Wellenfunktion muss an den Wanden (z, y, z = 0, L) des Kubus
verschwinden. Dies liefert die Quantisierung

k](-a)L = n§a)7r (a=um,y,2) (14.2.2)
der Wellenzahlen. Die Mikrozustinde lassen sich daher durch n = (ny,n,, ..., n, ) charakteri-
sieren, wobei n; = (ngm), n§y), ngz)) ist. Die Energie lésst sich dann folgendermallen ausdriicken:

Rr? &
B() = 5= > ()2 ()2 (nf?)?) (14.2.3)

1=

Wir fithren nun die Zustands-Zahlfunktion
¢(E,V, N) := Zahl der MiZ mit Energie F(n) < E (14.2.4)

ein. Dabei ist die Energie F(n) kleiner als ein vorgegebener Wert £, wenn

N
xT z 2mL2E
> (2 @2 (7)) < mdyi= = (142.5)

h2m2
i=1
Da wir angenommen haben, dass £ grof} ist, ist 7, > 1 und wir konnen die ng.o‘) als kontinu-
ierliche Variablen betrachten. Dann definiert (14.2.5) das Innere einer Kugel vom Radius 7,4
im 3/N-dimensionalen Raum. Da alle n§a) > 0 sein miissen, umfasst ph: nur das Volumen eines

von 23" Orthanten dieser 3N -dimensionalen Hyperkugel:

1
¢(E7 V7 N) = 23_NU3N(nmax)3N . (1426)
Hierbei ist v, das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel:
/2

Vg = (14.2.7)

I'(1+49)
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mit der Gamma-Funktion -
[(x) = / t"temtdt . (14.2.8)
0

Sie kann als Verallgemeinerung der Fakultit aufgefasst werden, denn sie erfiillt die Funktional-
gleichung

Nx+1)=al(x). (14.2.9)
Mit den speziellen Werten
1
I =re) =1, r (5) =7 (14.2.10)
folgt
Fn+1)=n!. (14.2.11)

Wir nehmen an, dass 3N gerade ist. Dann erhalten wir

P(E,V,N) = (14.2.12)

N /2 (mL*E 3N/2
(2! < 212 h? >

Wir miissen nun noch beriicksichtigen, dass die Teilchen ununterscheidbar sind, d.h. das es auf
ihre Reihenfolge nicht ankommt. Um dies zu beriicksichtigen, miissen wir durch die Anzahl der
Permutationen teilen: 5

¢—>m-

Dieser Schritt ist notwendig, damit die Homogenititsbedingung S(AE, AV, AN) = AS(E,V, N)
erfiillt ist. Dies war Gibbs schon vor Entwicklung der Quantenmechanik bekannt!

Um das Ergebnis zu vereinfachen, ersetzen wir die auftretenden Fakultiten mit Hilfe der Stir-
ling’schen Formel

(14.2.13)

N\ N
N!= <—) , (14.2.14)
e
die fiir groBe NV sehr gut erfiillt ist. Somit erhalten wir fiir die Zdhlfunktion
M\ 3N/2 VAN /32
E.V.N :( ) sz () (2 . 14.2.1

Statt ¢ sind wir aber an der Zahl (2 der MiZ interessiert, die exakt die Energie E. Fiir endliche N
gibt es aber u.U. keine MiZ, die E genau treffen. Wir betrachten daher eine diinne Energieschale
E — AFE < E(n) < E. Die Anzahl der Zustinde in dieser Schale ergibt sich zu

INASLL
1-(1-=
(%)

= ¢(E,V,N), (14.2.16)
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wobei wir benutzt haben, dass (%)31\” ? x 0 fir N > 1. In diesem Fall ist die Zahl der Zustinde
in der Schale unabhéngig von deren Dicke AFE. Das ist ein aus der Geometrie bekanntes Er-
gebnis, denn in hochdimensionalen Rdumen enthilt eine diinne Kugelschale fast das gesamte
Volumen der Kugel.

Somit erhalten wir fiir die Entropie des klassischen idealen Gases

VN 3. (E\ 3. /m~ 5
S(E,V,N) = kgN [111 (N) +5hn (N) +5hn <3ﬂh2) + 5} . (14.2.17)

Dies ist tatsdchlich eine homogene Funktion, was sie ohne die oben vorgenommene Korrektur
nicht wiére. Das Ergebnis (14.2.17) wird manchmal auch als Sackur-Tetrode-Gleichung be-
zeichnet. Aus ihr konnen wir nun die Zustandsgleichungen herleiten:

P 0S Nkp

2 _ 9 _ PV = NkpT 14.2.1
T v~ v PV = NksT, (14.2.18)
1 0S  3Nkp 3

L 90 — F = SNkxT. 14.2.1
T oE  2E 5 Vks ( ?)

Wir konnen die bisherigen Ergebnisse so zusammenfassen:
e Die Energie- und Volumenabhingigkeit von €2 hat die Form
Q~ VNN, (14.2.20)

Der erste Faktor kommt von der rdumlichen Anordnung von N Teilchen im Volumen V'
(s.0.). Der zweite ist proportional zum Volumen der 3/N-dimensionalen Impulskugel mit
Radius

16 —
pmax = fﬂ-nmax - QmE . (142.21)

Aus (14.2.20) erhalten wir schon die wesentlichen Abhéngigkeiten der Entropie:

S(E,V,N) = kgNInQ = kgyN {m V4 ; InE + f(N)} . (14.2.22)

e Die N-Abhingigkeit wird (bis auf eine Konstante) durch die Forderung nach Homogenitit
festgelegt:
VvV 3

E
S(E,V,N) =kgN {ln N + 3 In N] + const] . (14.2.23)

14.3 Eigenschaften der Boltzmann’schen Entropie

Im Folgenden wollen wir die wichtigsten Eigenschaften der Boltzmann’schen Entropie fiir all-
gemeine Systeme zusammenstellen.
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14.3.1 Additivitit

Wir betrachten zwei Systeme mit €2, bzw. {2y Mikrozustinden. Das Gesamtsystem ohne Kontakt
(d.h. ohne Energie-, Volumen- oder Teilchenaustausch) hat dann 2 = Qs MiZ, da zu jedem
Mikrozustand von System 1 {25 Mikrozustinde von System 2 gew#hlt werden konnen. Somit gilt

S = ]{IBNIDQ = ]{?B ln(ngg) = /{ZB In Ql + kBQQ = 51 + SQ . (1431)

Die Entropien unabhéngiger Systeme sind also additiv.

14.3.2 Extremaleigenschaft

Wir erlauben nun thermischen Kontakt zwischen den Systemen, d.h. Energieaustausch mit £/ =
Ey 4+ E5 = konstant ist moglich. Die thermodynamische Entropie im neuen Gleichgewichtszu-

stand ist dann durch
S(E) = max [S1(Ey) + Sy (E — EY)] (14.3.2)

gegeben. Die Zahl der Mikrozustidnde erhalten wir durch Integration iiber alle erlaubten Werte
von Fy:

E
Q(E) :/ dE\Q ()0 (E — Ey), (14.3.3)
0

da auf dem Niveau der mikroskopischen Freiheitsgrade beliebige Verteilungen der Energie auf
die Teilsysteme mdglich sind.

Es stellt sich die Frage, ob die Gleichungen (14.3.2) und (14.3.3) miteinander vertréiglich sind? In
(14.3.2) tritt ndmlich nur ein Makrozustand auf, in (14.3.3) aber Makrozustidnde mit beliebigen
Werten von Ej. Es ist daher zu zeigen, dass ein wesentlicher Beitrag zu (14.3.3) nur von dem
Makrozustand kommt, der Gleichung (14.3.2) erfiillt!

Da (); = eSi/k5 konnen wir (14.3.3) auch in der Form

B — /OEdElexp [é(sl(Elwsg(E—El))}

E
= / dF) exp [iS(El)] (14.3.4)
0 ks

schreiben. Der Exponent wird maximal, wenn

d - d
d_ElS(EI) = 5 [S1(E1) + S2(E — Ey)] =0 (14.3.5)
ist, also fiir 95 95
1 2
—_— . T = T . 14. .
aEl 8E2 bzw 1 2 ( 3 6)

In diesem Gleichgewichtszustand nimmt E; den Wert EF¢ an, d.h. S (ESY) ist die Gleichge-
wichtsentropie S(E) gemif (14.3.2).
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Wir entwickeln nun die Entropie um diesen Wert:

1d28

O & 2
S(Er) = S(EFC) + 2dE? (E1 — EY9)" (14.3.7)

wobei die erste Ableitung verschwindet, da wir um ein Extremum entwickeln. Somit ergibt sich
fiir die Zahl der Mikrozustinde

Q(E) = e5EF)/ks / dE, exp
0

ok ag (B B (14.3.8)

[ 1 28
Der Integrand ist eine GauB3-Funktion, deren Breite wir mit Hilfe von Gleichung (13.6.6) abschétzen

konnen: B
d2S 1 1
— 1. 14.3.9
dE2 C’V > << ( )

Die Breite ist also proportional zu v/N. Da wir iiber das Intervall [0, E] integrieren und E o« N
ist, ist der Integrand fiir groBe N nur in einem kleinen Teil des Integrationsbereiches von 0
verschieden. Mit F} = E; — EYC konnen wir daher die Integration auf die gesamten reellen
Zahlen ausdehnen:

2kp dE2

_ swroms [ 1 &S
27T]€B dE12

~ VNeSEF) ks (14.3.10)

: 1
Q(E) ~ SEDks / dElexp[ 5 —Z B

Dabei haben wir die aus den Ubungen bekannten Ergebnisse fiir GauB-Integrale verwendet.
Wir sehen, dass das Integral “nur” um den Faktor v/ N groBer ist, als der Integrand am Maximum
E, = EFY. Somit erhalten wir, da die Gleichgewichtsentropie S(EY) ~ N,
~ 1
kplnQ(E) = S(BEFC) + 5 In N + const.
~ S(ESY). (14.3.11)

Somit sind die Ausdriicke (14.3.2) und (14.3.3) fiir makroskopische Systeme (/V > 1) tatsichlich
dquivalent.

14.3.3 Irreversibilitit

Makroskopische Systeme zeigen irreversibles Verhalten, obwohl die mikropischen Gesetze (klas-
sisch und quantenmechanisch!) zeitumkehrinvariant sind. Daher konnen im Prinzip alle Vorgénge
vorwirts und riickwirts ablaufen. Trotzdem beobachten wir nie, das sich ein zersprungenes Glas
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spontan wieder zusammenfiigt! Woher kommt diese Asymmetrie, die man auch als thermody-
namischen Zeitpfeil bezeichnet?

Die Boltzmann’sche Entropie liefert hier einen Erkldrungsansatz. Bei irreversiblen Vorgéngen
erhoht sich gemill dem 2. Hauptsatz die Entropie. Erhoht sie sich beispielsweise um AS, so
entspricht dies einer Erhohung der Zahl der Mikrozustinde um e®%/*2, Um dieser Erhohung
abzuschitzen, betrachten wir zwei Wassertropfen der Masse m = 1 g und mit Temperatur 7}
bzw. T5. Bringt man diese in thermischen Kontakt, so stellt sich die Gleichgewichtstemperatur
T = % ein, wobei sich die Entropie um

(14.3.12)

2
AS =Cyln (—(Tl 1) )

ATV Ty

dndert (siehe Ubungen). Um die GroBenordnungen abzuschitzen, betrachten wir ein einfaches
Zahlenbeispiel: 77 = 299.9 K und 75 = 300.1 K. Dann ist die Mischungstemperatur 7' = 300 K
und die Entropieéinderung AS = 4.2 - 1077 % Damit ergibt sich fiir die Erhohung der Zahl der
Mikrozustidnde

AQ = 25/ks = 31070 — 113107 (14.3.13)

d.h. die Mikrozustidnde des Anfangszustandes machen nur einen verschwindend kleinen Bruch-
teil aller verfiigbaren Mikrozustinde aus. Das System kann daher praktisch nicht in seinen An-
fangszustand (d.h. zwei Tropfen mit leicht unterschiedlicher Temperatur) zuriickkehren. Genauer
gesagt ist die Riickkehrzeit so grof3, dass sie fiir alle praktischen Zwecke als unendlich angenom-
men werden kann?.

Die Zunahme der Entropie, und damit der 2. Hauptsatz, ist also ein statistischer Effekt: Eine
Riickkehr in den Anfangszustand ist nicht unmdglich, aber extrem unwahrscheinlich.

Die Umkehrung irreversibler Prozesse wird wahrscheinlicher fiir kleine Systeme, z.B. in der
Zellbiologie oder Nanotechnologie. Dort sind Abweichungen vom 2. Hauptsatz tatsidchlich be-
obachtbar!

14.3.4 3. Hauptsatz und Restentropie von Eis
Der 3. Hauptsatz lautet in Boltzmann’scher Interpretation:

Ein System besitzt bei der tiefsten erreichbaren Energie £ (der Grundzustandsener-
gie) einen eindeutigen (Grund-)Zustand: Q2(Ey) = 1.

Bem.: Da die Entropie S eine extensive GroBe ist, sollte man eher 2(E) < N sagen, was zu
S/N — 0 fiihrt.

Dies ist fiir viele Systeme erfiillt, es gibt aber Ausnahmen. Das Tieftemperaturverhalten eines
Systems gibt daher Einblicke in die Freiheitsgrade, die auch fiir 7 — 0 nicht “einfrieren”.

Ein wichtiges Beispiel hierfiir ist die Restentropie von Eis. Man beobachtet experimentell, dass

S
Nkp

041  fir T —0, (14.3.14)

“Man beachte, dass dieses Argument unabhiingig von der tatsichlichen Dynamik ist.
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Abbildung 14.3.1: Illustration der Eisregel fiir ein Quadratgitter.

wobei N die Anzahl der H,O-Molekiile ist. Die Anzahl der Mikrozustinde verhilt sich also wie
Q=0  mit Qy~ "~ 151, (14.3.15)

wobei () die Anzahl der Mikrozustinde pro Molekiil ist.

Wie kommt diese Verletzung des 3. Hauptsatzes zustande? Eine mogliche Erkldrung ergibt sich
aus der Struktur der Eiskristalle. Dort hat jedes O-Atom vier Nachbarn, wobei die H-Atome auf
den Verbindungen zweier benachbarter O-Atome sitzen. Die O-H-Bindung hat eine bevorzug-
te Lange, weshalb es zwei nahezu dquivalente Positionen gibt, die energetisch fast gleichwertig
sind. Der Abstand zum niheren O-Atom betriigt dabei etwa 0.95 A (entsprechend einer kova-
lenten Bindung), der zum weiter entfernten O-Atom 1,81 A (entsprechend einer Wasserstoff-
briickenbindung). Wenn diese beiden Positionen wirklich dquivalent wéren, dann wirem jedem
Sauerstoffatom zwei H-Atome zugeordnet. Es gibe somit €}y = 2 x 2 — 4 Mikrozustinde pro
Sauerstoffatom, was viel grofer ist als der experimentell ermittelte Wert 1.51. Es muss daher
Einschrinkungen der moglichen Platzierungen geben. Diese sind durch die Eisregel gegeben,
die Bernal und Fowler 1933 vorgeschlagen haben:

Von den vier ein Sauerstoffatom umgebenen H-Atomen sitzen zwei auf der niheren
und zwei auf der weiter entfernten Position.

Die Eisregel fiihrt dazu, dass jedes O-Atom eine Umgebung hat, die der im H,O-Molekiil so weit
wie moglich entspricht. Von den 16 Moglichkeiten, vier H-Atome um ein O-Atom zu platzieren,
bleiben daher nur 6 iibrig (siche Abb. 14.3.1).

Beschreibt man die Verschiebung der H-Atome relativ zur Mitte der Verbindung, so erilt man
sechs erlaubte Konfigurationen (Abb. 14.3.2). Die Eisregel besagt dann, dass es zwei einlaufende
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Abbildung 14.3.2: Erlaubte Konfigurationen im 6-Vertex-Modell. Die Pfeile zeigen in die Rich-
tung, in die das entsprechende H-Atom relativ zur Mitte der Verbindung verschoben wird.

und zwei auslaufende Pfeile gibt. Verboten ist z.B. ein Vertex, bei dem alle Pfeile einfaufen oder
auslaufen. Mit der Eisregel ergibt sich dann fiir die Zahl der Mikrozustinde

6 3

Qp = 6 4= 3 (14.3.16)

Dieses, auf Linus Pauling zuriickgehende Argument, ist aber nicht exakt. Es vernachlissigt den

Einfluss der Platzierung der H-Atome an einem O-Atom auf die an anderen O-Atomen. Eine

allgemeine exakte Losung, die die Struktur von Eis beriicksichtigt, ist nicht bekannt. Man kennt
allerdings exakte Schranken:

1.5065 < 25 < 1.5068 . (14.3.17)

Auf einem Quadratgitter 1dsst sich das Problem jedoch exakt 16sen (E. Lieb, 1967). Dort findet
man

4\ 32
Q= (g) ~ 1.5396, (14.3.18)

was etwas groBer als der experimentelle Wert ist.



Kapitel 15

Die Verteilungen der statistischen Physik

15.1 Mikrokanonische Gesamtheit

Bisher haben wir abgeschlossene Systeme betrachtet, deren Energie konstant ist. Es gibt i.a. sehr
viele (Mikro-)Zustinde zu jeder Energie E. Daher stellt sich die Frage, mit welcher Wahrschein-
lichkeit sich ein abgeschlossenes System bei gegebenem Makrozustand in einem bestimmten
Mikrozustand befindet. Die Antwort liefert das Grundpostulat der statistischen Physik:

Ein abgeschlossenes System im Gleichgewicht hilt sich mit gleicher Wahrschein-
lichkeit in jedem seiner zuginglichen Mikrozustinde auf.

Diese Annahme einer Gleichverteilung entspricht dem geringstmdoglichen Vorurteil iiber die Ver-
teilung der Mikrozustinde, insbesondere werden keine Zustinde ausgezeichnet.

Als Konsequenz des Grundpostulats ist die Wahrscheinlichkeit P, das System in einem be-
stimmten Mikrozustand zu finden, durch

Pl = (15.1.1)

1
Q

gegeben. Dies nennt man auch mikrokanonische Verteilung. Die mikrokanonische Gesamt-
heit (oder auch mikrokanonisches Ensemble) umfasst alle Zustinde mit Energie! E (siehe auch
Kap. 14.1). €2 heisst auch statistisches Gewicht.

Wir betrachten zwei Systeme mit den Gewichten {2; und (2,. Das kombinierte System hat dann
das Gewicht €2 = ), - 9, wenn die Systeme unabhingig sind. Die Entropie des Gesamtsystems
ist dann

S:thlQ:k)Banl—i‘kZBlIng:Sl—i—Sg, (1512)

dh. die Entropie ist additiv.

"bzw. mit einer Energie im Intervall [E, E + §E] mit E < F

149
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15.2 Kanonische Gesamtheit

Wir betrachten nun Systeme, die durch Wiarmeaustausch mit einem Warmereservoir auf konstan-
ter Temperatur 7' gehalten werden?. System 1 sei daher in thermischem Kontakt mit System 2,
dem Reservoir, und viel kleiner als dieses. Die Gesamtenergie £/ = E; + Fj5 ist daher konstant,
ebenso die Teilchenzahlen N; und N, der beiden Systeme. Da System 2 als Reservoir fungieren
soll, ist

B, < Ey und Ny < Ny (15.2.1)

Es stellt sich nun die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit P(™ sich System 1 in einem be-
stimmten Mikrozustand n mit der Energie F/y = Ef") befindet? Diese ist nicht mehr durch die
mikrokanonische Verteilung gegeben, denn die Energie von System 1 ist ja nicht mehr fest.

Da der Zustand von System 1 festgelegt ist (= n), ist die Zahl der Zustinde des Gesamtsystems
gleich der Anzahl der Qo (E — EYL), N,) der Mikrozustinde des Reservoirs. Nach dem Grundpo-
stulat gilt daher?

(B - B N)

p — , 15.2.2
Q(E, N, + N») ( )
wobei (25 durch die zugehorige Boltzmann-Entropie ausgedriickt werden kann
N So(E — E™ N
W (E — B, N,) :exp< 2( - Lo 2)> . (15.2.3)
B
Da Efn) < E, konnen wir die Entropie entwickeln:
S (E—E(”))NS(E)—E(")%—S(E)—in) (15.2.4)
2 1 ~ 2 1 8E2 — M2 T 5 L.

denn die partielle Ableitung liefert gerade die Temperatur 7' des Reservoirs. Somit konnen wir
die gesuchte Wahrscheinlichkeit in der Form
exp (52/ks)

1 (n)
p™ = = —e B /ksT 15.2.5
QE N, + Ny Z° (15.2.5)

darstellen. Die hier eingefiihrte Grof3e

z=%" e B kBT (15.2.6)

garantiert die Normierung Y P™ = 1.

Die Wahrscheinlichkeit P hingt also nur von der Energie des Zustandes 7 ab und die Eigen-
schaften des Reservoirs gehen nur iiber dessen Temperatur 7" ein. Lassen wir nun zur Vereinfa-
chung den Index 1 weg und bezeichnen die Energie des Mikrozustandes n einfach nur mit £,,,

’Das Gesamtsystem werden wir mikrokanonisch betrachten.
3Das Verhiltnis der Zahl der erlaubten zu den moglichen Zustinden, die ja alle gleich wahrscheinlich sind.
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so bezeichen wir nach J.W. Gibbs

ny_ 1 _
P = e (15.2.7)
als die kanonische Verteilung und
Z =Y e Pt (15.2.8)

als die kanonische Zustandssumme. Dabei haben wir die Abkiirzung

1

ﬁ:kBT

(15.2.9)

eingefiihrt. Spiter (in Kap. 15.4) werden wir sehen, dass die kanonische Zustandssumme mehr
als nur eine Normierung ist, sondern von zentraler Bedeutung fiir die Thermodynamik.
Vergleichen wir die kanonische mit der mikrokanonischen Zustandssumme

QUEV,N)= > 1, (15.2.10)
MiZ mit (E,V,N)

so sehen wir, dass in Z liber alle Zustinde summiert wird. Diese werden allerdings mit dem
Boltzmann-Faktor ¢ =% gewichtet.
Wir betrachten zwei Grenzfille:

E, < kgT: e PPrai, (15.2.11)

E,>kgT: e "Px0. (15.2.12)
Die Summation ist daher im wesentlichen auf die Zustinde beschrinkt, deren Energie £, kleiner
als die thermische Energie kpT ist, d.h. der Energie, die bei der Temperatur 7" fiir Anregungen
zur Verfiigung steht.

Mittelwerte und Varianzen lassen sich in der kanonischen Verteilung relativ einfach bestimmen.
Der Mittelwert der Energie ist

1 10
_ 4 ~BE, _ _+ 9 ~BEn
(En) Z;Eﬂe Z@ﬁ;e
10z  0lnZ
ZopB opB

Die Varianz erhilt man mit einer dhnlichen Rechnung:

Finz _ 9 (102 187 1 (02)°

opr op\zop) zZop Z2*\9pB
1 _
= 7 ZEie PEn <En>2 = <(En - <En>)2>

= (AE,)?. (15.2.14)

(15.2.13)
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Die Varianz (AFE,,)? ist also endlich und verschwindet nicht wie im mikrokanonischen Ensemble.
Der Grund ist, dass die Energie des Systems nicht erhalten ist, da durch den Wirmeaustausch
mit dem Reservoir Energieschwankungen auftreten. Ein MaB fiir die relativen Schwankungen ist

aB, (B~ (B)))
B~ (B

<1 (15.2.15)

wobei die letzte Abschitzung fiir groe Systeme gilt. Genauer gilt

H2 0 OE 0T OF
—_ 2 = _— = —_—— = —=—— s — = 2 —_—
((En — (E2))™) T In~Z 85<En) 9T 95 kT (5‘T)V,N
= kgT?Cy . (15.2.16)

Die Schwankungen einer extensiven Grof3e, der Energie, konnen also mit einer Responsefunkti-
on, der spezifischen Wirme, in Verbindung gebracht werden. Es gibt weitere Beispiele fiir solche
Beziehungen, die wir spiter kennenlernen werden. So stehen die Schwankungen der Teilchen-
zahl mit der thermischen Kompressibilitit xp in Zusammenhang. Auflerdem lesen wir aus der
Beziehung ab, dass 'y, > 0 muss, denn die Varianz kann nicht negativ werden. Dies hatten wir
ja schon friiher als Stabilititsbedingung abgeleitet.

AbschlieBend konnen wir nun noch die Groenordnung der Schwankungen bestimmen. Da die
innere Energie und die Wiarmekapazitit extensive GroBen sind, d.h. £, C, o< N, folgt

AFE, v Cy 1
o o o oc\/N.

(15.2.17)

So sind die relativen Schwankungen fiir ein makroskopisches System mit N ~ 10%* von der
GroBenordnung 1072, d.h. praktisch vernachldssigbar. Makroskopischen Systemen kénnen da-
her in einer thermodynamischen Beschreibung scharfe Werte der Energie (und anderer extensiver
GroBen) zugeordnet werden. AuBerdem liefert diese Beobachtung eine Begriindung fiir die Iden-
tifikation der inneren Energie F' mit dem Erwartungswert (E,,).

15.3 Entropie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Um die Briicke von der kanonischen Verteilung zur Thermodynamik zu spannen, miissen wir die
Entropie durch die Wahrscheinlichkeiten P(™ ausdriicken. Dazu wenden wir die Boltzmann’sche
Definition auf das abgeschlossene Gesamtsystem (System -+ Reservoir) an:

Se = kpln Q¢ (15.3.1)

wobei () die Zahl der Mikrozustinde des Gesamtsystems ist.
Wir bestimmen nun €2, indem wir das System in M > 1 identische Teilsysteme unterteilen. Ins-
besondere sind also alle Teilsysteme viel kleiner als das Gesamtsystem. Daher wirken fiir jedes
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Subsystem die anderen M — 1 Subsysteme wie ein Wirmereservoir. Daher ist die Wahrschein-
lichkeit, ein Teilsystem v in einem Mikrozustand n anzutreffen, durch die kanonische Verteilung

PM = %eﬁEn (unabhingig von ) (15.3.2)
(unabhiingig von ) gegeben. Fiir grofe M findet man typischerweise m™ Teilsysteme im Mi-
krozustand n. Nach dem Gesetz der groBen Zahlen* ist dies durch m™ ~ M P gegeben. Wir
suchen daher die Anzahl Q) der Mikrozustinde, die mit der Bedingung, dass sich m(™ Sub-
systeme im Mikrozustand n befinden, vertriglich sind. Diese kann mit Hilfe kombinatorischer
Uberlegungen bestimmt werden und ist durch die Multinomialkoeffizienten gegeben:

M!
cm@D @ -
Qa(M;m'Y m'9 .. ) = I mi (15.3.3)
Fiir M > 1 konnen wir die auftretenden Fakultiten mit Hilfe der Stirling-Formel
A\
N! = (—) bzw. InN!'~NInN — N (15.3.4)
e
approximieren. Hiermit ergibt sich
InQQ¢ ~ MInM— M — Z [m(") Inm™ — m(”)]
= MInM—M-> m™nm", (15.3.5)

wobel wir im letzten Schritt Zn m(™ = M benutzt haben. Setzen wir nun m™ ~ M P™ ein,
so erhalten wir

Qe ~ MInM—M = [P™In(P"M)]

= —M) P"npm, (15.3.6)

woraus fiir die Entropie des Gesamtsystems

Se=kgInQg = —Mkp Z P 1 p (15.3.7)

folgt. Da alle Teilsysteme identisch sind, ist die Gesamtentropie M -mal der Entropie des Teilsy-
stems. Dies liefert die Shannon-Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung P(™):

S=—kp» P (PM), (15.3.8)

“Dieses besagt, dass in einem solchen Fall die Wahrscheinlichkeit ungefihr gleich der relativen Hiufigkeit ist.
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die 1948 von Claude Shannon aus informationstheoretischen Uberlegungen hergeleitet wurde.
In der Informationstheorie ist die Entropie einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ein MaB fiir die
mit der Verteilung verbundenen Unkenntnis oder Ignoranz.

Die Boltzmann-Entropie kann als Spezialfall der Shannon-Entropie aufgefasst werden. Nach
dem Grundpostulat sind alle Mikrozustinde gleichwahrscheinlich, d.h. P = 1/ und somit

S=—kpy PMn(PM)=—ks Z = ln ~ =kpnQ. (15.3.9)

15.4 Freie Energie und thermodynamische Potentiale

Setzen wir nun in die Shannon-Entropie (15.3.8) die kanonische Verteilung (15.2.7) ein, so er-
halten wir zunichst

E
S=—kp» P"(-PBE,—InZ)= 7 +hpnZ, (15.4.1)

wobei wir (E,,) = E ausgenutzt haben, und schlieBlich die (Helmholtz’sche) freie Energie

F(T,V,N) = —kgnZ = E—TS (15.4.2)

Die freie Energie ist die Grundlage der Thermodynamik von Systemen, die durch Kontakt mit
einem Reservoir auf konstanter Temperatur gehalten werden. Die Gleichgewichtszustidnde sol-
cher Systeme minimieren die freie Energie. Sie ist eine Funktion der extensiven Variablen V', NV
und der intensiven Variablen 7. Fiir ihr Differential gilt daher

dF =dE —TdS — SdT'= —PdV — SdT + pdN . (15.4.3)

Hieraus konnen wir die Ableitungen der freien Energie ablesen:

oF oF oF
(W)m =" (a—T)V,N =% (a—N)T,V e (1544

Mathematisch ist die freie Energie F'(7, V, N) die Legendre-Transformierte der inneren Energie
E(S,V,N) bzgl. S. Wie wir schon aus der klassischen Mechanik wissen, ersetzt die Legendre-
Transformation eine unabhingige Variable einer Funktion durch die Ableitung der Funktion
nach dieser Variablen (hier: S — g—g = T) und zwar so, dass keine Informationen verloren
gehen, d.h. das die Transformation umgekehrt werden kann. In der klassischen Mechanik wird
z.B. aus der Lagrange-Funktion £(q,¢) die Hamilton-Funktion H(q,p) = pg — L, wobei die
verallgemeinerte Geschwindigkeit ¢ durch den Impuls p = M ersetzt wird.

Da die Ableitung nach einer extensiven Grof3e eine 1ntenswe GroBe ist, wird eine extensive Zu-
standsgroBe bei der Legendre-Transformation durch eine intensive ersetzt. Auf diese Weise kann

man weitere Legendre-Transformierte von E(S, V, N) erzeugen:
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e Freie Energie: F'(T,V,N)=FE —TS.
Die Entropie S wird durch die Temperatur 7' = g—g ersetzt. Sie dient zur Beschreibung von
Systemen mit fester Temperatur 7" und festem Volumen V.

e Enthalpie: H(S,P,N) = E + PV.
Das Volumen V' wird durch die Druck P = —g—"f ersetzt. Sie dient zur Beschreibung von

abgeschlossenen Systemen bei festem Druck P.

e Freie Enthalpie: G(T, P,N)=FE — TS + PV.
Die Entropie S und das Volumen V' werden durch die Temperatur 7" und den Druck P
ersetzt. Sie dient zur Beschreibung von Systemen bei fester Temperatur 7" und festem
Druck P.

15.5 Kanonische Beschreibung des klassischen idealen Gases

Wir wollen nun das klassische ideale Gas im Rahmen des kanonischen Ensembles untersuchen.
Wie schon frither werden wir die Quantenmechanik nur zur Abzihlung von Zustéinden verwen-
den. Die Symmetrie der Wellenfunktion und deren statistische Effekte werden vernachldssigt.
Diese Niherung gilt bei hohen Temperaturen und wird auch semiklassische Niaherung genannt.
Wir werden im folgenden Kapitel 15.6 in allgemeinerer Form auf sie zuriickkommen.

Wir betrachten /V unabhingige, identische Teilchen, der Einteilchen-Energien wir mit ¢ (k =
1,2,3,...) bezeichnen. AuBerdem fiihren wir den Teilchenindex v = 1,2,..., N ein. Fiir un-
terscheidbare Teilchen ist dann ein Mikrozustand durch die Angabe des Einteilchenzustandes
k, fiir alle Teilchen v eindeutig festgelegt, d.h. durch n = {kq, ko, ..., ky}. Die Energie dieses

Zustandes ist
N

E, =) e, (15.5.1)

v=1

gegeben. Hieraus konnen wir nun die kanonische Zustandssumme bestimmen:

Z = Z e PEn — Z Z . Z e Pery Tery o tery)

n k1 ko k/'N

N
= <Zeﬁ(6k)> = zN (15.5.2)
k

mit der Einteilchen-Zustandssumme

Zy =Y el (15.5.3)
k
Wie schon friiher beriicksichtigen wir nun die Ununterscheidbarkeit der Teilchen durch’
z
Z N (15.5.4)

SDies ist i.a. nur eine Niherung, siehe R. Baierlein, Am.J.Phys. 65, 314 (1997).
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Das vorliegende Problem ist aber deutlich einfacher als die Behandlung in Kap. 14.2, da wir nur
die Einteilchenzustandssumme Z; bestimmen miissen.

Dazu betrachten wir wieder ein quantenmechanisches Teilchen in einem Kasten vom Volumen
V = L3. Die Einteilchenenergien sind

=k mit k= %(nmny,nz) (R € N). (15.5.5)

Fiir die Einteilchenzustandssumme ergibt sich dann

o (o) o oo 3
7, = Z Z Z e—ﬁ;,i’;i (nZ+nj+n?) _ (Z e—@iﬁ*) . (15.5.6)
n=1

ng=1ny=1n.=1

Im klassischen Grenzfall, d.h. fiir hinreichend grof3e Temperatur 7" und/oder grolem L, kann
die Summation durch eine Integration ersetzt werden:

o0 L27\'2 2 3 L 3
7y = (/ e P omizn dn) = (—) (15.5.7)
0 /\th

mit der thermischen de Broglie-Wellenlinge
orh? \/?
Aip = (kaT> . (15.5.8)

Diese Bezeichnung kommt daher, dass die kinetische Energie eines Teilchens mit der Wel-
lenlidnge Ay,

2 2
D h
— = —— =7nkgT 15.59
2m  2mA?, B ( )
ist (wobei wir p = h/\ benutzt haben), also von der GroBenordnung der thermischen Energie
kgT.
Die freie Energie des idealen Gases ergibt sich damit unter Verwendung der Stirling’schen For-
mel (15.3.4) zu

F = kgTh (Z—lN) = —kgT [Nln (£> — NlnN+N]
N! A3
= —kgTN [ln (L> + 1} . (15.5.10)
N3,
Durch Ableitung nach der Temperatur erhalten wir hieraus die Entropie
S = (2_5>V,N — kN [m (%) + ;m (%) + g} , (15.5.11)

die Sackur-Tetrode-Gleichung. Ersetzen wir hier 7" mittels der kalorischen Zustandsgleichung
E= %N kg1 durch E, so erhalten wir die bereits bekannte Form (14.2.17) zuriick.

Die obigen Uberlegungen zeigen, dass die kanonische und die mikrokanonische Betrachtung
die gleichen Ergebnisse fiir die thermodynamische Entropie liefern. Dies gilt analog fiir alle
anderen thermodynamischen Groflen und kann auf die Vernachldssigbarkeit von Schwankungen

in makroskopischen Systemen zuriickgefiihrt werden.
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15.6 Die semiklassische Zustandssumme und der klassische
Gleichverteilungssatz

Die Einteilchenzustandssumme (15.5.6) kann als Integral iiber die klassischen Freiheitsgrade
geschrieben werden:

> > > RPr? 2 2
7, = /0 dnx/o dny/o dn, exp {—B2mL2(nm+ny+nz)}

I 3 00 00 0o ﬁ ) ) )
= 37 mdpx mdpy mdpzeXp —g,- (Pr + 1y +1%)

1 L o 8 2
= &’ d*pe”2n? 15.6.1
vend R B (156.1)
wobei wir zuniichst die Summen durch Integrale ersetzt haben. Beim Ubergang zur zweiten Zeile
haben wir dann die Impulskomponenten p; = hk; = %nj € | — 00, 00| eingefiihrt und beim

Ubergang zur dritten Zeile schlieBlich L = fOL dz.

Wir kinnen also die Einteilchenzustandssumme Z; als Integral des Boltzmann-Faktors e~k
iiber den klassischen Phasenraum (r,p) interpretieren. Der Faktor (27/h)~3 macht (a) die Zu-
standssumme dimensionslos und (b) definiert die kleinste Zellengroe im klassischen Phasen-
raum, denn wegen der Unschirferelation gibt es ungefihr einen Zustand pro Phasenraumzelle
AxzAp, ~ h = 27h.

Das Ergebnis (15.6.1) kann auf beliebige klassische /NV-Teilchen-Systeme verallgemeinert wer-
den: Ist dessen klassische Hamilton-Funktion durch

p:

2m

N
H(ry, o rnipy o ry) = O 5=+ Vi(ry, - ry) (15.6.2)
=1

gegeben, so ist die semiklassische kanonische Zustandssumme

I .
Zsk = (m) /d?’NT/d3NpeBH(TI"”’TN’pl’m’rN)- (15.6.3)
™

Die Bezeichnung “semiklassisch” bezieht sich dabei auf die Tatsache, dass hier die klassische
Hamilton-Funktion mit dem Faktor (27/)~ auftritt. Fiir ununterscheidbare Teilchen muss, wie
schon friiher, der zusitzliche Faktor % beriicksichtigt werden.

Mit Hilfe der semiklassischen Zustandssumme konnen wir nun den klassischen Gleichvertei-
lungssatz ableiten:

Jeder klassische Freiheitsgrad, der quadratisch in die mechanische Energie eingeht,
tragt %k: g1 zur inneren Energie des Systems bei.

Wir betrachten hierzu ein System mit Ny Freiheitsgraden X, X, ..., X, und der Hamilton-
Funktion Hy(Xy,..., X Nf). ® Wir fligen nun einen weiteren Freiheitsgrad X Nj+1 hinzu, der

SFiir ein System aus NV freien Teilchen ist z.B. Ny = 3N und X sind die Impulskomponenten.
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quadratisch in die Energiefunktion eingeht:

H(Xy, - Xn,, X)) = Ho(Xy, -, Xy,) + CX5F (15.6.4)

gL

Die innere Energie in semiklassischer Ndherung erhalten wir dann durch den semiklassischen,
kanonischen Mittelwert (.) g, als

E=(H)g = (Ho)sr + (CXJZ\,f+1>Sk. (15.6.5)

Der zusitzliche Beitrag zur inneren Energie ist also

1 _ _ 2
<CX12Vf+1>5k " T /deHXe BHO (X, Xnp) ﬁCXNf“C'XJQ\/fH
0 -BCX% .,
B f_oo dXNf+1€ Nyt OXJQ\,f+1 15.6.6
- — X , (15.6.6)
ffoo dXNf+1€ !
da sich die Integration tiber Xy, --- , Xy, gegen die entsprechenden Beitrdge von der Zustands-
summe Z g, wegkiirzt. Nach der Substitution x := /3C Xy, erhalten wir
) 17 da z2e™
<CXNf+1>sk = 3 ffooo -
1
= §kBT' (15.6.7)

Da das ideale Gas 3N quadratische Impulsfreiheitsgrade besitzt, konnen wir seine innere Energie
direkt mit dem Gleichverteilungssatz bestimmen:

E = ;NkBT, (15.6.8)
und hieraus die Wiarmekapazitit
oE 3
Cy 57 — 5iVkB (15.6.9)

Bei einem harmonischer Kristall ist auBerdem die potentielle Energie quadratisch in den Ortsfrei-
heitsgraden, sodass wir in diesem Fall 6 N quadratische Freiheitsgrade haben. Fiir die Wirmeka-
pazitit ergibt sich somit die Dulong-Petit’sche Regel

Cy =3Nkg. (15.6.10)

Bei molekularen Gasen gehen auch die Rotations- und Schwingungsfreiheitsgrade quadratisch
in die Energie ein und tragen entsprechend zur Wirmekapazitit (bei hohen Temperaturen) bei.
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15.7 Die groBBkanonische Gesamtheit

Wir wollen nun Systeme mit variabler Teilchenzahl betrachten. System 1 stehe in Kontakt mit
einem Reservoir (= System 2), mit dem es Energie und Teilchen austauschen kann, aber

E=FE+E, und N =N;+ Ny konstant . (15.7.1)

Wir fragen nun, mit welcher Wahrscheinlichkeit P™ gich das System in einem bestimmten Mi-
krozustand mit der Energie E\" und Teilchenzahl N\™ befindet?

Analog zum Vorgehen in Kap. 15.2 findet man, dass P™ proportional zur Zahl der Mikro-
zustinde des Reservoirs ist:

_ ) Ar_ar(n)
PO~ Qy(E — E™ N — N™Y = erpSE-BTN-N") (15.7.2)

Da Efn) < Eund N l(n) < N, konnen wir wieder die Entropie bis zur 1. Ordnung entwickeln:

9 9
Sy (E—E™W NN ~ S,(E.N)—Eg™Z22 _ ym 22
2( 1 1 ) 2( 9 ) 1 aEQ 1 aNQ
(n) (n)
E UN
= So(E,N)— 421 15.7.3
2( 9 ) T + T ) ( )

wobei 7" und p die Temperatur bzw. das chemische Potential des Reservoirs sind.
Kombinieren wir die letzten beiden Gleichungen, so erhalten wir die groBkanonische Vertei-
lung

) _ 1 s
Py’ = Z—gke " (15.7.4)
mit der groBkanonische Zustandssumme
Ty = Z e B(En—pNn) . (15.7.5)

Wir stellen nun die Verbindung zur Thermodynamik iiber die Shannon-Entropie (15.3.8) her, die
ja fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilungen gilt:

S = —kp Z P In (P(”)> ki Z P (=BE, + BuN, — In Zy,)
E N
= &= MT +kpln Zg . (15.7.6)

Analog zur freien Energie definieren wir als neue Zustandsgrofe das groBkanonische Potential
J(T,V,pu) == —kplnZy =E —-TS — uN . (15.7.7)

Dies ist die Legendre-Transformierte von £(S, V, N) bzgl. S und V.
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Kapitel 16

Ideale Quantengase

Im Folgenden wollen wir die Idealisierung eines idealen Gases verlassen. Abweichungen vom
Verhalten eines idealen klassischen Gases konnen verschiedene Ursachen haben:

e Wechselwirkungen zwischen den Molekiilen: intermolekulare Krifte sind i.a. abstoend
bei kleinen Abstinden und anziehend bei gro3en. Das zugehorige Wechselwirkungspoten-
tial V() zwischen zwei Teilchen im Abstand 7 hat daher ein Minimum bei einem Abstand
r9, den man als bevorzugten Teilchenabstand interpretieren kann. Bei tiefen Temperaturen
oder hohen Driicken fiihrt ein solches Potential zur Bildung einer kondensierten Phase (=
fliissig oder fest), bei der der Teilchenabstand ungefihr r ist.

e Quanteneffekte: Um zu sehen, wann diese wichtig werden, betrachten wir die Sackur-
Tetrode-Gleichung (15.5.11) fiir die Entropie eines idealen Gases in der Form

) 5
S = Nkpg [ln (—) + —1 (16.0.1)
A3 2

mit v = V/N, dem Volumen pro Teilchen. Der mittlere Teilchenabstand ist daher von der
GroBenordnung v~/3. Man sieht, dass fiir v < e~/2),, die Entropie negativ wird, im
Widerspruch zu den Hauptsitzen und der Boltzmann’schen Definition = kg In 2, da ja die
Zahl der Zustiande €2 > 1 sein muss.

Hieraus konnen wir nun schliessen, dass die Form (16.0.1) ihre Giiltigkeit verliert, wenn
der mittlere Teilchenabstand vergleichbar mit der thermischen de Broglie-Wellenldnge A\,
wird, also insbesondere bei hohen Dichten. Da A\, o< T2 tritt dies auch bei tiefen Tem-
peraturen ein. In diesen Bereichen werden Quanteneffekte, d.h. die statistische AbstoBung
bei Fermionen und die statistische Anziehung bei Bosonen, wichtig.

In realen Systemen iiberlagern sich Wechselwirkungs- und Quanteneffekte. In der Theorie ist
aber eine Trennung moglich. Dies fiihrt zum Konzept des idealen Quantengases, bei denen nur
die Quanteneffekte eine Rolle spielen und die Wechselwirkungen vernachlidssigt werden konnen.

161



162 KAPITEL 16. IDEALE QUANTENGASE

16.1 Besetzungszahlen

Wir betrachten nicht-wechselwirkende quantenmechanische Teilchen mit den Einteilchenener-
gien €. Da die Teilchen ununterscheidbar sind, ist ein Mikrozustand ) vollstindig durch die
Besetzungszahlen n; dieser Einteilchenzustinde festgelegt:

Y ={ni,ng,...}. (16.1.1)

Dabei ist n, die Zahl der Teilchen im Zustand £. Fiir Fermionen ist n;, = 0, 1 (Pauli-Prinzip), fiir
Bosonen ny, = 0,1,2,..., Ny. Die Energie E, und Teilchenzahl N,,des Zustandes v lassen sich
durch die Besetzungszahlen ausdriicken:

Ey=) nyg, und Ny=Y n. (16.1.2)
k k

Da man bei der kanonische Behandlung die Nebenbedingung N = N, beriicksichtigen muss, ist
diese schwieriger als die groBkanonische Behandlung. Die gro3kanonische Zustandssumme des
Systems lésst sich relativ einfach bestimmen:

Zop = Ze_ﬂ By—plNy) — ZZ B nker—1 2 k)

ny ng

=3 > .. <H6—5"k<€k-ﬂ>> =11 (Ze—ﬁnm M) sz’) (16.1.3)
k k ng

ny na

mit der grofkanonische Zustandssumme Z;Z) zum Einteilchenzustand k. Wir sehen, dass die
groBkanonische Zustandssumme Z;, dhnlich wie im kanonischen Fall faktorisiert. Allerdings
beziehen sich nun die Faktoren auf Einteilchenzustinde, nicht auf einzelne Teilchen!

Das groBkanonische Potential ist

J = —kgTnZy, = —kBTZInZ k) — Z T (16.1.4)
mit
Jo=—ksTIn Z() . (16.1.5)

Das chemische Potential ;. wird iiber die mittlere Gesamtteilchenzahl festgelegt:

N = i gm,c) (16.1.6)
mit 9J
(ng) = _a_:’ (16.1.7)

der mittleren Teilchenzahl im Zustand k.
Wir bestimmen nun (ny,) getrennt fiir den Fall von Fermionen und Bosonen.
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e Fiir Fermionen ist n; = 0, 1 und somit

Jp =1+ el (16.1.8)
d.h.
@%>:—%@T§%h%1—wa%_w)::Lijikgw)zem%iw+1. (16.1.9)
Die Verteilung von Fermionen geniigt also der Fermi-Dirac-Verteilung
1
(ng) = a1 (16.1.10)

In der Fermi-Dirac-Verteilung sind Zustinde mit ¢, < p stets besetzt ((nx) ~ 1) und
Zustinde mit ¢, >> p stets unbesetzt ((ng) ~ 0). Fiir epsilon, = pist (ny) = 3.

e Fiir Bosonen ist ny = 0,1, 2, ... und somit

1

Zk) _ (6*5(6k*u))n — T el

(16.1.11)

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass es sich um eine geometrische Reihe

handelt. Da
Ji = kpTln (1 — P (16.1.12)
folgt fiir die mittleren Besetzungszahlen
o e Blex—n) 1
- _ - _ o Bler—m)) — —
(ng) = kBT@,u In (1 e 7k ) = 1B — e — 1 (16.1.13)

Die Verteilung von Bosonen geniigt der Bose-Einstein-Verteilung

1
<n/€> = eBles—m) —1°

(16.1.14)

Damit (n;) > 0 ist, muss €, > pu sein (fiir alle k). Bezeichnen wir die Einteilchen-
Grundzustandsenergie durch ¢, := ming{¢;}, so lautet die Konsistenzbedingung ;1 < €.
Spiiter werden wir sehen!, dass fiir ;1 — ¢, die sog. Bose-Einstein-Kondensation eintritt.

Wir konnen unsere Ergebnisse fiir die Verteilung der Besetzungszahlen von idealen Quantenga-
sen kompakt zusammenfassen:

(i) = (16.1.15)

eBler—n) + 1 —  fiir Bosonen

1 . {+ fiir Fermionen
mit .

Ahnlich wie in der Quantenmechanik? unterscheiden sich Bosonen und Fermionen “nur” durch
das Vorzeichen in (16.1.15). Wir werden im Folgenden sehen, dass dieses Vorzeichen aber zu
grundlegend unterschiedlichem physikalischen Verhalten fiihrt.

ISiehe Kap. 16.3.1
2Dort war es das Verhalten der Wellenfunktion unter Vertauschungen.
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=
g=WT=0) g

Abbildung 16.2.1: Die Fermi-Verteilung bei 7" = 0. Alle Einteilchenzustinde bis zur Fermi-
Energie ez = (T = 0) sind besetzt.

16.2 Das ideale Fermi-Gas

Im Folgenden wollen wir uns die Eigenschaften idealer Fermi-Gase genauer ansehen.

16.2.1 Grundzustand (7" = 0)

Wir beginnen mit dem Fall 7" = 0, d.h. § = oco. Die Fermi-Dirac-Verteilung wird dann zu einer

Stufenfunktion
1 <
(ng) = { = H (16.2.1)

0 €k>/L'

Den Zustand niedrigster Energie erhélt man, indem man die Einteilchenzustdnde mit zunehmen-
der Energie auffiillt, beginnend mit €. Auf Grund des Pauli-Prinzips kann jeder Einteilchenzu-
stand nur ein Teilchen auffnehmen. Um die N Teilchen unterzubringen, muss man daher bis zu
einer Maximalenergie besetzen, der Fermi-Energie €. Wegen (16.2.1) gilt

w(lT =0)=ep fiir Fermionen. (16.2.2)

Die Fermi-Kante bei ¢;, = ¢y trennt die besetzten von den unbesetzten Zustinden (Abb. 16.2.1).
Wir wollen nun e explizit berechnen. Dazu betrachten wir wieder die Einteilchenzustinde eines
freien quantenmechanischen Teilchens der Masse m in einem Kubus V' = L3:

B h2k? s

&= mit k= Z(nm,ny,nz) (n; € N). (16.2.3)

Die Zustidnde mit ¢, < e bilden einen Oktanten der dreidimensionalen Fermi-Kugel im Raum
der Vektoren n = (n,, n,,n,) (siche Abb. 16.2.2) mit dem Radius

[2mL2ep
Nmax = W . (1624)
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max

Abbildung 16.2.2: Darstellung der Fermi-Kugel in zwei Dimensionen. Die Zahl der Zusténde in
der Fermi-Kugel im ersten Oktanten muss gleich der Gesamtzahl N der Teilchen sein.

Dies ist analog zur Argumentation im Falle der Impulskugel beim klassischen idealen Gas, siehe
z.B. (14.2.21).

Der Wert von ny,.x ergibt sich aus der Forderung, dass die Zahl der Zustiinde im Kugeloktanten
gerade gleich N ist:

(16.2.5)

1 4r 25 + 1 (2mep\ >
N=(2s+1)---—nd = V.
Der letzte Faktor ist das Volumen einer Kugel vom Radius n,,,. Das die physikalischen Zustinde
nur in einem Oktanten liegen, wird durch den Faktor % beriicksichtigt. Der Faktor 2s + 1 ist die
Zahl der Spinzustinde fiir Teilchen mit Spin s. Wir gehen im Folgenden von Spin—%—Teilchen
aus, so dass 2s + 1 = 2 ist. Damit ergibt sich fiir die Fermi-Energie

2 2 2/3 2 2\ 2/3 2
op— " (3” ) _ D <3l) —. Pk (16.2.6)
m

T2m\ V T 2m \ v

wobei wir das Volumen pro Teilchen v = V/N eingefiihrt haben.

Die Fermi-Energie € ~ %0*2/ 3 ist also proportional zur Einschlussenergie®, die quanten-
mechanisch zum Einschluss eines Teilchens in ein Volumen mit linearen Ausdehnungen v'/3
notwendig ist. Im vorliegenden Fall ist die Bewegung aber nicht durch Wiinde, sondern durch
andere Teilchen eingeschrénkt.

In (16.2.6) haben wir schon den Fermi-Impuls

vV 2m€F
h

Pr = (16.2.7)

3Siehe die Argumentation in Kap. 4.7.
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eingefiihrt. Andere gebrduchliche GroBen sind die Fermi-Geschwindigkeit

e

PP = (16.2.8)
m
und die Fermi-Temperatur
Tp =L (16.2.9)
kp

Bei 1" = T ist die thermische de Broglie-Wellenlinge Ay, ~ 1.150'/3, also ungefihr gleich dem
mittleren Teilchenabstand. Im Einklang mit den einfiihrenden Bemerkungen dominieren daher
fiir T' < Tr die Quanteneffekte. In diesem Bereich nennt man das Fermi-Gas entartet.

Wir wollen nun die thermodynamischen Zustandsgleichungen des Fermi-Gases bei 7' = 0 ab-
leiten. Dazu muss zunichst die innere Energie F bestimmt werden. Da die Energie pro Teilchen
maximal gleich der Fermi-Energie ist, erwarten wir eine Beziehung von der Form

E =aepN (16.2.10)

mit einem noch zu bestimmenden Faktor 0 < « < 1. Dieser kann entweder durch eine Mittelung
der Energien iiber die Fermi-Kugel bestimmt werden oder aus thermodynamischen Uberlegun-
gen. Wir wihlen hier den zweiten Weg. Da ez ~ N?/3, ist die innere Energie wegen (16.2.10)
von der Form £ = C'N°/? mit einer Konstanten C, die unabhiingig von N ist. Somit gilt

OF 0 5E 5
(22} = Zonr =22 2, 16.2.11
s <8N>Sy on© 3N~ 37F (021D

Bei T' = 0 ist 4 = e und daher a = % Somit ist die innere Energie eines entarteten idealen

Fermi-Gases durch 5

E = SNEF (16.2.12)
gegeben. Sie hat die Volumenabhingigkeit £ ~ V~2/3, da e ~ V~2/3 ist. Hieraus ergibt sich
fiir den Druck 3E or 9N

P=—|— =-—— = ——€p. 16.2.13
<8V)SN 3V 5V ( )

Auf Grund der statistischen AbstoBung ist P(7" = 0) # 0. Die Beziehung

_2E

P=-— 16.2.14
3T ( )

zwischen Druck und der Dichte der inneren Energie gilt genauso fiir klassische ideale Gase, wie
man leicht tiberpriift. In den Ubungen werden wir sehen, dass sie tatsdchlich fiir jedes ideale Gas
aus nicht-relativistischen massiven Teilchen gilt.

16.2.2 Beispiele fiir stark entartete Quantengase

Wir wollen uns zwei Beispiele fiir stark entartete Fermigase niher ansehen.
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Leitungselektronen in Metallen

Die Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen in Metallen untereinander wird durch die posi-
tiven Metallionen des Metallgitters stark abgeschirmt. Daher kann man die Leitungselektronen
in Metallen in guter Niherung als ideales Fermi-Gas betrachten. In den meisten Metallen trigt
jedes Atom ein Leitungselektron bei. Der mittlere Abstand zwischen den Leitungselektronen ist
daher ungefihr gleich dem atomaren Gitterabstand.

Als Beispiel betrachten wir Natrium. Aus der Gitterkonstanten ergibt sich fiir den mittleren Ab-
stand v'/® &~ 3.4 A. Gehen wir von einem freien Fermi-Gas aus, so liefern (16.2.6) und (16.2.9)
als Abschitzung fiir die Fermi-Temperatur 7> ~ 36000 K und die Fermi-Geschwindigkeit
vp ~ 1.1 - 10° m/s. Experimentell findet man T = 29000 K. Da T >> Zimmertemperatur,
verhilt sich das Gas der Leitungselektronen bei 7' = 300 K ungefihr so wie bei 7' = 0 K. Da
vp < ¢ handelt es sich aulerdem um ein nicht-relativistisches Gas.

WeiBle Zwerge

Weille Zwerge sind Sterne mit einer Masse M, die zwischen 20% und 140% der Sonnenmas-
se Mg liegt und deren Radius R ungefahr von der Grolenordnung des Erdradius ist. Bei solch
extremen Dichten ist die Materie praktisch vollstidndig ionisiert. Die Elektronen bilden ein entar-
tetes Fermi-Gas mit der Fermi-Temperatur T =~ 10° K, was etwa der 100fachen physikalischen
Temperatur 7' =~ 107 K des Sterns entspricht. Wir kénnen sie daher als ein entartetes Fermi-Gas
beschreiben.

Aus dem Gleichgewicht zwischen dem Fermi-Druck P = %%F (siehe (16.2.13)) der Elektronen
und der Gravitationskraft ergibt sich R ~ M~'/3, d.h. der Radius eines weien Zwerges nimmt
mit zunehmender Masse M ab! Die Dichte des Elektronengases (und damit vx) nimmt mit zu-
nehmender Masse weiter zu. Irgendwann wird das Fermi-Gas dann relativistisch und die oben
abgeleiteten Ausdriicke sind nicht mehr giiltig. Das relativistische Fermi-Gas kann den Stern
nicht mehr gegen den Gravitationsdruck stabilisieren. Jenseits der sog. Chandrasekhar-Grenze
von etwa 1.4 Sonnenmassen kollabiert der Stern dann zu einem Neutronenstern (der als entarte-
tes Neutronen-Gas beschrieben werden kann) oder zu einem schwarzen Loch.

Die beiden Beispiele zeigen, dass das Pauli-Prinzip bei tiefen Temperaturen zu einem Verhalten
Fermionen fiihrt, das sich deutlich von der klassischen Vorstellung eines Systems am absoluten
Nullpunkt unterscheidet. Abhingig von der Dichte des Gases konnen die Teilchen hohe Ge-
schwindigkeiten erreichen. Sie iiben dabei einen erheblichen Druck aus, der etwa so grof3 wie
der eines klassischen Gases bei 1" = T ist.

16.2.3 Endliche Temperaturen (0 < 7" < Tp)

Bei endlichen Temperaturen 7' > 0 wird die Fermi-Kante etwas aufgeschmolzen (Abb. 16.2.3).
Bei relativ niedrigen Temperaturen werden einige Teilchen von Energien knapp unterhalb von €
auf Energien knapp oberhalb von e angeregt. Ist die typische Anregungsenergie Ae, so betrifft
dies den Bruchteil Ae/ep der N Teilchen. Somit erhoht sich die innere Energie. Diese Erhohung
lasst sich aus dem Bruchteil der angeregten Teilchen und deren typischen Anregungsenergie
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e k=41 100

—— kT =11/10
— kT=p/2

Abbildung 16.2.3: Die Fermi-Verteilung bei endlichen Temperaturen (hier gemessen in Rela-
tion zum chemischen Potential 1). Je hoher die Temperatur wird, umso stirker “schmilzt” die
Fermikante ab.

abschitzen. Da diese von der GroBenordnung der thermischen Energie ist (Ae ~ kgT)), ergibt
sich A N(kgT)?
E(T) — E(T = 0) ~ —SNAe ~ N(kpT)” : (16.2.15)
(&2l €Er

d.h. die innere Energie hingt quadratisch von der Temperatur ab. Da nur die thermisch angeregten
Teilchen zur Wirmekapazitit beitragen, ergibt sich diese zu

oFE T
Cy=|—= ~ kpN— 16.2.16
v (aT)N,V BN ( )
d.h. linear in 7. Eine exakte Rechnung liefert
72 T .
Cy = —kpN— firl <TF. (16.2.17)
2 Tr

Hieraus ergibt sich die Moglichkeit einer experimentellen Bestimmung der Fermi-Temperatur
T, indem man CT—V gegen T’ auftragt. Fir 7' — 0 verschwindet der Beitrag der Gitterschwin-
gungen, der proportional zu 7% ist (siehe Ubungen und Kap. 16.4) und der Achsenabschnitt der
resultierenden Geraden ist %NT—?

Eine weitere Folgerung aus dem obigen Ergebnis ist die Tatsache, dass die Wiarmekapazitit bei
T = 0 tatsdchlich verschwindet. Diese Konsequenz aus dem 3. Hauptsatz haben wir zum ersten
Mal direkt verifiziert. Bei 1" ~ T ist Cy gemidl3 (16.2.17) von der GroBenordnung Nkp, d.h.
vergleichbar mit der Warmekapazitét %N kp des klassischen idealen Gases. Fiir 7' > T ist dann

OV ~ gNl{B
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16.3 Das ideale Bose-Gas

16.3.1 Bose-Einstein-Kondensation

Zunichst analysieren wir wieder den Grundzustand 7" = 0. Bei Bosonen finden sich dann alle
Teilchen im Einteilchen-Grundzustand. Betrachten wir wieder freie Teilchen im Volumen V' =
L?, so ist der dieser durch die Wellenzahl k, = 7(1,1,1) charakterisiert und hat daher die
Energie

B 3m2h?
- 2mL?’
Der Wert des chemischen Potentials bei 7' = 0 wird durch die Bedingung, dass die Besetzungs-
zahl ny des Grundzustandes fiir 5 — oo gerade durch die Gesamtteilchenzahl N gegeben ist:

(16.3.1)

€0 = GEO

np = (ng,) = —————=N. (16.3.2)

Daher ist
1 kT
=¢—kpTIn|1+—= ) =e— —— 16.3.
=€ —kp n(+N) € N (16.3.3)
wobei wir den Logarithmus fiir groBe N gemiB In(1 + x) ~ x entwickelt haben. Fiir niedrige

Temperaturen, d.h. 5 — oo, haben wir daher
[ — € fir 8 — o0. (16.3.4)

In makroskopischen Systemen (L > 1) ist ¢ sehr klein, typischerweise von der Ordnung 1/L2.
Daher gilt
w(T=0)=0 fiir Bosonen. (16.3.5)

Wir betrachten nun das Verhalten des chemischen Potentials bei hohen Temperaturen. Dort
verhilt sich das Bosegas wie ein klassisches ideales Gas und nach Kap. 15.5 haben wir

(Y

OF
=—=—kpT'In(—= ). 16.3.6
1= o p1l'In ( thh) ( )
Im klassischen Bereich v > A}, ist daher ;1 < 0 und nimmt mit zunehmender Temperatur
weiter ab. Es stellt sich daher die Frage, ob das chemische Potential ;. in einem ganzen Intervall
0 < T < Ty verschwindet oder nur exakt bei 7' = 0?

Fiir 7' > 0 ist das chemische Potential durch

no+ Y (m)=N (16.3.7)

bestimmt. Hierbei haben wir die mittlere Besetzung ny des Grundzustandes separiert, so dass nur
tiber die angeregten Zustidnde summiert wird. Wir wollen nun bestimmen, in welchem Tempera-
turbereich (16.3.7) durch p = 0 gelost wird. Hierzu wandeln wir die Summe unter der Annahme
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= 0 wieder in ein Integral {iber einen Oktanden im Impulsraum um (fiir spinlose Bosonen, d.h.
s =0):

L

1/L\® [ 4 1
> () ~ g(;) /de

k (ex>€0)
V. (2mkpT\*? = a%d
_ (s / T (16.3.8)
27?2 h? o e —1
wobei wir beim Ubergang zur zweiten Zeile mit v = %k substituiert haben. Das Integral
kann numerisch ausgewertet werden und liefert 1.157. Somit erhalten wir
V
> (ng)|,_o = 2.612- T (16.3.9)
th

Dieses Ergebnis konnen wir folgendermallen interpretieren: Der Anteil der angeregten Teilchen
(€x > €) nimmt mit zunehmender Temperatur zu, bis er bei der Bose-Temperatur 7 gleich
der Gesamtteilchenzahl /N ist. Die Bose-Temperatur ist dabei durch

Tp ~ 6.626 - ﬁ;v?/i” (16.3.10)
gegeben. Eine exakte Rechnung liefert
72
Tp = 2w(¢(3/2))*2/3m (16.3.11)
mit der Zetafunktion ((z).
T hat die gleiche Form wie T = Z_Z _ % ( % ) 2/3. Tatsédchlich gilt (bei gleicher Temperatur
T und Dichte 1/v)
% ~ 1.44. (16.3.12)

Dies ist nicht sonderlich iiberraschend, da Tz und 7 durch die Bedingung 13- ~ 1 charakteri-
th

siert sind.
Zusammenfassend konnen wir also feststellen, dass (16.3.7) im Intervall 0 < T < Ty durch
= 0 gelost wird (siehe Abb. 16.3.1). Dort ist die Besetzung des Grundzustandes

v
ng =N —2.612- ’EA > 0. (16.3.13)
th

Da die Zahl der angeregten Teilchen nach (16.3.8) von der Form C'T’ 3/2 (mit einer Konstanten
C) ist und ny(T) = 0, so konnen wir die Besetzung des Grundzustandes auch kompakt in der

Form
T 3/2
ngo=N (1 — (—) ) (16.3.14)
Ts
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K 110(T)."N

Ty 1

Abbildung 16.3.1: Verlauf des chemischen Potentials eines idealen Bose-Gases (links) und der
Bruchteil der angeregten Teilchen (rechts).

darstellen (siehe Abb. 16.3.1). Fiir T' < Tg ist also der Einteilchen-Grundzustand durch eine
makroskopische Zahl von Teilchen besetzt (ng ~ N). Diese Phdanomen bezeichnet man auch
als Bose-Einstein-Kondensation. Es wurde von Einstein 1925 vorhergesagt. Die Teilchen im
Grundzustand bilden dabei das Kondensat. Das Kondensat ist makroskopisch, zeigt aber quan-
tenmechanische Eigenschaften, die man sonst nur von Atomen oder Molekiilen kennt.

16.3.2 Thermodynamik der kondensierten Phase

Als Nichstes wollen wir nun die thermodynamischen Eigenschaften der kondensierten Phase
bestimmen. Dazu bendtigen wir die innere Energie fiir 7' < 1. Fiir 7' > Tz wissen wir ja
schon, dass sich das ideale Bosegas ndherungsweise wie ein ideales klassisches Gas verhilt.

Da ¢ sehr klein ist, tragen nur Teilchen in angeregten Zustidnden zur inneren Energie F bei. Wir
nehmen nun an, dass jedes angeregte Teilchen einen Beitrag von der Ordnung der thermischen
Energie kg1 liefert. Dies liefert die Abschitzung

E ~ kgT - Alg ~ VT2 (16.3.15)

th

Diese wird durch die genaue Rechnung bestitigt:

VR (2mkpT\*? [ zidr
E = Z€k<”k>—ﬁ%( 2 ) / e
kiep>e0
>
~ 2013 kpT 55 = 0.771ksT(N — o), (16.3.16)

th

d.h. jedes angeregte Teilchen trigt 0.771kpT" zur inneren Energie bei. Dies ist etwa halb so viel
wie beim klassischen idealen Gas.
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Wir konnen nun die Warmekapazitit bestimmen:

Cy = g—g = g : % ~ 1.93kg(N — ng) ~ T3/, (16.3.17)
Dabei haben wir zunichst ausgenutzt, dass E ~ T°/? ist. Die Wirmekapazitiit verhilt sich also
bei tiefen Temperaturen anders als die des Fermigases, die ja eine lineare Temperaturabhiingig-
keit zeigt (C'y ~ T'). Bei der Bose-Temperatur 1" = Tz ist ng = 0 und somit Cy ~ 1.93kgN.
also groBer als beim klassischen idealen Gas (Cy = %k;BN ). Da sich C'y fiir sehr grof3e Tem-
peraturen dem klassischen Wert %k:BN anndhert, muss C, in der Nihe von Tz ein Maximum
aufweisen. Tatsdchlich stellt sich heraus, dass das Maximum exakt bei 7’z liegt und % dort
unstetig ist. Auf Grund dieser Unstetigkeit ist die Bose-Einstein-Kondensation ein Phaseniiber-
gang.
Den Druck des Bose-Gases konnen wir aus der allgemeinen Beziehung (16.2.14) zwischen
Druck und Energiedichte bestimmen:
2F kT

P=:"~1342-
3V X2,

~ T5/2 (16.3.18)

Fiir I' < T’z ist P unabédngig vom Volumen V. Die Isothermen in der P — V' -Ebene verlaufen da-
her unterhalb eines kritischen Volumens, das sich aus der Bedingung 7" = Tz ergibt, horizontal.
Dort ist die isotherme Kompressibilitit

1 [fov

Allgemein weiss man aus der Theorie der Phaseniibergénge, das horizontale Isothermen auf
die Koexistenz zweier Phasen unterschiedlicher Dichte hinweisen (z.B. Gas und Fliissigkeit).
Im Koexistenzgebiet fiihrt eine Verringerung des Volumens zu einer Erhohung des Anteils der
Teilchen in der dichteren Phasen, ohne zuséitzliche Druckerhohung! Diese Bild gilt auch bei der
Bose-Einstein-Kondensation. Die dichtere Phase ist dabei das Kondensat, das tatsdchlich eine
unendliche Dichte hat, da wir die Teilchen als punktformig angenommen haben. Aus diesem
Grund geht die horizontale Isotherme bis herunter zu V' = 0.

16.3.3 Physikalische Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation

Die experimentelle Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation ist nicht einfach. Schon Ein-
stein dusserte starke Zweifel an der Realisierbarkeit des Phianomens. So verwundert es nicht,
dass es nach der theoretischen Vorhersage mehr als 70 Jahre bis zur Demonstration im Labor
gedauert hat. Hierzu wurden atomare Gase mti relativ hoher Masse verwendet. Ein Blick auf
(16.3.10) zeigt, dass die Bose-Einstein-Kondensation bei sehr hohen Dichten und/oder sehr tie-
fen Temperaturen auftreten sollte. Unter solchen Bedingungen gehen aber Gase aufgrund der
Wechselwirkung zwischen den Atomen in eine kondensierte (fliissige oder feste) Phase iiber. Sie
konnen daher nicht mehr als ideal behandelt werden, denn die Wechselwirkungseffekte iiber-
decken dann die Quanteneffekte.
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Ein Kandidat fiir die experimentelle Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation war die von
Heike Kammerlingh-Onnes 1924 entdeckt Superfluiditit von *He. Er beobachtete, dass fliissi-
ges He bei etwa 2.18 K in eine neue Phase (He II) {ibergeht, in der die Viskositidt verschwindet.
Fritz London schlug dann 1938 vor, diesen Ubergang als modifizierte Bose-Einstein-Kondensation
zu interpretieren. Dies lag auch deshalb nahe, da die Bose-Temperatur fiir fliissiges Helium bei
etwa 3.14 K liegt, und damit nahe bei der beobachteten Ubergangstemperatur. AuBerdem zeigt
die Wirmekapazitit am Ubergang eine dhnliches Verhalten wie die fiir das ideale Bose-Gas vor-
hergesagten Spitze bei 7' = T'z.

Auf Grund dieser Analogie zum Bose-Gas entwickelte London die Zwei-Fliissigkeiten-Theorie,
mit der sich viele Eigenschaften der Superfluiditit erkldren lassen. Die beiden Fliissigkeiten
sind dabei das (reibungslose) Kondensat und die angeregten Teilchen, die sich wie eine “norma-
le” Fliissigkeit verhalten. Heute weiss man aber, dass die beiden Phanomene nur oberfldchlich
verwandt sind. Der Charakter des superfluiden Ubergangs unterscheidet sich durch die star-
ken Wechselwirkungen zwischen den He-Atomen doch von der Bose-Einstein-Kondensation im
idealen Bose-Gas.

Die experimentelle Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation in verdiinnten Gasen gelang
dann erst 1995 unabhingig voneinander den Gruppen um Carl Wieman und Eric Cornell in Boul-
der (Colorado) und um Wolfgang Ketterle am MIT in Cambridge (Massachusetts). Wieman,
Cornell und Ketterle erhielten dafiir 2001 den Nobelpreis fiir Physik. Beide Gruppen benutz-
ten fiir ihre Experimente Alkali-Atome (8"Rb bzw. Na). Diese wurden in sogenannten Atomfal-
len durch elektromagnetische Felder eingeschlossen und mittels Laser-Doppler- und Verdamp-
fungskiihlung auf Temperaturen im Nano-Kelvin-Bereich abgekiihlt. Der Gleichgewichtszustand
Bei derart niedrigen Temperaturen ist, wie oben bereits erwihnt, fliissig oder fest. Daher sind die
Atome in der Falle befinden nicht im Gleichgewicht, sondern in einem metastabilen Zustand. Die
Kunst besteht dann darin, sie zur Bose-Einstein-Kondensation zu bringen, bevor die Wechselwir-
kungen zum Ubergang in eine kondensierte Phase fiihren. Zum Nachweis der Kondensation wird
das Fallenpotential abgeschaltet. Die Atomwolke fliegt dann auseinander und das Dichteprofil
liefert ein direktes Abbild der Geschwindigkeitsverteilung in der Falle. Das Kondensat erscheint
als scharfe Spitze um den Impus p = 0.

16.4 Das Photonengas

In der Quantenmechanik haben wir bereits das Problem der Hohlraumstrahlung erwihnt, das
Max Planck 1900 zur Formulierung seiner Quantenhypothese fiihrte. Wir kommen nun auf dieses
Problem zuriick und behandeln, Bose (1924) folgend, das Strahlungsfeld in einem Hohlraum als
ideales Gas aus masselosen, relativistischen Teilchen. Es setzt sich zusammen aus Photonen mit
Impuls 2k und Energie hw, wobei k und w Wellenzahl und Frequenz der elektromagnetischen
Wellen sind. Zur statistischen Behandlung des Wellenfeldes miissen wir zunichst die folgende
Frage beantworten: Wie viele Photonen mit Wellenvektor k gibt es bei der Temperatur T'?

Der Mikrozustand des elektromagnetischen Feldes mit n;, Photonen hat die Energie €, = nihck
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mit k£ = |k|. Der kanonische Mittelwert (n;) der Besetzungszahl ist daher

1 xD
(ng) = ===y ne~ ek (16.4.1)
Z(_) n=0
mit der Zustandssumme
> 1
_ —Bnhick _
Z(k) = ; e = T (16.4.2)

wobei wir ausgenutzt haben, dass es sich um eine geometrische Reihe handelt. Somit ergibt sich
die mittlere Besetzungszahl zu

1

() = “rar—7 (16.4.3)

d.h. sie geniigt einer Bose-Einstein-Verteilung mit p = 0.

Das Verschwinden des chemischen Potentials kommt nicht unerwartet, da die Teilchenzahl der
Photonen nicht erhalten ist (durch Emission und Absorption an den Winden des Hohlraums).
Daher gibt es keine Moglichkeit, die Photonenzahl unabhéngig von der Temperatur zu kontrol-
lieren. Bei vorgegebener Temperatur 7" wird sich die Photonenzahl so einstellen, dass die freie
Energie des Systems minimiert wird. Nach (15.4.4) ist dann

oF
W= (5‘_N>T,V =0. (16.4.4)

Eine dhnliche Situation haben wir in der Tieftemperaturphase 7' < Tz des idealen Bosegases.
Dort ist die Zahl der nicht-kondensierten Teilchen eine Funktion der Temperatur und daher ist
nur die Gesamizahl der Teilchen erhalten. Dies fiihrt zum Verschwinden von p fiir 7' < T'z. Das
Photonengas verhilt sich also dhnlich wie die nicht-kondensierten Teilchen im idealen Bose-Gas.
Dem Kondensat entspricht in dieser Analogie der Vakuum-Zustand des elektromagnetischen Fel-
des. Dieser kann aber physikalisch nicht beobachtet werden.

Wir wollen nun das Planck’sche Strahlungsgesetz ableiten. Dazu bestimmen wir zunéchst die
innere Energie des Photonengases:

Vo[ o, hck
E=2) hck(ng) ~ F/0 dk K (16.4.5)
k

wobei der Faktor 2 die zwei Polarisationsrichtungen des elektromagnetischen Feldes bertick-
sichtigt*. Die Summe haben wir wie schon friiher in ein Integral umgewandelt und dieses durch
Kugelkoordinaten vereinfacht. Nach der Substitution w = ck erhalten wir eine Zerlegung der

Energiedichte nach Frequenzen:
E *  hw? 1
E_ / dw T _ (16.4.6)
0

mw2cd el — 1

“Da Photonen den Spin s = 1 haben, miisste es eigentlich 2s + 1 = 3 Einstellmoglichkeiten geben. Eine
fallt aber weg, da sich Photonen mit Lichtgeschwindigkeit bewegen bzw. da elektromagnetische Wellen immer
transversal sind.
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Durch Vergleich mit £ = [ u(w, T')dw kénnen wir hieraus die spektrale Energiedichte

hw? 1
1263 eBhw _ ]

(16.4.7)

ww, T) =

ablesen. Dies ist das Planck’sche Strahlungsgesetz. Wenn wir die Integration explizit durchfiihren,
erhalten wir das Stefan-Boltzmann-Gesetz

7'('2 (k’BT)4
E = EV (he)? (16.4.8)
Da E ~ T*, ist die Wirmekapazitt
ok
Cv =55 ~ T, (16.4.9)

Diese Proportionalitit findet man analog bei Phononen, d.h. quantisierten Gitterschwingungen
in Festkorpern (sieche Ubungen).
Fiir masselose, relativistische Teilchen ist die allgemeine Beziehung (16.2.14) zwischen Druck

und Energiedichte durch

1E
P=_—— 16.4.10
3T ( )

zu ersetzen (siche Ubungen). Hiermit erhalten wir fiir den Strahlungsdruck des Photonengases

_ 7 (kgT)!
45 (he)?

(16.4.11)

unabhéngig vom Volumen V' ! Wie beim Bosegas ist daher die Kompressibilitit k7 = 00.

Die quantitativen Unterschiede zum idealen Bosegas, die sich z.B. im Verhalten der spezifische
Wirme zeigen, sind auf die unterschiedlichen Energie-Impuls-Beziehungen zuriickzufiihren. All-
gemein gilt fiir nicht-wechselwirkende Bosonen mit der Energie-Impuls-Relation €, ~ £7:

v E
p='= 16.4.12
3V ( )
und somit
Cy ~ T3, (16.4.13)

Fiir nicht-relativistische, massive Teilchen ist v = 2, fiir Photonen und Phononen v = 1.
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Kapitel 17

Phaseniibergiange

Auf Grund der fehlenden Wechselwirkungen kann die ideale Gasgleichungen Phaseniiberginge
(z.B. Gas — Fliissigkeit) nicht beschreiben. Bevor wir uns der allgemeinen Theorie der Pha-
seniibergdnge widmen, schauen wir uns daher das Van der Waals-Modell als einfaches Modell
eines realen Gases etwas genauer an.

17.1 Van der Waals-Gleichung

Van der Waals hat 1873 eine Modifikation der idealen Gasgleichung vorgeschlagen, die Wech-
selwirkungseffekte beriicksichtigt (Nobelpreis 1910).

e AbstoBung: Die Teilchen des idealen Gases wurden als punktférmig angenommen. Um
die AbstoBung der Atome bei kurzen Abstdnden zu berticksichtigen, werden die Punktteil-
chen durch harte Kugeln vom Volumen b ersetzt. Das fiir die Teilchen verfiigbare Volumen
reduziert sich daher von V' auf V' — Nb. Dies fiihrt zu einer Modifikation der idealen Gas-
gleichung:

NEkgT NkgT

P Vv  V_-Nb

(17.1.1)

e Anziehung: Bei groBeren Abstinden ist die Wechselwirkung zwischen den Gasteilchen
attraktiv. Dies fiihrt dazu, dass die Teilchen nahe den Winden des Behélters eine effektive
Kraft ins Innere spiiren. Fiir Teilchen im Inneren des Gases gleichen sich die von den
anderen Teilchen ausgebiibten Krifte im Mittel aus. Fiir Teilchen nahe der Oberfliche gilt
das nicht mehr. Da auf der Seite der Oberfliche gewissermaBlen Teilchen fehlen, spiiren
sie eine effektiv nach innen gerichtete Kraft (Abb. 17.1.1). Dies fiihrt dazu, dass der Druck
kleiner wird als in einem idealen Gas, da auch die Dichte an der Wand kleiner wird. Dies
fiihrt zu folgender Modifikation der Gasgleichung:

N N a N N\?
P =FkgT— EsT— (1— — ) =P—a=) . 17.1.2
BV—>BV< k:BTV) a() ( )

177
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N,
/N

Abbildung 17.1.1: Teilchen in der Nihe der Oberflidche spiiren effektiv eine nach Innen gerichtete
Kraft. Fiir Teilchen im Inneren des Volumens gleichen sich die Kréfte der anderen Teilchen im
Mittel aus.

Kombiniert man diese beiden Korrekturen der Zustandsgleichung des idealen Gases, so erhilt

man zunichst )
NkgT N
P = _ _ 17.1.

V-nNb " (V) (1713

und hieraus die van der Waals’sche Zustandsgleichung

N 2
(P +a (V) ) (V —bN) = NkgT . (17.1.4)

a und b sind dabei (positive) Materialkonstanten und ein Mal fiir die Stdrke der anziehenden
Wechselwirkung bzw. der Grée der Atome.

17.2 Phasenkoexistenz und Maxwell-Konstruktion

Der Verlauf der Isothermen im van der Waals-Gas zeigt, im Gegensatz zu denen des idealen
Gases, abhingig von der Temperatur qualitative Unterschiede (sieche Abb. 17.2.1).

e T > T.: Ahnlich wie beim idealen Gas verlaufen die Isothermen monoton fallend.

e 7' = T.: Hier gibt es einen Wendepunkt K bei einem kritschen Druck P. und einem
kritischen Volumen V,. An diesem Punkt ist 2—5 = 0 und daher kK = oo. Explizit sind die
kritischen Werte durch

a

8 a
kpT. = ——,  Po=——,
B 7 o

5 V. = 30N (17.2.1)

gegeben.
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Abbildung 17.2.1: Isothermen des van der Waals-Gases [4]. Fiir 7" > 7. sind sie monoton fallend.
Bei einer kritischen Temperatur 7, gibt es einen Sattelpunkt X' = (V,, P.). Bei tiefen Tempera-
turen haben die Isothermen Bereiche, in denen sie monoton wachsend sind. Dort ist k7 < 0, d.h.
diese Bereiche sind instabil.

o 1" < T.: Bei tiefen Temperaturen gibt es ein Intervall, in dem g—{j < 0O ist. Dort ist kp < 0,
daher ist dieser Bereich nicht stabil. Er zerfillt in zwei Phasen unterschiedlicher Dichte.
Dort koexistieren Gas und Fliissigkeit.

Wir hatten schon in Kap. 16.3.1 gesehen, dass die Koexistenz zweier Phasen unterschiedlicher
Dichte zu horizontalen Isothermen im P — V' -Diagramm fiihrt. Dies motiviert die sog. Maxwell-
Konstruktion, bei der der instabile Bereich durch eine horizontale Isotherme ersetzt wird. Die
Lage der Gerade wird dabei so bestimmt, dass sich die Fliche unter der Kurve P(V/) nicht dndert.
Details dieser Konstruktion sind in Abb. 17.2.2 dargestellt. Die Endpunkte der Geraden liegen bei
den Volumina V4 und Vj, der fliissigen und gasformigen Phase. Bezeichnet man den konstanten
Koexistenzdruck mit P, so kann man die Maxwell-Konstruktion durch die Bedingung

Vg
/ AV [P(V) — Pioex] =0 (17.2.2)
Vi
charakterisieren.
Die Beziehung (17.2.2) lasst sich mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingung fiir Systeme, die Teil-
chen austauschen konnen, begriinden. Wie wir schon friiher abgeleitet haben, miissen ihre che-
mischen Potentiale gleich sein:

i = g - (17.2.3)
Auf Grund der Gibbs-Duhem-Relation

Vv S
dp = —dP — —dT 17.2.4
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Abbildung 17.2.2: Maxwell-Konstruktion.Die Lage der Maxwell-Geraden ac wird so gewdhlt,
dass die beiden Fldchen adb und bec gleich grof} sind. Die Bereiche ad und ce lassen sich
als metastabile Zustdnde (iiberhitzte Fliissigkeit bzw. unterkiihltes Gas) interpretieren. Auf der
Maxwell-Geraden koexistieren Fliissigkeit und Gas, wobei der Anteil das Gases mit zunehmen-
dem Volumen V' grofler wird. (Quelle: [3])

die aus der Gibbs’schen Fundamentalform (13.5.6) folgt, gilt (da auf einer Isothermen dT" = 0
ist):
1 (ngpknex)
0=pg — g = — VdP. (17.2.5)
N (thpkoex)

Man sieht leicht, dass dies dquivalent zu (17.2.2) ist. V5 und V,, konnen dann aus (17.2.2) und der
van der Waals-Gleichung explizit bestimmt werden
Unterhalb der kritischen Temperatur 7. zerfillt das P—V -Diagramm in drei Bereiche (Abb. 17.2.3):

e IV < V4: Hier befindet sich das System in der fliissigen Phase.
e V' > V,: Hier befindet sich das System in der gasformigen Phase.
o Vh <V < V: Hier koexistieren Fliissigkeit und Gas.

Am kritischen Punkt fallen dann (P) und V;(P) zusammen. Fiir P > P, sind Gas und Fliissig-
keit nicht mehr unterscheidbar.
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Abbildung 17.2.3: Die Phasen eines van der Waals-Gases [5]. Unterhalb der kritischen Tempe-
ratur 7, zerfdllt das Diagramm in drei Teile, die durch die rote Kurve voneinander getrennt sind.
Links davon liegt die Substanz ganz im fliissigen Zustand vor, rechts davon im gasférmigen. Un-
terhalb der roten Kurve befindet sich das Koexistenzgebiet, in dem Gas und Fliissigkeit in einem

festen Verhiltnis, das von P und V' abhiingt, koexistieren.
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