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Hinweis zur Klausur: Aufgrund der Vollversammlung am 12.12. muss die bisher angekündigte
Klausur verschoben werden. Sie wird deshalb am 13.12. um 10.00 Uhr in Hörsaal II stattfinden.

12. Schwarz’sche Ungleichung 8 Punkte

Zeigen Sie, dass für zwei beliebige Zustände |ψ〉 und |φ〉 die Schwarz’sche Ungleichung

|〈ψ|φ〉|2 ≤ 〈ψ|ψ〉〈φ|φ〉

gilt.
Hinweis: Betrachten Sie den Ausdruck 〈φ+ aψ|φ+ aψ〉, wobei a ∈ C, und verwenden Sie, dass
〈χ|χ〉 ≥ 0 sein muss für alle möglichen Zustände χ.

13. Operatorwertige Funktionen 3+3+2+6 Punkte

Eine Funktion f : C → K heißt analytisch, wenn Sie als Potenzreihe f(x) =
∑∞

n=0 anx
n dar-

stellbar ist (z.B. sind Polynome, exp, sin, cos, etc. analytisch). Dieses Konzept kann man leicht
auf Operatoren verallgemeinern: Eine Funktion f angewandt auf einen Operator A ergibt den
Operator f(A) =

∑∞
n=0 anA

n. Dabei bedeutet An das n-malige Ausführen des Operators A.
Zeigen Sie:
a) Ist |ψ〉 Eigenzustand zu A mit Eigenwert λ, dann ist |ψ〉 auch Eigenzustand zu f(A)

mit Eigenwert f(λ).

b) Sind alle Koeffizienten reell, d.h. an ∈ R für alle n, dann gilt: Ist A hermitesch, so ist

auch f(A) hermitesch. Zeigen Sie damit, dass der Hamilton-Operator Ĥ = p̂2

2m + V (r̂)
hermitesch ist.

c) Zeigen Sie mit Hilfe der vorherigen Aufgabe, dass der Hamilton-Operator Ĥ = p̂2

2m+V (x̂)
hermitesch ist.

d) Für [A, [A,B]] = 0 gilt [f(A), B] = f ′(A)[A,B].
Hinweis: Zeigen Sie zunächst durch vollständige Induktion, dass [An, B] = nAn−1[A,B]

14. Harmonischer Oszillator 5+7+9 Punkte

Ein geladenes Teilchen mit Ladung q befindet sich im eindimensionalen Potential eines har-
monischen Oszillators. Bei einem äußeren homogenen elektrischen Feld ~E lautet der Hamilton-
Operator

Ĥ = Ĥ0 − αx̂ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2 − αx̂ ,

wobei α = q| ~E| und Ĥ0 der Hamilton-Operator des Systems ohne Feld ( ~E = 0) ist.



a) Wir betrachten zunächst den Fall ohne äußeres Feld (α = 0). In der Vorlesung wurden
die Leiteroperatoren

â =

√
mω

2~

(
x̂+

ip̂

mω

)
und

â† =

√
mω

2~

(
x̂− ip̂

mω

)
eingeführt. Berechnen Sie nun x̂ und p̂ als Linearkombination von â und â†. Zeigen Sie
damit, dass der Erwatungswert von x̂ und p̂ in allen Eigenzuständen |n〉 von Ĥ0 gleich
0 ist.

b) Zeigen Sie, dass sich Ĥ durch geeignete Variablentransformation ξ̂ = x̂−∆x als

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2ξ̂2 −∆E

schreiben lässt und bestimmen Sie ∆x und ∆E. Welchen Wert haben die Eigenenergien
sowie der Erwartungswert von x̂ und p̂?

c) Führen Sie die Operatoren b̂ = â+ γ sowie b̂† = â† + γ mit einer Konstanten γ ein und
überzeugen Sie sich, dass b̂ und b̂† die gleiche Kommutatorrelation erfüllen wie â und
â†. Bestimmen Sie γ so, dass sich Ĥ in der Form

Ĥ = ~ω
(
b̂†b̂+

1

2

)
−∆E

schreiben lässt.

15. Kohärente Zustände 7 Punkte

Wir betrachten wieder den eindimensionalen harmonischen Oszillator mit Hamiltonian

Ĥ = ~ω
(
n̂+

1

2

)
,

wobei n̂ = â†â mit den in der Vorlesung eingeführten Leiteroperatoren â und â†. Zeigen Sie,
dass der sogenannte kohärente Zustand

|z〉 := ezâ
† |0〉

Eigenzustand zum Absteigeoperator â mit Eigenwert z ∈ C ist.


