Prof. Dr. A. Schadschneider
C. Eilhardt, S. Nowak Wintersemester 2011/12

Theoretische Phy§ik in 2 Semestern 11
5. Ubung

www.thp.uni-koeln.de/~as/thp2sem1112.html

Abgabe: Dienstag, 15. November

16. Knotensatz 6+10 Punkte

Gegeben sei der Hamilton-Operator

N h? d?

mit zweimal stetig differenzierbaren Eigenfunktion ¢, (z) (n =0,1,2,...) zu den Eigenenergien
Ey < Ey < Ey <...,dh Hi,(z) = By, (z).
a) Zeigen Sie, dass fiir die Wronski-Determinante W, (z) = ¥, (2)9), () — ¥ ()1 (x)

die Identitdt

- b
an(b) - an(a) = 2?(E‘n - Em)/ wn(x)wm(x) dx

gilt.

b) Seien xp und z; > xy zwei benachbarte Nullstellen von v, (x) fiir beliebiges n. Zeigen
Sie, dass ¥y, (z) mit m > n mindestens eine Nullstelle im Intervall [zg, z1] besitzt.
Hinweis: Betrachten Sie die in a) gezeigte Identitdt und fithren Sie die Annahme, dass
m () keine Nullstelle in [xg, z1] besitzt, zu einem Widerspruch.

17. Heisenberg- und Schrédingerbild 8 Punkte

Leiten Sie die in der Vorlesung angegebene Heisenbergsche Bewegungsgleichung

ih%AH(t) — [Ap(), H] + ih%AH(t)

her.

Hinweis: Setzen Sie die zeitabhéngigen Wellenfunktionen |¢g(t)) = U(t, to)|1s(0)) in die Schrodin-
gergleichung ein und leiten Sie den Operator A (t) := UT(t,t)AsU(t, 1) ab.

18. Baker-Campbell-Hausdorff Formel 4+7+7+2 Punkte

Fiir einen Operator A ist der Operator A gegeben durch
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a) Zeigen Sie, dass gilt:

iet,& — AetA — A}
dt

b) Fiir den Operator B definieren wir B(t) := e!4A Be 14,
Zeigen Sie, dass gilt:
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B(t) =Y iBu. mit By=B, By:=[A[A (4 B).
k=0 "

k—mal
Mit t = 1 folgt dann die Baker-Campbell-Hausdorff Formel:
. . . 1 . . .
e"Be™ = B+ [A, B] + 514 (A, B] +

Hinweis: Zeigen Sie dazu, dass beide Ausdriicke fiir B(t) der gleichen Differentialglei-
chung geniigen und beide B(0) = B erfiillen.

c) Es gelte nun [A, [A, B]] = [B, [A, B]] = 0. Zeigen Sie:
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Hinweis: Definieren Sie C(t) := etAetB und D(t) := tA+B) g3 [ABIE ypq zeigen Sie mit
Hilfe der gleichen Strategie wie in der letzten Teilaufgabe, dass C = D.

d) Zeigen Sie, dass fiir kommutierende Operatoren [A, B] = 0 gilt:

eAeB — A+B
19. Bahndrehimpuls 6 Punkte
Der Bahndrehimpuls ist definiert als
L=7xFp.

Berechnen Sie den Kommutator [ﬁl, ﬁ]] fiir alle ¢, j. Zusammengefasst kann man das Ergebnis
schreiben als [L;, L;] = ihe;ji Ly, wobei g5, der vollsténdig antisymmetrische Tensor ist.



