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7. Galilei-Transformation 2+1+2=5 Punkte

Eine Galilei-Transformation stellt eine Koordinatentransformation zwischen Bezugssystemen
dar. Sie gibt die Beziehung zwischen den Ortsvektoren und Zeiten (r,t) und (r/,t') in zwei
Koordinatensystemen S und S’ an. In allgemeiner Form ist Sie durch

ﬁ':RO-(ﬁ—t'@+Lo) und t' =t —t (1)

gegeben. Dabei beschreibt die Drehmatrix Ry eine Drehung, der Verschiebungsvektor r, eine
Translation, der Geschwindigkeitsvektor v, eine gleichférmige Bewegung und ?y eine zeitliche
Translation. Die Transformation ist also durch Gy := (Ro, 70, Vo, to) vollstédndig definiert.

a) Zeigen Sie, dass die Hintereinanderausfithrung zweier Galilei-Transformation G und Gy
wieder eine Galilei-Transformation G5 ergibt. Bestimmen Sie die Komponenten R, T2,
vz und t3 von Gbs.

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass jede Drehmatrix R ein Inverses R~! besitzt.

b) Spielt es bei der Hintereinanderausfithrung allgemein eine Rolle, in welcher Reihenfolge
die Transformationen ausgefiihrt werden? Begriinden Sie Ihre Antwort.

c) Gegeben Sei eine beliebige Galilei-Transformation Gy. Berechnen Sie das Inverse der
Transformation, d.h. finden Sie die Transformation G|, 1. die angewandt auf (/,t') wieder
(r,t) ergibt.

8. Rotierende Bezugssysteme 2+2+1+2="7 Punkte

a) In der Vorlesung wurde benutzt, dass sich die Einheitsvektoren € eines rotierenden

Bezugsystems im raumfesten Laborsystem geméss

é»i/ - 3O x é»i/
entwickeln. Wir nehmen an, dass die Rotation mit fester Winkelgeschwindigkeit um die
z- Achse verlduft, also & = weé,. Berechnen Sie die Ableitungen é’i’ explizit und geben
Sie sie als Vektoren im rotierenden System an.

b) Was ergibt sich fiir die Einheitsvektoren €;/(¢) des rotierenden Bezugsystems nach in-
finitesimaler Zeit dt? Zeigen Sie, dass €,(t + dt) und &,(t + dt) tatséchlich senkrecht
aufeinander stehen. Begriinden Sie, dass die oben angegebenen Differentialgleichungen
tatsdchlich eine Rotation beschreiben.



c)

d)

Die in einem mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotierenden Bezugsystem auftre-
tenden Scheinkrifte sind die Zentrifugalkraft F; und die Corioliskraft Fr, mit den
allgemeinen Ausdriicken

Frp=-mdx (@x7'), Fo=-2mdx7’

Zeigen Sie durch Auswerten des doppelten Kreuzproduktes, dass F in der 2 '—y '-Ebene
radial nach aussen zeigt.

Betrachten Sie jetzt die Bahn eines (im Laborsystem) kriftefreien Massenpunktes im
rotierenden Bezugsystem. Skizzieren Sie den Bahnverlauf in der x’ — y’-Ebene und
markieren Sie jeweils die Richtung der Scheinkréfte.

. Corioliskraft 14+14+142+1+3+1=10 Punkte

Um die Wirkung der Corioliskraft auf der Erde
zu verdeutlichen wird eine Kugel in Richtung Ze-
nit mit der Anfangsgeschwindigkeit vy geschossen

/&( y Q z und ihr Aufprall- mit dem Abschussort verglichen.

a)

: Zunéchst ndheren wir die Erde als perfekte Ku-

o, gel und wihlen ein auf ihr festes Bezugssytsem S

@y mit z-Achse nach Osten, y-Achse nach Norden und
z-Achse in Richtung Zenit. Der Abschussort ist 0

und der Aufprallort (z4,y4,0)” . Zudem sollen Rei-

bungskréfte und Winde vernachléssigt werden. Da

die Corioliskraft durch die Erdrotation um den geo-

grafischen Nordpol erzeugt wird, ben6tigen wir nur

den Breitengrad ¢ aber nicht den Léangengrad der

¢ Position.

Die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation ist w = 2% = const. wobei T' die Umlauf-

dauer ist und w am geographischen Nordpol zum Zenit zeigt. Bestimmen Sie w im
Bezugssystem S in Abhéngigkeit vom Breitengrad ¢.

Als zusétzliche Naherung vernachléssigen wir die Zentrifugalkraft und ndheren die Gravitati-
onskraft als konstant an. Damit erhalten wir die folgende Bewegungsgleichung:

Mit 7 = v kann man diese zu einer Differentialgleichung (DGL) 1. Ordnung umformulieren.

b)

0 —sin¢g cos¢
v = —2w/| sing 0 0 v+ —ge,
—Ccos ¢ 0 0

Da der Winkel ¢ i.A. von der Zeit abhéngt beschrinken wir uns zunéchst auf ein Expe-
riment am Aquator (¢ = 0). Hier kann man die DGL analytisch 16sen. Zeigen Sie, dass
die DGL gelost wird durch:

—vp sin (2wt) + 5= (1 — cos (2wt))
v(t,w) = 0
vg cos (2wt) — 5= sin (2wt)



c) Bestimmen Sie nun durch Integration die Losung der Bewegungsgleichung r (¢,w) mit
r(t=0,w)=0

d) Fiir das relevante Zeitfenster gilt wt < 1. Fiihren Sie eine Taylorentwicklung fiir r (¢,w)
in wt durch und berticksichtigen Sie Terme bis zur 1. Ordnung in wt.

e) Bestimmen Sie innerhalb der Taylorentwicklung die Dauer t; die die Kugel braucht um
wieder bei r3 = 0 zu landen und damit die Verschiebung Ar = r(ty) — r(t; = 0). In
welche Richtung wird die Kugel abgelenkt?

Numerische Untersuchungen zeigen, dass die Geschwindigkeitskomponenten v,, und v, klein sind.
Man erhélt eine gute Naherung fiir die Bewegungsgleichung wenn man in dieser v, , = 0 setzt.
Man stellt fest, dass in dieser Ndherung die Koordinate y nicht &ndert und damit ¢ konstant
ist.

f) Losen Sie die gendherte Bewegungsgleichung fiir beliebige ¢ und vergleichen Sie diese
mit der Losung aus Teil d).

g) Beurteilen Sie die Qualitit der Niherung durch Vergleich zum Ergebnis aus Teil d). Die
oszilierenden Terme der exakten Losung lassen mehrere Losungen fiir (7 (t,w)); = 0 zu.
Wie lassen sich diese Losungen anschaulich erklédren?



