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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

Bevor wir mit der Theorie der Elektrodynamik begonnen, wollen wir an einige wichtige mathe-
matische Konzepte erinnern, die fiir die Theorie wesentlich sind.

1.1 Vektorfelder

In der Vorlesung Mathematische Methoden und im Mechanik-Teil der Vorlesung haben wir schon
verschiedene Arten von Funktionen kennengelernt, z.B.

e Funktionen einer Variablen f(x)
e skalare Funktionen mehrerer Variablen F'(zy,...,z,), z.B. die Lagrange-Funktion

e vektorwertige Funktionen einer Variablen, z.B. die Bahnkurve r(t) = (z(t),y(t), 2(t))
eines Teilchens, seine Geschwindigkeit und Beschleunigung, . ..

o Vektorfelder, also vektorwertige Funktionen des Ortes!
VireR*—-V(r) eR® (1.1.1)
mit den Komponenten V. = (V,,V,, V).

Die Elektrodynamik benutzt vor allem Vektorfelder zur mathematischen Beschreibung der physi-
kalischen Objekte. Anschaulich wird jedem Punkt r des Raumes ein Vektorpfeil V (r) “angehef-
tet”. Bei differenzierbaren Vektorfeldern kann man sich die Pfeile durch Feldlinien verbunden
denken, die in jedem Punkt tangential zu den Vektoren laufen (Abb. 1.1.1).

1.2 Ableitungen von Vektorfeldern

Um die raumliche Verdanderung von Vektorfeldern quantitativ zu beschreiben, kann man die je-
weils drei partiellen Ableitungen der drei Komponenten V;, V,,, V., also durch die 3 x 3-Matrix

'Die Felder konnen zusitzlich auch von der Zeit ¢ abhéingen.

5
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Abbildung 1.1.1: Ein Vektorfeld mit Feldlinien (rot).

(0Vi/0x;); j=1,23. In der Praxis spielen aber nur gewisse Kombinationen dieser Ableitungen eine

Rolle, die sich elegant mit Hilfe des Nabla-Operators

o o0 0

==, =, = 1.2.1

<8x’ oy’ 82) (12.1)

ausdriicken lassen. Dieser kann auf skalare Funktionen und Vektorfelder angewendet werden

was folgende Differentialoperationen liefert.

1.2.1 Gradient

Durch die Anwendung des Nabla-Operators auf eine skalare Funktion F'(r) des Ortes erhélt man

das Vektorfeld

OF OF OF
Fry=(—,—,— | = dF 1.2.2
v = (G 50 5 ) = e (122)

das man als den Gradienten von F’ bezeichnet. Das Vektorfeld V F' hat folgende Eigenschaften

e Der Gradient steht senkrecht auf den Fldchen, auf denen F' konstant ist.

e VF' zeigt in die Richtung, in der F' am stdrksten zunimmt.
Wir machen uns diese Eigenschaften am Beispiel F(r) = |r|> = 22 + y* + 2% klar. In diesem
Fall ist VF = (2z, 2y, 2z) = 2r. Die Flichen konstanten F’s sind Kugelschalen, und V F' zeigt

radial nach au3en.
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Abbildung 1.2.1: Gradientenfeld einer monoton fallenden radialsymmetrischen Funktion.
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Abbildung 1.2.3: Illustration eines radialsymmetrischen Vektorfeldes, dessen Betrag mit zuneh-
menden Abstand vom Ursprung abnimmt. Je nach funktionaler Form des Abfalls ist die Diver-
genz positiv oder negativ. Fiir den Spezialfall V' (r) ~ 1/r? (das Coulombfeld) ist die Divergenz
auflerhalb des Ursprung identisch Null, siehe (1.4.1).

1.2.2 Divergenz

Die Divergenz entsteht durch skalare Multiplikation des Nabla-Operators mit einem Vektorfeld
V. Sie liefert daher eine skalare Funktion

ov, oV, oV,
V-V(r)= 5=+ 5 5 = divV . (1.2.3)

Die Divergenz kann als Quellstdrke des Vektorfeldes V interpretiert werden. Sie beschreibt fiir
V - V(r) > 0 das Auseinanderlaufen und fiir V - V(r) < 0 das Zusammenlaufen der Feldlinien.
Als einfaches Beispiel betrachten wir das radiale Feld V (r) = ar mit einer Konstanten a. Die
Divergenz ergibt sich zu V - V = 3a. Sie ist > 0 fiir a > 0 und < 0 fiir a < 0.

1.2.3 Rotation

Die Rotation oder Wirbelstirke entsteht durch das “Vektorprodukt” des Nabla-Operators mit
einem Vektorfeld V und liefert daher wieder ein Vektorfeld:

VxV=rotV = < (1.2.4)

ov, 9V, oV, 09V, 9V, IV,
oy 0z 0z Ox Oxr Oy )
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Abbildung 1.2.4: Das Vektorfeld (1.2.7).

Mit Hilfe des sog. Levi-Cevita-Symbols ¢;;;, konnen wir dies auch etwas kompakter als

3
0
(rot V)i = D eijnry —Vi (1.2.5)

G k=1 J
schreiben, wobei
+1, falls (7,7, k) zyklisch aus (1,2, 3)

€. = § —1, falls (7, j, k) antizyklisch aus (1,2, 3) . (1.2.6)
0, in allen anderen Fillen

Als Beispiel betrachten wir das Vektorfeld
V(r) = (-y,z,0), (1.2.7)

dessen Rotation durch V x V = (0,0, 2) = 2¢, gegeben ist.

1.2.4 Hohere Ableitungen

Hohere Ableitungen erhilt man durch mehrfache Anwendung von V, wobei aber zu beachten
ist, ob man es mit einem Vektor- oder Skalarfeld zu tun hat.
Fiir eine skalare Funktion F' hat man z.B.

OF OF 8F) _ O PF | OF

= V?F (1.2.8)

div(grad ) =V -VF =V . <%, T 2 - o2 | 022
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mit dem Laplace-Operator

2 2 2
A::VQ:%JFC%QJF%. (1.2.9)
AuBerdem gilt fiir jede skalare Funktion F'
V x VF =rot(grad F) =0 (1.2.10)
\yie wir in den Ubungen zeigen werden.
Ahnlich gilt fiir jedes Vektorfeld V'
V- (VxV)=div(rot V) =0. (1.2.11)
Unter schwachen Zusatzvoraussetzungen gilt auch die Umkehrung dieser Aussagen:
V xV =0 = Es gibt eine skalare Funktion F mitV = VI, (1.2.12)
V.-V =0 = EsgibteinVektorfeld W mitV =V x W. (1.2.13)

1.3 Integralsitze

Die Integralsitze konnen als Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung

b
/a dx % = f(b) — f(a) (1.3.1)

auf Vektorfelder aufgefasst werden. Zunichst wollen wir uns aber allgemein mit der Integration
von Skalar- und Vektorfeldern beschéftigen.

1.3.1 Integration von Skalar- und Vektorfeldern
Wegintegral eines Vektorfeldes

Wir betrachten einen Weg, der durch seine Bogenldnge s parametrisiert sei (vgl. Mechanikteil),
C={r(s)|s1 <s< s}, (1.3.2)

zwischen den Punkten r(s;) und r(s3). Das Wegintegral eines Vektorfeldes 1 entlang C' ist dann
definiert durch (vgl. Mechanikteil, Berechnung der Arbeit)

52
S1

/C al-y = / s L Vin(s) = sz Vi), (133)

1

wobei wir dl = 7ds durch den Tangentialvektor T ausgedriickt haben.
Fiir geschlossene Wege, d.h. r(s1) = r(s2), schreibt man auch

7{ al-v. (1.3.4)
c
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Abbildung 1.3.1: Zur Definition des Wegintegrals.

Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche

Wir betrachten eine zweidimensionale Fldche F, die von den Feldlinien eines Vektorfeldes V'
durchdrungen wird (siche Abb. 1.3.2). Wenn wir nun F in infinitesimale Fldchenelemente df =
ndf mit der Flichennormalen n zerlegen, konnen wir den Fluss von V' durch F definieren:

/di-z—/dfﬂ-z. (1.3.5)
F F

Fiir eine geschlossene Fliche, z.B. eine Kugelschale, schreibt man wieder

fdi'l- (1.3.6)
f

Volumenintegral einer skalaren Funktion 7’ iiber ein Volumen V'

Das Volumenintegral einer skalaren Funktion ist als Mehrfachintegral

/ d*rF(r) (1.3.7)
\%4

mit dem Volumenelement dV = d3r definiert. In kartesischen Koordinaten ist d®r = dxdydz.
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V(r)

=

df

Abbildung 1.3.2: Fluss eines Vektorfeldes durch eine Fliche.

1.3.2 Die Sitze von Gaufl und Stokes

Gradientenfelder:

Fiir Gradientenfelder sind die Wegintegrale wegunabhéngig, d.h. fiir jeden Weg C' zwischen r(s;)
und r(s9) gilt

/C dL-VF = Fr(s3)) — F(r(s1)). (1.3.5)

Dies ist offensichtlich analog zum Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung(1.3.1): Ein
eindimensionales Integral wird auf die Differenz von zwei Funktionswerten, also ein O-dimensionales
Objekt, reduziert.

Speziell fiir geschlossene Wege gilt daher

]{ dl-VF =0. (1.3.9)
c

Satz von Stokes:

Wir betrachten nun eine endliche Flidche F. Deren Rand ist dann ein geschlossener Weg 0.F . Fiir
jedes Vektorfeld V' gilt dann der Satz von Stokes:

/di-(VXK)=]4 - v, (1.3.10)
]:

OF

d.h. das zweidimensionale Integral iiber eine Ableitung von V wird auf ein eindimensionales
Integral tiber V reduziert.
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Satz von GauB3:

Wir betrachten nun ein beschrinktes Volumen V, dessen Rand daher eine geschlossene Flidche
OV bildet. Fiir jedes Vektorfeld V' gilt dann der Satz von GauB:

/d%v-z:f df -V, (1.3.11)
% v

d.h. das dreidimensionale Integral iiber eine Ableitung von V wird auf ein zweidimensionales
Integral iiber V reduziert.

1.4 Die Delta-Funktion

Zur Motivation betrachten wir das Vektorfeld V (r) =
trodynamik spielt. Man rechnet leicht nach, dass

|H

3, das eine wichtige Rolle in der Elek-

=

&

V- =0 firaller #0. (1.4.1)

| 3

=

Wir legen nun eine Vollkugel Kz vom Radius R um den Ursprung. Deren Oberfliche 0Ky, ist
dann eine Kugelschale vom Radius R. Wir konnen nun den Fluss des Vektorfeldes V' durch diese
Kugelschale bestimmen:

r o1
df - — = dQR - = dQ) = 4, (14.2)
OKr |_| OKr r

wobei wir die Integration in Kugelkoordinaten durchgefiihrt und df = R?dQ) und n = t=7
benutzt haben. Das Flussintegral ist also unabhingig vom Radius R ! Dies bedingt wegen (1.4.1)
einen (scheinbaren) Widerspruch zum Gauf3’schen Satz, denn

4w:7§ df.%:/ Brv-V=Eo0. (1.4.3)
OKgp |£| Kgr

Dies lasst sich aber mit Hilfe der Dirac’schen Deltafunktion auflosen!

1.4.1 Eindimensionale j-Funktion

Wir betrachten eine kastenformige Funktion (Abb. 1.4.1)

fe(z) = {1/6 fire € [-5,5] (1.4.4)

0 sonst

Diese Funktionen sind normiert, d.h.

/oo fo(z)dz =1. (1.4.5)
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Abbildung 1.4.1: Die Delta-Funktion ist Grenzwert ¢ — 0 einer Folge von Kastenfunktionen

fe(w).

Fiir beliebige Funktionen g(x) gilt

00 1 €/2
/ fe(x)g(z)de = —/ g(x)dx , (1.4.6)
—00 € J_¢/2
bzw.
(3] 1 zo+e/2
/ felx — x0)g(x)de = E/ / g(z)dz, (1.4.7)
— 00 xro—€/2

wobei das letzte Integral als Mittelwert von g tiber das Intervall [zy — €/2, x( + €/2] interpretiert
werden kann. Es gilt daher

lim /_OO felx — x0)g(x)dx = g(x0), (1.4.8)

e—0

Wir definieren nun die Delta-Funktion durch
d(x — xo) := lim f(z — x0), (1.4.9)
e—0

die eigentlich gar keine Funktion ist, da formal

5(x—a:0)={0 (z # 20) (1.4.10)

r#x
0o (r=um)

Es handelt sich um eine verallgemeinerte Funktion oder Distribution, die durch ihre Wirkung
auf eine Testfunktion g(z) definiert ist:

/_00 Oz — x0)g(x) = g(x0) (1.4.11)
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fiir jedes xo und jede Funktion g(z).
Alternativ kann man die Delta-Funktion iiber jede beliebige Folge von Funktionen f(z) mit den
Eigenschaften

/ fe(z)dz =1 und lir% fe(x) =0 (furx #0) (1.4.12)
—oo e
definieren. In den Ubungen werden wir hierzu weitere Beispiele kennenlernen.

1.4.2 Dreidimensionale J-Funktion

Die dreidimensionale Delta-Funktion ist durch

d(r) :==d(z)d(y)d(2) (1.4.13)

gegeben?. Es gilt
/ dro(r) = / dx 5(x)/ dy (5(y)/ dz(z) =1 (1.4.14)
R3 —00 —00 —00

und

/00 d*r o(r — r)g(r) = g(ry) (1.4.15)

o0

Mit Hilfe der Delta-Funktion kann nun der “Widerspruch” (1.4.3) aufgelst werden:

‘H

V- = 4nd(r), (1.4.16)

d.h. die Delta-Funktion entsteht in drei Dimensionen durch die Ableitung einer relativ harmlosen
Funktion. Dies gilt aber nicht im eindimensionalen Fall!

=

2Man beachte, dass allgemeine Produkte von Delta-Funktionen nicht definiert sind!



16

KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN



Kapitel 2

Elektrostatik

2.1 Das Coulomb-Gesetz

Das Coulomb-Gesetz beschreibt die Kraft F';, zwischen zwei Punktladungen ¢;, g2 an den Orten
T, Tyl

q1492 T'o—1

F..=-F, =k . )
- - [Ty =132 [ry — 1y

(2.1.1)

Es handelt sich also um eine Zentralkraft mit der gleichen Abstandsabhingigkeit (o< 1/r%) wie
bei der Gravitationskraft. Allerdings konnen die Ladungen unterschiedliche Vorzeichen haben,
im Gegensatz zu Massen. Daher ist die Coulombkraft attraktiv fiir ;g2 < 0 und repulsiv fiir
q1q2 > 0.

Die Konstante & in (2.1.1) hidngt von der Wahl der Ladungseinheit ab. Es gibt zwei wichtige
Einheitensysteme:

e Das gesetzliche SI-System (oder MKSA-System) ist in der Experimentalphysik gebrauch-
lich. Die Ladungseinheit ist hier das Coulomb C. Sie wird aus der Stromeinheit Ampere
(A) abgeleitet: 1 C =1 As. Das Ampere wiederum wird iiber die Kraftwirkung zwischen
zwei stromdurchflossenen parallelen Drihten definiert. Im SI-System ist die Konstante k&

daher durch )

= =107 2NA2 ~ 9 - 10° Nm?C? (2.1.2)
4dmeq

ksr
gegeben, wobei c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist.

e Im GauB- oder cgs-System, das in der Theoretischen Physik bevorzugt wird, erhilt die
Ladung keine eigene Einheit. Stattdessen wird sie durch die Wahl

kegs =1 (2.1.3)
definiert. Die Ladungseinheit wird dann als electrostatic unit (esu) bezeichnet:
1 esu = 1(cm)3/2g!/2s~1 (2.1.4)

17
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Die Umrechnung zum SI-System erfolgt iiber
lesu=10c 'emA ~ 3.3-107"° C (2.1.5)
und die Elementarladung hat den Wert

e = 1.602-107YC
= 4.803-107"%cm. (2.1.6)

Der grof3e Vorteil des Gaul3’schen Systems liegt darin, dass elektrische Felder £ und ma-
gnetische Felder B die gleiche Einheit haben'. Dies triigt der Aquivalenz von elektrischen
und magnetischen Feldern Rechnung, die wir spiter im Rahmen der Relativititstheorie
erkennen werden.

Da Gravitations- und Coulomb-Gesetz die gleiche Struktur haben, konnen wir ihre Stédrken tiber
typische Massen und Ladungen direkt vergleichen. Betrachten wir z.B. die Wechselwirkung ei-
nes Protons mit einem Elektron, so erhalten wir

|ECou10mb| ~9. 1039 ] (217)
| E |

In diesem Sinne ist also die elektromagnetische Wechselwirkung viel stirker und wir konnen

Gravitationseffekte z.B. in der Atom- und Festkorperphysik vernachldssigen. Auf gro3en Skalen

(z.B. in der Astronomie) sieht dies aber anders aus! Hier dominiert die Gravitation, da makro-

skopische Korper weitgehend ladungsneutral sind.

2.2 Das elektrische Feld

Wir betrachten NV Punktladungen 14, ..., ¢y an den (festen) Orten ry, ..., r, und fragen nach
der Kraft auf eine weitere Ladung ¢ am Ort r, die Probeladung. Auf Grund des Superpositions-
prinzips fiir Kréfte gilt dann

N
a4q;
E(r) = Z m(t —r;). 2.2.1)
i=1 1= =
Die Beziehung
E(r) = qE(r) (2.2.2)
definiert dann das von den Punktladungen 14, ..., gy erzeugte elektrische Feld
N 0
E(r)=Y o pr (2.2.3)
i=1 = =

'Tm Rahmen dieser Vorlesung werden wir in erster Linie das cgs-System verwenden. Alle grundlegenden Glei-
chungen werden aber auch in ihrer SI-Form angegeben.
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iber die auf die Probeladung ¢ wirkende Kraft. Wir nehmen hierbei an, dass ¢ sehr klein ist und
die anderen Ladungen daher nicht beeinflusst.

Der Feldbegriff ist ein wichtiges neues Konzept im Vergleich zur Newton’schen Mechanik. Dort
fasst man die Krifte zwischen Korpern als Fernwirkungen auf, auf deren physikalische Hinter-
griinde nicht weiter eingegangen wird. In der Elektrodynamik ist aber das die elektromagne-
tischen Wechselwirkungen vermittelnde Feld ein eigenstindiges physikalisches Objekt. Krifte
werden dabei als Nahwirkungen des Feldes am des betrachteten Korpers aufgefasst.

Wir gehen nun von Punktladungen zu kontinuierlichen Ladungsverteilungen p(r) iiber. Ein in-
finitesimales Volumenelement dV am Ort r enthélt die infinitesimale Ladung p(r)dV und das
elektrische Feld am Ort r ergibt sich durch den entsprechenden Grenziibergang in (2.2.3) zu

_ 37"/ p(f) 7’—7’/
E(r) = / d T ,‘3(_ r') (2.2.4)

1=
|
1=

Im SI-System hat man

E(r) = ! / &3 P o) (r—1'). (2.2.5)

47eg lr — /|3

Betrachten wir speziell ein System aus Punktladungen, d.h. die Ladungsdichte

N
= dr—r), (2.2.6)

so erhilt man wieder die Beziehung (2.2.3).

2.3 Das elektrostatische Potential

Die Coulombkraft ist eine Zentralkraft und daher konservativ. Somit existiert ein Potential V5

mit 'y, = —V Vi »
142

’fl - IQ‘ '

Vig(ry,15) = (2.3.1)

Hiermit konnen wir (2.2.4) umschreiben:

E(r) = /d3 v, ( ) > = -V, /d3 ) —Vo(r) (2.3.2)

1] -7

wobei der Nabla-Operator nur auf r wirkt und daher vor das Integral gezogen werden kann. ¢(r)
ist das elektrostatische Potential:

o(r) = /d3 L) (2.3.3)

-]

Im SI-System gilt

o(r) = 1 / By p(f)/ . 2.3.4)
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Die potentielle Energie einer Probeladung ¢ am Ort 1 ist

V(r) = qé(r), (2.3.5)

womit klar wird, warum ¢ als “Potential” bezeichnet wird.

2.4 Die Feldgleichungen der Elektrostatik

Das elektrische Feld £ bzw. das Potential ¢ sind im Prinzip durch Integration aus der Ladungs-
verteilung bestimmbar. Manchmal ist es aber einfacher, sie mit Hilfe einer (partiellen) Diffe-
rentialgleichung zu berechnen. Diese wollen wir im Folgenden ableiten. Dazu erinnern wir uns
zunéchst an den Helmholtz’schen Fundamentalsatz der Vektoranalysis:

Jedes Vektorfeld V (r) ist durch Angabe seiner Wirbel V x V' = rot V und seiner
Quellen V - V = div V eindeutig festgelegt.

Damit ist das elektrische Feld £ vollstdndig durch Ausdriicke fiir V x £/ und V- E charakterisiert.
In der Elektrostatik ist £ konservativ und somit

241

Wir miissen daher nur noch V - £ bestimmen:

/

X E — 3 7 / . r—r
v-E /drp(i)v r—1r'|?
= /d3r’ p(ramo(r —r') = 4mp(r), (2.4.2)

wobei wir (1.4.16) benutzt haben.
Wir erhalten so als Feldgleichung fiir das elektrische Feld das GauB’sche Gesetz (in differenti-

eller Form)
V-E=A4nmp (2.4.3)

Da E = —V ¢ erfiillt das elektrostatische Potential die Poisson-Gleichung

V3¢ = —dnp (2.4.4)

Im SI-System gilt V - E = —V2%¢ = Lp.

€0

Als Anwendung des Gauf’sches Gesetzes berechnen wir das Feld einer homogen geladenen
Kugel vom Radius R. Die Ladungsdichte ist

(2.4.5)
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A

E(r)

R T

Abbildung 2.4.1: Betrag des elektrisches Feldes einer homogen geladenen Kugel vom Radius R
und Gesamtladung Q).

Durch Kombination von Gaul3’schem Gesetz und auf’schem Satz erhalten wir zunichst ganz
allgemein

/ dcrp(r) = i/ &rv-E = = df - E. (2.4.6)
v A Jy 4

m ™ Jov

Wir integrieren nun speziell iiber eine Kugel KX, vom Radius 7 um den Ursprung. Dann gilt

47 .3
5 5o (r < R)
/KT drelr) = {%R% —Q (r=R)’ 247

wobei () die Gesamtladung der Kugel ist.
Den Fluss von E durch 0K, kdnnen wir mittels eines Symmetriearguments leicht bestimmen.

e Die Ladungsverteilung p(r) ist radialsymmetrisch: p(r) = p(r).

e Aus der Poisson-Gleichung folgt, dass auch das Potential radialsymmetrisch ist: ¢(r) =

(r).

e Somit zeigt das elektrische Feld &2 = —V ¢ als Gradient einer radialsymmetrischen Funk-
tion in radiale Richtung.

Das elektrische Feld hat also die Form E(r) = E(r)r.
Nun konnen wir das Flussintegral bestimmen. Das Flachenelement der Kugeloberfliche zeigt
radial nach aussen: df = 7df und daher

f df-E:/ de(r)f-f:E(r)/ df = 4nr*E(r). (2.4.8)
0K, 0K,

- oK,
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Dabei haben wir benutzt, dass F(r) auf der Kugeloberfliche konstant ist. Somit erhalten wir fiir
das elektrische Feld
4r
Zpor (r<R)
E(r)y=13 2 . 249

Das Feld auBerhalb der Kugel ist also identisch dem einer Punktladung im Mittelpunkt, deren
Ladung () gleich der Gesamtladung der Kugel ist.

2.5 Elektrostatische Energie

In Analogie zur Mechanik definiert man die potentielle Energie von /N Punktladungen, die iiber
die Coulombkraft miteinander wechselwirken, durch

4iq; 1 4iqj

V = E = — E . 2.5.1

e =i 2~ ;-1 ( )
, i, (i) J

1

Beim Ubergang zu einer kontinuierlichen Ladungsverteilung wird hieraus

R Y S ,p(z)p(t’)_l/ 3 / 5 pr')
V = 2/dr/dr—‘£_£/‘—2 d’r p(r) dr’r_/|
1 1

= 3 [#rowow = o [

2
1 3
= — [ drE-Vo
s

1
- 8_7T/d3r‘ﬁ|2, (25.2)

Dabei haben wir zunichst ausgenutzt, dass die Einschrinkung r # ' im Integral nicht notig ist.
Danach wurden die Identititen (2.3.3) und (2.4.3) verwendet und schlieBlich partiell integriert,
wobei angenommen wurde, dass Potentiale und Felder im Unendlichen verschwinden.

Wir definieren daher die Energiedichte des elektrostatischen Feldes als

1
u(r) = g!ﬁ(ﬁ)? (2.5.3)

bzw. im SI-System durch
€
u(r) = SB[ (2.5.4)

Die oben abgeleitetn unterschiedlichen Ausdriicke fiir die Energie entsprechen verschiedenen
Standpunkten:

e Inder Form V = 1 [ @ p(r)¢(r) wird die Energie, wie in der Mechanik, der Wechsel-
wirkung zwischen den Teilchen zugeordnet.



2.6. MULTIPOL-ENTWICKLUNG 23

e Die Form V = 3 [ d®r p(r)¢(r) kann als potentielle Energie der Ladungsverteilung p(r)
im Potential ¢(r) interpretiert werden. Dabei beriicksichtigt der Faktor %, dass es sich um
das von der Ladungsverteilung selbst erzeugte Potential handelt. Handelt es sich um ein
duBleres Potential, so fehlt dieser Faktor.

e Im Ausdruck V = % [ d*r|E|? wird die Energie ganz dem (von p erzeugten) elektrischen
Feld zugeordnet.

Bei den Interpretationen ist noch zu beachten, dass sich die auftretenden Volumenintegrale i.a.
tiber verschiedenen Bereiche erstrecken. Bei rdumlich beschrinkten Ladungsverteilungen ist in
der zweiten Form nur iiber diesen Bereich zu integrieren, wihrend in der letzten Form immer
tiber den ganzen Raum integriert wird.

Als Beispiel wollen wir die elektrostatische Energie einer homogen geladenen Kugel vom Radius
R und der Gesamtladung () bestimmen. Aus Dimensionsgriinden erwarten wir, dass V' ~ % gilt.
Die exakte Rechnung liefert wegen

Lo, @ /RS (r<R)
ulr) = 87rE ()= 8 {1/r4 (r > R) (2:3)
und somit )

V= /u(f)d?’r = g% ) (2.5.6)

Bei fester Gesamtladung () divergiert V' fiir R — 0. Eine Punktladung hitte daher eine unend-
liche Energie. Ahnliche Divergenzen sind die Quelle vieler mathematischer und konzeptioneller
Probleme in Feldtheorien und eine Motivation fiir die Stringtheorie, in der es keine Punktteilchen
gibt.

Man kann einen klassischen Elektronenradius R, definieren, indem man die Feldenergie mit
der Ruheenergie m.c? des Elektrons identifiziert. Dies fiihrt auf

3 €

=R 1.7-107 " m. (2.5.7)
mMeC

e

Experimentell erweist sich das Elektron aber (bisher) als punktférmig. Allerdings werden ab dem

Compton-Radius

R. = h ~4-10%m (2.5.8)
meC

quantenmechanische Effekte relevant und das Elektron wird durch Welleneffekte “unscharf™.

2.6 Multipol-Entwicklung

Wir wollen nun das elektrostatische Potential (2.3.3) fiir beliebige beschrinkte Ladungsvertei-
lungen ndherungsweise im sog. Fernfeld berechnen. Dazu betrachten wir Ladungsverteilungen
endlicher Ausdehnung, d.h. p(r) = 0 fiir alle |[r| > R,, wobei der Ursprung im Inneren der
Verteilung liegen soll. Das Fernfeld bezeichnet dann den Bereich, in dem |r| > R, ist. Im Inte-
granden ist dann auch |r| > |r’|, was zur Vereinfachung genutzt werden kann.
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2.6.1 Herleitung

Wir entwickeln zunichst die Abstandsfunktion im Integranden

1 1
= (2.6.1)
N \/1—2 +(2)*
unter den Bedingungen |r - 7’| < r? und (%)2 < 1 mit Hilfe der Taylor-Entwicklung
1 r 3
~l—=+ 224+ 00uP), 2.6.2
1+z 2 8 (z%) ( )
, 2
wobei z = —25% + (Z)™:
1 1 1 "\ 2 r-r 3/ o\’
v — 1’| 7’[ 2(<7’> re >+8(7’2 r? ) )
1 ! AV /\2
~ |14 r-r 1 3(r-1')* = (rr) : (2.6.3)
r r? 2r4

wobei wir zunichst die Klammern aufgeldst und dann nach Potenzen von 1/r? sortiert haben.
Damit erhalten wir fiir das elektrostatische Potential

o) ~ - U &*r' p(r') + %/d?’f’ p(r')r' + %/df&r’ p(r') [3(r - 1) - (7’7”')2}}

r

3
g, dr 1

mit r = (1, e, x3), der Gesamtladung

q= / d’r' p(r') (2.6.5)
dem Dipolmoment
d= / d*r p(r)r (2.6.6)
und dem Quadrupoltensor
Qij = /d?’?" p(r) [Bzix; — |r[*6;] - (2.6.7)

Der Quadrupolbeitrag zum elektrostatischen Potential (2.6.4) ist also eine quadratische Form,
die durch die Matrix (();;) definiert ist.
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— +
K K= 3 L—o_
Monopol Dipol Quadrupol
o~ Lir 6~ Lir? 0~ 1/r°

Abbildung 2.6.1: Systeme aus Punktladungen und ihre Multipolelemente.

Die Darstellung (2.6.4) hat den wesentlichen Vorteil, dass die kontinuierliche Ladungsverteilung
p(r) duirch wenige Multipolmomente ¢, d, @ ersetzt wird. Deren Beitrige zum elektrostatischen
Potential fallen mit zunehmender Ordnung der Momente immer schneller ab:

1
Monopolbeitrag 0 =
r r
) ) d-r 1
Dipolbeitrag % ~ 2 (2.6.8)
1
Quadrupolbeitrag ~os

Die Multipolentwicklung lésst sich systematisch verbessern. (2.6.4) gilt bis auf Korrekturen der
Ordnung (%)4.

Fiir kugelsymmetrische Ladungsverteilungen gibt es nur einen Multipolbeitrag, die hoheren Ord-
nungen verschwinden exakt. Ihr Feld erscheint daher in groB3en Entfernungen als das einer Punkt-
ladung, die die gesamte Ladung der Verteilung in sich vereinigt.

2.6.2 Abhiangigkeit von der Wahl des Koordinatensystems

Die Multipolmoment héngen i.a. von der Wahl des Koordinatensystems ab. Eine Verschiebung

T —

1=

=r—r, (2.6.9)

des Ursprungs ldsst zwar die Gesamtladung ¢ unverindert, das Dipolmoment wird jedoch trans-
formiert:

A > d- / & EplF) — 14 / & p()
d—qry. (2.6.10)

Dies hat verschiedene Konsequenzen:
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Abbildung 2.6.2: Aquipotentiallinien eines Punktdipols im Ursprung, dessen Dipolmoment ent-
lang der z-Achse ausgerichtet ist. Das Dipolmoment d ist entlang der z-Achse ausgerichtet, so-
dass ¢gip > 0 im oberen Halbraum (z < 0) und ¢gip, < 0 im unteren Halbraum (2 < 0). (aus [3])

e Fiir ¢ # 0 kann das Dipolmoment zum Verschwinden gebracht werden, indem der Koor-
dinatenursprung in den Ladungsschwerpunkt gelegt wird, d.h. durch die Wahl r, = %. Der
Ladungsschwerpunkt ist dabei analog zum Massenschwerpunkt definiert. Diese Analogie
impliziert, dass Massenverteilungen (wie die der Erde) kein Dipolmoment besitzen. Die
fiihrende Abweichung vom Feld einer Punktmasse ist dahjer der Quadrupolbeitrag.

e Fiir ¢ = 0 ist d unabhiéngig von der Wahl des Ursprungs, also ein invariantes Merkmal
der Ladungsverteilung. Ein Beispiel hierfiir sind die Dipolmomente von neutralen, polaren
Molekiilen wie H,O. Allgemein gilt, dass das niedrigste nichtverschwindende Multipol-
moment unabhéngig von der Wahl des Ursprungs ist, also z.B. @ fiir ¢ = 0, d = 0.

2.6.3 Punktdipol

Der erste Term in der Multipolentwicklung (2.6.4) entspricht dem Potential einer Punktladung.
Das Fernfeld jeder Ladungsverteilung mit ¢ # 0 sieht daher in fiihrender Ordnung wie eine
Punktladung aus. Welche Ladungsverteilungen erzeugen die anderen Terme “in Reinform”? Da-
zu betrachten wir den Fall des Dipolpotentials

d-
baip(1) = ——,

r3

1=

(2.6.11)

dessen Aquipotentiallinien in Abb. 2.6.2 dargestellt sind. Die zugehorige Ladungsverteilung lisst
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sich im Prinzip aus der Poisson-Gleichung (2.4.4) bestimmen.
1
paip(r) = —Ev%cﬁp =...=—d- Vi), (2.6.12)

wie wir in den Ubungen zeigen werden?. Diese Ladungsverteilung entspricht einem Punktdipol,
den man durch folgenden Grenzprozess erhilt: Zwei Ladungen +¢q werden im Abstand a sym-
metrisch z.B. auf der z-Achse positioniert, also bei (0,0, —a/2) und (0, 0, a/2). Dann fiihrt man
den Grenziibergang a — 0 aus, wobei man das Dipolmoment d = ga konstant hiilt.

Als Anwendung bestimmen wir die Energie eines Punktdipols in einem dufleren elektrischen
Feld. Wir betrachten zunichst ein System aus Punktladungen ¢; in einem duferen elektrischen
Potential ¢.. Die potentielle Energie ist dann durch

N
‘/ext - Z Qiqbext(Ei) (2613)
=1

gegeben. Dabei wurde die “Selbstenergie” durch Wechselwirkungen der Ladungen untereinander
vernachldssigt. Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung ergibt sich

Vi = / @r p(r)don(r) = — / r delr) (d - V(1)) = / &r 8(r) (d - Véou(r)
= —d-E.(r=0), (2.6.14)

—ext
wobei wir zundchst (2.6.11) benutzt haben und dann partiell integriert. Die potentielle Energie
wird also durch die Stirke des elektrischen Feldes am Ort r = 0 des Dipols bestimmt. Sie
wird minimal, wenn das Dipolmoment parallel zum Feld steht, der Dipol wird also vom Feld
ausgerichtet.

2.7 Metallische Randbedingungen

In einem metallischen Leiter gibt es frei bewegliche Ladungen. Diese verschieben sich unter dem
Einfluss eines elektrischen Feldes. In einer statischen (d.h. zeitunabhédngigen) Situation kann es
daher keine elektrischen Felder im Inneren des Leiters geben, da sich die Ladungen so lange
verschieben, bis das Feld iiberall verschwindet:

’ E=0 im Inneren von Leitern . ‘ 2.7.1)

Somit ist dort das Potential ¢ konstant. Insbesondere sind die Oberflichen eines Leiters Aqui-
potentialflachen. Alternativ kann man fiir (2.7.1) eine energetische Begriindung geben: die be-
weglichen Ladungen ordnen sich so an, dass die Energie 5~ [ |E|*d* minimal wird. Das ist fiir
E = 0 der Fall.

Wir betrachten zwei Beispiele:

’Die Ableitung der Delta-Funktion ist durch [ dz f(z)d' (z — ) = — f'(x) definiert.
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Abbildung 2.7.1: Ein neutraler metallischer Korper in einem dufleren elektrischen Feld.

e Bei einem neutralen metallischen Korper in einem duferen elektrischen Feld £, (siehe
Abb. 2.7.1) sammel sich die freien Ladungen an den Oberflichen. Dadurch entsteht im

Leiter ein induziertes elektrisches Feld E,  bis es £, kompensiert:
Lipg = —Eex - (2.7.2)
Im Inneren des Leiters ist dann
E=FEu+Ep=0. (27.3)

e Bei einer metallischen Kugel mit der Gesamtladung () wird die Energie V' minimiert, wenn
sich die Ladungen an der Oberflache befinden. Dies kann man sich leicht durch Verallge-
meinerung des Beispiels in Kap. 2.5 auf beliebige kugelsymmetrische Ladungsverteilun-
gen klar machen. Die Energie ist dann

QZ

V_QR

(2.7.4)

. . . . 2 . .
was z.B. kleiner ist als die Energie V' = gg% einer homogenen Verteilung.

Wie sehen die Randbedingungen fiir das elektrische Feld an der Grenzflache zwischen Auflen-
raum und Leiter aus, wenn im AufBenraum ein elektrisches Feld existiert und im Inneren des
Leiters verschwindet? Die Orientierung der Grenzfliche konnen wir mit Hilfe des Flachennor-
malenvektors n und des Tangentialvektors 7 charakterisieren. Wir unterscheiden daher Randbe-
dingungen an die Tangentialkomponente 7 - £ und die Normalkomponente n - £/ des elektrischen
Feldes. Da die Oberfliche eine Aquipotentialfliche (¢ = const.) ist, steht das elektrische Feld
E = —V ¢ senkrecht auf der Leiteroberfliche (Abb. 2.7.2). Somit ist

=0. (2.7.5)

Ui E} Oberfldche
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Metall

Abbildung 2.7.2: Feldlinien einer Punktladung in der Nihe einer Leiteroberfldche.

Wir leiten diese Aussage nun aus der Betrachtung des allgemeinen Falles einer Grenzfliche zwi-
schen zwei Bereichen mit den elektrischen Feldern £/, und £, her. Der Fall einer metallischen
Oberfldche ist darin liber £, = 0 enthalten.

e Tangentialbedingung: Wir betrachten einen geschlossenen Weg wie in Abb. 2.7.3 (links),
der die Grenzflache umschliesst. Die Linge tangential zur Oberfiche sei [, die Dicke (senk-
recht zur Oberfldche) d mit d < [. Bezeichnet man die vom Weg eingeschlossene Fliche
mit A, so gilt nach dem Stokes’schen Satz

oz/di-(Vxﬁ):}[ dl-E. (2.7.6)
A 0A

da in der Elektrostatik V x E = 0 (siehe (2.4.1)). Fiir d — 0 tragen nur die tangentialen
Stiicke bei:

027{ dl-E=Ir-Ey,~lr-E, =lr-(E,— E,). 2.7.7)

0A

Somit ist die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes an der Grenzflache stetig:
T-Ly=1-E, (2.7.8)

und speziell an der Oberfldache eines Leiters gilt 7 - £ = 0, d.h. die Feldlinien stehen
senkrecht auf der Leiteroberflache.

e Tangentialbedingung: Wir betrachten das hutschachtelformige Integrationsvolumen V' in
Abb. 2.7.3 (rechts). Nach dem Gauf3’schen Gesetz gilt fiir die Ladung ¢ in V'

1 1
qz—/V-E:— df - E (2.7.9)
47T v 47T oV

wobei wir den Gaul3’schen Satz angewendet haben. Fiir d — 0 tragen nur Deckel und
Boden des Volumens bei, deren Fliche jeweils A sei:

trg= § df-E=An-(E,~ ). (2.7.10)
ov
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Abbildung 2.7.3: Zur Herleitung der Randbedingungen fiir ein elektrostatisches Feld. Die lin-
ke Skizze zeigt den Integrationsbereich fiir die tangentiale Bedingung, der rechte den fiir die
normale Bedingung.

Damit springt die Normalkomponente des elektrischen Feldes um den Betrag 470 mit der
Oberflichenladungsdichte

q
= —. 2.7.11
o= (2.7.11)
Somit gilt an der Oberfliche eines Leiters
E-n| . =470, (27.12)
d.h. das elektrische Feld E induziert die Oberflachenladungsdichte
1
O ier = B2 (27.13)



Kapitel 3

Magnetostatik

Magnetische Phianomene sind seit langem bekannt. Hier wollen wir uns vor allem mit der ma-
gnetischen Wirkung von elektrischen Stromen beschiftigen, einer vergleichsweise jungen Ent-
deckung. Historisch waren folgende Erkenntnisse fiir die Entwicklung der Magnetostatik von
Bedeutung:

e Permanentmagnete wurden in Form von magnetischen Mineralien z.B. in der Néhe der
Stadt Magnesia in der heutigen Tiirkei gefunden. Eine der ersten wissenschaftliche Unter-
suchungen von Permanentmagneten stammt von Petrus Peregrinus, der bereits 1269 darauf
hinwies, dass es keine isolierten magnetischen Pole (Monopole) gibt.

e Erdmagnetfeld: Die Existenz des Erdmagnetfeldes war spitestens seit der Erfindung des
Kompass (im 11. Jh. in China) bekannt. William Gilbert stellte dann 1600 eine Analogie
zwischen dem Erdmagnetfeld und dem Feld von Permanentmagneten her, die eine grolen
Einfluss auf Kepler’s Vorstellung von der Wechselwirkung zwischen der Sonne und den
Planeten hatte.

e Magnetische Wirkung von Stromen: Diese wurde 1820 von Hans Christian @rsted ent-
deckt. Spiter postulierte André Marie Ampere, dass alle Magnetfelder durch Strome er-
zeugt werden. Daher miissten in magnetischen Materialien Molekularstrome vorhanden
sein, deren Nachweis mit den Mitteln des frithen 19. J.h. aber nicht moglich war. Heute
wissen wir, dass der atomare Magnetismus auf quantenmechanischen Effekten beruht.

Im Weiteren werden wir auf der Basis des Ampere’schen Standpunktes argumentieren, d.h. elek-
trische Strome als einzige Quellen von Magnetfeldern betrachten. Da elektrische Strome aus
bewegten Ladungen bestehen konnen wir folgendes Grundpostulat formulieren:

Magnetfelder werden durch bewegte elektrische Ladungen erzeugt, und wirken auf
bewegte Ladungen.

31
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Abbildung 3.1.1: Zur Definition der Stromdichte fiir einen infinitesimal diinnen Draht.

3.1 Stationire Strome

In der Magnetostatik betrachtet man bewegte Ladungen, wobei die zugehdrigen Strome zeitu-
nabhingig (stationir) sind. Die Stromstiirke I wird definiert durch die zeitliche Anderung der
Ladung
dQ

I = il (3.1.1)
Die Stromdichte j beschreibt den Ladungsfluss durch eine Fléche und hat daher die Dimension
% Fiir eine genauere Definition betrachten wir einen infinitesimal diinnen Draht durch den
ein Strom [ fliesst. Wir interpretieren den Draht als Kurve im Raum und parametrisieren ihn
durch seine Bogenlidnge s, d.h. der Draht wird durch die Kurve r(s) beschrieben. Wir zerlegen
den Draht nun in infinitesimale Linienelemente

dl = 7ds (3.1.2)

mit dem Tangentialvektor 7 (Abb. 3.1.1). Bezeichnen wir die Querschnittsfliche des Drahtes mit
df, so ist die Stromdichte ein Vektor mit Richtung 7 und dem Betrag é, d.h.

I
J= @I bzw. IT = jdf. (3.1.3)
Da das infinitesimale Volumenelement durch dV' = ds-df gegeben ist, erhalten wir als Definition
der Stromdichte

jdV = Idl. (3.1.4)

Als Beispiel betrachten wir ein System aus Punktladungen ¢; am Ort r,, die sich mit den Ge-
schwindigkeiten v, bewegen. Dann ist

j(r,t) = Z%‘é(f—fi(t))- (3.1.5)

Es sei noch angemerkt, dass sich auf diese Weise keine stationdire Stromdichte erzeugen lésst.
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Abbildung 3.2.1: Das differentielle Biot-Savart-Gesetz.

3.2 Magnetfelder

Man kann die Magnetostatik in weitgehender formaler Analogie zur Elektrostatik entwickeln.
Hierzu muss das Ladungselement pd®r durch das Stromelement jd®r ersetzt werden. Durch den
vektoriellen Charakter des Stromelements sind aber einige Zusatziiberlegungen beziiglich der
Richtung erforderlich.

Wir definieren zunéchst das Magnetfeld (die magnetische Induktion) B(r) iiber seine Kraft-
wirkung auf ein Stromelement am Ort 1:

aF = La x B 3.2.1)

Im SI-System gilt dF" = Idl x B(r), wobei B in Teslamit 1 7" = 1 % gemessen wird.

Die Kraft (3.2.1) steht senkrecht auf d/ (bzw. 7) und B und ist proportional zur Stromstérke / und
dem Betrag des Magnetfeldes | B|. Man sieht schnell (z.B. iiber (2.2.2)), dass das so definierte
Magnetfeld die gleiche Einheit hat wie das elektrische Feld E.

Nach dem Grundpostulat erzeugt das Stromelement am Ort 77 aber auch ein Magnetfeld am Ort
r. Dieses ist durch das (differentielle) Biot-Savart-Gesetz

[ !
B - Lo L) (3.2.2)
¢ |r—rP
gegeben. Im SI-System gilt
1 —r! 1
g ="l C) e = (3.2.3)
47 lr — '3 €0C?
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Mit dem Superpositionsprinzip erhalten wir das von der gesamten Stromverteilung erzeugte Ma-
gnetfeld liber das Biot-Savart-Gesetz in integraler Form

(3.2.4)

T C

B@wzl/ﬁwz@ﬂi%gfx

Das Biot-Savart-Gesetz iibernimmt im Weiteren die Rolle des Coulomb-Gesetzes in der Elektro-
statik.

Die Gesetze (3.2.1) und (3.2.2) definieren zusammen die magnetische Wechselwirkung zwischen
zweil Stromelementen. Es handelt sich dabei aber nicht um eine Zentralkraft!

Im Mechanikteil der Vorlesung hatten wir schon kurz die Lorentzkraft

r=%xnB

C

(3.2.5)

eines Magnetfeldes auf eine Punktladung ¢ kennengelernt. Wir wollen diese nun noch aus (3.2.1)
ableiten. Dazu iiberlegen wir uns zunéchst, dass die Stromdichte einer Punktladung am Ort (%),
die sich mit der Geschwindigkeit v = % bewegt durch

j(r,t) = quo(r —ry(t)) (3.2.6)

gegeben ist. Damit erhalten wir aus (3.2.1) fiir die Kraft auf diese Ladung

1
dF = ~(j x B)d®r = L(v x B)s(r — ry)d®r . (3.2.7)
c = c
Da E und B die gleichen Einheiten habe, kann die Stirke der Lorentzkraft mit der elektrostati-
schen Kraft ¢ verglichen werden'. Man sieht, dass sie sich um einen Faktor % unterscheiden.
Dies deutet bereits an, dass sich das Magnetfeld als relativistische Korrektur zum elektrischen
Feld auffassen ldsst.

3.3 Kontinuitiatsgleichung

Die Ladungserhaltung ist eine gut bestétigte Erfahrungstatsache: Elektrische Ladungen kénnen
weder erzeugt noch vernichtet werden. In allen bekannten Prozessen ist die Summe der betei-
ligten Ladungen vorher und nachher gleich. Die Anderung der elektrischen Ladung in einem
beliebigen geschlossenen Volumen V' muss daher gleich dem Fluss von Ladungen durch seine
Oberflache OV sein. Da der Ladungsfluss durch ein Flichenelement df = ndf durch j - df
gegeben ist folgt fiir die Ladungsénderung in V' B -

d

— d?’v"p(t,t)z—j{ df-j(z,t):—/d?’rv-j(z,t), (3.3.1)
dt Jy ov T % =

"Wenn die Richtungen von v und B geeignet gewiihlt werden!
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wobei wir den Gaul3’schen Satz angewendet haben. Das Minuszeichen vor dem Oberflachenin-
tegral riihrt daher, dass der Normalenvektor n einer geschlossenen Oberfiche per Konvention
immer nach Auflen zeigt und ein Strom aus dem Volumen heraus zu einer Verkleinerung der
Ladungsmenge fiihren muss. Insgesamt muss also fiir beliebige geschlossene Volumina V'

dp .
3 R . —
/Vd r (at +V l) 0 (33.2)

sein. Dies fiihrt auf die Kontinuititsgleichung

9p

5, +divi=0, (33.3)

die die elektrische Ladungsdichte mit dem elektrischen Strom verkniipft.

In einer statischen Situation ist % = 0und j(r,t) = j(r). In diesem statischen Fall ist daher

V-j(r)=0, (3.3.4)

d.h. stationdre Strome in der Magnetostatik sind divergenzfrei.

3.4 Vektorpotential

In der Elektrostatik haben wir das elektrostatische Potential ¢ eingefiihrt, aus dem sich iiber
E = —V ¢ das elektrische Feld ergibt. Gibt es ein dhnliches Potential fiir das Magnetfeld?

Dazu formen wir zunédchst das Biot-Savart-Gesetz (3.2.4) analog zum Vorgehen in der Elektro-
statik um:

B(r) = E/dzr/ i(t)_x (r—1')

_ los / iy ) (3.4.1)

wobei wir im letzten Schritt die Identitdt V(¢gV) = gV x V + (Vg) x V benutzt haben, die fiir
beliebige Skalarfelder g und Vektorfelder V' gilt. Dabei ist g(r—1') = 1/|r—r'| und V(r) = j(r’)
(unabhéngig von r !!). Somit konnen wir das Magnetfeld darstellen als

(42

mit dem Vektorpotential

Alr) = E / d*r’ ir) (3.4.3)
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Das elektrostatische Potential ¢ ist durch £ = —V ¢ nur bis auf eine additive Konstante festge-
legt. Das Vektorpotential A wird durch B = V x A nur bis auf eine beliebige skalare Funktion
A(r bestimmt, denn unter der Eichtransformation

A— A =A+VA (3.4.4)

gilt wegen (1.2.10)
VxA=VxA+Vx(VA)=B. (3.4.5)

Die Wahl von A, die zu (3.4.3) fiihrt, heilt Coulomb-Eichung. Sie ist durch

@49

charakterisiert, denn

1 (1! 1 ‘ 1
V-A = —/d3r’V- i) :—/d3r'j(£’)-v
c r— 1| c = r — 1|

1 1
- _ d3/ / /
0/ r ) vIz—z’l
= l/d?’r’ (V' j(r") Ly (3.4.7)
c R P .

wobei wir zunichst die allgemeine Identitidt V(fV) = V-V f+ fV-V verwendet haben und dann
die Tatsache, dass stationére Strome in statischen Situationen divergenzfrei sind (sieche Kap. 3.3).
V'’ bezeichnet den Nabla-Operator beziiglich 7.

3.5 Feldgleichungen

Analog zur Elektrostatik wollen wir nun das Magnetfeld B durch V - B und V x B charakteri-
sieren. Da B = V x A gilt wegen der allgemein giiltigen Identiit V - (V x V) =0

V-B=V-(VxA)=0 3.5.1)
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Diese Identitit driickt Abwesenheit von magnetischen Ladungen aus. Die Herleitung gilt streng
genommen nur fiir Magnetfelder, die durch (stationdre) Strome erzeugt werden. Die Existenz
von Elementarteilchen mit magnetischen Ladungen ist damit noch nicht ausgeschlossen und Ge-
genstand aktueller Forschung.

Ein iiberzeugendes Argument fiir die Existenz von Monopolen wurde 1931 von Paul Dirac gege-
ben. Er zeigte, dass aus der Existenz von magnetischen Monopolen im Rahmen der Quantenme-
chanik zwangsldufig die Quantisierung der elektrischen Ladung (als Vielfaches einer Elementar-
ladung) folgt. Dabei sind die elektrische Elementarladung e und die magnetische Elementarla-
dung g iiber die Beziehung

und damit

ge = ghc (n € N) (3.5.3)
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miteinander verkniipft. Dabei ist & = h /27 das Planck’sche Wirkungsquantum. Somit ist

he e 137
> e f 00 5.4
925 " 2a "2 ¢ (3.54)

mit der Feinstrukturkonstanten o = ;—20 ~ % Sie stellt ein dimensionsloses MaB fiir die Stédrke
der elektromagnetischen Wechselwirkung dar. Damit ist die magnetische Elementarladung (im
Gauly’schen System) deutlich groBer als die elektrische Elementarladung. Daher erwartet man,
dass magnetische Monopole eine sehr gro3e Masse haben. Aktuell liegt die untere Schranke fiir

die Monopolmasse bei etwa 900 Protonenmassen (mg > 900m,,).

Wir wollen nun die Feldgleichung fiir V x B ableiten. Wegen?

VxB=Vx(VxA)=V(V-A)-V4A=-VA4, (3.5.5)
wobei (3.4.7) benutzt wurde, folgt mit (1.4.16)
2 1 3. (] 2 1
VxB = —V°A=—— [ d&7 iV
c - |z — |
4 4
= % &' j(r)o(r —1') = %Z(Z)- (3.5.6)
Wir erhalten so die zweite magnetostatische Feldgleichung
4
V xB= %i([) (3.5.7)
bzw. im SI-System
V x B = poj(r) .- (3.5.8)

In Coulomb-Eichung erfiillt das Vektorpotential daher eine komponentenweise Poisson-Gleichung

V2A = —47”1(@) . (3.5.9)

3.6 Ampere’sches Gesetz

Eine wichtige Folgerung aus (3.5.7) ist das Ampére’sche Gesetz, das fiir die konkrete Berech-
nung von Magnetfeldern dhnlich niitzlich ist wie das Gaul3’sche Gesetz bei elektrischen Feldern.
Wir betrachten eine zweidimensionale Fliche /' mit dem (eindimensionalen) Rand OF. Dann

gilt
4
$an=[a-oxp="[ar =" (3.6.1)
OF F c Jr — c

2Dabei ist V2 A komponentenweise definiert!




38 KAPITEL 3. MAGNETOSTATIK

Abbildung 3.6.1: Magnetfeld einer geraden Drahtes.

wobei wir den Stokes’schen Satz benutzt haben. [ ist der Gesamtstrom durch die Flache F'. Wir
erhalten also das Ampere’sche Gesetz

1
f dl-B=""1. (3.6.2)
oOF

- C

das das Wegintegral von B ldngs einer geschlossenen Kurve mit dem Strom durch die von der
Kurve OF berandete Fliche F' in Verbindung bringt.

Als konkrete Anwendung betrachten wir das Magnetfeld eines unendlich langen, geraden, infi-
nitesimal diinnen Drahtes. Dieser soll parallel zur z-Achse liegen. Wir verwenden Zylinderko-
ordinaten (p, ¢, z), die der Symmetrie des Problems angemessen sind. Aus Symmetriegriinden
muss das Magnetfeld parallel zu e, liegen und die Form

B=B(p, (3.6.3)

haben. Wir wenden das Ampere’sche Gesetz auf einen Kreis K, vom Radius p an, der senkrecht
zur z-Richtung liegen soll:

4
iy ]{ dl-B = j{ dl e, e,B(p) =2mpB(p). (3.6.4)
c 9K, 0K,

Dabher ist
B(p) = —. (3.6.5)



3.7. MAGNETISCHER DIPOL 39

3.7 Magnetischer Dipol

Analog zum Vorgehen in der Elektrostatik wollen wir uns nun mit der Frage beschiftigen, wie das
Fernfeld einer rdumlich beschrinkten Stromverteilung aussieht. Wir betrachten das Feld wieder
in Abstéinden 7 > Ry, wobei R, ein MaB fiir die Ausdehnung der Stromverteilung sein soll®. In
der Elektrostatik war der fiihrende Beitrag zum Fernfeld das Monopolfeld einer Punktladung. Da
es keine magnetischen Monopole gibt, erwarten wir nun als filhrenden Beitrag ein Dipolfeld.

3.7.1 Dipolfeld

Wir entwickeln das Vektorpotential (3.4.3) fiir |r| > |r’| und integrieren die Taylorreihe Term
fiir Term. Dann erhalten wir
Ar) = Agy(r) + O(1/r7) (3.7.1)

mit

1
Agp(r) = (1 xr) (3.7.2)

und dem magnetischen Dipolmoment

1
p=g | drexj). (3.7.3)
Das zugehorige Magnetfeld ist dann
Her
By, =V x Ay, = =V <_r_3) +4mpd(r) (3.7.4)

wobei der erste Term ein Beitrag analog zum elektrischen Dipolfeld (2.6.11) ist und der zweite
Term auBBerhalb des Ursprungs verschwindet. Somit haben (auBBerhalb des Ursprungs) elektrische
und magnetische Felder den gleichen Verlauf.

Eigentlich hitten wir auch bei der Herleitung des elektrischen Dipolpotentials auf singulédre Bei-
trige am Ort des Dipols (also dem Ursprung) achten miissen. Eine sorgfiltige Rechnung ergibt

1 /3(d-r)r A7
Eap =73 (% - c_l) — 5 do(r) (37.5)
bzw. 3 )
1 w-r)r 8
Bap =73 (—_rz - H) — 5 uo(r). (3.7.6)

Die singuldren §-Beitrige entstehen, weil durch den Abbruch der Multipolentwicklung nach
dem Dipolterm implizit ein Ubergang zu einem Punktdipol durchgefiihrt wird. Bei einer rea-
listischen Ladungs- oder Stromverteilung endlicher Ausdehnung bricht die Dipolndherung zu-
sammen, wenn |r| vergleichbar mit der Ausdehnung wird. Daher gibt es in diesem Fall keine

3Man stelle sich z.B. ein kreisformige Leiterschleife vom Radius Ry um den Ursprung vor!
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Singularitét bei » = 0. Wir machen uns dies fiir einen elektrischen Dipol mit der Ladungsvertei-
lung

p(r) =q [6 (E — %g) y (z - %g)} (3.7.7)

klar. Am Ursprung, also in der Mitte zwischen den beiden Ladungen bei £, herrscht ein starkes
Feld, das beim Ubergang @ — 0 zum Punktdipol wie % divergiert und so die d-Singularitit
erzeugt.

Im magnetischen Fall geht man analog vor, wobei man eine Leiterschleife vom Radius 12 be-
trachtet, die von einem Strom [ durchflossen wird. Im Grenzfall R — 0 und I — oo erhilt man
dann einen magnetischen Punktdipol.

3.7.2 Magnetischer Dipol im duBeren Feld

Wir betrachten nun eine rdumlich begrenzte Stromverteilung in einem dufleren Feld B, (r).
Gemidss (3.2.7) ist die Kraft auf die Stromverteilung

C

. / d’r (j(r) X Bey(r)) - (3.7.8)

Wir nehmen an, dass die Stromverteilung j(r) um r, lokalisiert ist und das sich B, (r) auf der
Skala R, der Stromverteilung nur langsam dndert und daher um r, entwickelt werden kann. Wir
geben hier nur das Ergebnis einer solchen Rechnung an:

F=V(uBy) =—VVa (3.7.9)

—=ext

mit der potentiellen Energie
Viip = —p- B (3.7.10)

—ext

des Dipols. Ist B konstant, dann ist ' = 0, aber es wirkt ein Drehmoment
m=puxB (3.7.11)

auf den Dipol, der daher im Feld ausgerichtet wird. Der magnetische Dipol verhilt sich also auch
in dieser Hinsicht analog zu einem elektrostatischen Dipol in einem elektrischen Feld.
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Die Maxwell’schen Gleichungen

Bisher haben wir nur statische Situationen betrachtet, die durch die elektro- und magnetostati-
schen Feldgleichungen

V-E = 4mp, 4.0.1)

V-B = 0, (4.0.2)

VxE = 0, (4.0.3)
4

VxB = %Z, (4.0.4)

fiir die Quellen (GI. (4.0.1) und (4.0.2)) und Wirbel (Gl. (4.0.3) und (4.0.4)) der elektrischen und
magnetischen Felder beschrieben. In diesem Fall sind elektrische und magnetische Vorginge
komplett entkoppelt, es gibt keine Gleichung, in der beide Felder zusammen auftauchen.

Wenn wir an zeitabhingigen Phinomenen interessiert sind, miissen die Gleichungen (4.0.3) und
(4.0.4) ergiinzt werden. Dies wird zu einer Kopplung von elektrischen und magnetischen Feldern
fiihren.

4.1 Das Induktionsgesetz

M. Faraday hat 1831 in einer Reihe von Experimenten durchgefiihrt:
e Bewegung einer Leiterschleife in einem statischen Magnetfeld
e Bewegung eines Permanentmagneten durch eine statische Leiterschleife

e Anderung der Magnetfeldstirke eines Elektromagneten, der von von einer Leiterschleife
umschlossen wird.

In allen drei Fillen wurde in der Leiterschleife ein elektrischer Strom induziert. Diese Bebach-
tungen lassen sich im Induktionsgesetz (oder Flussregel) zusammenfassen:

4 df-ﬁz—c]{ dl-E. @.1.1)
dt Jp— OF

41
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Auf der linken Seite steht die zeitliche Anderung des magnetischen Flusses durch die Fliche F
und auf der rechten Seite das Kreisintegral des elektrischen Feldes iiber den Rand von F, d.h.
die in der Leiterschleife induzierte Ringspannung.

Eine Flussinderung kann durch die Anderung a) der Fliche F' oder b) Magnetfeldstirke B her-
vorgerufen werden. Wenn F' zeitunabhéngig ist, so gilt

B
4 df -B = /df-a—_:—c]{ dl-E
dt Jp— Fp Ot oF
= —c/di-(VxE). (4.1.2)
F
Da dies fiir beliebige Flachen F' gilt, erhélt man die differentielle Form des Induktionsgesetzes
10B
VXE=——F7—. 4.1.3
*E c Ot ( )

Wir leiten nun das Induktionsgesetz (4.1.1) fiir eine spezielle Situation aus der Lorentzkraft
(3.2.5) her. Dazu betrachten wir eine rechteckige Leiterschleife mit einem beweglichen Teilstiick
(Abb. 4.1.1), das sich mit der konstanten Geschwindigkeit v = ve, bewegt. Das Magnetfeld steht
senkrecht dazu: B = Be,. Auf die frei beweglichen Ladungen wirkt daher die Kraft

F=4yxB=-%Be,. (4.1.4)
C C

Im Bezugssystem des bewegten Leiters wird diese Kraft als Wirkung eines induzierten elektri-

schen Feldes
F vB

EF===——¢
interpretiert. Da dieses Feld nur im bewegten Teil der Leiterschleife vorhanden ist, kann das
Linienintegral iiber die Schleife leicht ausgewertet werden:

(4.1.5)

B
]{ dl-E=—L,—. (4.1.6)
OF ¢
Der magnetische Fluss durch die Leiterschleife ist
/Fdi-Q:BLﬁLy. 4.1.7)
Somit gilt
d df - B BLL27 BvlL ]{dlE (4.1.8)
_ . — _ = v = —C . . 1.
dt F - v dt v OF -

Dies stimmt mit Gleichung (4.1.1) iiberein. Das durch den induzierten Strom erzeugte Magnet-
feld zeigt in negative y-Richtung, also entgegengesetzt zum angelegten Magnetfeld B. Wird die
Leiterschleife in negative z-Richtung bewegt (der Fluss wird dann kleiner!), so wird das ange-
legte Magnetfeld verstérkt. Dies ist ein Beispiel fiir die

Lenz’sche Regel: Der induzierte Strom erzeugt ein Magnetfeld, das der Anderung
des magnetischen Flusses entgegenwirkt.




4.2. DER MAXWELL’SCHE VERSCHIEBUNGSSTROM 43
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Abbildung 4.1.1: Leiterschleife mit einem beweglichen Teilstlick. Das Magnetfeld tritt senkrecht
aus der Zeichenebene heraus. Auf die freien Elektronen im beweglichen Teilstiick wirkt die Lor-
entzkraft. (aus [3])

4.2 Der Maxwell’sche Verschiebungsstrom

Wegen V x B = 47” J istin der Magnetostatik die Stromdichte divergenzfrei. Dies ist aber nicht
vertraglich mit der Kontinuitidtsgleichung (3.3.3) falls sich die Ladungsdichte zeitlich @ndert.
Daher muss in diesem Fall die Stromdichte um einen weiteren Beitrag j = ergidnzt werden:

c
= — B—j 4.2.1
] 47rV x I ( )
Dann gilt
‘ ap 10
Vi = Vegy=—5= "5V L
1 OF
= -V(|[—=). 4.2.2
(47r ot ) ( )
Die Ergidnzung j, = heisst Maxwell’scher Verschiebungsstrom
1 OF
= —— 423
I = 4 ot ( )

und wurde von Maxwell auf Grund theoretische Uberlegungen (aber nicht der Ladungserhal-
tung!) postuliert. Er wird spéter wichtig fiir die Existenz elektromagnetischer Wellen. Die Feld-
gleichung fiir die Wirbel des magnetischen Feldes lautet daher vollstindig V x B = 47” J+ 198

c Ot°
Damit haben wir die vollstindigen Maxwell-Gleichungen abgeleitet:
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1 0B
FE = —— — 4.2.
VxE c Ot (4.2.5)
V-B = 0, (4.2.6)
vxp = T 10E 4.2.7)
ct ¢ Ot

Die Gleichungen (4.2.5) und (4.2.6) nennt man auch homogene Maxwell-Gleichungen, da in
ihnen die Quellen (p, J ) nicht auftrauchen. Die Gleichungen (4.2.4) und (4.2.7) heien daher in-
homogene Maxwell-Gleichungen. Im SI-System sind die Maxwell-Gleichungen von der Form

V-E = lp, (4.2.8)
€0
0B
VxE = ——= 4.2.9
V-B = 0, (4.2.10)
oE
VXxB = HoJ + Ho€o— T . “4.2.11)

In den Gleichungen tritt die Lichtgeschwindigkeit ¢ gar nicht explizit auf! Tatsédchlich gilt im
Vakuum

1
v/ Ho€o .

(4.2.12)

4.3 Energie des elektromagnetischen Feldes

Wir verallgemeinern nun die elektrostatische Energiedichte (2.5.3) auf zeitabhingige Situatio-
nen. Dazu betrachten wir ein System aus N geladenen Punktteilchen in dufleren elektrischen
und magnetischen Feldern, so dass sich die Begriffe der klassischen Mechanik anwenden las-
sen. In der Zeit dt dndert sich die Gesamtenergie FE,, des Systems durch die elektrischen und
magnetischen Krifte:

ABmy = ZEZ ;= ZE’ 'Qidt
1
= Z% {E(ti, £) + —(w; x E(L-,t)} -ydt
= Zqz /d3r j- Edt, (4.3.1)

wobei wir die Stromdichte j = ), g;v;0(r — r;) eingefiihrt haben. Der Beitrag des Magnetfeldes
verschwindet, da ganz allgemein a - (a x b) = 0 gilt. Somit ist die Anderung der Gesamtenergie

dEmat 3 .
— = [ d B 4.3.2
dt / S (4.3.2)
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Wir wollen nun mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen den Integranden ganz durch die Felder £
und B ausdriicken. Zunichst gilt

, c 1 oL ¢ 10, .5
l'ﬂ—ﬂﬂ'(vxﬁ)—ﬂﬁ'g—Eﬁ'(vxﬁ)_g_ﬂa|ﬂ| 5 (4.3.3)
und
0, 9 oB
&@’ —2§~W——20§~(Vxﬂ). 4.34)
Da auflerdem gilt
V- (ExB)=B-(VxE) —E-(VxB) (4.3.5)
erhalten wir schlieflich
c 10
. E=—-——V.-(ExB)——=(|E?+|B]?) . 4.3,
J-E=—-V-(ExB)- 5 (E+B) (4.3.6)

Wir betrachten nun zwei verschiedene Situationen.

e Fiir eine Konfiguration von Teilchen und Feldern, die ganz in einem abgeschlossenen
Raumbereich V' liegen, integrieren wir (4.3.6) iiber das Volumen V':

dEma _ 0 3 2 2 c 3
= g e eiEr) - £ [ arvExn) @an)
0

- 3 2 2 i . _
_ 8t/vdr (IE)* + |B] )47T/avdi (ExB)=0, (43.8)

wobei wir zunédchst den Gaufl’schen Satz benutzt haben und V' so grof3 gewiahlt wurde,
dass £ = B = 0 auf dem Rand 0V'. Somit ist die Gesamtenergie erhalten,

d
— (Phat + Eem) =0, 4.3.9
o (Enat + Eem) (4.3.9)
wobei wir die elektromagnetische Feldenergie

B = o [ (B2 +18P) = [ @b ut) (43.10)
174 1%

™ 8

eingefiihrt haben, mit der Energiedichte des elektromagnetischen Feldes

1
u(r) = o (IEF +|B) . 4.3.11)

Im SI-System ist
1 1
u(r) = 5 (60|E|2 + —|§|2> : (4.3.12)
2 Ho
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e Nun betrachten wir ein elektromagnetisches Feld in Abwesenheit von Materie. Da dann

%Emat = 0, muss die rechte Seite von (4.3.7) fiir beliebige Volumina V" verschwinden.
Dies liefert
ou
—~4V-S=0 4.3.13
ot V2 (43-13)
mit dem Poynting-Vektor (oder Energiestromdichte)
&
S=—(ExB). 4.3.14
S~ (ExB) (43.14)

Gleichung (4.3.13) hat die Form einer Kontinuititsgleichung und driickt die lokale Erhal-
tung der Feldenergie [ u(r)d’r aus.

Die allgemeine Form der lokalen Energiebilanz in Gegenwart einer Stromverteilung j(r) lautet
dann

ou .
E+v.§__l.ﬁ (4.3.15)

wobei der Ausdruck auf der rechten Seite ein Verlustterm ist, den man auch als Ohm’sche
Wirme bezeichnet.

4.4 Impuls des elektromagnetischen Feldes

Da elektromagnetische Felder Energie besitzen liegt die Vermutung nahe, dass man ihnen auch
einen Impuls zuordnen kann. Wir machen hierzu ein Gedankenexperiment, bei dem wir zwei
Ladungen ¢; und ¢, betrachten, die sich mit den Geschwindigkeiten v; = —vie, bzw. v, =
—v9e, in Richtung der negativen z- bzw. z-Achse bewegen (Abb. 4.4.1). Stellen wir uns die
Ladungen als kleine Stromelemente vor, so konnen wir mit dem Biot-Savart-Gesetz (3.2.2) die
Richtung der von den Ladungen erzeugten Magnetfelder bestimmen: ¢; erzeugt am Ort von go
das Magnetfeld B, = B¢, und g2 am Ort von ¢; das Feld B, = — Bse, . Der magnetische Anteil
der entsprechenden Lorentz-Kraft ist daher

q2

Fy = - (QQ X El) = Fye,,
F, = q—cl(yl X By) = Fise, . 4.4.1)

Diese Krifte sind nicht antiparallel, daher ist das 3. Newton’sche Gesetz (und damit der mecha-
nische Impulssatz) verletzt! Das mechanische System tauscht mit dem elektromagnetischen Feld
nicht nur Energie, sondern auch Impuls aus!

Quantitative Uberlegungen zeigen, dass die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes durch

- L (ExB=_5 (4.4.2)

Iem dre c

gegeben ist. Sie ist also proportional zur Energiedichte.
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Abbildung 4.4.1: Gedankenexperiment zur Verletzung der 3. Newton’schen Gesetzes durch die
magnetische Wechselwirkung.

4.5 Maxwell-Gleichungen fiir die Potentiale

Wir wollen nun den Potentialbegriff auf zeitabhingige Situationen verallgemeinern. Die Dar-
stellbarkeit B = V x A des Magnetfeldes durch ein Vektorpotential A folgte aus der Diver-
genzfreiheit von 5. Da diese auch im zeitabhingigen Fall erhalten bleibt, muss der Zusammen-
hang zwischen A und B nicht modifiziert werden. Das gilt aber nicht fiir den Zusammenhang
E = —V¢ zwischen dem elektrostatischen Potential ¢ und dem elektrischen Feld £, der auf
der Beziehung V x £ = 0 beruhte. In zeitabhidngigen Situationen miissen wir dies modifizieren
(siehe (4.2.9):

0:Vxﬁ+la—§:VxE+lg(Vx4):Vx E+1% . 4.5.1)
c Ot c ot

Somit existiert fiir & + %%—? ein Skalarpotential ¢:

10A
EFE=-V¢——-—. 4.5.2
£ - (4.5.2)
In SI-Einheiten lautet diese Beziehung £ = —V¢ — %. Sie geht im statischen Fall in die

bekannte Form £ = —V ¢ iiber.

Wie wir schon fiiher gesehen haben, gibt es bei der Wahl der Potentiale gewisse Freiheiten (Eich-
freiheit). In der Magnetostatik war A nur bis auf den Gradienten einer skalaren Funktion fest-
gelegt: A — A" = A + VA. Eine allgemeine Eichtransformation soll nun £ und B invariant
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lassen:

10A' 10A 10A
E E = — I 7= _ _ / - =
-E v c v<¢+08t) c Ot

= _Vp— = (4.5.3)

liefert die Transformation fiir das Skalarpotential

18/\
cot’

Mit (4.5.4) und B = V x A sind die homogenen Maxwell-Gleichungen (4.2.5) und (4.2.6)
automatisch erfiillt! Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (4.2.4) und (4.2.7) liefern dann
einen Zusammenhang zwischen den Potentialen ¢ und A und den Quellen p und j:

b= ¢ =¢d— (4.5.4)

1 0F 10 10A
VXB_EE = VX(VXA)+—8—<V¢ 8t)

_ 2 10¢\  10°4
= V(V-A) - VA+V( %) T Zae
A 19¢
= (v 5o A+V( (V- A+ = 5t
L 4—”]', (4.5.5)
P
wobei wir die Identitit
Vx(VxV)=V(V-V)-VV (4.5.6)

benutzt haben, die fiir beliebige Vektorfelder V' gilt.
Das oben abgeleitete Ergebnis lésst sich vereinfachen, wenn man die Lorentz-Eichung

100
A4+ =22 = 4.5.
V- +c@t 0, 4.5.7)

die man als Verallgemeinerung der Coulomb-Eichung V - A = 0 verstehen kann. Dann erhélt
man die Maxwell-Gleichung fiir das Vektorpotential

1 02 AT
2 S )JA=——j 4.5.8
(V ? 8t2) - cL ( )
die im SI-System die Form
VQ—ia—Q Aot (4.5.9)
2ot )= 6002‘1 o

annimmt.
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In analoger Weise kann man einen Zusammenhang zwischen ¢ und p ableiten:

drp = VX E=-V (V¢+1%>

c Ot
10
= —V%—-—(V-A 4.5.10
woraus dann die Maxwell-Gleichung fiir das Skalarpotential
102
2 —
(V — ?@) ¢ = —4mp (4.5.11)
folgt. Im SI-System hat diese Gleichung die Form
1 9 1
2_ 2 =——9. 4.5.12
(V 2 atQ) ¢ F ( )

Die Maxwell-Gleichungen fiir die Potentiale sind direkte Verallgemeinerungen der statischen
Beziehungen (2.4.4) und (3.5.9), bei denen der Laplace-Operator V? durch den d’Alembert-
Operator

182_82+8Q+82 1 0

2otz 0z Oy 022 2ot
ersetzt wird. Hier deutet sich die Symmetrie zwischen Raum und Zeit, die charakteristisch fiir
die Relativititstheorie ist, schon an.

O:.=V? (4.5.13)

4.6 Ebene elektromagnetische Wellen

Die Maxwell-Gleichungen (4.5.8) und (4.5.11) implizieren die Existenz von elektromagneti-
schen Wellen. Im Vakuum ist p = 0 und l = 0, so dass sich die Gleichungen zu

1 0?

(v2 - g@) A =0, (4.6.1)
1 0?

(v2 — c_zﬁ) ¢ = 0 (4.6.2)

vereinfachen. Wir machen nun einen Ansatz in Form einer ebenen Welle, die sich in z-Richtung
ausbreitet. Die Wellenfronten verlaufen daher parallel zur (y, z)-Ebene und A und ¢ sind un-
abhéngig von y und z:

A=Az t), und ¢=o(x,t). (4.63)
Wir erhalten dann vier eindimensionale Wellengleichungen
o? 1 9
— A = 4.6.4
(8x2 c? 8252) - 0, (464

dxr 2o

2 2
(a —18)¢>:o (4.6.5)
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fiir die drei Komponenten von A und ¢. Deren allgemeine Losungen sind aus der Vorlesung
Mathematische Methoden bekannt:

Aj(a,t) = o'(@—ct)+al(z+et)  (=xy2), (4.6.6)
dlx,t) = ¢V (x—ct)+¢V(x + ct) (4.6.7)

also einer Kombination von links- und rechtslaufenden Wellen. Die Funktionen agr’l) und ¢
hingen nur noch von einer Variablen x — ct bzw. = + ct ab.

Wir betrachten im folgenden nur den rechtslaufenden Anteil'. Es bleiben dann vier frei wiihlbare
Funktionen (&) und ¢(§) mit £ = x—ct. Diese sind allerdings tiber die Lorentz-Eichung (4.5.7)
miteinander verkniipft:

04, 10¢
o oo 0 (o8
woraus d d¢
Qg _ a9
T (4.6.9)

folgt. Die beiden Funktionen sind daher bis auf eine additive Konstante gleich und wir setzen
daher

P(§) = az(§) . (4.6.10)
Das elektrische Feld erhalten wir aus (4.5.2):
0p 10A, 0 10 dp day
E,=———-- = —— —ct)— ——az(xr —ct) = ——+ — =0 4.6.11
or ¢ Ot ox (v =) cot” (v =) ¢ d¢ ( )
und i i
a a
E,=—2 E,=—=. 4.6.12
v e T (4.6.12)
Fiir das Magnetfeld folgt aus (3.4.2)
da da
B,=0 B,=——~2=-F,, B,=—"Y=F,. 4.6.13
B il (4.6.13)

Hieraus lassen sich die wichtigsten Eigenschaften elektromagnetische Wellen ablesen (Abb. 4.6.1):

e Elektromagnetische Wellen sind transversal: £ und B stehen senkrecht auf
der Ausbreitungsrichtung (hier: der z-Achse).

e F und B stehen senkrecht aufeinander: £ | B,d.h. E- B = 0.

e Ilhre Betriige sind gleich?: |E| = | B.

'Der entsprechende Index wird daher unterdriickt.
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Bewegungs-
richtung
der Welle

Abbildung 4.6.1: Elektromagnetische Welle: Elektrisches und magnetisches Feld sind stets senk-
recht zueinander und stehen senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung. [2]

Diese Ergebnisse kann man leicht auf beliebige Ausbreitungsrichtungen e verallgemeinern. Eine
ebene Welle in e-Richtung ist durch

Alr,t) = a(r-e—ct)=a(f), (4.6.14)
o(r,t) = ¢(r-e—ct) = ¢(&) (4.6.15)
mit £ =1 - e — ct gegeben. Die Felder ergeben sich dann zu
/ . ’ dQ

B=exa, E=Bxe  mit Q:d_f' (4.6.16)

Die Energiedichte des Feldes einer elektromagnetischen Welle ist
u= o (BF + |BP) = | = - |BP (4.6.17)

8m - 47— 4o

denn wegen |E| = |B| tragen beide Felder gleich viel zur Energiedichte bei. Die Energiestrom-
dichte ergibt sich aus (4.3.14) zu
S=_(ExB)= 1

- 1 (Bxe)xB)= ﬁ\ﬁﬁg = cue. (4.6.18)

Dieser Ausdruck hat eine einfache Interpretation: Die Energiedichte fliesst mit Lichtgeschwin-
digkeit c in Richtung des Ausbreitungsvektors e.

4.7 Retardierte Potentiale und Dipolstrahlung

Wir wollen nun unsere friiheren Uberlegungen zum Fernfeld auf den Fall zeitabhiingiger Ladungs
und Stromverteilungen verallgemeinern. Wir gehen dabei von den inhomogenen Maxwellglei-
chungen (4.5.8) und (4.5.11) fiir die Potentiale aus. Die Losungen im statischen Fall haben wir
bereits frither abgeleitet, siehe (2.3.3) fiir das elektrostatische Potential und (3.4.3) fiir das Vek-
torpotential in Coulomb-Eichung. Lésungen von (4.5.8) und (4.5.11), die den statischen Fall in
natiirlicher Art und Weise verallgemeinern, sind die retardierten Potentiale
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/t_l R/
o(r,t) = /d3r’p(£’ el z\)) 4.7.1)
lr — 1|
(' t—Llr — 1’
Alr,t) = / d%"l(‘ B —Cl;y "). (4.7.2)

Anschaulich bedeutet dies, dass die Felder am Ort r zur Zeit ¢ durch die Ladungs- und Strom-

verteilung zu einer friiheren Zeit
!/
r—r
t=t— |———| (4.7.3)
c

lr—r'] -

bestimmt sind. =~ ist gerade die Laufzeit einer elektromagnetischen Welle von 7’ nach 7.
Wir fiihren nun in (4.7.2) eine Multipolentwicklung durch. Dazu nehmen wir wieder an, dass
7’| < |r| und erhalten in fiihrender Ordnung

1 1 1 lr—r

RN — = — t—

lr =o' |r| 1 c

~t— L (4.7.4)
c
Damit ergibt sich fiir das retardierte Vektorpotential
1
A(r,t) ~ —/ &' ('t —r/c), (4.7.5)
cr =

das die Form eines Monopolterms hat. Dieser verschwindet in der Magnetostatik, wie wir in
Kap. 3.7 gesehen haben. Wir driicken nun das Integral iiber die Stromdichte mit Hilfe der Konti-
nuitdtsgleichung durch die Zeitableitung des elektrischen Dipolmoments (2.6.6) aus:

%c_l = % d*r' r'p(r',t) = /dgr' f/% = —/d?’r' (V' 4). (4.7.6)
Im Integral konnen wir komponentenweise partiell integrieren:
/d?’r' (V') = /d3r’ z <% + % + gﬁ) =— / &*r' o (4.7.7)
und analog fiir die 3/~ und z’-Komponente. Somit erhalten wir fiir das Vektorpotential
Al )~ = La—rje) = L dt —r/e). (4.7.8)
crdt cr

Bis auf die r-Abhingigkeit des Koeffizienten 1/cr (die zu Korrekturen hoherer Ordnung fiihrt),
hat das Vektorpotential die Form (4.6.15) einer ebenen Welle, die sich in radialer Richtung e =
e, = r/r ausbreitet. Wir konnen daher die Beziehungen aus (4.6.16) iibernehmen und erhalten
fiir die Dipolstrahlung

Blr.t) = —é (e xdlt—r/e)) . E.)=Bxe, 4.7.9)

Die Feldstidrken nehmen in radialer Richtung wie 1/r ab, d.h. viel langsamer als bei statischen
Feldern! Die Energiestromdichte fillt wie 1/r? ab und somit fliesst ein endlicher Energiestrom
ins Unendliche.



Kapitel 5

Relativistische Elektrodynamik

Eine der zentralen Fragen, die sich bei der Betrachtung der Elektrodynamik im Rahmen der
Relativititstheorie stellt ist ,,Andert sich analog zur Masse auch die Ladung mit der Geschwin-
digkeit?*. Die Antwort ist ,Nein, die elektrische Ladung ist relativistisch invariant.*

Obwohl sich die Ladung beim Ubergang von einem Inertialsystem zu einem anderen nicht sindert,
tun dies jedoch die Felder. Dabei werden elektrische und magnetische Felder ,,gemischt* und
abhingig vom gewihlten Inertialsystem.

5.1 Ein einfaches Beispiel: Strom in einem Draht

Als einfaches Beispiel betrachten wir den Stromfluss durch einen geraden Draht (Abb. 5.1.1). Im
Laborsystem I bewegen sich die Elektronen mit der Geschwindigkeit v, wihrend die positiven
Metallionen des Kristallgitters ruhen. Im Ruhesystem I’ der Elektronen sieht es anders aus. Hier
bewegen sich die positiven Metallionen mit der Geschwindigkeit —uv.

Von auBlen ist kein elektrisches Feld messbar (£, = 0), da die Elektronen und die positiven
Metallionen die gleiche Anzahldichte n, = n_ aufweisen (der Kristall ist elektrisch neutral). Es
herrscht allerdings ein Magnetfeld B, # 0, da ein Stromfluss zu beobachten ist.

0% 0% 0%
@ & & © 6
0% OY%

Abbildung 5.1.1: Strom in einem Draht aus der Sicht des Laborsystems. Die Elektronen bewegen
sich mit der Geschwindigkeit v, die positiven Kristallionen ruhen.

53
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ot A ct’

A

A X

Abbildung 5.1.2: Minkowski-Diagramm mit den Weltlinien der Elektronen (rot) und Ionen
(blau). (ct, x) sind die Koordinaten im Laborsystem, (ct’,z’) die Koordinaten im Ruhesystem
der Elektronen. Der Winkel o zwischen den Achsen ist durch tan o« = v/c gegeben.

Im Ruhesystem [’ der Elektronen gibt es aber ein elektrisches Feld. Woher kommt dieses Feld?
Ist der Draht in I’ geladen?

Hier hilft ein Blick auf das Minkowski-Diagramm (Abb. 5.1.2) weiter. Wir konnen die Ach-
sen der beiden Systeme so konstruieren, wie wir das in einem fritheren Abschnitt (Kap. 3.2 im
Kapitel zur Relativitidtstheorie) allgemein diskutiert haben. Im Laborsystem / messen wir kein
elektrisches, sondern nur ein magnetisches Feld. Nach der bekannten Gleichung (Aufg. 49) ist
das Feld eines stromdurchflossenen Drahtes durch

2
_CT

B (5.1.1)

gegeben, wobei J der Strom und r der Abstand vom Draht ist.

In 7 sind die Weltlinien der Tonen und Elektronen gleich dicht. In I’ liegen die Tonen auf der
2'-Achse aber dichter als die Elektronen (Abb. 5.1.2). Daher erscheint der Draht fiir einen Be-
obachter in I’ geladen und somit misst er ein elektrisches Feld. Eine quantitative Analyse zeigt,
dass dieses Feld genau so grof} ist, wie von der Lorentz-Transformation vorhergesagt.

Wir wollen nun mit Hilfe von Minkowski-Diagrammen die Felder im Ruhesystem [’ der Elektro-
nen bestimmmen. Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die Geschwindigkeit v groB ist, aber
denoch deutlich kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. Fiir v < cist dann ¢ = tana ~ «. Die
Anzahldichte in [’ ist umgekehrt proportional zum Abstand der Schnittpunkte der Weltlinien mit
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der 2’-Achse. Aus Abb. 5.1.2 lesen wir ab:
n’+_OC_0B+B(]_1 BC AB ] v2

W 0B 0B - TABoB T e

Dabei haben wir ausgenutzt, dass der Winkel « klein ist mit o = v /c.
Somit ist die Ladungsdichte im Ruhesystem der Elektronen gegeben durch

! 2
p’:e(nﬁr—n’_):e( —n—,+) n_=en_—. (5.1.2)
n

Hieraus kann man dann die Stirke des elektrischen Feldes in I’ bestimmen.

5.2 Elektrodynamik im Vierer-Formalismus

Die Gleichungen (4.5.8) und (4.5.11) fiir die Potentiale legen nahe, dass die Potentiale einen
Vierervektor
A= (4,4 (5.2.1)

bilden, den man als den Vierervektor der Potentiale bezeichnet. Fiihrt man noch den Vierervektor
der Quellen

J = (cp, j) (5.2.2)
ein, so kann man die Gleichungen (4.5.8) und (4.5.11) kompakt schreiben als
4
DA=-"7 (5.2.3)
c

Tatséchlich ist der d’ Alembert-Operator O ein Lorentzskalar. Zunéchst gilt mity = 1/4/1 — v2/c?

0 0 v 0 0 0 0
Y _ - - ~ - - = 524
or ! <8x’ 2 8t’) oo (at/ ”ag;/) ’ (5:24)
wobei wir die Lorentz-Transformation der Raum- und Zeit-Koordinaten verwendet haben. Hier-
mit zeigt man leicht, dass
0? 0? 0? 1 02 0? 0? 0? 1 02

0— == - = =0. 525
or?  0y? + 0z2 2 ot? oz + oy’? + 0z? 2 0t"? ( )

Somit ist (5.2.3) manifest Lorentz-invariant. Daher muss sich der Vierervektor der Potentiale un-
ter einer Lorentz-Transformation in x-Richtung transformieren wie die Komponenten der Raum-
zeit:

¢ = 7(
A, = 7<Ax—
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Damit sind iiber E = —Vo¢ — %—f und B = V x A die Transformationen der Felder bestimmt:

Y

v v
Ea/c:E:m E/:7<Ey_sz>a E;:7<Ez+EBy>’

v (%
B,=B,, By=v(B,+-E), B.=v(B.-"B,).

Genauer sieht die Lorentz-Transformation elektrischer und magnetischer Felder folgendermal3en
aus, wenn wir sie in Komponenten parallel und senkrecht zur Bewegungsrichtung zerlegen:

E =E, FE =-—"—<-—=
B =By, Bj=-—rt—".

Die Lorentz-Transformation mischt also elektrische und magnetische Felder! Aus einem reinen
elektrischen Feld wird z.B. in einem anderen Bezugssystem ein elektrisches und ein magneti-
sches Feld.

Im Falle einer Punktladung werden die Feldlinien senkrecht zur Bewegungsrichtung zusammen-
gedringt, d.h. dort wird das Feld groBer (siehe Abb. 5.2.1).

Abbildung 5.2.1: Das Feld einer langsam (links) und einer schnell bewegten (rechts) Punktladung
(aus [4)).

Eine Erweiterung des Viererformalismus hilft uns, die mathematische Struktur der Felder £ und
B besser zu verstehen.
Bisher haben wir die Vierervektoren in der Form

X = (X% X" X% X% = (ct, 2,9, 2) (5.2.6)

angegeben. Diese Form bezeichnet man auch als kontravariante Vierervektoren. Es niitzlich,
tiber

X = (Xo, X1, X2, X3) = (—ct, 2, y, 2) (5.2.7)
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einen kovarianten Vierervektor einzufiihren. Damit Idsst sich z.B. der Minkowski-Betrag (als
Verallgemeinerung des Minkowski-Abstandes) schreiben als

XP=-X-X=-> X, X" (5.2.8)

Es sei darauf hingewiesen, dass in der Literatur oft die sog. Einstein’sche Summenkonvention
verwendet wird. Dabei wird iiber Indizes j, die einmal unten und einmal oben in einem Produkt
auftauchen, tiber p = 0, 1, 2, 3 summiert. Der Minkowski-Betrag schreibt sich dann

IX]? = - X, X" (5.2.9)
Mit Hilfe der kovarianten Vierervektoren konnen wir auch den d’ Alembert-Operator in der Form
3 pe
O=— _— 5.2.10
Z 0X,0XH ( )
pn=0
schreiben.
Wir definieren nun den Feldstarketensor durch seine Komponenten
0AY QAW
Fr = - — =0,1,2,3). 5.2.11
aXu aXV ) (/’L7 V ) Y 7 ) ( )

Diese Definition hat die Struktur einer vierdimensionalen Rotation. Der Feldstédrketensor ist da-
her eine antisymmetrische 4 x 4-Matrix. Auf Grund der Antisymmetrie miissen die Diagonalele-
mente verschwinden: F** = 0 (u = 0, 1, 2, 3). Die verbleibenden 12 Elementen sind betraglich

paarweise gleich: F'*¥ = —F"*. Es verbleiben daher sechs unabhingige Elemente. Diese ent-
sprechen den sechs Komponenten von £ und B.
Es gilt z.B.
dAt  9A° 10A 0p
FOl _ = —*_ T _F 5.2.12
00Xy 0X; c Ot ox ( )
und 0A?  0A'  0A 0A
F? = — =2 —2=(VxA), =8,. 5.2.13
8X 1 8X2 afL’ 8y ( )Z ( )
Insgesamt erhilt man so fiir den Feldstirketensor
0 E, E, L,
po| B 0 B B (5.2.14)

~E, -B. 0 B,
~E. B, -B, 0

Damit wird eine einheitliche Beschreibung von elektrischen und magnetischen Feldern moglich,
denn die inhomogenen Maxwell-Gleichungen lassen sich nun in der Form

3
0 47
= pvn = _ D gn 2.1
Z 3 - J (5.2.15)

H,v=0
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schreiben. Die homogenen Maxwell-Gleichungen kénnen durch den modifizierten Tensor

s 0 B, B, B
2 (7 -B, 0 E. -E
F= (F“> =5 ) IFY = g ’ ! (5.2.16)
2%20 -B, —E. 0 E,

’ -B. E, —-E, 0

ausgedriickt werden, wobei.

+1 falls uvaf gerade Permutation von 0, 1,2, 3
e = 1 falls yuraf ungerade Permutation von 0,1, 2, 3 (5.2.17)
0 sonst

dem total antisymmetrischen Tensor bezeichnet. Die homogenen Maxwell-Gleichungen lauten
dann

5. 9 .
— FVH —
5 X F 0. (5.2.18)

py=0 Y
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