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Uberblick

“Let me end on a more cheerful note. The miracle of the appropriateness of the language of
mathematics for the formulation of the laws of physics is a wonderful gift which we neither
understand nor deserve. We should be grateful for it and hope that it will remain valid in future
research and that it will extend, for better or for worse, to our pleasure, even though perhaps
also to our bafflement, to wide branches of learning.” (Eugene Wigner)

Diese Vorlesung gibt eine Einfiihrung in mathematische Methoden, derer sich die Phy-
sik (und viele weitere Wissenschaften) bedient. Dabei nutzt die Physik mathematische
Methoden durchaus auch als Handwerkszeug, also um Rechenmethoden fiir ein konkretes
Problem zu finden. Wichtiger aber noch ist die Suche nach dem passenden mathemati-
schen Formalismus um bestimmte physikalische Sachverhalte zu beschreiben. Ein Beispiel
ist das zweite Newtonsche Gesetz F = m. Implizit in diesem Formulierung ist die An-
nahme, dass die Kraft F und die Beschleunigung @ = d2#/dt? Vektoren (im Ortsraum)
sind'. Gemeinsam bilden sie eine Differentialgleichung F = m% , ihre Losung Z(t) sagt
die Bahnkurve voraus, die ein Teilchen unter dieser Kraft nimmt. Ohne Kenntnis von Dif-
ferentialgleichungen und Vektoren ldsst sich diese grundlegende Gleichung der Mechanik
nicht verstehen.

Dabei treten oft dieselben mathematischen Konzepte in unterschiedlichen physikalischen
Zusammenhingen auf. Hier ein kurzer Uberblick verschiedener Teilgebiete der Physik und
verwandter Gebiete, jeweils mit den mathematischen Methoden, die dort Verwendung
finden.

1. Mechanik: Differentialgleichungen (DGL), Vektorrechung
2. Elektromagnetismus: DGL, Vektoranalysis

3. Quantenmechanik: DGL, lineare Algebra

!Das Gleichheitszeichen = bedeutet Gleichheit im Sinne einer Definition. In einer anderen Welt kénnte
die z.B. Kraft auch ungleich der Masse mal Beschleunigung sein, die Beschleunigung ist aber als zweite
Ableitung des Ortsvektors definiert.



4. Relativitatstheorie und Kosmologie: Vektoren und Tensoren, Differentialgeometrie

5. Teilchenphysik und Quantenfeldtheorie: Gruppentheorie, lineare Algebra, Funktionen-
theorie, ...

6. Meteorologie: DGL, lineare Algebra

7. Geologie: Gruppentheorie, DGL, Statistik

Die kursiv gesetzten Themen bilden ein Grundgeriist mathematischer Methoden fiir die ers-
ten Semester des Physikstudiums, und damit die Themen dieser Vorlesung. Dieses Skript
basiert auf einer Vorlesungsmitschrift von Sebastian Breustedt und Nikolaus Rademacher,
bei denen ich mich herzlich bedanke. Vielen Dank auch an Dennis Finck, Donald Koster
und Steffen Karalus fiir engagiertes Korrekturlesen und Anmerkungen. Fehler (bestimmt
noch viele) und Anregungen bitte direkt an berg@thp.uni-koeln.de. Die Lektiire dieses
Skriptes ersetzt weder den Vorlesungsbesuch, noch das eingensténdige Nacharbeiten des
Stoffes anhand von Textbiichern, noch das selbststindige Bearbeiten der Ubungen.



1.1

Eins

Vektoren und Vektorraume

Vektoren spielen eine zentrale Rolle bei der Beschreibung von physikalischen Vorgidngen im
dreidimensionalen Raum oder der vierdimensionalen Raumzeit. Wir beginnen mit einem einfa-
chen Beispiel, der Verschiebung in der Ebene, bevor wir uns dem Begriff des Vektorraums auf
allgemeinerem (und etwas abstrakterem) Niveau nadhern.

Verschiebungen in der Ebene

Wir betrachten Verschiebungen in der Ebene.

Eine Verschiebung ¥ bildet jeden Punkt p der Ebene
auf einen anderen Punkt p’ ab. Abstidnde der Punk-
te untereinander und ihre Orientierung zueinander
bleiben erhalten. Alle Verschiebungspfeile der Ab-
bildung sind also einander dquivalent, und sollen als
eine einzelne Verschiebung ¢ betrachtet werden.
Zwei Verschiebungen ¢ und  lassen sich kombinie-
ren ("verkniipfen"), indem man erst ¥ und dann W
ausfithrt. Das Ergebnis ist eine neue Verschiebung,
die wir @ nennen. Wir schreiben

<L

<y

i =10+7 . (1.1)

Diese Schreibweise nutzt aus, dass diese Verkniip-
fung zweier Verschiebungen Figenschaften hat, die
uns aus der Verkniipfung zweier Zahlen durch Addi-
tion geldufig sind. Wir bezeichnen sie daher auch als Addition zweier Verschiebungen.



1.1.1

Es gilt namlich @ = ¥ + W, also ¥ + W = W + ¥ und

ebenso (U + W) + & = ¢ + (W + &), die Hinterein- -
anderausfiihrung von Verschiebungen ist also kom-

mutativ und assoziativ. Es existiert auch eine Ver-

schiebung, die jeden Punkt auf sich selbst abbildet

(das sogenannte Nullelement). Diese Eigenschaften

hat die Hintereinanderausfiithrung von Verschiebun- 3

gen gemeinsam mit der Addition von Zahlen (das

Nullelement ist dort die Zahl Null).

Diese Figenschaften von Verschiebungen haben wir

iibrigen nicht bewiesen. Diese folgen aus unserer Alltagserfahrung; streng genommen han-
delt es sich um experimentelle Ergebnisse, aus denen wir fordern die Verkniipfung von
Verschiebungen in der Ebene mége kommutativ und assoziativ sein.

g

<y

Zusétzlich zur Addition von zwei Verschiebungen lésst sich die Multiplikation einer Ver-
schiebung ¢ mit einer Zahl A\ als Streckung von ¥ um einen Faktor A\ definieren. Dabei
ist dann ¥ + ¥ = 27. Bei A < 0 ist die Streckung in Gegenrichtung gemeint. Es gelten
M +vi = (A+v)7 und A(v0) = (Av)¥ (wieder experimentelles Ergebnis, bzw. Forderung).
Durch Addition von Verschiebungen entsteht wie-
der eine Verschiebung (und nicht ein anderes Ob-
jekt), ebenso wie durch die Multiplikation einer Ver-
schiebung mit einer Zahl wieder eine Verschiebung
entsteht. Kurz: Verschiebungen kann man addieren
(definiert durch Hintereinanderausfithrung) und mit
Zahlen multiplizieren (definiert durch Streckung).
Weitere Beispiele fiir physikalische und mathema-
tische Objekte mit diesen Eigenschaften werden wir
in Abschnitt 1.3 finden. Objekte mit diesen Eigen-
schaften werden wir dort als Vektoren bezeichnen.
So bildet die Menge der Verschiebungen mit den Operationen Hintereinanderausfithrung
und Streckung einen sogenannten Vektorraum.

Basissysteme von Verschiebungen

Basissysteme erlauben, Verschiebungen durch Zahlen zu beschreiben, was konkrete Rech-
nungen oft stark vereinfacht.

Wir beginnen damit, zwei ausgezeichnete Richtungen in der Ebe-
ne (‘rechts’ und ‘oben’) und eine Langeneinheit (‘1 m’) zu wéhlen.
Die Verschiebung € verschiebe alle Punkte um eine Langenein- v
heit nach rechts, € verschiebe alle Punkte um eine Léngeneinheit = T
nach oben. Alle Verschiebungen lassen sich dann durch Streckun-
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gen von €1 und €3 und Hintereinanderausfithrung der resultierenden Verschiebungen gene-
rieren, z.B. ¥ = 2¢€) + é€5. Ein Basissystem aus Verschiebungen der Lénge 1, die senkrecht
aufeinanderstehen (dazu spéiter mehr) bezeichnet man als kartesische Basis. Eine Basis
muss allerdings nicht aus solchen sogenannten orthonormalen Verschiebungen bestehen,
in der Praxis hat eine solche Basis jedoch klare Vorteile (einen werden wir in Abschnitt
1.5.1 kennenlernen).

Jede Verschiebung ¢'in der Ebene ist damit durch 2 Zahlen charakterisiert, v = v} +wvqés .
Diese Zahlen v; und vy heifsen Komponenten von ¢ in der Basis €7, €5. Die Komponenten
der Verschiebung ¢ lassen sich in Spaltenschreibweise zusammenfassen,

(-

V= 9

V2

wobei v aus den Komponenten der Verschiebung in der gewéhlten Basis besteht. v wird
auch als Darstellung der Verschiebung ¢’ in der gewéhlten Basis bezeichnet. Gegeben die
Basis, bezeichnet jedes v eindeutig eine Verschiebung ¥. Trotzdem handelt es sich um un-
terschiedliche Objekte, ¥ bezeichnet eine Verschiebung (ist also unabhéngig von der Wahl
einer Basis), v die Komponenten von @ in einer bestimmten Basis'. Basisvektoren haben in
ihrer Basis stets die Darstellung (1,0,0,...),(0,1,0,...),.... Die Aussage e; = (1,0,...)
ist korrekt, aber recht inhaltsleer, wenn nicht gesagt wird was € ist (z.B. horizontale

Verschiebung Richtung Osten um 1m).
Fiir die Addition zweier Verschiebungen gilt nun

v+ W= (’U151 + Uggz) + (wléi + ZU2€2) = (U1 + w1)€1 + (U2 + w2)€2 (1.2)

(der zweite Schritt folgt aus der Assoziativitdt der Addition von Verschiebungen und der
Forderung AU + v = (A + v)¥U an die Streckung). In Komponentenschreibweise

vw= <”1 +“’1> . (1.3)

Vo + wWoy

Dieses Ergebnis ist nicht zu unterschitzen! Wir haben nun eine Rechenregel, die die Ad-
dition (Hintereinanderausfithrung) von Verschiebungen durch die Addition von Zahlen
beschreibt: Gegeben zwei Verschiebungen, addieren wir einfach ihre Komponenten und
erhalten die Komponenten der Summe der Verschiebungen.

Aufgabe: Zeigen Sie analog, dass die Verschiebung w = \v' die Komponenten w; = Avy
und wy = Avy hat.

Tn Textbiichern wird oft kein Unterschied zwischen diesen Objekten gemacht, der Sinn erschliefit sich
allerdings meist aus dem Kontext.



1.2

Raumpunkte und Verschiebungen

Es mag verwunderlich erscheinen, dass wir als Beispiele fiir Vektoren Verschiebungen ge-
nutzt haben, aber noch nicht iiber ‘Ortsvektoren’ gesprochen haben. Tatséchlich sind die
Punkte einer Ebene oder des dreidimensionalen Raumes keine Vektoren, denn man kann
Punkte im Raum nicht sinnvoll addieren. Mit der Wahl eines ausgezeichneten Punktes,
des sogenannten Ursprungs konnen wir jedoch jeden Punkt im Raum durch eine Ver-
schiebung beschreiben.

Beispiel: Die Universitdt befindet sich in K6ln-Siilz am Punkt p. Anstatt der Beschrei-
bung dieses Punktes im Raum kann man aber genauso gut angeben, welche Verschiebung
7 uns vom Koordinatenursprung pg (der in diesem Beispiel natiirlich am Dom liegt) zur

Universitdt bringt, wir schreiben p = pg + 7.

Nach Wahl eines Ursprungs lassen sich Punkte im Raum als Verschiebungen vom Ursprung,
und damit als Vektoren beschreiben. Etwas préziser: jeder Punkt entspricht genau einer
Verschiebung, und jede Verschiebung genau einem Punkt. Die Verschiebung 7 wird als
Ortsvektor bezeichnet. Sie beschreibt einen Raumpunkt allerdings nur bei gegebenem
Ursprung.

Die wichtigste Anwendung des Konzept des Ortsvektors sind sogenannte Bahnkurven.
Denken wir an eine Punktmasse, die sich durch den Raum bewegt. Zu jedem Zeitpunkt ¢
befindet sie sich an einem anderen Punkt p im Raum. Die Bahnkurve ist also durch eine
Funktion der Zeit p(t), oder dquivalent bei Wahl eines Ursprungs durch den zeitabhéngigen
Ortsvektor 7(t) beschrieben. Wihlen wir nun noch eine (feste, zeitlich unverénderte) Basis
fiir die Ortsvektoren, beschreiben die Komponenten r(t) die Bewegung der Punktmasse.

Beispiel:
Betrachten wir einen Punkt der sich mit
gleichformiger Geschwindigkeit auf einem
7(t) Halbkreis mit Radius 1 bewegt. Zur Zeit
t = 0 beginne die Bewegung, zur Zeit t =
1/2 sei das Ziel erreicht. Legen wir pg in

e 1
° \ das Zentrum des Halbkreises und wahlen
: die Basis entlang der Achsen wie in der
6 = ort E Abbildung, ist die Bahnkurve
b €1 cos(2mt)
) = (sin(2ﬂ't)> : )




1.3

Aufgabe: Berechnen Sie die Komponenten einer dreidimensionalen spiralférmigen
Bahnkurve um die z-Achse (Wendeltreppe, Korkenzieher). Vergleichen Sie Thr Ergeb-
nis mit
cos(2mt)
r(t) = | sin(27t) | . (1.5)
v,t

Axiome des Vektorraums

Mengen, fiir deren Elemente eine Additionsoperation und eine Multiplikation mit Zahlen
existiert treten in den unterschiedlichsten Zusammenhéngen auf. Als konkretes Beispiel
werden wir zwar weiter die Menge der Verschiebungen benutzen, es lassen sich allerdings
auch fiir ganz andere Objekte die Operationen Addition und Multiplikation mit Zahlen
definieren; sie bilden also auch Vektorraume. Daher ist eine formale Definition des Vek-
torraums sinnvoll; sie erlaubt eine einheitliche Beschreibung dieser Mengen.

Info: Wir benutzen Begriffe und Notation aus der Mengenlehre. Der Begriff der Menge
wird nicht definiert. FEin Beispiel ist die Menge der natiirlichen Zahlen, die wir als N =
{1,2,3,...} bezeichnen. Ein weiteres Beispiel sind die Verschiebungen in der Ebene. Die
Untermenge einer Menge M enthélt Elemente dieser Menge, z.B. sind die natiirlichen
Zahlen eine Untermenge der reellen Zahlen R , wir schreiben N C R.

Eine Abbildung zwischen zwei Mengen ist eine Zuordnung, die jedem Element einer
Menge (der Definitionsmenge) jeweils ein Element einer zweiten Menge (Zielmenge)
zuweist. Ist jedes Element der Zielmenge genau ein Abbild eines Elementes der Definiti-
onsmenge, heift die Abbildung eineindeutig oder bijektiv. Insbesondere existiert dann
ein Inverses dieser Abbildung.

Als néchstes definieren wir das Produkt A x B zweier Mengen A, B, als die Menge aller
Paare der Elemente aus A und B. Fiir A = {Peter, Ida} und B = {Miiller, Maier, Schmidt}
ist A x B gleich der Menge {(Peter, Miiller),(Peter, Maier),(Peter, Schmidt),(Ida, Miiller)
(Ida, Maier),(Ida, Schmidt)}.

Beispiel: Ein Paar reeller Zahlen ist damit ein Element der Menge R x R. Die Addition
von zwei reellen Zahlen a, b ist eine Abbildung aus der Menge der Paare reeller Zahlen
auf die Menge der reellen Zahlen, also R x R — R, (a,b) — a + b. Machen Sie sich klar,
dass sich hier RxR nicht auf die Operation der Multiplikation zweier Zahlen bezieht,
sondern auf die Bildung der Paare reeller Zahlen (die Paare von Zahlen, die dann addiert
werden).




Beispiel: Verschiebungen in der Ebene sind durch ein Zahlenpaar charakterisiert, kom-
pakt schreiben wir v € R xR = R?. Als Beispiel fiir Abbildungen nutzen wir noch einmal
die obige Raumkurve r(t). Formal betrachtet ist eine Raumkurve in zwei Dimensionen
eine Abbildung aus den reellen Zahlen R auf die Verschiebungen in der Ebene R?,

rit): R — R?
t o rzr(t)z(Zéi;) . (1.6)

Ausgeriistet mit diesem Werkzeug konnen wir jetzt den Begriff des Vektorraumes prézi-
se fassen. Ein Vektorraum iiber den reellen Zahlen R ist eine Menge V' von Elementen
(genannt Vektoren) und zwei Verkniipfungen. Die erste Verkniipfung ist die Addition von
zwel Vektoren. Diese Verkniipfung bildet zwei Vektoren (ein Element von V' x V') auf ein
Element von V' ab. Die zweite Verkniipfung ist die Multiplikation einer rellen Zahl mit
einem Vektor, sie bildet also ein Element von R x V auf V ab.

Ein Vektorraum iiber den reellen Zahlen R ist ein Tripel (V, 4+, X) bestehend aus einer
Menge V und zwei Verkniipfungen + und Xx.

VxV—V (0,0)— 0+ (7,0 €V)

RxV —V,(\0)— MAeR,TeV)

mit den folgenden Eigenschaften:

1. (V,+) bildet eine sogenannte Gruppe, d.h. 1. (4 @) +Z =0+ (0 + Z) Vo, W, Z € V
(Assoziativitat), 2. es existiert ein Nullelement €¢: €+ 0 =0+ée=0Vie€ V, 3. zu
jedem ¥ existiert ein Inverses V,sodak V+v=¢e=97+V

2. U+ W = + ¥ (Kommutativitét)

(
5. M+ @) = AT + b
6. 16 =70

Die Elemente der Menge V' werden als Vektoren bezeichnet, verkiirzend spricht man oft
vom Vektorraum V und meint das Tripel (V, 4+, x). Schreibt man « — ¥ fiir u+ (—17), und
% fiir (%)ﬁ, so sind auch Subtraktion und Division definiert. Gelten diese Axiome auch fiir
eine Untermenge U C V/, spricht man von einem Unterraum (U, +, x). Dann generieren

Addition und Multiplikation von Vektoren aus U nur Vektoren aus U. Zum Beispiel bilden
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Verschiebungen entlang einer Geraden bilden einen Unterraum der Verschiebungen in der
Ebene. Begriffe wie ,Lange", ,Richtung” tauchen in diesen Axiomen nicht auf, sie lassen
sich auch nicht fiir alle Vektorrdume definieren.




1.4

Info: Fiir den physikalischen Raum (ohne Wahl eines Ursprungs) ist ein sogenannter
affiner Raum die addquate Beschreibung. Ein affiner Raum (M, V, +) ist eine Menge M
von Punkten, ein Vektorraum V und eine Verkniipfung +

MxV —>M
(p,0) —p+veM

mit den Eigenschaften p + (¢ 4 v) = (p+u) + 0

und zu jedem Paar p,q € M existiert genau ein Vektor v € V,p = g + .

Das heifit, Punkte p,q € M des affinen Raumes konnen subtrahiert werden, p — q = ¢
(das Ergebnis ist die Verschiebung von ¢ nach p). Punkte des affinen Raumes konnen aber
nicht addiert werden, und bilden daher auch keinen Vektorraum.

Basissysteme

Vektoren €1, €,€3,...¢€, € V nennt man ein Erzeugendensystem, wenn man jeden
Vektor ¢ € V schreiben kann als

U = v1€] + Vo€ + V3€3 + ... V€01, ...V, ER (1.8)

Durch Multiplikation dieser Vektoren mit Zahlen v1,vs,...,v, und Addition der Vekto-
ren ldsst sich also jedes Element des Vektorraumes erzeugen. Man bezeichnet (1.8) als
Linearkombination der Vektoren €7, és,€3,...€, € V.

Die Beispiele i)-iii) sind alle Erzeugendensysteme der Verschiebungen in der Ebene, iv)
allerdings nicht.

o
o
)
-

Vektoren €1, €5 . .. €, heiffen linear unabhingig, wenn gilt
sel v18] + v28s + V33 + ... V6, =0 ,dann gilt v = vo = ... = v, = 0. (1.9)

Anders ausgedriickt kann aus einer Menge linear unabhéngiger Vektoren kein Element als
Linearkombination der anderen Vektoren geschrieben werden. Beispiele i) und ii) zeigen
linear unabhéngige Vektoren, nicht aber iii) oder iv).

12



Vektoren €1, és, ... €, bilden eine sogenannte Basis von V', wenn sie sowohl ein Erzeu-
gendensystem sind als auch linear unabhéngig sind. Denn dann kann jeder Vektor ¢ auf
eine einzige Art als eine Summe U = v1€] + v2€5 + ... Vi€, ausgedriickt werden: Erstens
kann jeder Vektor als Linearkombination dieser Basisvektoren ausgedriickt werden, denn
die Basisvektoren bilden ein Erzeugendensystem. Und zweitens, wire die Darstellung nicht
einzigartig dann hétten wir v = Zle Vi€ = Zle vié; mit v; # v} fiir mindestens ein i.
Damit hatten wir Zle(vi —v))é = 01 mit v; — v} # 0 fiir mindestens ein ¢, dann wéren
die Vektoren €1, €, ... € aber (im Widerspruch zur Annahme) nicht linear unabhéngig.

Gegeben eine Basis €7, €5, ... € ist also jeder Vektor ¥ eineindeutig (bijektiv) durch das

U1

Tupel v = Y2 | bestimmt. Eineindeutig bedeutet, dass jedem ¥ genau ein v zugeordnet

Uk

ist, und jedem v genau ein v.

Die Zahl der Basisvektoren k heifst die Dimension des Vektorraumes. Interessanterweise
ist sie unabhéngig von der Wahl der Basis (was wir aber nicht beweisen werden).
Gegeben eine Basis €7, €5, ... ergeben sich aus den Axiomen des Vektorraumes Rechenre-
geln fiir die Komponenten eines Vektors. Damit 14ft sich (zumindest in endlichdimensio-
nalen Vektorrdumen) mit Vektoren wie mit Zahlen rechnen:

x =y wenn (und nur wenn) 1 = y; und zo = yo

0
o-(5)
1+ Y1
X+y=
Y ( T2 + Y2 )
)\J}l

AX = < Ay >
Der erste Punkt folgt daraus, dass die Darstellung eines Vektors Z in einer Basis als
X = < o > eindeutig ist.

Z2
Aufgabe: Leiten Sie den Rest der Rechenregeln aus den Axiomen des Vektorraumes

her.

latex main.tex ;dvips main.dvi -o main.ps;ps2pdf main.ps

Info: Beim Rechnen mit Vektoren und ihren Komponenten treten héufig Summen auf,
zum Beispiel v1€] + v2€5 + v3e3. Um unndtige Schreibarbeit zu vermeiden, nutzen wir das
Summenzeichen ) . Zum Beispiel ist 1 + 2 + 3 die Summe der natiirlichen Zahlen i von 1

13



1.5

bis 3, was wir kompakt als Eg’:li schreiben. Statt ¢ hatten wir natiirlich auch eine andere
Variable nutzen konnen. Analog ist vi€; +voés+v3€3 = Z§:1 v;€;. Die Grenzen der Summe
schreiben wir oft nicht mit, wenn sie aus dem Kontext folgen (z.B. in 3 Dimensionen wenn
i von 1 bis 3 lduft). Doppelte Summen wie Z?:l 23:1 tj schreiben wir noch kompakter

3 ..
als 307 ij.

Das Skalarprodukt und die Norm

Beispiel: Betrachten wir die Verschiebung o' eines Massepunktes gegen eine Kraft® F.
Die von der Kraft F = Fyé5 am Massepunkt ver-

richtete Arbeit ist vg Fy, zeigte die Kraft in Rich-

tung €7, F= Fé, dann ware die Arbeit vy F. Bei

fester Kraft F héngt die Arbeit von der Richtung @y

der Verschiebung ab.

Fiir F , U in belieber Richtung in drei Dimensionen
ist die Arbeit in einer kartesischen Basis &1

S

v By + v By + vsFy . (110)

M,

“Warum ist die Kraft ein Vektor? Die Beschleunigung ist ein Vektor, implizit aus dem
zweiten Newtonschen Gesetz ist damit auch die Kraft gleich Masse (Skalar) mal Beschleunigung
ein Vektor. Siehe 3.2.1.

Formal handelt es sich dabei um eine Abbildung von zwei Vektoren (Verschiebung, Kraft)
auf eine reelle Zahl (Arbeit, eine sogenannte skalare Grofe). Wir fithren eine neue Ver-
kniipfung von zwei Vektoren auf die reellen Zahlen ein, das sogenannte Skalarprodukt
V xV = R, (U,vecw) +— ¥ - . In kartesischer Basis definieren wir das Skalarprodukt
von zwei Vektoren im R" , v und w

VW =v-W=0vjw] + vawy + v3w3 + ... v Wy, (1.11)

Damit ist Arbeit definiert als das Skalarprodukt von Kraft und Verschiebung.

R&Aume, in denen das obige Skalarprodukt definiert ist, heifen euklidisch. Aus dem Ska-
larprodukt eines Vektors mit sich selbst ldsst sich die sogenannte Norm ||¢]| definieren,
die Lange des Vektor,

||?7||=v?7-17:\/v%+v§+v§+.... (1.12)
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Geometrische Interpretation

Das Skalarprodukt hat eine geometrische Interpre-
tation: Wihlen wir die (orthonormalen) Basisvek-
toren €7, € in der Ebene, die von ¥, w aufgespannt
wird, und é; parallel zu @, dann gilt - @ = viw; +
vowy + vsws + ... = viwy = ([||7]| cos(¢))(||W]|) =
||7]| ||W]| cos(¢) Damit gibt das Skalarprodukt an,
wie stark sich zwei Vektoren “&hnlich” sind, wie
stark sie iiberlappen: ¢/ (||9|| ||w]|) ist 1, wenn ¥ = n Vektoren
senkrecht aufeinander stehen, und —1 wenn ¢ = —. In eukhdlschen Réaumen gilt damit
die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung;:

| —

-] < |9 [l -

1.5.1 Skalarproduktraume

Skalarprodukte treten in einem breiteren Kontext auf als Kraft und Arbeit. Mit Hilfe der
Norm wird definiert was mit der Lénge eines Vektors gemeint ist, mit dem Skalarprodukt
wird definiert, wann zwei Vektoren orthogonal sind.

Ein Vektorraum V iiber R heifst Skalarproduktraum, wenn fiir alle Vektoren o, i, w7, wy €
V ein Skalarprodukt (7, @) definiert ist mit

- = —

o (U, ol + Bibs) = (T, W) + B(T, Wa)
o (U,4) = (w, )

e (#,0) > 0und wenn (7,7) =0~ 7=0

Beispiel Wir deﬁnieren das Skalarprodukt zwischen zwei Funktionen f(z) und g(x)
als (f,g) = [dx f(z) g(z). Uberzeugen Sie sich, dass diese Definition die obigen Bedin-

gungen erfiillt.

Diese allgemeinen Figenschaften helfen z.B. auch das Skalarprodukt von zwei Vektoren in
einer nicht-kartesischen Basis {€;} auszurechnen, wenn die Skalarprodukte der Basisvek-
toren untereinander bekannt sind. Das Skalarprodukt von zwei Vektoren @ = ), u;€; und
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1.6

<L
I

Zj ’Ujé} st

O wiéi, Y ) 2 > 0w, &)

J

“:) E :Uj<gj’§ :ulé;)
7 )

=3 i e) 2 wivylene) (1.13)
ij i

Sind also die Skalarprodukte zwischen allen Paaren von Basisvektoren €, €; bekannt, kann
mit diesem Ausdruck das Skalarprodukt zwischen # und ¥ aus ihren Komponenten in
der Basis {€;} berechnet werden. Dabei ist das Skalarprodukt zwischen diesen Vektoren
unabhéngig von der Wahl der Basis, denn Norm und Winkel dndern sich ja nicht unter
durch eine Anderung der Basis. Allerdings &ndert sich durch die Wahl der Basis ggf.
der Zusammenhang (1.13) zwischen dem Skalarprodukt und den Komponenten in einer
gegeben Basis. Wenn die Basis {€;} orthonormal ist, erhalten wir aus (1.13) mit (€, €;) =

1 L= ].
{ ) WERREEIe dij wieder das euklidische Skalarprodukt (1.11), >, u;v;(€;,€;) =

0, wenn i # j
> Ui
In einer orthonormalen Basis kénnen mit Hilfe des Skalarproduktes auch leicht die Kom-
ponenten eines Vektors berechnet werden

(é},l_f> == <€Z,Zvj€]> = ZU]<€Z,€]> = Z’Ujéij =v; . (1.14)
J J J

Das Kreuzprodukt

Ein weiteres Produkt von zwei Vektoren kann im dreidimensionalen Raum R? definiert
werden, als Ergebnis dieser neuen Multiplikation von zwei Vektoren erhalten wir einen
weiteren Vektor. Am leichtesten lifst sich das sogenannte Kreuzprodukt in einer karte-
sischen Basis definieren. Wir betrachten eine sogenanntes rechtshindiges kartesisches
Basissystem im dreidimensionalen Raum, bei der die Basisvektoren €1, €5, €3 orthonormal
sind und wie Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger Threr rechten Hand angeordnet sind.
Das Kreuzprodukt zwischen @, € R? ist in einer solchen Basis definiert als

U1 w1 VW3 — V3wW2
vxw= | vy | x| w | = vyw —viws (1.15)
U3 w3 V1w2 — VW1



Geometrische Interpretation

1. ¥ x 0 ist ein Vektor, der senkrecht auf ¥ und w steht.

v (VX W) =0v02ws — 0103w
+U2U3W1 — V2V W3

+U3V1 Wy — V3V2W1

WX U
—0, (1.16)
und analog fiir w - (v x w). b1
2. ||t x @ = ||v]|||w]| sin ¢, wobei ¢ der Winkel zwischen I >
v und w ist.
|7 x @||? + (T-0)* = viw: — 2uwzvzws + viws (1.17)
—{—vgw% — 2u3wiviws + v%w%
02wl — 2u wovpw + viw?
+(v1w1 + vowg + Ugw3)2
= (v 4+ v3 + v3)(w] + w3 + w3)
1211712
= (1917
D) 201712 _ (. 2 2 121712
AT a|® = @ |a]]” = (T @) = (1 = cos” @) |7 ||

= sin’ ¢||]*|| ]|

Damit ist das Kreuzprodukt von zwei Vektoren ¢ und  ein Vektor, der senkrecht auf der
von ¥ und w aufgespannten Ebene steht. Seine Lange ist der Flacheninhalt des Parallelo-
grams mit den Seiten ¢ und .

3. Diese geometrische Interpretation lasst allerdings noch die Richtung des Kreuzproduktes
frei. Nach der Definition (1.15) folgt diese der “Rechte-Hand-Regel": Daumen = #; Zeige-
finger = wj; Mittelfinger = ¥ x 1. Daraus folgt auch die wichtigste algebraische Eigenschaft
des Kreuzproduktes, es ist antikommutativ, ¥ X @ = —w X .

Info: Das Kreuzprodukt zweier Verschiebungen o x 1 ist also selbst keine Verschiebung.
Es hiangt ausferdem in zwei Punkten von der Wahl der Basis ab: in seiner Orientierung
senkrecht zur von ¥, w, aufgespannten Oberflache und in seiner Norm durch die Wahl der
Langeneinheit. Es ist nur in drei Dimensionen definiert. Trotz dieser klaren Méangel wird
ihnen das Kreuzprodukt an vielen Stellen begegenen. Wen diese Beschrénkungen irritie-
ren: eine allgemeine Definition findet sich im Rahmen des Cartan-Kalkiils (Vorlesungen
“Differentialgeometrie” oder “Geometrie in der Physik”).
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Das Kreuzprodukt und Flidchen und Volumina

Das Kreuzprodukt ¢ x @ ist niitzlich um die Flache des von
¥ und von @ aufgespannten Parallelogramms zu berechnen
(durch die Norm von ¥ x ). Eine weitere wichtige Anwen-
dung aus der Geometrie betrifft den von drei Vektoren , v,
aufgespannten Korper, der sogenannte Spat oder das Par-
allelepiped. Sein Volumen ist die Grundflache (das von v, W
aufgespannte Parallelogramm), mal die Hohe des Parallelepi-
peds (senkrecht zur Grundflache, Linie in blau). Da ¥ x @
senkrecht zur Grundfliche steht ist das orientierte Volumen
damit @ - (¥ x @), da das Skalarprodukt von @ und ¥ x @
die Grundfliche mal die Komponente von # senkrecht zur
Grundfliche, angibt > Welches Paar der Vektoren @, 7, 1 man
zur Definition der Grundfliche nimmt kann dabei keine Rolle spielen, wir erwarten also
- (0x W) =70 (0x @) =0 (& x7T) >

Das Kreuzprodukt und Rotationen

Die wichtigste Anwendung des Kreuzproduktes in der Mechanik liegt in Verbindung mit
Rotationen. Betrachten wir eine sich drehende Scheibe und konstruieren einen Vektor &,
der senkrecht zur Scheibe steht und als Lange die Winkelgeschwindigkeit hat (27 /Drehperiode).
Jeder Punkt auf der Scheibe bewegt sich nun mit einer anderen Geschwindigkeit . Legen
wir den Ursprung in den Scheibenmittelpunkt, bewegt sich jeder Punkt auf der Scheibe
senkrecht zu seinem Ortsvektor und senkrecht zu dem Winkelgeschwindigkeitsvektor &,

die ihrerseits senkrecht aufeinanderstehen. Betrag der Geschwindingkeit is ||7]|||&|| und
somit

(1.18)

<y
I
&l
X
=

2Das orientierte Volumen gibt iiber das Vorzeichen aufer dem Volumen noch die Orientierung der
Elemente des Spats an: das orientierte Volumen hat einen positiven Wert, wenn die 3 Elemente des Spats
ein rechtshéndiges System bilden, einen negativen Wert fiir ein linkshéndiges System. Das Volumen des
Spats ist dann einfach der Betrag des orientierten Volumens.

3Bei diesen zyklischen Vertauschungen bleibt die Reihenfolge der drei Vektoren @, @, w erhalten.
Damit bleibt die Orientierung des Spats erhalten, z.B. bilden ¥, W, @ ein rechtshéndiges System wenn «, U, W
ein rechtshéndiges System bilden.
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2.1

/wei

Lineare Algebra

Lineare Algebra beschaftigt sich mit linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen. In der Ma-
thematik entstand sie motiviert durch die Suche nach den L&sungen linearer Gleichungen. In
der Physik ist die lineare Algebra das zentrale Werkzeug der Quantenmechanik. Wir fiihren die
Darstellung einer linearen Abbildung durch eine Matrix ein und diskutieren Konzepte wie die
Determinante einer Matrix und Eigenvektoren.

Lineare Abbildungen

Wir beginnen wieder mit einem einfachen Beispiel und betrachten unterschiedliche Mog-
lichkeiten, aus Verschiebungsvektoren neue Verschiebungsvektoren zu generieren. Also Ab-
bildungen L : V — V', +— @, die Vektoren & € V auf Vektoren v/ € V' abbilden. Ein
Beispiel ist (i) die Streckung aller Vektoren um einen Faktor. Denkbar sind auch (ii)
Transformationen, die lediglich Komponenten eines Vektors entlang einer einzelnen Achse
strecken, oder (iii) alle Vektoren um einen Winkel 6 drehen.

—

oy
/4 1,3

o=l

v

’
7
7

4 ’
1
1
1
1

—

’
Vs

—

(Y

w

) UL i)

iii) v1

Diese drei Abbildung haben alle die wichtige Eigenschaft, Addition und Multiplikation im
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Vektorraum V' zu erhalten, d.h. zum Beispiel
Uy =0 + Uy = U3 = 0) + 0 , (2.1)

wobel ¥, = L(%;),% = 1,2,3. Abbildungen L mit dieser Eigenschaft werden wir als lineare
Abbildungen bezeichnen, denn es folgt!

L(# + ©) = L(#) + L(i%) . (2.2)

Der Wunsch Addition und Multiplikation unter einer Transformation zu erhalten ist vom
mathematischen Standpunkt aus versténdlich. In der Physik treten lineare Abbildungen
als lineare Naherung einer komplizierten nichtlinearen Funktion auf. Betrachten wir einen
anisotropen” Kristall in einem homogenen elektrischen Feld. Wegen der ausgezeichneten
Kristallrichtungen (z.B. Schichten in Graphit) fliesst Strom dann nicht genau in Richtung
des Feldes (wie bei einem isotropen Medium). Ist das angelegte Feld jedoch klein, ist
die Abbildung aus dem Raum der elektrischen Felder auf den Raum der Stromdichten
ndherungsweise linear.

Definition linearer Abbildungen

Eine Abbildung L : V — W ist eine Vorschrift, die alle Elemente einer Menge V' auf
Elemente einer zweiten Menge W abbildet. Eine Abbildung L : V — W, ¢ — @ = L(7)
zwischen zwei Vektorrdumen V und W ist linear, wenn gilt:

L(at + p0) = aL(d) + BL(V) VUi, 7€V, o, €R. (2.3)

Die Klammern werden oft weggelassen, und man schreibt L.

Beispiel: Weitere Beispiele fiir lineare Abbildungen sind
e Die Multiplikation von Zahlen mit einer Konstanten
e Die Ableitung von Funktionen - (f(z) + g(z)) = & f(z) + L g(z)

e Das Skalarprodukt von Vektoren ¢ € V mit einem festen Vektor @ inV ist eine
lineare Abbildung V — R, & +— @ - £ mit @ - (e + fZ2) = ad - T1 + fa - Ts.

e Der Zusammenhang zwischen einem Vektor ¢/ in einem n-dimensionalen Vektor-
raum V und seinen n Komponenten v ist eine lineare Abbildung V' — R™

Der Kern einer linearen Abbildung L sind alle Elemente von V', so dass LU = 0, d.h.
ker(L) = {# € V|L¥ = 0}.

Y L(y 4 02) = L(¥3) = U = ¥ + 05 = L(0h) + L(72)
Dies bedeutet, dass Eigenschaften von der Richtung abhéngen.
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2.1.1

w

Das Bild einer linearen Abbildung L : V — W ist

die Menge aller Elemente in W, die durch Lv = .
fiir ein ¥ € V erreicht werden, d.h. Im(L) = {w €
W |30 eV : Lv=w}.
: <

Bild und Kern einer linearen Abbildung bilden wiederum Vektorrdume, denn lineare Kom-
binationen von Elementen des Bildes/Kerns sind wieder Elemente des Bildes/Kerns. Die
Dimension des Bildes heift der Rang (engl. rank) der Abbildung.

Im(L)

Basisdarstellung einer linearen Abbildung

Wir betrachten eine lineare Abbildung L : V' — W, ¥ —— @ . Die Dimension von V sei
n und die Dimension von W sei m. Schreiben wir Vektoren in Komponenten einer Basis
von V und einer Basis von W

g <

ist die Kernfrage: wie hangen die Komponenten dieser Vektoren zusammen, wenn @ = Lt7

23



Auch im allgemeinen Fall fragen wir zunéchst, wie die Abbildung L auf die Basisvektoren
€/,j = 1,...,n wirkt. Da Le;" € W definieren wir Le} = Yoty Lije?. Aufgrund der
Linearitdt von L steht damit schon die Wirkung von L auf einen beliebigen Vektor v € V'
fest:
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In Matrixform schreiben wir

w1 L1 Lo ... U1 Lijvy + Lisvg + Ligvs + . ..

wy | _ [ L2r Loz ... vy | _ | Laivi + Lagva + Logvz + ... (2.8)
Ly ... ... el . ’ '

W/  \eer voe oo Un, Lpv1 + Lipovo + Lygvg + ...

oder w = Lv3.

So wie ein Spaltenvektor die Darstellung eines Vektors in einer gegebenen Basis ist, ist
eine Matrix L mit Matrixelementen L;; die Darstellung einer linearen Abbildung in
einer Basis. Die Darstellung von L(7) ist dann das Matrixprodukt der Matrix L mit
dem Spaltenvektor v. Das Matrixprodukt einer Matrix und einem Vektor ist durch (2.7)
definiert.

Info: FEine drastische aber effektive Notation in diesem Kontext ist die sogenannte Ein-
stein’sche Summenkonvention. Sie wird in der Elektrodynamik und vor allem in der Rela-
tivitatstheorie genutzt und spart dort viel Schreibarbeit. Statt w; = ; Lijv; einigt man
sich auf die Regel, dass iiber paarweise auftretende Indizes summiert wird, also w; = L;;v;.

Verkettung von linearen Abbildungen und Matrixmultiplikation

Abbildungen lassen sich hintereinander ausfithren, zum Beispiel eine Rotation gefolgt von
einer Streckung aller Vektoren um einen bestimmten Faktor. Wie hingt die Matrix der
kombinierten Abbildung mit den Matrizen der beiden einzelnen Abbildungen zusammen?
Wir betrachten zwei hintereinander ausgefiihrte (verkettete) lineare Abbildungen und
zeigen, dass ihre Darstellungen in einer Basis der Multiplikation der entsprechenden Ma-
trizen entspricht. Die erste Abbildung L bildet Elemente von des Raumes V' auf Elemente

des Raumes W ab, die zweite Abbildung K fiihrt von W auf den Raum U; V Low K.
Diese Verkettung definiert eine Abbildung M = K o L mit V' Mou. (Mit dem Symbol o

31n dieser Schreibweise werden Matrizen konventionell mit GroRbuchstaben bezeichnet. Auch die No-
tation mit Unterstrichen ist gebrduchlich und wird von mir an der Tafel verwendet; w = Lv.
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beschreiben wir eine Verkettung zweier Abbildungen.) In Matrixschreibweise haben wir

wy Uy
w; = E Lij’Uj s, Uy = E Kl,”wi W = oo, =
J i

Wy Um,
u; = Z Kli ZLUUJ = Z <Z Klsz) ’Uj
( J J (
= ZMUUJ
J

M = Z Ki; Lij
i

oder

My Mg Mz --- K1 Ko --- L1 Lo
My My Moz - | = | Ko1 Kao --- Loy Lo

Auch diese Multiplikation von zwei Matrizen kann man sich wieder merken als das Ablegen
der Spalten der zweiten Matrix auf den Zeilen der ersten, komponentenweiser Multiplika-
tion und Summation aller Terme.

Wichtigstes Ergebnis ist allerdings, dass wir die Verkettung von Abbildungen abgebil-
det haben auf die Multiplikation von Matrizen. Um das Ergebnis der Verkettung einer
beliebigen Anzahl von Matrizen zu bestimmen, miissen lediglich Matrizen miteinander
multipliziert werden.

Die Multiplikation von Matrizen hat einige Eigenschaften mit der Multiplikation von Zah-
len gemeinsam, z.B. ist sie distributiv und assoziativ.

Aufgabe: Uberpriifen Sie diese Behauptung, z.B. indem Sie die Komponenten der
Matrix von zwei und drei verketteten Abbildungen betrachten.

Matrixmultiplikation ist allerdings im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h. KL # LK
(aufser in speziellen Fillen). Diese mathematische Eigenschaft von Matrizen spielt eine
zentrale Rolle in der Quantenphysik.

Aufgabe: Diese Eigenschaft ergibt sich aus der Verkettung von linearen Abbildun-
gen. Betrachten Sie eine Rotation wie im Beispiel iii) in Abschnitt 2.1, verknipft mit
einer Streckung in z-Richtung wie im Beispiel ii). Sie erhalten unterschiedliche Abbil-
dungen (und damit unterschiedliche Matrizen), je nachdem ob sie die Rotation oder die
Streckung zuerst ausfiihren.
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Matrixmultiplikation und das Euklidische Skalarprodukt

Auch fiir das Euklidische Skalarprodukt (1.11) lésst sich eine einfache Notation im Rahmen
der Matrixmultiplikation einfiihren

w1
U@ =viw1 +vows + ... = (viva...) | we =viw, (2.9)

wobei vI' = (1111)2 .. ) als Spaltenvektor definiert ist. Allgemeiner ist die Transponierte
einer Matrix LT durch die Vertauschung von Zeilen und Spalten definiert, L;fg- = Lj;.

Die Inverse einer linearen Abbildung

Gegeben eine lineare Abbildung L : V — W, 7 +— @ = Lt ist K = L™! die Inverse von L
wenn gilt KLv = ovVy € V. KL =1 ist also die Identitidtsabbildung, die jeden Vektor
auf sich selbst abbildet. Damit K : W — V, @ +— ¢ = Kv die Abbildung, die von jedem
w = LU zuriick auf ¢ fiihrt. Nicht jede lineare Abbildung hat eine Inverse, denn nicht
jede lineare Abbildung ist bijektiv. Die Abbildung, die jeden Vektor auf den Nullvektor
abbildet, ist ein Extrembeispiel fiir eine nicht-invertierbare Abbildung: Lv = 0 V7 e V).
Insbesondere miissen die Dimensionen von V und W gleich sein, m = n*"°.

Info: Um dies zu zeigen, beweisen wir, dass die Abbildungen von Basisvektoren von V' eine
Basis von W sind wenn L bijektiv ist. Erstens sind die Vektoren LéY, Lés, ..., Lée, linear
unabhéngig: Fiir eine bijektive lineare Abbildung L gilt L0 = 0, denn wenn L0 = & # 0
gilt auch L0 = L(a0) = aL0 = aw was fiir a # 1 zu einem Widerspruch fiihrt. Diese
Forderung

6 = LG =a1L€; +aslés + ... +a,LéE, = L(alé’l + agéy + ...+ ane_’n) (2.10)
fiihrt wegen der Invertierbarkeit von L auf 0 = a1 + a2+ . . . +ané,. Da &, €, . .. linear
unabhéngig sind gilt a; = as = ... = 0, somit sind auch die Abbildungen Lé}, Lés, ..., Lé,
linear unabhéngig.

Zweitens sind Leét, Lés, ..., Lé, ein Erzeugendensystem von W, denn da L bijektiv ist,

gibt es fiir jedes w ein ¥ : LU = w. Schreiben wir nun ¥ = a1€] + a2€s + ... + @, €y, ist
wegen der Linearitdt von L: @ = LU = a1 Lé| + asLés + ... + an Léy,.

* Mathematiker bezeichnen Vektorriume mit gleicher endlicher Dimension als gleich, wiirden also
V = W fordern. In der Physik wird gerne zwischen physikalisch unterschiedlichen Rdumen unterschieden,
z.B. zwischen Ortsvektoren und Geschwindigkeiten im dreidimensionalen Raum.

SWire dies nicht so, dann kénnte man aus dem zweidimensionalen Schatten einer Statue die drei-
dimensionale Statue rekonstruieren. Auch kénnte man viele Komponenten der Darstellung eines Vektors
eines hochdimensionalen Raumes umkehrbar durch weniger Komponenten ausdriicken. Die wiederholte
Anwendung dieses Prinzips wiirde z.B. groffe Computerspeicher obsolet machen.
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2.2

Ist K die Inverse von L, ist L auch die Inverse von K: Aus KL =1 folgt LKL =L1 =1L
und somit (LK)LU = LY ,V¥, und da fiir jedes W € W ein ¥ € V existiert mit @ = LU
auch (LK)W = o , V.

Die Inverse einer Matrix

Die Inverse einer linearen Abbildung ist ihrerseits eine lineare Abbildung®, ihre Darstellung
(in denselben Basen wie L!) ist also eine quadratische Matrix mit

K1 Ko Ly Lo 1 0
Ko Ko R Loy Lo el 0 1 .
Ko 5 =1, 0 =t (2.11)

Die sogenannte Identitdtsmatrix 1 ist die Darstellung der Identitdtsabbildung und hat
die Werte 1 auf der Diagonalen sonst nur Nullen, (1);; = d;;. Diese Matrix bildet jeden
Komponentenvektor auf sich selbst ab.

Fiir eine beliebige 2 x 2 Matrix mit Komponenten a, b, ¢, d ist die Inverse

=% D69 (2.12)

(nachrechnen!). Die Inverse existiert also nur, wenn ad — bc # 0, einem Term, dem wir
in Abschnitt 2.3 wiederbegegnen werden. Inverse von groferen Matrizen lernen wir in
Abschnitt 2.4 zu berechnen.

Anderung der Basis

Wir betrachten einen Vektor ¥ mit Komponenten v in der Basis €7, €s, ..., €,. Was dndert
. . . . . . =/ . .
sich, wenn wir statt dieses Basissystems eine andere Basis {¢;'} nutzen? Was sind die

. . —/
Komponenten v’ von @ in der neuen Basis {€;'}?

Kernpunkt ist, dass der Vektor ¢ selbst sich unter Basiswechsel nicht dndert.

n n
- - =
U= g V€ = E U; €] (2.13)
j=1 i=1

SaKwW + bKWa = ath + b = KL(a® + btk) = K(aw + biba) .
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Schreiben wir nun die alten Basisvektoren als Linearkombination der neuen, €; = » " | S;;€},
erhalten wir

n n n n
7= Y =) uSy@=) | D Sivi| @ (2.14)
j=1

ij=1 i=1 \ j=1

n n

— /
g viel A = E S;jv; v =Sv.
i=1 j=1

Damit gehen die Komponenten von ¢ in der neuen Basis aus einer Multiplikation einer
Matrix mit dem Komponentenvektor in der alten Basis hervor.

alte Basis

Info: Was ist hier passiert? Die Abbildung V R™ ¥ +— v = be(¥) ist eine
bijektive lineare Abbildung von V auf den R"™. Analog ist V' Jneue Basis bijektiv und
linear. Somit ist auch die Abbildung von Komponenten in der alten Basis zu Komponenten
in der neuen Basis R” — R”,v — be/(be ! (v)) = v/ cine lineare invertierbare Abbildung,
nédmlich die Matrixmultiplikation mit S.
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Transformation von Matrizen

Analog zur Transformation von Vektorkomponenten lésst sich bestimmen wie die Eintrége
von Matrizen unter einem Basiswechsel transformieren.

w =Lv w' = Sw w=S"lw
w =LV v =Sv v=8"1v (2.16)
S~lw' =LS v (2.17)

w’ = SLS~ v/ ~ L' =SLS!
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2.3

ergibt die Transformation von Komponenten einer Matrix unter Anderung der Basis.
Basiswechsel sind sogenannte passive Transformationen, die Vektoren &ndern sich nicht,
lediglich ihre Komponenten (und die Basis). Im Gegensatz dazu éndern sich unter ak-
tiven Transformationen die Vektoren selbst, die Basis bleibt allerdings im allgemeinen
unverandert.

Die Determinante

Unter einer (aktiven) Transformation &ndern sich auch die Volumina von geometrischen
Objekten: in einer Dimension &ndern sich die Léngen, in zwei Dimensionen Fléchenin-
halte, etc., in drei Dimensionen die dreidimensionalen Volumina, etc 7. Die Determinante
einer Matrix gibt an wie sich Volumina unter der entsprechenden aktiven Transformation
andern.

Hier ein zweidimensionales Beispiel:

1 2

In diesem Beispiel, bei dem die z-Komponente um einen Faktor 2 gestreckt werden, d&ndert
sich das zweidimensionale Volumen um einen Faktor 2.

Wir betrachen eine lineare Abbildung L von einem n-dimensionalen Vektorraum auf sich
selbst. Die Determinante einer linearen Abbildung det(L) ist die vorzeichenbehaftete
Volumen des Abbildung des n-dimensionalen Einheitswiirfels unter der linearen Abbildung
(aktive Transformation).

Vorzeichenbehaftet bedeutet, dass wenn sich die Orientierung der Basisvektoren unter
L #ndert, det(L) das Vorzeichen dndert. Die Volumenédnderung ist unabhéngig von der
gewahlten Basis. Gegeben eine Basis und damit eine Matrixdarstellung L der Abbildung,
bezeichnen wir ihre Determinante auch als Determinante der Matrix, det(L) = det(L).
Als erstes berechnen wir die Determinante von n x n Matrizen unterschiedlicher Gréfse.

n=1
L = a, die einzige Komponente &ndert sich also um den Faktor a, die Abbildung des
Einheitswiirfels (ein Vektor mit Lange a) hat das ‘Volumen’ a, also det(L) = a.

"Unabh#ngig von der Dimension werden wir diese Grofen als ‘Volumen’ im n-dimensionalen Raum
bezeichnen.
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FirL = (Z ;) ist die Abbildung des Einheitswiirfels <(1)> , <(1)> gegeben durch <Z> , (2)

c
Diese beiden Vektoren spannen ein Parallelogramm mit Facheninhalt || x | d ]| auf
0

S R

(mit einem Kreuzprodukt, die Determinante ist also ad — be.

Y Y

A

n=3

Aus Abschnitt 1.6 zum Kreuzprodukt kennen wir bereits das (vorzeichenbehaftete) Vo-
lumen eines Parallelepipeds. Die Bildpunkte der drei Basisvektoren u,v,w spannen ein
Parallelepiped mit vorzeichenbehaftetem Volumen u-v x w, die Determinante einer 3 x 3
Matrix ist also

u; v wi
det [ ug v wy | =ug(vows — v3wy) — ug(viws — v3wy) + uz(viwe — vowy) . (2.18)
us U3 ws

Verallgemeinerung auf n > 3

Eine Abbildung vom Raum der Matrizen auf die reellen Zahlen, R™*™ — R heit Deter-
minante, wenn und nur wenn gilt:

S O =
O~ O
= o O

1. Normierung: det
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2. Multilinearitat:

air - Aer + pdy
det | © 1 Aca+pdo
aip 0 CL ot a1 -+ dp
= Adet ey -+ | + pdet ds
: N 63 . . .
app -0oap o g
3. alternierend: det | @21 -+ az -+ a2 -+ | =9
: : as as

Diese Forderungen lassen sich aus
geometrischen Uberlegungen zu
den Bildpunkten der Vektoren,
die den FKinheitswiirfel aufspan- by +c1 a;\@
nen, herleiten: Die Normierung <b2 + a2>

fordert, dass die Volumenénde- _—

rung unter der Einheitsabbildung B
gleich eins ist. Zur Multilineari-
tat betrachten wir die Spalten der - b

Matrix L als Bildvektoren der Ba-

sisvektoren () und (9) (hier in

2D). Das graue Parallelogramm rechts (aufgespannt durch die Vektoren a und b + ¢ hat
denselben Ficheninhalt wie die rote und griine Fliache (aufgespannt durch a und b, be-
zw. a und c¢) zusammen. Zur alternierende Eigenschaft: Sind die Bildvektoren von zwei
unterschiedlichen Vektoren des Einheitswiirfels parallel zueinander, ist der Flacheninhalt
des von ihnen aufgespannten Parallelogramms null, damit ist das Volumen der Bildpunkte
des Einheitswiirfels null.

Die drei Forderungen an die Determinante sind also kompatibel mit geometrischen Vor-
stellungen von der Volumenanderung. Erstaunlich ist, dass sie die Determinante eindeutig
festlegen (fiir den Beweis siehe zum Beispiel Kerner und v. Wahl). Vor allem geniigt es
daher, eine Rechenvorschrift zu finden, die diese drei Bedingungen erfiillt, um die Deter-
minante zu finden.

Rekursive Berechnung der Determinante (Laplace’sche Regel)

Schreiben wir eine Matrix A bei der Zeile i und Spalte j entfernt wurden als A;;, dann ist
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det(A) = i(—l)kﬂakl det(Ag;) (2.19)
k=1

Damit ldsst sich die Berechung der Determinante einer n x n Matrix reduzieren auf die
Berechung der Determinante einer (n — 1) x (n — 1) Matrix, u.s.w. Die Determinante einer
1 x 1-Matrix (a) ist dann a.

Berechnung der Determinante durch Permutationen (Leibniz’sche Regel)

Bei den Ergebnissen fiir die Determinante in n = 2 oder n = 3 Dimensionen fallt auf, dass
bestimmte Kombinationen von Indexpaarungen auftreten. Die rekursive Berechnung der
Determinante generiert alle Permutationen der Zahlen 1,2,3,...,n. Eine Permutation
von Objekten ist ihre Anordnung in einer bestimmten Reihenfolge. Fiir die n = 3 Zahlen
1,2,3 gibt es 3! = 6 Permutationen (1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1). De-
finiert man das Vorzeichen o(P) einer Permutation P als 1 wenn die Zahl der paarweisen
Vertauschungen die von 1,2, 3,...,n zu der Permutation P fiihren gerade ist, und —, wenn
sie ungerade ist, dann ist

det(A) =Y " o(P)A;p1)Asp) - - Anpin) (2.20)
P

wobei wir mit P(n) das Element auf dem n-ten Platz der Permutation bezeichnet haben.
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Info: Die Menge aller Permutationen von n Elementen bildet eine Gruppe (s. 1.3), denn
Permutationen haben ein Inverses, ein Nullelement (1,2,...,7n) und die Addition von Per-
mutationen (Hintereinanderausfithrung) ist assoziativ. Diese Gruppe wird als S,, bezeich-

net.

Permutationen bilden jedoch keinen Vektorraum (warum nicht?).

Wichtige Eigenschaften der Determinante

1.

Die Determinante einer Matrix, deren Eintrége in einer Spalte alle Eintrage null sind,
ist null. Dies folgt aus geometrischen Betrachtungen, da alle Vektoren in Richtung
des entsprechenden Einheitsvektors auf 0 abgebildet werden, oder aus (2.19).

. Sind zwei Spalten einer Matrix gleich, ist die Determinante ebenso null. Dies folgt

wieder aus geometrischen Uberlegungen, da die von den entsprechenden Einheits-
vektoren aufgespannte Ebene auf eine einzelne Richtung abgebildet wird.

Sind einzelne Spalten einer Matrix linear abhéngig, ist ihre Determinante null. Zum
Beweis schreiben Sie eine Spalte als Linearkombination der anderen, wenden die
Multilinearitét an, sowie Eigenschaft 2.

Addiert man zu einer Spalte einer Matrix A eine Linearkombination der {ibrigen
Spalten, bleibt det(A) unverédndert. Folgt aus Multilinearitat und Eigenschaft 3.

Vertauschung von Spalten einer Matrix fiihrt zum Vorzeichenwechsel der Determi-
nante. Halten wir die Notation einfach und schreiben die Determinante einer Matrix
mit Spalte 7 a; und Spalte j a; als det(aj, aj) erhalten wir durch abwechselnde Anwen-
dung von Eigenschaft 2 und Multilinearitat det(a;,a;) = det(aj,a;) + det(aj,a;) =
det(aj,a; + a;) = det(aj,a; + a;) — det(a; + aj,a; + a;) = det(—aj,a; + a;) =
—det(aj,a; + a;) = —det(ay, a;) — det(aj,a;) = — det(aj, a;).

det(AB) = det(A) det(B); folgt aus der Volumenénderung unter einer Verkettung
von linearen Transformationen.

Eine Matrix und ihre Transponiert haben dieselbe Determinante, det(A”) = det(A),
(AT)Z-]- = Aj;. Folgt z.B. aus der Leibnitz’schen Regel. Obige Aussagen iiber Spalten
von Matrizen gelten also auch analog iiber Zeilen.

Aufgabe: Beweisen Sie diese Eigenschaften.
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2.4 Lineare Gleichungen und lineare Algebra
m lineare Gleichungen mit n Unbekannten

a11r1 + ajpry +a13r3 + -+ apy = by

a2171 + ageTa + agzws + - - + ATy = by
(2.21)

Am1T1 + GmaT + Am3x3 - + QpnTn = by,
(2.22)

konnen kompakt in Matrixform Ax = b geschrieben werden mit

a a a 1 b1

11 12 13 Ty b2
A=|0G21 a2 a - x=1 . b=| |

Tn bm

Der Zusammenhang zwischen den Determinanten von Matrizen und linearen Gleichun-
gen lésst sich geometrisch verstehen. Die Losungen einer einzelnen linearen Gleichung
a1r1 + asxo + ... + a,x, = b in n Variablen beschreiben eine Ebene im n-dimensionalen
Raum (genauer, eine sogenannte Hyperebene mit Dimension n—1). Diese Ebene ist defi-
niert durch alle Vektoren x, deren Skalarprodukt a-x gleich b ist, also deren Projektion auf
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den Vektor a senkrecht zu dieser Ebene gleich b ist. Ein System von m linearen Gleichun-
gen beschreibt damit m Ebenen. Diese Ebenen konnen sich in einer n —1,n —2,n—3,...
-dimensionalen Ebene schneiden (wenn einzelne Ebenen zusammenfallen), einer Linie, ei-
nem Punkt, oder in der leeren Menge (wenn die Ebenen alle parallel sind). Entsprechend
kann ein System von linearen Gleichungen unendlich viele Lésungen haben, eine Losung,
oder keine Losung.

Im Allgemeinen haben m Gleichungen in n Variablen einen n — m-dimensionalen Losungs-
raum. Fiir m Gleichungen und n Unbekannte gibt es damit im Allgemeinen eine einzige
Losung x = A~ 'b. Wenn einzelne Gleichungen allerdings nicht logisch unabhiingig von
den anderen sind, also durch Multiplikation und Addition anderer Gleichungen gewonnen
werden koénnen, kann es vorkommen dass m Gleichungen in n Variablen entweder viele
oder keine Losungen haben. Dann ist A auch nicht invertierbar. Zum Beispiel sind die
Gleichungen 3x1 + x2 = 6 und 6x1 4+ 222 = 12 nicht logisch unabhéngig, entsprechend gibt
es viele Losungen. Auf diese Weise lassen sich auch inkonsistente Gleichungen konstru-
ieren, z.B. 3z1 + 2 = 6 und 6z1 + 2x9 = 13. Gleichungen sind logisch unabhéngig wenn
keine der Zeilen von A durch eine Linearkombination der anderen gewonnen werden kann,
d.h. wenn die Zeilen von A linear unabhéngig sind. Sind die Zeilen von A linear abhéngig,
ist det(A) = 0, die Determinante einer n x n Matrix bestimmt (’determiniert’) also ob ein
System von n Gleichungen in n Unbekannten eine eindeutige Losung hat. Analog ist A
invertierbar wenn und nur wenn ihre Determinante nicht null ist.

Ein einfacher Algorithmus® zur Losung von linearen Gleichungen basiert auf der linearen
Kombination von Gleichungen zur Elimination einzelner Variablen, wie in dem Beispiel
oben. Bei der Gauf’schen Elimination schreibt man das das Gleichungsystem als soge-
nannte vergrosserte Matrix aus A und b nebeneinander gesetzt, z.B.

13 =25
35 7 (2.23)
2 4 8

w

und formt diese Matrix um. Jeder Umformungsschritt entspricht der Multiplikation von
Gleichungen mit Zahlen und der Addition von Gleichungen. Konkret sind folgende ele-
mentaren Operationen erlaubt:

e Vertauschung von zwei Zeilen
e Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0

e Addition eines Multiplen einer Zeile zu einer anderen Zeile

8Fin Algorithmus ist eine eindeutige Handlungsvorschrift zur Ldsung eines Problems und besteht
typischerweise aus vielen Einzelschritten. Dabei bietet sich oft die Implementierung auf einem Computer
an.
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2.5

Ziel ist es durch diese Schritte die Matrix links zu einer Identitdtsmatrix umzuformen,
rechts steht dann der Losungsvektor. In unserem Beispiel

1 3 2|5 (1 3 —2]| 5 1 3 —2] 5 1 3 —2] 5
35 6/7|—>|0 -4 12|80 —4 12|80 1 —3| 2
2 4 3|8 2 4 3| 8 0 -2 7|-2 0 -2 7|-2
(1 3 —2]5 13 —2|5 130]9 10

101 -3|2|=|01 o|l8|—=|010/8|—=]|01

00 1|2 00 12 00 12 00

(2.24)

haben wir im ersten Schritt 3 mal der ersten Zeile von der zweiten abgezogen, um den ersten
Koeffizienten auf Null zu setzen, dann analog fiir den ersten Koeffizienten der dritten Zeile.
Nachdem damit die Koeffizienten der ersten Spalte bis auf den ersten auf Null gesetzt sind
gehen wir zur zweiten Spalte iber und so weiter, bis das Dreieck unter der Diagonalen nur
die Eintrage Null enthélt. Dann gehen wir zum Dreieck i{iber der Diagonalen und erhalten

zum Schluss die Losung z1 = —15,29 = 8,23 = 2.
Mit dieser Methode lésst sich auch die Inverse einer Matrix A berechnen, ndmlich durch
1 0
Losen der Gleichungen Ax; = | 0 |, Axeo = | 1 |, ..., bzw. in Form einer vergréfserten
Matrix z.B.
13 -2]1 0 0
35 6/0 10 (2.25)

2 4 3/001

Wird hier nach obigem Schema der linke Teil der vergroferten Matrix zu einer Identitéts-
matrix transformiert steht rechts dann die gesuchte Inverse.

Eigenvektoren und Eigenwerte

Eigenvektoren einer (aktiven) linearen Transformation sind Vektoren, die unter der Trans-
formation ihre Richtung nicht &ndern. Der transformierte Vektor ist also parallel zum
urspriinglichen Vektor, er kann also nur um einen bestimmten Faktor gestreckt oder ge-
staucht werden. Dieser Faktor wird als Eigenwert bezeichnet.

Eigenvektoren werden sich als mé#chtiges Werkzeug bei der Beschreibung schwingender
Systeme mit vielen Freiheitsgraden erweisen. Weitere wichtige Anwendungen liegen in der
Quantenmechanik. Der Grund warum FEigenvektoren in vielen Gebieten der Physik und
weit dariiber hinaus eine Rolle spielen, ist dass sie die Wirkung einer Matrix (Darstellung
einer linearen Transformation) effizient beschreiben: Kann man Eigenvektoren einer linea-
ren Abbildung als Basis nutzen, ist die entsprechende Matrix diagonal (die Komponenten
eines Vektors werden unter der Abbildung mit den Eigenwerten multipliziert).
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Beispiel: Streckung entlang der z-Achse.
e
A 'y J 4
2 0 .
A= (3 )
—> //
:el >
1Y\ . . .o 0Y . .

er= | ist Eigenvektor von A mit Eigenwert A = 2, e5 = 1 ist Eigenvektor von A
mit Eigenwert A = 1. e; + e3 (in griin) ist allerdings kein Eigenvektor von A.

Sei A € R™*™. Ein von Null verschiedener Vektor v heifst Eigenvektor von A, wenn ein
A existiert mit Av = Av. A heifst Eigenwert von v.

Prinzipiell sind n unterschiedliche Eigenwerte moglich. (Nicht-parallele) Eigenvektoren mit
demselben Eigenwerten heifsen degeneriert. Eigenvektoren zum selben Eigenwert A span-
nen einen Raum aus Eigenvektoren (mit Eigenwert \) auf.

Die Bestimmung von Eigenvektoren

Wir schreiben Av = Av = ALv als (A — AL)v = 0. In Abschnitt 2.1.1 hatten wir gezeigt,
dass eine bijektive lineare Abbildung L Nullvektoren auf Nullvektoren abbildet, L0 = 0
und L0 = 0. Wenn also eine nichttriviale Losung v # 0 von (A — A\1)v = 0 existieren
soll, darf (A — A1) also nicht invertierbar sein, muss also Determinante null haben. Fiir eine
n X n-Matrix konnen wir det(A — A1) = 0 als polynomiale Gleichung n-ter Ordnung in A
auffassen und 16sen. Diese Gleichung wird als charakteristisches Polynom bezeichnet.

39



40



3.1

Drei

Analysis

Analysis beinhaltet die Themen Grenzwerte, Differentiation und Integration. In der Physik
spielen diese Themen eine zentrale Rolle bei der Beschreibung der Verdnderung physikalischer
GroBen in Raum und Zeit: die Position eines Teilchens als Funktion der Zeit in der Mechanik,
oder die riumliche und zeitliche Anderung elektromagnetischer Felder. Wir diskutieren die
Differentiation von Funktionen einer und mehrerer Veranderlicher sowie Integrale iiber eine und
mehrere Variablen.

Einiges dieser Themen ist Ihnen aus der Schule geldufig, wir beginnen daher nur mit einem
kurzen Abriss der Themen Grenzwert, Differentiation und Integration von Funktionen
einer Veranderlichen.

Grenzwert

Betrachten wir als Beispiel g(z) = (z — x¢)?. Nihert sich x dem Wert g, nihert sich g(z)
der Null an. Was bedeutet das “nihert sich der Null an”? Eine Abweichung von 107! von
Null? Oder 1071907

Der Sachverhalt liasst sich préziser formulieren: Fordern wir, dass der Abstand zwischen
g(x) und 0 einen Wert € > 0 nicht iibersteige. Dabei konnen wir € so klein wéhlen wie wir
wollen. Dann gibt es in unserem Beispiel einen Wert 4, so dass sobald x naher als § an xq
liegt, diese Forderung erfiillt ist, d.h. |g(x)| < e.

Diese Denkweise wird zur Definition des Grenzwertes genutzt: Sei X eine Teilmenge von
R und zp € R ein Punkt, bei dem in jeder Umgebung unendlich viele Elemente von X
liegen'. Gibt es fiir jedes € > 0 ein §, so dass fiir alle z € X mit 0 < |z — x| < § gilt
lg(x) — G| < €, dann bezeichnen wir G als Grenzwert von g(z) fiir z gegen zo, oder

'Hier fehlt noch der Begriff der Umgebung eines Punktes. Fiir reelle Zahlen ist das einfach, gegeben
ein € > 0 ist die e-Umgebung von zo die Menge aller Punkte mit |x — zo| < e.
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Abbildung 3.1: Grenzwert von g(z) = 2 fiir z — 0. Fiir G = 0 und € = 1/25 existiert ein
d, so dass fiir —0 < z < gilt |g(z) — G| < € (dunkelgraue Fliche (ein solches o lésst sich
fiir jedes € < 0 finden). Fiir G = 0.4 allerdings lésst sich fiir € = 1/25 kein solches § finden
(hellgraue Féche).

lim, 4, g(z) = G. Der Unterschied zwischen dem Funktionswert g(x) und dem Grenzwert
wird also beliebig klein, wenn man z geniigend nahe bei xy wéhlt. Dazu muss g(z) bei xg
nicht einmal definiert sein.

Beispiel: In unserem Beispiel g(r) = (z —x0)? ist g(x) — 0 < € fiir alle Werte von z mit
|z — x| < 0 = +/e. g(x) — G < € fiir alle Werte von z im Intervall o — 6 < z < xg + 0
lasst sich nur mit G = 0 fiir alle Werte von € erfiillen. G = 0 ist daher als Grenzwert
eindeutig bestimmt, siehe Abbildung.

Aus diesem Beispiel entnehmen wir, dafs sich Grenzwerte nicht einfach “ausrechnen” lassen,
wir haben zundchst G geraten und verifiziert. (Wir hitten aber auch nicht geraten, dass
(x — 20)? nahe bei 2o andere Werte als solche nahe bei Null annimmt.)

3.2 Differentiation

3.2.1

Differentiation von Funktionen einer Veranderlichen
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Die Ableitung f’(z) einer Funktion f(x) beschreibt
die Steigung s = f/(x = x) von f(z) am Punkt x.
Diese Formulierung verdeckt allerdings, wie niitzlich
das Konzept der Ableitung in der Praxis ist: Fir ei-
ne hinreichend “glatte” Funktion schmiegt sich f(z)
bei xg an die Gerade durch den Punkt mit Koor-
dinaten (=g, f(xp)) mit Steigung s, f(z) kann also
nahe xy durch diese Gerade approximiert werden.
Lokal kénnen wir also die (im Allgemeinen) nicht-
lineare Funktion f(x) durch eine lineare Funktion
approximieren

f(x) = f(x0) + (x — z0) f'(x0) , (3.1)

Info: Der Unterschied zwischen der Funktion f(z) und der beschriebenen Geraden ist
wieder eine Funktion von z, die bei x = 0 verschwindet. Schreiben wir diesen Unterschied
als zg(x) und approximieren g(x) wiederum durch eine Gerade, und fithren dieses Prinzip
iterativ fort, kommen wir auf eine Naherung fiir f(z), die im Prinzip beliebig genau sein
kann. Diese Idee fiihrt in Kapitel 5 auf die sogenannte Taylor-Reihe.

Wie konnen wir diese Ableitung (Steigung der Tangente zu f(x) an einem Punkt xg)
bestimmen? Eine Gerade durch die Punkte mit Koordinaten (xq, f(z¢)) und (z1, f(x1))
(genannt Sekante) hat Steigung S = w. Je néher z; bei xg liegt, desto besser
approximiert S die Steigung von f(x) bei xg. Setzt man aber einfach z1 = x ist allerdings

der Nenner dieses Bruchs Nulll Wir nutzen daher den Grenzwert:

Der Grenzwert f'(z) = limg, 0 w heifit (rechte) Ableitung einer Funktion f(z)
(f : R = R) am Punkt 2 (wenn der Grenzwert existiert). Analog definiert limg, w
die linke Ableitung, die sich von der rechten aber nur unterscheidet wenn f(z) bei xy einen

Knick hat.

In der Ndhe von x ldsst sich dann die Funktion durch eine Gerade f(x) ~ f(zg) + (x —
) f'(20) nihern. Etwas préziser schreiben wir f(z) = f(zo)+(x—z0) f'(20)+O((z—20)?),
wobei der letzte Term fiir Terme der Ordnung (z — z¢)? steht?.

2 O(z™) bedeutet "von der selben Ordnung wie ™ im Grenzfall z — 0", priziser f(z) = O(g(z)) wenn
0 < limgz—o f(x)/g(z) < co. (Dieselbe Notation wird auch verwendet um die Asymptotik einer Funktion
bei x — oo zu beschreiben, welche Asymptotik gemeint ist folgt aus dem Kontext.)
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Beispiel: Betrachten wir die Funktion f(z) = 2. Mit (z + 0z)? = 2% + 220z + 022 ist

v o fle+or) = fl@) . (x4 0x)? —a?
F@) = 51;210 oz a 51;210 dx

= lim 2z +dz) =22 . (3.2)
6x—0

Die Ableitung hoherer Polynome geht analog. Bei der Ableitung von Exponentialfunk-
tionen f(x) = a® erhalten wir

g%tz _ gz a%® — 1
f(r) = lim ———— =¢" lim

dx—0 ox 6x—0 ox (33)

Ableitung der Exponentialfunktion ist also die Exponentialfunktion selbst, mal eine Kon-
stante. e = 2.7182818284590. .. ist definiert als die einzige positive Zahl fiir die diese
Konstante den Wert eins hat; limy,_,q # = 1, damit ist die Exponentialfunktion e®
gleich ihrer Ableitung.

Ableitung eines Vektors

Diese Definition der Ableitung funktioniert ohne Modifikation auch fiir die Ableitung eines
Vektors, der von einer Veranderlichen abhangt. Beispiel ist eine Bahnkurve, die die Bewe-
gung eines Massepunktes beschreibt, siche Abschnitt 1.2. Mathematisch beschreiben wir
diese Bahnkurve durch die (vektorwertige) Funktion 7(t). Der Vektor 7(t+dt) —7(t) (Diffe-
renz zweier Vektoren) gibt die Verschiebung des Massepunktes zwischen den Zeitpunkten ¢
und ¢ + dt an. Teilen wir durch ét erhalten wir im Grenzfall 6t — 0 die Vektorgeschwin-
digkeit

dr 7(t + ot) — 7(¢t)

it = S T (34)

<y

Bei zeitlich konstanten Basisvektoren sind die Komponenten der Vektorgeschwindigkeit
leicht zu bestimmen,

n n
. _ _d - ;
U= E vi€i = o E ri(t)e; = — G (3.5)
i=1 i=1 i=1

und somit sind die Komponenten der Vektorgeschwindigkeit v; = % Ihre Einheiten sind
(wegen des Faktors dt) in (3.4) [Lange/Zeit|, nicht wie bei dem Ortsvektor [Lange|. Trotz-
dem ist die Vektorgeschwindigkeit wiederum ein Vektor: Es handelt es sich um die Differenz
zweier Ortsvektoren (Differenz zweier Vektoren ist ein Vektor), multipliziert mit 1/dt, ei-
ner skalaren Grofe. Wiirden wir also eine neue Basis nutzen, so dak sich die Komponenten
von 7 édndern, dann wiirden sich die Komponenten von ¢ auf die gleiche Art und Weise
dndern wie die von 7.
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3.2.2

Das 2te Newtonsche Gesetz, F = md ist also nicht nur eine Verkniipfung der Gréfsen
Kraft, Masse und Beschleunigung, sondern enthélt auch implizit die Forderung, dass die
Kraft ein Vektor ist. Bei einer Basisinderung miissen sich die Komponenten der Kraft also

genauso dndern wie die Komponenten eines Ortsvektors.

Die partielle Ableitung

Auch fiir Funktionen mehrere Verénderlicher kon-
nen Ableitungen definiert werden. Betrachten wir
zunéchst eine Funktion f(z,y), die von zwei Varia-
blen abhéngt. Diese Funktion kann als gekriimmte
Oberflache tiber der x,y-Ebene visualisiert werden.
Bei konstantem y = ¢ hingt f(z,y = ¢) =: fe(x)
nur von z ab, so dass wir f/(z) definieren konnen.

Steigung 7

Eine zweite Ableitung kann gebildet werden, wenn f(z,y)

statt y die Variable x = ¢ konstant gehalten wird.
Ist f(x1,22,23,...2,) eine Funktion auf einem (of-
fenen) Quader C R™, heift der Grenzwert

of

y = ¢ (konstant)

lim f(:cl,:vg,...,:vi—i—&vi,...)—f(:cl,:vg,...,:vi,...) _
dx—0 ox; o

of
8.731‘

3.9)

partielle Ableitung g_f von f nach z; (wenn der Grenzwert existiert).

Ty
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3.3

Beispiel:

3 2 2
87(9:1 + X223 + T]T2) = 3x] + T2T3 + 2T X0
1

sin(x122)) = 1 cos(z122)

e

Ableitungen hoherer Ordnung sind durch Hintereinander-Ausfiihrung von B%i und a%j

definiert. Dabei gilt die Schwarzsche Regel

o (0 o (0 o
o\ f ) =9 5 =502,
Ox; \ Oz O0x; \ Ox; 0x;0x;
Beweis: <ﬁ> — lim L <8f($1,...,l’i+5l’i,...l'j) B 8f(:L'1l’Z:L'J)>
T; al’j dz;—0 5:L'Z al’j 8:L'j

1
= lim lim — (f(:L'Z + 5:L'Z',l’j + 51’;) — f(:L'Z + 5:L'Z',l’j) — f(:L'Z',:L'j + 51’J) + f(a:l,x]))

0x;—0dx;—0 (5.Z'Z(5.Z']
wenn die Grenzwerte vertauschen:

1 o  of

) =5 G

= lim lim
ox;—0dx;—0 (5.Z'Z(5.Z']

Auch fiir partielle Ableitungen gibt es eine Kettenregel, die wir in einer Ubung herleiten
werden.

Integration

Die Idee der Zerlegung einer Grofe in eine grosse Zahl (kleiner) Summanden tritt in den
unterschiedlichsten Zusammenhéngen auf, und fiihrt stets auf eine Art von Integral. Der
Thnen bekannte Fall, das Problems die Fliche unter einer Kurve zu bestimmen, ist das
prominenteste Beispiel. Dabei wird die Fliche unter einer Kurve in eine (grosse) Anzahl
von Streifen zerlegt, die Flache der (kleinen, daher fast rechteckigen) Streifen berechnet,
und die Flache der Teilstiicke aufaddiert.

Betrachten wir z.B. eine Ladung (), die sich auf einem Draht befindet. Gegeben die La-
dungsdichte p(z) auf dem Draht pro Lange Draht (ein kleines Teilstiick des Drahtes der
Lénge Az hat also Ladung p(x)Az) ist die Gesamtladung ein Integral der Ladungsdichte
tiber die Lange des Drahtes. Ist der Draht gerade, kommen wir auf ein Integral [ dzp(z)
vom Typ “Fléche unter der Kurve”. Die Idee des Zerlegens und Aufsummierens kleiner Ter-
me funktioniert aber auch fiir einen gebogenen Draht, oder eine zweidimensionale Oberfla-
che oder ein dreidimensionales Volumen. Solche Probleme werden wir im néchsten Kapitel
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behandeln. Oberflaichen- und Volumenintegrale fiihren auf Mehrfachintegrale, die wir hier
definieren.

3.3.1 Integrale von Funktionen einer Verdnderlichen

Wir beginnen natiirlich mit einem einfachen Fall, und greifen tatséchlich auf die “Flache
unter einer Kurve” zuriick. Zur physikalischen Motivation konnen wir uns die Funktion
f(z) als eine (lineare) Dichte in einer Dimension denken, die Masse oder Ladung eines
kleinen Teilstiicks der Lénge Az ist dann f(z)Az, oder, geometisch gedacht, die Flache
eines schmalen Rechtecks mit Breite Az und Hohe f(z). Klein bedeteute hier zunéchst
so klein, dass die Verdnderung von f(x) im Intervall Az vernachldssigt werden kann.
Letztendlich werden wir den Grenzfall Az — 0 betrachten.
Zur Berechnung der Fléche unter der Funktion f(x)
zwischen x, und x; betrachten die Zerlegung des \
Intervalls [z,, 7] in eine grosse Anzahl N von Teil-
stiicken; xg = x4, 8y = zp und 1 < 2 < X3... 1
liegen zwischen x, und xp. Die Werte xg, x1, x2, . . . L
werden auch als Stiitzstellen bezeichnet. Die Sum- ()
me iiber alle Teilstiicke der Lange x1 — z¢ (erstes
Teilstiick), zo — 21 (zweites Teilstiick) ..., jeweils Fliche Az;f(x;)
multipliziert mit f(zp), f(x1), ... ergibt die Sum-
me?

\
\
\

Ty T o~ T

N— Ax;

N-1
(i1 — @) f(x) = > Awif(z)  (3.10)
0 =0

—_

1=

mit Az; = z;11 — x;. Diese Summe wird als Riemann-Summe bezeichnet. Im néchsten
Schritt machen wir die Langen der Teilstiicke sehr klein; die Rechtecke der Abbildung
approximieren die Fléache unter der Kurve also immer besser. Den Grenzfall bei dem die
Langen der Teilstiicke Ax; gegen Null gehen, bezeichnen wir als das Riemannintegral

N-1

/xb dz f(z) = Algﬂin_l)0 Z Ax;f(x;) . (3.11)
Ta t =0

In diesem Grenzfall geht natiirlich auch die Zahl der Teilstiicke gegen unendlich. Wie genau
der Grenzfall Az; — 0 fiir alle Az; durchzufiihren ist, ist damit noch nicht gesagt. Es stellt
sich als ausreichend heraus, die Lange des langsten Teilstiickes max;(Ax;) gegen Null zu

3 Hier kann man fragen ob nicht f(x;y1) statt f(z;) der korrekte Ausdruck wire. Kernpunkt des
Beweises der Existenz des sogenannten Riemann-Integrals ist, dass der Unterschied zwischen diesen beiden
Fallen im Grenzfall N — oo verschwindet.
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fithren (siehe z.B. Berendt und Weimar). Funktionen, fiir die das Integral (3.11) existiert,
heifsen Riemann-integrierbar.

Das Integral und die Stammfunktion

Betrachen wir die Fliche unter der Kurve im Intervall [0, z] als Funktion von z, genannt
F(z). Vergrofern wir nun das Intervall durch Hinzufiigen eines (beliebig kleinen) Teilstiicks
Az, vergrossert sich die Fliche um Az f(z), also F(z + Az) = F(z) + Az f(z) + O(Az?)

und somit IF
— = . 3.12
= f@) (312)
Aus dieser Gleichung ist die sogenannten Stammfunktion F(z) von f(x) nur bis auf eine
additive Konstante bestimmt. Bei der Subtraktion von Stammfunktionen verschwindet

diese Konstante allerdings und fiir allgemeine Integralgrenzen gilt dann

b
/ dz f(z) = F(b) — F(a) . (3.13)

Diese Aussage wird als Fundamentalsatz der Analysis bezeichnet. Integration und Differen-
tiation sind also inverse Operationen; um das Integral einer Funktion f(z) zu bestimmen,
suchen wir die Funktion F'(z), deren Ableitung nach z gleich f(z) ist. Wir schreiben
auch das sogannte unbestimmte Integral ohne die Integrationsgrenzen anzugeben als
[ dz f(z) = F(z) (Gleichheit verstanden als “bis auf eine unbestimmte Konstante”).

Techniken zur Berechnung von Integralen

Wichtigste Technik ist die Ableitungen vieler Funktionen zu kennen, und so die Stamm-
funktion zu raten und zu verifizieren: Eine allgemeine Methode um systematisch zu einer
beliebigen Funktion die Stammfunktion anzugeben gibt es nicht. Es folgen einige niitzliche
Strategien.

Partielle Integration

Partielle Integration ist eine niitzliche Technik, wenn der Integrand f(x) sich als Pro-
dukt zweier Funktionen schreiben lasst. Sei f(z) = /(z)v(x). Aus der Produktregel der
d

Ableitung erhalten wir £ (u(z)v(x)) = o' (z)v(z) + u(z)v'(x). Umstellen der Terme und

Integration auf beiden Seiten ergibt
b by b b
/ dz v/ (z)v(z) :/ dz . (u(x)v(a:))—/ dzu(z)v' (z) = [u(x)fu(a:)]g—/ dz u(z)v' (z) .
a a a a (3.14)
Bei geschickter Wahl von u(x) und v(z) ist das resultierende Integral oft einfach zu be-
stimmen.
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Integration durch Substitution

Dieses Integrationsprinzip folgt aus der Kettenregel der Differentialrechnung. Gegeben sei
eine Funktion f(z) mit Stammfunktion F'(x). Wir betrachten nun eine Funktion z(y)
und definieren eine weitere Stammfunktion G(y) = F(z(y)) mit Ableitung g(y). Nach der

Kettenregel ist % = z—fg—“’y‘:, bezw. g(y) = f(x(y))g—z. Integration iiber z ergibt

v da _ o _ yb) yb) _ o [P
[ e = [ s = 6w = P - Pk - [ as :;(2 )

Ist f(z) schwer zu integrieren, kann eine geschickt gewéhlte Substitution auf eine Funktion
fil—“’y” f(z(y)) fihren, die leichter zu integrieren ist.

Beispiel: Gesucht sei das Integral der Funktion v/1 — 22 iiber das Intervall [0, 1]. Da

1 —sin(t)? = cos(t) erwarten wir, dass eine trigonometrische Variablensubstitution
niitzlich kénnte. Wir fithren eine neue Variable sin(y) = z, bezw. y = arcsin(x) ein und
erhalten mit g—z = cos(y)

1 arcsin(1) d /2
/0 dz 1 — a2 = /arcsm(o) dy d—;:\/ 1 —sin®(y) = /0 dy cos*(y) , (3.16)

das mit Hilfe partieller Integration berechnet werden kann. Oder mit der trigonometri-
1+cos(2y)
===

schen Formel cos?(y) =

Die Variablensubstitution kann geometrisch interpretiert werden. Bei fab def(z) = >, Axf(x;)

unterteilen wir das Integrationintervall in Teilintervalle konstanter Lange Ax mit “Stiitz-
stellen” bei 0, Az, 2Az, . . .. Dasselbe Intervall ldsst sich mit neuen Stiitzstellen bei y(0), y(0)+
Ay, y(0)4+2Ay, ... beschreiben, die Intervalllingen in beiden Féllen sind durch Az ~ Ayz—;

verkniipft. Eine Merkregel fiir die Variablensubstitution (3.15) ist dy = dwg—:yc (eine Aussage
die hier nur unter dem Integral Sinn macht).

Differenzieren nach einem Parameter

Wenn der Integrand durch Ableitung nach einem Parameter aus einer Funktion hervorgeht,
kénnen wir das ausnutzen.
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3.4

Mehrfachintegrale

Ziel ist es, das Integral als Riemannsumme {iber eine Variable zu verallgemeinern. An-
statt (kleine) Intervalle einer Geraden (z-Achse) aufzusummieren, kénnen wir dann klei-
ne Flachenelemente oder Volumenelemente addieren. Damit kénnen wir dann auch iiber
Oberflichen und Volumen integrieren.
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Bei dieser Berechnung der Fliche wurden einzelne Fliachenelemente aufsummiert. Das
ist natiirlich ein sehr eingeschrinktes Problem. Auf einer 2D Oberfliche S kénnte sich
aber zum Beispiel elektrische Ladung mit einer Ladungsdichte p(x,y) pro kleiner Flidche

befinden. Die Riemannsumme der Gesamtladung ist dann Zf\; Ay Az;Ay;p(xi,y;) und
flihrt im Grenzfall beliebig kleiner Flachenelemente auf das Mehrfachintegral

Np—1,Ny—1

lim > AxiAyp(iy;) = / /s dadyp(z,y) , (3.20)

Ax;—0,Ay;—0 =070
(wenn der Grenzfall existiert)? . Dabei gilt

/ da ( / dyp(w,y)> = / dy ( / dscp(:c,y)) = / / dadyp(z,y) . (3.21)

* Da klar ist wie viele Variablen hier integriert werden schreibt man auch | s dzdyp(z,y), S bezeichnet
die Flache iiber die integriert wird.
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Dieser Satz von Fubini (s. Berendt und Weimar) gilt fiir stetige Funktionen p(z,y)
und besagt, dass es keine Rolle spielt, ob dieses Mehrfachintegral zunéchst iiber die x-
Variable oder iiber die y Variable ausgewertet wird. Fiir eine Riemannsumme wie (3.18)
entsprechen diese beiden Moglichkeiten der Summenbildung iiber entweder horizontale
oder tiber vertikale Teilstiicke. Fiir Summen mit unendlich vielen Termen ist die Gleichheit
nicht selbstverstandlich.

Beispiel: Wir berechnen die Masse einer rechteckigen Platte S mit Begrenzung durch
die Linien x = 0, z = 3, y = 0, y = 2 mit Dichte pro Fliche p(z,y) = zy. Die
Masse eines kleinen rechteckigen Teilstlicks mit Kangenldngen Az, Ay ist ~ zyAzAy,
die Gesamtmasse

M = //dedy(xy) = /03 /02 dzdy(zy) = (/03 dxx) </02 dyy) =9/2x4/2 =93.22)

Diese Vertauschbarkeit der Integrationen fiihrt uns auf
das Thema der Integrationsgrenzen, die bei Mehrfachin-
tegralen komplizerter sein konnen als bei Integralen ei-
ner Verdnderlichen. In (3.20) haben wir die Integrations-
grenzen nicht spezifiziert, und einfach ein Integral iiber
die Fldche S angegeben. Die expliziten Integrationsgren-
zen eines Mehrfachintegrals hangen davon ab, in welcher
Reihenfolge wir die beiden Integrationen auswerten (das
Ergebnis selbst hingt nicht von der Reihenfolge ab), also
ob wir die Flachenelemente in horizontale oder vertikale Streifen zusammensetzen. Werten
wir im Beispiel oben zunéchst das Integral (3.19) iiber y (bei konstantem z) aus, sind

die Integrationsgrenzen einfach f;cb fof @) Werten wir zuniichst das Integral tiber z (bei
konstantem y) aus sind die Integrationsgrenzen bei diesem Beispiel komplizierter. Einige
Oberflachen zerlegt man sinnvollerweise in Teilstiicke, die separat ausgewertet werden (s.
rechts).

Das Volumenintegral

Die gleiche Denkweise wie beim Integral iiber eine Oberflache lasst sich auch auf Volumina
anwenden. Das Volumen eines Quaders mit Kantenléngen Ax;, Ay;, Az, ist Ax;Ay;jAz,.
Gibt p(z,y,z) zum Beispiel eine Dichte pro kleinem Volumenelement an, dann ist die in
in einem Volumen V enthaltene Masse durch die Riemannsumme

Z Az Ay Azpp(xi, v, 2k) (3.23)
Z'Mj?k
approximiert, wobei die Summe iiber die Indizes i, 7,k alle (kleinen) Volumenelemente
addiert. Im Grenzfall unendlich kleiner Volumenelemente lima,—0,Ay—0,A-—0 erhalten wir
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3.4.1

das Volumenintegral

/dedydzp(x,y,z) = /da:/dy/dzp(a:,y,z) . (3.24)

Wieder kénnen die Integrationen in beliebiger Reihenfolge vorgenommen werden (unter
milden Forderungen an den Integranden).

Substitution der Variablen in Mehrfachintegralen

Mehrfachintegrale sind also prinzipiell nicht schwieriger zu berechnen als Integrale von
Funktionen einer Verénderlichen. Allerdings koénnen die Integrationsgrenzen Schwierigkei-
ten machen. Geschickte Anderung der Integrationsvariablen kann hier helfen. Mit einer
Variablensubstitution kénnen Symmetrien eines Problems ausgenutz werden, z.B. wenn
Integrationsgrenzen oder der Integrand eine Symmetrie wie die Kugelsymmetrie aufweist.
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Jeder Punkt in der Ebene ist eindeutig durch ein Paar (x,y) und ein Paar (r, ), ¢ €
[0, 27] beschrieben (bis auf einen einzelnen Punkt, den Ursprung, dort ist ¢ nicht ein-
deutig definiert), Die Abbildung von (x,y) auf (r, ¢) ist also invertierbar. Die Linien mit
konstanter Variable r bilden Ringe, Linien mit konstantem ¢ bilden radial nach aufien
laufende Geraden mit Steigung tan(¢). Eine kleine Anderung der Koordinaten (z,y) zu
(x4 Az, y + Ay) definiert ein kleines Rechteck der Fliche AzAy. Eine kleine Anderung
der Koordinaten r, ¢ definiert eine Intersektion aus Ring und Kuchenstiick, siche Abbil-
dung. Die Fliche dieses Objekts ist (fiir kleine Anderungen Ar, A¢, wenn dieses Objekt
fast ein Recheck ist) Ar(rA¢). Damit ist das Integral (3.25)

1 2m 1
/dmdyp(m,y) :/ drderp(r) = 27r/ drrp(r) . (3.27)
s o Jo 0

Der zusétzliche Faktor r ergibt sich aus der Substitution der Variablen, man kann ihn
als hoherdimensionales Equivalent des Faktors ‘jl—; in (3.15 ) auffassen.

Info: Ha&ufig auftretende Symmetrien sind die Radial- oder Kugelsymmetrie, oder ei-
ne zylindrische Symmetrie. Die dabei auftretenden Faktoren aus der Variablensubstituti-
on lassen sich wie im Beispiel oben durch einfache geometrische Argumente bestimmen.
Fiir generelle Variablensubstitutionen gibt es eine Verallgemeinerung der Substitutionsre-
gel (3.15) auf Mehrfachintegrale. In n Dimensionen ist

8(1’1,$2, e ,l’n)
a(y17y27 s >yn)

det(

/ dxldxg...dxnf(x):/ dy1dys . .. dy, )| f(x(y)) . (3.28)
Ve

Vy

Dabei schreiben wir x als Abkiirzung fiir die Koordinaten x1, 3, ..., x, und analog x(y)
als Abkiirzung fir z1(y1, ..., Yn), 22(Y1s -y Yn)s - - --

Dieser Transformationssatz kann so verstanden

werden: Betrachten wir das Netz, das von das

von Linien konstanter Koordinaten gebildet wird.

Fiir kartesische Koordinaten begrenzen diese Lini-

en Quadrate (in 2 Dimensionen), Wiirfel (in 3D), \\

bezw. n-dimensionale Hyperwiirfel. In einem nicht- )
kartesischen Koordinatensystem begrenzen die Lini-
en konstanter Koordinaten andere geometrische Ob-
jekte, s. das obige Beispiel. Im Grenzfall bei dem
die Anderung der Koordinaten von einer Linie zur
néchsten klein ist, sind diese Objekte ndherungswei-
se kleine Quader.

In kartesischen Koordinaten definieren x und x +
Ax einen (n-dimensionalen) Quader mit Kanten-
langen Az, Axs, ... und Volumen AxqAxs . ... Die-
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ser Quader ist auch durch die beiden diagonal geneniiberliegenden Eckpunkte 7(x) und
7(x + Ax) definiert, seine Kanten sind %Awi.
In den neuen Koordinaten definieren 7(y) und 7(y + Ay) auch einen kleinen Quader.

Dessen Kanten sind durch (%;ij gegeben, mit Komponenten g;“ Ay;. Das Volumen des

J
(hochdimensionalen) Spats, der durch diese Vektoren aufgespannt wird, ist die Determi-

nante der sogenanten Jacobimatrix

% % DY
Ow1,wz,. . ywn) _ [ G0 2 .
a(yh Y2,. .. ,yn) oy1  Oye

multipliziert mit Ay;Agys.... Diese Matrix beschreibt die lineare Abbildung vom Ein-
heitsquader in den x-Koordinaten auf den neuen Einheitsquader in y-Koordinaten. Ihre
Determinante in (3.28) beschreibt die Volumenédnderung unter dieser Abbildung. Rechts
ist g—;;ij fiir das obige Beispiel (Polarkoordinaten in zwei Dimensionen) mit y; = r und

Yo = ¢ gezeigt.
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Vier

Vektoranalysis

Wir fiihren Vektorfelder ein, die jedem Punkt im Raum einen Vektor zuordnen. Anwendungen
sind Kraftfelder, wie z.B. das elektrische oder magnetische Feld. Wir diskutieren die Integration
von solchen Feldern iiber Linien, Oberflichen und Volumina. Zur Beschreibung dieser Felder
verallgemeinern wir das Konzept der Ableitung einer Funktion und fiihren eine Reihe von Dif-
ferentialoperatoren ein.

Bisher haben wir uns mit den Elementen von Vektorrdumen beschéftigt zur Beschreibung
von Verschiebungen, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen (o< Kréften) eines Massepunk-
tes. Mehrere Massepunkte konnten dann durch mehrere Vektoren beschrieben werden.
Viele physikalische Situationen bendtigen eine Erweiterung, die iiber den Vektorraum hin-
ausgeht: ein Vektorfeld ordnet jedem Punkt im Raum einen Vektor zu.

Beispiel:

e Zur Beschreibung eines stromenden Gases miissen wir beriicksichtigen, dass Rich-
tung und Geschwindigkeit der Gasteilchen vom Ort abhéngen. Jedem Punkt im
Raum ist also ein Vektor zugeordnet, der besagt in welche Richtung und mit
welcher Geschwindigkeit Teilchen des Gases an diesem Punkt fliefen. Die Ge-
schwindigkeitsvektoren an benachbarten Punkten sind nicht unabhéngig (wenn
z.B. Gasteilchen erhalten bleiben).

e Das elektrische Feld E = F/q hat an unterschiedlichen Punkten im Raum unter-
schiedliche Richtungen und Stérken. Die Vektoren E an unterschiedlichen Punk-
ten sind nicht unabhéngig, sie gehorchen den Maxwellgleichungen. Der Begriff des
Vektorfeldes is zentral fiir den Elektromagnetismus.

e Analoges gilt fiir das magnetische Feld und fiir das Gravitationsfeld.

Sei M ein (affiner) Raum (s. 1.3), dann ist ein Vektorfeld ¥(p) auf M eine Abbildung
v: M —V,p—9(p), (4.1)
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die jedem Punkt in M einen Vektor @' zuordnet.

Damit “sitzt” auf jedem Punkt des affinen Raumes ein Vektorraum. Die Wahl eines Vektors
fiir jeden Raumpunkt definiert ein konkretes Vektorfeld. Ein Vektorfeld lésst sich in einer
Basis darstellen, indem man fiir jeden Punkt im Raum eine Basis wéhlt.

—

€2

€2 €2 T
1
1
1
1

Py €1

\

Hier ist exemplarisch fiir alle Punkte des Raumes p an drei Punkten P;, P, P3 eine karte-
sische Basis definiert. Zusétzlich haben diese Basisvektoren jeweils dieselbe Orientierung
relativ zu einem kartesischen Koordinatensystem. Man spricht daher auch von einer raum-
festen Basis. Aus nichtkartesischen Koordinaten kann man Basisysteme definieren, die
nicht raumfest sind.

Mit einer Basis an jedem Punkt p kann nun der Vektor ¢ an jedem Punkt dargestellt
werden durch

vy = (20)) fir 1) =)+ et (12)

und analog in hoherdimensionalen Raumen.
Waéhlen wir fiir den affinen Raum M einen Ursprung pg und schreiben p = py + 7, dann
ist das Vektorfeld in zwei Dimensionen charakterisiert durch

o= (i) - () .

in drei Dimensionen entsprechend

U1 (337 Y, Z)
v(r) = | va(z,y, 2)
Ug(l‘, Y, Z)

In zwei Dimensionen ist ein Vektorfeld also durch zwei Funktionen von zwei Variablen
charakterisiert, in drei Dimensionen durch drei Funktionen von drei Variablen.

Analog zum Vektorfeld definieren wir ein skalares Feld, das jedem Punkt im Raum eine
skalare Grofte zuordnet, d.h. eine Abbildung

f*M—R,p— f(p). (4.4)
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4.1

4.2

Ein Beispiel fiir ein skalares Feld ist die Dichte eines Gases, dessen Konzentration an
unterschiedlichen Stellen unterschiedlich hoch sein mag, oder die Temperatur, die im Raum
variiert.

Integration von skalaren und vektoriellen Feldern

Das Integral f;f dz f(x) gibt z.B. das Gewicht eines Stabes in einer Dimension an, wenn
dessen lineare Dichte f(z) ist. f(z)Ax ist dabei das Gewicht eines kleinen Teilstiicks der
Lange Ax des Stabes bei x. Wie kdnnte man nun sein Gewicht berechnen, wenn der
Stab gebogen wére? Die Zerlegung des Stabes in eine grofs Zahl kleiner Teilstiicke fiihrt
auf das sogenannte Linienintegral. Eine wichtige Anwendung dieses Integrals liegt in der
Berechnung der Arbeit, die ein Kraftfeld entlang einer gegebenen Bahnkurve Bahnkurve
verrichtet.

Die Verallgemeinerung auf Integrale von Feldern iiber gekriimmte Oberflachen und Vo-
lumina fithrt auf Flachen und Volumenintegrale. Sie spielen eine wichtige Rolle in der
Elektrodynamik, wo z.B. elektrische Felder iiber Oberflichen oder Ladungsdichten iiber
Volumina integriert werden.

Linienintegrale

Bleiben wir beim Beispiel des eindimensionalen gebogenen Drahtes mit rdumlich veran-
derlicher Dichte. Der Draht bilde eine Kurve C' im Raum. Die Dichte f pro Lénge eines
kurzen Teilstiicks hdngt nun vom Ort p ab, an dem sich das Teilstiick befindet. Zerlegen
wir die Kurve C in kleine Intervalle zwischen den Raumpunkten pg, p1,po, ..., pn auf der
Kurve C. Ar; = p;11 — p; gibt die Verschiebung von p; nach p; 11 an. Die Masse des i-ten
Teilstiicks ist dann die Lange des Teilstiicks mal die Dichte, ||A7;||f(p;). Die Gesamtmasse
als Riemannsumme (vgl. die Riemannsumme (3.10)) ist damit

N-1 N-1

> livr —p)llf (i) = D IIAF]f(pi) - (4.5)

i=0 i=0
Zur Auswertung dieser Riemann-Summe
im 'Grenzfall bei %em die elnzel.nen Scbrltte @ = ps = pl(ts)
klein werden, ||A7;|| — 0, definieren wir zu-
néichst eine Parametrisierung der Kurve C'.
Eine Parametrisierung von C'ist eine Funk-
tion p(t), die jedem ¢ € [tp, t.] einen Punkt
auf C zuordnet (b fiir Beginn, e fiir Ende).
Eine Parametrisierung p(t) einer Kurve
C als Punktmenge ist eine differenzierbare

< ps=
59 J/
/
« p2 = p(ta)
< p1=p(t1)

= p(te) 4
¢ pa = pl(ty
p(ts)



Abbildung mit p([ts, te]) = C, p(ts) = qo
(Anfangspunkt) p(te) = ¢1 (Endpunkt)
und 2 #0 V t e [tyte]. Bei gegebenem Ursprung p,, mit p = p, + 7 nutzen wir
auch 7“( ) als Parametrisierung der Kurve.

FEine Parametrisierung einer Raumkurve kénnen sie durch Ameise visualisieren, die im
Zeitintervall [ty, t.] die Raumkurve C' (gebogener Draht) entlang krabbelt. Im kleinem Zei-
tintervall At; = ;11 —t; legt sie die Strecke ~ At; dr(t )

~ Aty dré: i) f(p(t;)) zur Gesamtmasse des Drahtes bel. Dabei haben wir kleine Teilstiicke
durch Geraden approximiert (lineare Approximation), p(t;+1) — p(ti) = 7(tix1) — 7(t;) =
At L O(A).
Im Grenzfall At; — 0Vi geht die Zahl dieser Teilstiicke gegen unendlich und wir definieren
das Linienintegral als

o= [ a0
123
(4.6)

Bei der Notation fC dr f(7) kann man sich dr als die Lénge eines sehr kurzen Teilstiicks
denken.

zuriick, dieses Teilstiick trégt dann

()

||A7]|—

[ = ZuAnHm = Jim,
C

Beispiel: Wir setzen f(p) = 1 um die Bogenlidnge L des Halbkreises mit Radius 1 zu
berechnen, L = [ dr (s. Beispiel in 1.2)

7(t) = cos(2mt)ér + sin(2mt)és
- (z;;fész::;)

/2 || g7
/drl _/ dt‘
dt T < cz;?éi:;&)) ) H%H = /(27 sin(27t))2 4 (27 cos(27t))2 = 27

1/2 1/2
:/ at) % = 27r/ = (4.7)
0 dt 0

Die Parametrisierung der Raumkurve C' erlaubt also die Auswertung eines Linienintegrals
als (Riemann-) Integral iiber eine Variable, den Parameter der Raumkurve. Eine wichtige
Frage ist allerdings, ob die Definition des Linienintegrals (4.6) von der Wahl der Parame-
trisierung 7(t) abhéngt. Wir betrachten dazu eine zweite Parametrisierung einer Kurve C,
w(t).
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q1
0.3

0.1 #77(t)
q0

Dann existiert eine differenzierbare Funktion ¢(u), die jedem w ein ¢ zuordnet, so dass
w(u) = r(t(u)). Jeder Schritt At > 0 fithrt 7(¢t) weiter auf der Kurve C von ¢ nach ¢,
und ebenso jeder Schritt Aw. Daher ist dt/du > 0 entlang der Raumkurve und mit der
Kettenregel ili L i t(u)) = L erhalten wir

T du dt du
[: du Z—f f(w(u)):Ljed“‘ ‘;—j j—if(?(t(u))):/tb dt‘ ‘Z @A) (4.8)

Ein Wechsel der Parametrisierung lafst sich also als Variablensubstitution der Parametri-
sierungsvariablen interpretieren.

Das Linienintegral eines Vektorfeldes

Gesucht sei die Arbeit, die ein Kraftfeld F(7) an
einer Punktmasse verrichtet, die sich entlang einer
Raumkurve C' bewegt. Bei der Parametrisierung der
Raumkurve konnen Sie wieder an eine Ameise den-
ken, die im Zeitintervall At; die Strecke Ar; =

At; drg i) zuriicklegt. Dabei verrichtet das Kraftfeld

die Arbeit ~ AT, - F(7(t;)) ~ At 200 . F(7(1,)).

Wir definieren das Linienintegral eines Vektorfeldes

dr
/Cdr-F(r)E/tb At R (r(r) (4.9)

kart. Basis dx d dZ
2 [Tagew) - [ "4t pe(e) + [ " r )

Bei der Notation fC dr - F(r) konnen sie sich dr als kleinen Vektor entlang eines Teilstiicks
der Kurve C denken.
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Aus dem Spezialfall eines Feldes mit nur einer Komponente F,(7) = f(7) lasst sich das
Linienintegral iiber eine ausgezeichnete Koordinate definieren
te dx
dz f(F) = dt—f(7(t)) . (4.11)
. y, dt
Hierbei werden bei der Zerlegung der Raumkurve C die Anderungen der 2-Komponente
entlang der Teilstiicke aufsummiert.

Und schliefslich l&dsst sich analog zum Linienintegral mit dem Skalarprodukt auch ein In-
tegral mit Kreuzprodukt definieren.

—

te -
/ arx B = [ at « Fire)) (4.13)
. Lt

Dieses Integral tritt zum Beispiel bei der Berechnung des magnetischen Feldes eines strom-
durchflossenen Drahtes auf.
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4.3

Das Oberflachenintegral

Das Oberflachenintegral erlaubt Vektor- und Skalarfelder auf Oberflichen zu integrieren.
Wir benétigen dazu das Konzept der Mehrfachintegrale aus Abschnitt 3.4. Ein Beispiel ist
die Berechnung der Gesamtladung auf einer gekriimmten Oberflache mit gegebener Dichte
pro kleiner Flache. Weitere wichtige Anwendungen in der Elektrostatik sind Oberflachen-
integrale des elektrischen Feldes im Zusammenhang mit dem Gauftschen Integralsatz, den

wir in Sektion 4.8 diskutieren werden.

Wir zerlegen wieder eine Oberflache in kleine Teilfla-
chen, iiber die wir dann summieren werden. Bei einer
einzelnen kleinen Teilfliche nutzen wir, dass ihr Bei-
trag zum Integral lediglich von ihrem Flacheninhalt
und von ihrer Orientierung im Raum abhéngt: ist die
Teilfliche hinreichend klein, dann ist der Integrand
(z.B. eine Dichte oder ein Vektorfeld) konstant iiber
die Teilfliche. Die genaue Form der Teilfliche (drei-
eckig, rund, elliptisch, ...) ist dann irrelevant!. Zur
Charakterisierung des Flacheninhalts und der Ori-
entierung einer Teilfliche AS definieren wir einen
Vektor AS , der senkrecht zur Teilfliche AS steht,
und dessen Linge ||AS| gleich ihrem Flicheninhalt
ist. Dieser Vektor wird als vektorielles Oberflach-
element oder Oberflaichelement bezeichnet. Die
Orientierung von AS wird von Fall zu Fall unter-

schiedlich gewahlt. Bei geschlossenen Oberflichen wihlt man die Richtung von AS meist
o, dass die Oberflachenelemente nach aussen zeigen.
Die Summe iiber N solcher kleinen Flachenelemente fiihrt uns im Grenzfall N — oo auf

die Fléachenintegrale

dS-F(® = lim > AS;- F(7)
S N=eo Teilflachen 1

[asse=tim ¥ AN

Teilflachen 4

cines Vektorfeldes F(7) (4.14)

eines skalaren Feldes f(7) (4.15)

Zur konkreten Definition und Berechnung solcher Integrale benotigen wir wieder eine Pa-
rametrisierung. Zweidimensionale Oberflichen benétigen zwei Variablen (u,v) um einen

Vergleichen Sie mit dem Linienintegral, bei dem wir ein Teilstiick zwischen p; und p;+1 ndherungsweise

durch eine Verschiebung p;+1 = p; + AS; beschrieben haben.
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Punkt p = pg + 7 auf der Oberfliche eindeutig festzulegen. Eine Parametrisierung ei-
ner Oberfliche S (als Punktmenge) ist eine eineindeutige Abbildung von D C R? auf X,
(u,v) € D+ 7(u,v) : po + 7(u,v) € 5, die stetig differenzierbar ist und deren Inverses
ebenso stetig differenzierbar ist.

D c R?

v
A —————
Parametrisierung

Wir zerlegen nun D in kleine rechteckige Teilstiicke mit Kantenldngen Auwu;, Av;, wie bei
der Definition des Mehrfachintegrals in 3.4. Diese Zerlegung von D definiert auch eine
Zerlegung der Oberflache S in kleine Teilstiicke. N&dherungsweise (kleine Au;, Av;) handelt

es sich dabei um Parallelogramme mit Kanten g Au und 3= Awv. w4t Aw v+ Ao

Zur Berechnung des Vektors des entsprechenden
Flachenelementes AS nutzen wir das Kreuzprodukt

AS = I nu O Ay
O%q 8?2} \ 7w, v + Av) — 7(u, v)
T T
= (a X %) Au  Av (416) Punkt auf der Oberfliche

Gegeben eine Parametrisierung #(u,v) erhalten wir damit fiir die Oberflachenintegra-
le (4.14)

5 2 or  or\ =,
/SdS-F(F):/Ddudv <% x%> - F(#(u,v))

- o oF|| .
/S dSF(F) = /D dudv | 7 x 9T (7w, ) (4.17)
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4.4

Das Resultat laft sich auch in der
Form Rsinfr(0,¢) schreiben (s. Defini-
tion der Kugelkoordinaten oben). Das
vektorielle Oberflichenelement AS =
(g—g X g—g) AOA¢ zeigt also radial nach

w

Rsin @
aufen, wie auf einer Kugel zu erwarten.

Auch sein Flicheninhalt R?sin AOAQ O

148t sich geometrisch verstehen. Ein Kreis L0 I8
mit konstantem Polarwinkel # hat Ra-
dius Rsinf. Das kleine Rechteck, dass
durch kleine Anderungen Af und A¢ de-
finiert ist hat also Seitenldngen R sin 0A¢ = I T &y
und RA6 und damit den Flicheninhalt SN ||

R?sin 0AOA . i ~

Mit diesem Ergebnis konnen wir das Fla- Sae
chenintegral leicht berechnen und erhal-

ten z

or Or 9 . o [T 2
ds dfde||— x || = [ dfd¢R"sinf = R dfsin @ do
s D 90 9¢ D 0 0
= R?[—cosd|}[p]a" = 4 R> . (4.21)

\ RAG

Das Volumenintegral

Das Volumenintegral ermoglicht ein Skalarfeld ¢(r) oder ein Vektorfeld F(r) iiber ein Vo-
lumin zu integrieren. Ein Beispiel ist das Integral einer Ladungsdichte iiber ein Volumen,
oder der Schwerpunkt eines massiven Korpers. Zur Definition des Volumenintegrals gehen
vor wie bei der Definition des Linien- und Oberflachenintegrals und unterteilen das Volu-
men in eine grosse Zahl kleiner Volumenelemente. Innerhalb eines Volumenelements ist der
Integrand ¢(r) oder F(r) ndherungsweise konstant, so dass wir von jedem Volumenelement
das Volumen AV mit dem Integrand multiplizieren, und diese Beitrége aller Volumenele-
mente aufsummieren. Im Grenzfall bei dem die Dimensionen aller Volumenelemente gegen
null gehen erhalten wir das Volumenintegral.

Die Parametrisierung eines Volumens erfordert drei Variablen (u,v,w), ein Raumpunkt
ist also durch eine Funktion #(u,v,w) festgelegt mit (u,v,w) € D C R3. Die Kurven
7(u, v, w) bei denen jeweils alle Parameter bis auf einen festgehalten werden kann man sich
(ndherungsweise) als Netz aus lauter kleinen Parallelepipeden visualisieren. Diese Paral-
lelepipede nutzen wir als Volumenelemente.

Das Volumen eines kleinen Parallelepipeds, das durch die Vektoren g—gAu, %Av und
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%Aw aufgespannt wird ist

or (Or Or
AV = vl <% 5 >]Au Av Aw . (4.22)

Das Spatprodukt hat eine Orientierung (ist positiv fiir einen rechtshéandigen Spat, negativ
fiir einen linkshéndigen, s. 1.6); daher ist das Volumen des von 3 Vektoren aufgespannten
Parallelepipeds der Betrag des Spatproduktes.

u,v,w-i—A ----- ------ .'..

i

Rl u+ Az, v,w

uv+Avw

l"’

r(u,v,w)

AV gibt das Volumen eines kleinen Volumenelementes an

Fiithren wir nun die Zahl der Volumenelemente gegen unendlich und die Au, Av, Aw fiir
jedes einzelne Element gegen null, erhalten wir als Definition des Volumenintegrals

/Vdv¢(r) E/Ddu dv dw —Z (% x g—;>‘ o(r(u, v, w)) (4.23)
/VdVF(r) E/Ddu dv dw 3—2- (% x %)‘ F(r(u, v, w)) (4.24)

Fiir kartesische Koordinaten ist das Spatprodukt eins, fv dVe(r fv dedydzo(z,y, 2).
Eine Anderung der Parametrisierung, z.B. von kartesischen Koordlnaten zu Kugelkoor-
dinaten, kann auch wieder als Variablensubstitution der Parametrisierungsvariablen ver-
standen werden, vgl. Transformationssatz in Abschnitt 3.4.1.
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4.5 Differentialoperatoren

Wie veréindert sich v eines Vektorfeldes v(r) unter einer (kleinen) Anderung von r ? Da
Vektorfelder in drei Dimensionen durch drei Funktionen die von drei Verédnderlichen abhén-
gen beschrieben werden, ist das Konzept der Ableitung von Vektorfeldern mathematisch
reicher als das der Ableitung einer einzelnen Funktion einer Variablen.

Wir werden drei sogenannte Differentialoperatoren auf Feldern diskutieren, die jeweils un-
terschiedliche Aspekte von Feldern charakterisieren; den Gradienten eines skalaren Feldes
(ergibt ein Vektorfeld), die Rotation eines Vektorfeldes (ergibt ein Vektorfeld), und die
Divergenz eines Vektorfeldes (ergibt ein skalares Feld).

68



4.5.1

Der Gradient

Fiir eine Funktion einer Verdnderlichen hatten wir in Abschnitt 3.2.1 die Ableitung als
lineare Néherung einer Funktion f(z) an einem Punkt verstanden, f(x + Az) = f(x) +
%Aaz + O(Deltaz?). Der Gradient verallgemeinert die Ableitung und gibt an, wie sich ein
skalares Feld f(r) unter einer (kleinen) Anderung Ar dndert.

€1
Sei f(x1,x9,x3,...) eine Funktion R" - R,x = | 23 | — f(x), und z1,z9,...,x, karte-

sische Koordinaten des R™ des Punktes py + x, dann heifst der Spaltenvektor

8f/8£131
af /o
Vi= af/aﬁi, (4.29)

der Gradient der Funktion f(x1,x2,x3,...) = f(r) am Punkt p = py + x.

Betrachten wir die Funktion am Punkt p und an einem zweiten Punkt p + Ax. Das Ska-
larprodukt von Vf mit einem Verschiebungsvektor Ax gibt die Anderung von f(x) zu
f(x 4+ Ax) in linearer N&herung

Afzﬂx+Aﬂ—f@j:E:ggAm+OmAﬂP%:VﬁAx+OMAMW. (4.30)
i=1 "

Der Gradient einer Funktion mehrerer Veranderlicher f(z1,zs,...), bzw. f(x) kann also
als Verallgemeinerung der Ableitung einer Funktion einer Variablen betrachtet werden.
Zur Visualisierung des Gradienten stellen wir eine Funktion f(p) durch Konturlinien dar,
die wie Hohenlinien einer Landkarte Punkte mit gleichem Wert der Funktion f verbinden.
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Konturlinien zu gleichem f
lokales Maximum

Dann steht der Vektor V f senkrecht auf den Konturlinien, denn fiir ein Ax entlang einer
Kontour ist Vf - Ax = 0. Betrachten wir alle Ax mit konstanter (kleiner) Norm. Da das
Skalarprodukt zweier Vektoren konstanter Lange dann maximal ist, wenn beide Vektoren
in dieselbe Richtung zeigen, zeigt V f in die Richtung maximaler Verinderung von f (in
linearer Naherung, also fiir kleine ||Ax]]).

Der Gradient zeigt damit in die Richtung der groften Verdnderung von f.
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Optimierung unter Nebenbedingungen

Oberfliche mit g(x) = 0
Vg ist orthogonal zu dieser Oberfliche

Gesucht sei das (lokale) Maximum einer Funktion f : R” — R,x + f(x) unter einer Ne-
benbedingung g(x) = 0. An einem (lokalen) Maximum von f(x) unter der Randbedingung
ist V f orthogonal zur Oberfliche g(x) = 0 (sonst kénnte man mit einem kleinen Schritt
entlang der Oberflache den Wert von f noch vergrofern). Damit ist V f parallel zu Vg,
d.h. Vf = uVg oder V(f — pg) = 0. Zusammen mit der Bedingung g(x) = 0 lasst sich
diese Gleichung nach x und p 16sen. p wird als Lagrange-Multiplikator bezeichnet.

Gradientenfelder

Ein Vektorfeld ¢(7) heifit Gradientenfeld, wenn eine Funktion f(7) existiert, so dass

3(F) = V() (4.31)

Ein allgemeines Vektorfeld aus d-dimensionalen Vektoren wird durch d Funktionen be-
schrieben, ein Gradientenfeld ist also ein sehr spezielles Vektorfeld, denn es ist durch die
eine Funktion f(7) vollstdndig beschrieben. Jedes Gradientenfeld weist eine Beziehung
zwischen den partiellen Ableitungen seiner Komponenten auf: Sei v(x) = Vf ein Gradi-

entenfeld. Aus der Schwarzschen Regel fiir partielle Ableitungen 8:?-28]; - = 8:?25; gilt fiir
10T jO0T5
die Komponenten v; = g—i_ und v; = gTJ; auch g—g = g;’;
Ein Gradientenfeld im R? hat damit
Ov,  Ovy
—-—=0 4.32
dy 0z ( )
v Ovs _
0z oxr
vy Ovy 0
or oy
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4.6

In einfach zusammenhéngenden Rdumen (grob ausgedriickt: ohne Locher) ist diese Bedin-
gung auch hinreichend fiir ein Gradientenfeld.
Info: Sei F(x) ein Gradientenfeld, d.h. F(7) = V f(x)

[ Foo = [Tat Fexn) L) = v

te te
_ / dt—(f(x(1))) = [f (x(0)]i

Damit ist das Linienintegral eines Gradientenfeldes wegunabhéngig, es hdngt nur von
Anfangs- und Endpunkt ab. Das Gravitationsfeld ist ein Gradientenfeld, ebenso das elek-
trische Feld. Die von diesen Feldern verrichtete Arbeit um eine Punktmasse von Punkt gg
zu g4 zu bringen ist also unabhéngig vom konkret gewéhlten Weg. Die skalare Funktion f
wird in diesem Zusammenhang als Potential bezeichnet.

Ein Beispiel ist das elektrische Feld einer Punktladung am Ursprung, E(r) = %% = 4r
wobei r = ||r||. Das skalare Potential ¢(r) ist (minus eins) mal die an einer zweiten
Punktladung pro Ladungseinheit verrichtete Arbeit wenn man diese Ladung von einem
unendlich weit entfernten Punkt zum Punkt r bringt

dr -
¢(F)=—/ i drE(r):q/ ) rr (4.33)

r3

Das dieses Integral unabhéngig vom Weges ist, entlang dessen es ausgewertet wird, wahlen
wir als Integrationsweg einfach eine radiale Linie parametrisiert durch eine Parametrisie-

rungsvariable ¢ = r. Mit %(r -r)=2r- % und %(r ‘r) = d(Z;) = 27“% erhalten wir
) r 0o 1 q1°
- drl = aro =—[4]" = 4.34
o) =a [ ar—q [Targ == [1] = ar (434

Die Rotation (engl. “curl”)

In 3D und kartesischen Koordinaten lésst sich fiir ein Vektorfeld v(x) ein Feld von Spal-
tenvektoren definieren, die sogenannte Rotation von v(x), mit Komponenten

vy %
o

Vixve= |G- g (4.35)
Ovy Qv
ox oy

0/0x Uy

Vx soll an das Kreuzprodukt | 9/0y | x | v, | erinnern.
0/0z vy
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Aus (4.32) hat ein Gradientenfeld damit die Rotation Null, V x Vf = 0 Vf(x), oder kurz
VxV=0.

Auch die Rotation eines Vektorfeldes ldsst sich visualisieren. v(x) sei das Geschwindig-
keitsfeld einer stromenden Flissigkeit. V x v(x) beschreibt, wie ein kleiner Ball mit festem
Mittelpunkt x rotiert. ||V x v|| ist proportional zur Winkelgeschwindigkeit, die Richtung
von V x v gibt die Drehachse an.

l— Ovy _ v,

2

%Lzy und %LJ haben unterschiedliche Vorzeichen:

vy vy
j) iﬁ—a—yi‘éo
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4.7

4.8

Die Divergenz

ist eine Abbildung von einem Vektorfeld v(x) auf ein skalares Feld, definiert in kartesischen
Koordinaten als
_ Ovp | Qv Ov,

V.V_%—i_ oy + 0z

(4.36)

(und analog in n Dimensionen). Die Notation V- soll an das Skalarprodukt erinnern:

0/0x Vg
V-v=[0/0y |- | vy (4.37)
0/0z Vs

Auch die Divergenz hat eine intuitive Interpretation: v(x) beschreibe die Bewegung einer
Fliissigkeit oder eines Gases und sei gleich dem Geschwindigkeitsfeld. Zahl der Teilchen,
die eine kleine Fléche pro Zeit und Flécheninhalt durchstromt ist dann v(r) - S (wobei
S ein Einheitsvektor senkrecht zur Oberfldche ist). V - v gibt an, wieviele Teilchen netto
aus einem kleinen Volumen hinausfliefen (pro Volumen). Dieses Bild werden wir beim
Gaufsschen Integralsatz weiter ausbauen.

Integraltheoreme

Der Fundamentalsatz der Analysis

/ab dz (%F(x)) = F(b) — F(a) (4.38)

verbindet die Werte von F(z) an den Réndern des Intervalls [a,b] mit dem Integral von
4E iiber das Intervall [a, b] (s. 3.3.1).
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4.8.1

In héheren Dimensionen existieren Verallgemeinerungen dieses Satzes, die z.B. Integrale
iiber ein Volumen einer Ableitung mit einem Integral {iber den Rand dieses Volumens (eine
Oberflache) verbinden. Wichtige Anwendungen dieser Integralsitze liegen in der Elektro-
und Magnetostatik.

Der Gausssche Integralsatz

Wir betrachten ein Vektorfeld in 3 Dimensionen in kartesischer Basis und kartesischen
Koordinaten

Ux($7 Y, Z)
v(r) = [ vy(z,y,2) (4.39)

v.(2,y, 2)

v(r) konnte zum Beispiel ein Stromungsfeld sein, wobei v - AS angibt, wie viele Teilchen
pro Zeit durch ein kleines Flachenelement AS stromen.
Wir betrachten nun einen (kleinen) Quader mit Kantenldange Az, Ay, Az.

| z

I

I

1

Y
1 2
Fod---
7
, /7
’ T
Y
Ax
Der Netto-Fluss in z-Richtung aus dem Quader heraus ist
Ovg
(Vg|l2 —v[1)Ay Az ~ —Ax Ay Az
Ox
In y- und z-Richtung ist der Netto-Fluss:
vy -
By Ax Ay Az durch die hintere und vordere Wand
Y
a;'z Ax Ay Az durch obere und untere Wand
z
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Ov,  Ovy  Ou,

— 4 = Ax Ay Az=V - -v Az Ay A 4.40
<ax+ay+az>:ﬂszmez (4.40)
ist der gesamte Netto-Fluss aus dem Quader heraus.

Dieser Netto-Fluss lasst sich auch als Oberflachenintegral schreiben.

Frontalansicht:
1 2
\\ / 1.—AS;-#]; (Fluss hinein)
ASe—] L. AS 2. A§2 - U] Fluss hinaus

Der Netto Fluss in z-Richtung aus dem Quader hinaus ist also A§1 Uy + A§2 - Ug.
Summiert man die Beitrdge von den 6 Seiten des kleinen Quaders erhédlt man den Netto
Fluss aus dem Quader hinaus [ dS - v und damit

V.-v Az Ay Az = /dS -v(r) fiir kleine Quader (4.41)

Fiir ein Volumen V, das sich in viele (kleine) Qua-
der zerlegen ldsst summieren wir dieses Ergebnis fiir
einen Quader iiber die vielen Teilquader. Im Inne-
ren des Volumens heben sich die Oberflacheninte-
grale auf der rechten Seite gegenseitig weg und so
erhalten wir den Gaussschen Integralsatz

/V AVY - v(r) = /a dsey (4.42)
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Beispiel: Der Gausssche Integralsatz findet wichtige Anwendungen in der Elektrostatik.
Fiir eine Ladungsverteilung mit radialer Symmetrie (Ladungsdichte hangt also nur vom
Abstand r vom Ursprung ab) ist p(r) = p(r).

Die Maxwellgleichung V - E = p(r)/€o eingesetzt in das Volumenintegral einer Kugel
iiber die Ladungsdichte (Ladung im Inneren der Kugel) ergibt

Q/eoz/de(r)/ M‘"‘"““/dvv E= / dS-E:||E||/ ds = ||B|| 471>
14 14 ov ov

Der vorletzte Schritt folgt daher, dass das elektrische Feld einer kugelsymmetrischen
Ladungsverteilung ebenso radialsymmetrisch ist. Auf der Kugeloberfliche ist ||E|| also
konstant, und E zeigt radial nach innen oder aussen. Damit ist das elektrische Feld einer
radialsymmetischen Verteilung genau das Feld ||E|| = Q/(4meor?), das man erhalten
wiirde, wenn die gesamte Ladung der Kugel im Ursprung konzentriert wére!

Bei Ladungsverteilungen, die einer bestimmten Symmetrie unterliegen, lassen sich oft
Volumina/Oberflachen finden, so dass sich das elektrische Feld wie in diesem Beispiel
durch den Gaufsschen Integralsatz leicht berechnen ldsst. Man bezeichnet diese Oberfla-
chen als Gaufssche Oberflachen.

4.8.2 Das Greensche Theorem in der Ebene

Wir beschrénken uns auf 2 Dimensionen, um einen einfachsten Integralsatz herzuleiten,
der Oberflachenintegrale mit Linienintegralen um den Rand der Oberfliche verbindet.
Wir betrachten zwei Funktionen von x und y, P(z,y) und Q(z,y), mit kontinuierlichen
partiellen Ableitungen. Diese Funktionen sind frei gewdhlt und &ndern ihren Wert als
Funktion von z,y. Auf einer besonders einfachen Fliche, einem Rechteck A, werden wir
nun ein konkretes Oberflichenintegral iiber A mit einem konkreten Linienintegral iiber
den Rand dieses Rechtecks 0A vergleichen.

Oberflachenintegral:

Y

/ / dz dy / / dy—= / dy [@Q - Q(a,y)]

443) d T 4

Wegintegral:

d c d C -T \_/
]é dyQ(x,y)Z/ dyQ(b,y)Jr/ dyQ(a,y)z/ dy[Q(b, y)1Q(a,y)]
0A c d c

($54 bezeichnet das Integral {iber die geschlossene Kurve 9A.) ] ] z

7

0A



m// dz dy@ = 7{ dyQ(z,y) fiir das gewéhlte Rechteck
A 0xr  Joa

Analog? : — //A dx dyg—]yj = ng dzP(z,y)

m//A dx dy <% — g—];) = éjA(dﬂfP(ﬂ?,y) +dyQ(z,y))

Dieses Ergebnis gilt natiirlich zundchst nur
fiir rechteckige Flachen. Betrachten wir
aber eine ebene Fliche A beliebiger Form
(ohne Locher), die in eine Menge (belie-
big kleiner) Rechtecke zerlegt werden kann.
Summieren wir (4.44) iber all diese Recht-
ecke, so heben sich Beitrédge der Linienin-
tegrale aus dem Inneren von A gegenseitig
weg. Die Summe von (1) iiber alle Recht-
ecke, in die A zerlegt wurde ergibt dann
auf der linken Seite ein Oberflicheninte-
gral, auf der rechten Seite ein Linieninte-
gral iiber den Rand von A

(4.44)
(4.45)

(4.46)

J—

or Oy

/A dz dy <8—Q - a—P) - 7@ Az P(@.y) +dy Q(z.v))

Dieses Ergebnis heifst Greensches Theorem in der Ebene.
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4.8.3

Satz von Stokes

Betrachten wir wieder ein rechteckiges Flachenelement und legen die z-Achse senkrecht zu
seiner Oberflache. Wir betrachten ein Vektorfeld v(r) und nutzen das Greensche Theorem
mit Q(z,y) = vy(z,y,2 = 0) und P(z,y) = vy(x,y,2 = 0). (2 = 0 ist konstant auf dem
Rechteck.)

0Q 0Py _ vy v _/
//Ad:cdy(am 3y>_/[4dxdy(3m 8y>_ AdS Vxv (4.48)

z-Komponente von V x v .

Fiir das Linienintegral iiber den Rand von A erhalten wir

f (dz P(x,y) + dy Q(z,y)) = f de va(2,y, ) + dy vy (@, g, 2) + dz v (., 2)
0A 0A

= dr-v(r) . (4.49)
0A
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Der letzte Schritt folgt aus dz/dt = 0 fiir jede Parametrisierung des Rechtecks. Aus dem
Greenschen Theorem folgt fiir dieses Rechteck

/ dS-(VxV)= ?é dr-v(r) . (4.50)
A 0A

Als beziehung zwischen Vektoren gilt dieser Ausdruck unabhingig von der Wahl der kar-
tesischen Basis (auch wenn wir zur Herleitung eine konkrete Basis genutzt haben, in der
das Rechteck in der zy-Ebene liegt).

Fiir eine Oberfliche, die man in (viele) kleine Rechtecke zer-

legen kann, heben sich die Beitrage kleiner Rechtecke im In-

neren von A gegenseitig weg. Aus der Summe von (4.50 iiber

diese Rechtecke erhalten wir damit den Satz von Stokes

(math.: Stokes-Kelvin-Theorem)

/ dS-(Vxv)= dr-v(r) . (4.51)
A 0A

Analog zum Gaussschen Integralsatz findet der Satz von Sto-

kes Anwendung in der Magnetostatik.

Info: Mit dem Satz von Stokes kénnen wir auch den Zusam-

menhang zwischen Vektorfeldern v(r) mit Rotation Vxv =0

und Gradientenfeldern zeigen. Fiir ein Vektorfeld mit verschwindender Rotation sind nach
(4.51) Linienintegrale um eine geschlossenen Kurve null. Damit sind auch Linienintegra-
le vom Weg unabhéngig: Wir teilen eine geschlossene Kurve C' in ein Teilstiick C'y von
Punkt p; zu ps und ein Teilstiick Co von py zu p; und schreiben das Linienintegral von
v entlang einer Linie C als I¢. Aus I, + Ic, = Ic = 0 folgt dann I, = —I¢,. Drehen
wir nun die Integrationsrichtung in einem der Teilstiicke um, erhalten wir aus zwei unter-
schiedlichen Integrationswegen von p; nach po dasselbe Ergebnis, Linienintegrale sind also
wegunabhingig. Mit diesem Ergebnis lasst sich auch f(r) konstruieren, so dass v = V f:
f(r) = fC(po,po—i—r) dr - v(r). Dabei beschreibt C(pg,po + r) eine beliebige Kurve vom Ur-
sprung zum Punkt py + r. Nach dem obigen Ergebnis héngt das so definierte skalare Feld
nur vom Anfangs- und Endpunkt dieser Kurve ab. f(r) ist nur bis auf eine additive Kon-
stante bestimmt, die durch die Wahl des Ursprungs festgelegt wird.

Randnotiz: Dass Vektorfelder mit Rotation null Gradientenfelder sind gilt fiir einfach
zusammenhiingenden Riume (vereinfacht: Riume ohne Locher wie z.B. R3; genau-
er Rdume in denen fiir alle Punktpaare ein Weg existiert der sie verbindet, und jeder
geschlossene Weg auf einen Punkt zusammengezogen werden kann). In nicht einfach zu-
sammenhingenden Rdumen kann ndmlich noch im Inneren einer berandeten Oberflache
ein weiterer Rand existieren, auf dem das Linienintegral ggf. nicht verschwindet.
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5.1

Funf

Folgen und Reihen, Potenzreihen und komplexe Zahlen

Mit Hilfe des Grenzwerts einer unendlichen Folge von Zahlen lernen wir Summen mit einer
unendlichen Zahl von Termen zu berechnen. Praktische Anwendungen liegen in der Entwicklung
von Funktionen als Potenzenreihen, sogenannte Taylorreihen; weite Teile der theoretischen
Physik fuBen auf kunstvollen Reihenentwicklungen. Das zweites Thema dieses Kapitels ist die
Erweiterung der reellen Zahlen auf die komplexen Zahlen.

Folgen
B, =1/n

1- °

5 .

‘ ° . € = 1/10
6:]‘/5 ) ’ .<{. ° e+ ¢+ s o o
I \ \ e
0 5 10 15 20

Wir betrachten eine (unendliche) Folge von Zahlen Bj, Bs, Bs,.... Ein Beispiel ist die
Folge 1,1/2,1/3,... mit B,, = 1/n. Die Abbildung zeigt, wie die Terme B,, fiir wachsendes
n immer ndher an Null heranriicken, ohne die Null fiir endliche n je zu erreichen. Dennoch
riickt 1/n fiir wachsende n beliebig nahe an die Null heran. Dieses “beliebig nahe” lasst
sich wieder, wie in 3.1 préziser fassen: egal wie klein man e > 0 wéihlt, gibt es immer ein
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N, so dass fiir alle n > N die Differenz zwischen B, und einer Zahl B kleiner ist als e.
(Hier ist B = 0.) Die Abbildung zeigt Beispiele fiir ¢ = 1/5 und 1/10. Existiert fiir eine
Folge fiir jedes € > 0 ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt |B,, — B| < ¢, so nennen wir die
Folge konvergent mit Grenzwert B und schreiben lim,_,o, B,, = B. Diese Definition
beschreibt das Verhalten der Folge B, fiir unendliche n, kommt aber selbst eleganterweise
vollig ohne den Begriff “unendlich” aus.

Beispiel: Wir zeigen, dass der Grenzwert lim,,_, o 1/n gleich Null ist. Fiir ein gegebenes
e > 0 wihlen wir N € N grofer 1/e. Also gilt fir alle n > N dass |B, — B| = [1/n—0| =
1/n < 1/N < e, wobei die erste Ungleichung aus n > N, die zweite aus N > 1/e folgt.
(Uberzeugen Sie sich, dass dies fiir andere Werte von B als Null nicht gilt.)

5.2 Reihen

Wir betrachten Folgen, deren einzelne Terme durch Summen gebildet werden. Eine Folge
von Zahlen, die durch die Teilsummen by, by + ba, b1 + b + bs, ... gebildet wird,

heifst Reihe. Ist die Folge dieser Teilsummen konvergent, sprechen wir von einer kon-
vergenten Reihe. Damit lafst sich auch einer Summe mit unendlich vielen Termen ein
Wert zuweisen, ndmlich der Grenzwert der Folge By, By, Bs, . ... Informell bezeichnet man
by + by + b3+ ... als Reihe und meint die Folge der Teilsummen (denn nur dann kann man
Konvergenz definieren).
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5.3

Potenzreihen

Reihen aus unterschiedlichen Potenzen einer Variablen heiflen Potenzreihen.

fiR—R

n
f(ac)=Zak:ck=a0+a1x+a2m2+~~~anm” ap €R
k=0
Die geometrische Reihe (5.2) ist ein Beispiel fiir eine Potenzreihe. Fiir endliches n ist f(x)
ein Polynom n-ter Ordnung, z.B. f(z) = 3 + 72 + 19.52% + 723 mit ag = 3,a; = 19.5, . ...
Grund sich mit unendlichen Potenzreihen zu beschéftigen ist, dass sich eine Vielzahl von
Funktionen durch unendliche Potenzreihen darstellen lasst. Bricht man die Potenzreihe
nach einer endlichen Zahl von Termen ab erhilt man oft eine niitzliche Naherung.

Der Konvergenzradius

Héngen die Terme einer Reihe von einem Parameter x ab, kann es also sein, dafs die Reihe
fiir bestimmte Werte von x konvergiert, fiir andere aber nicht. Mit der geometrischen Reihe
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(5.2) haben wir ein Beispiel kennengelernt.
Nehmen wir an, eine Potenzreihe in )7, apx”® konvergiere fiir einen bestimmten Wert
von z = x1 # 0.

A~ |agzf| < C VE wobei C' € R eine endliche Konstante ist,
denn aka:]f kann nicht beliebig mit & wachsen
e’} n k
Zakazk = Zakxlf <£> mit |agzf| < C und (5.4)
k=0 k=0 1
x k
(x_1> hat Betrag < 1, wenn |z| < |z1]

~ jeder Term in > aga® ist betragsmiRig kleiner als die Terme in

o0

T Z

T

0 k
Y c =C

k=0

X
1 e

¢ q=
0
~ fiir [z| < |z1| konvergiert die Reihe Y, axz”. D. h. wenn eine Reihe fiir einen Wert von
x konvergiert, muss sie das fiir alle betragsméfig kleineren Werte auch tun.
Zu jeder Potenzreihe > 72 az® gibt es also ein p € [0,00] mit der Eigenschaft, dass die
Reihe fiir |z| < p konvergiert, und fiir x > p divergiert. p heifft Konvergenzradius.
Uber das Verhalten der Potenzreihe bei 2 = p macht dieser Satz iibrigens keine Aussage,
dort gibt es auch kein allgemeine giiltiges Verhalten: es gibt Reihen die am Konvergenz-
radius konvergieren, Reihen die divergieren, oder sogar an einem Punkt konvergiere, an
einem anderen divergieren.

Ausblick (ohne Beweise)

an
An41

e Der Konvergenzradius lasst sich durch einen Grenzwert p = lim, bestim-

men, wenn ab einem bestimmten n alle a,, von Null verschieden sind, und wenn
der Grenzwert existiert. (Fiir den Fall, dass er nicht existiert, s. Satz von Cauchy-

Hadamard.)

e Eine Reihe heifst absolut konvergent, wenn auch die Reihe ihrer Absolutbetréige
konvergiert. > 22 by, ist absolut konvergent, wenn » - |bx| konvergiert. Innerhalb
ihres Konvergenzradius ist jede Reihe absolut konvergent.
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e Absolut konvergente Reihen kénnen Term fiir Term multipliziert werden
o o o0 o0
() (o) = S
k=0 k’'=0 k k!

e cine Potenzreihe ) )7 apx” heift gleichmiikig konvergent in einem Bereich D C
R wenn

n o
ORI SO

k=0 k=0

Vr € DVe>0dN &€N: Vn> N <€

(Ein strengeres Kriterium als Konvergenz an jedem einzelnen Punkt z; eine Bezie-
hung zwischen N und € muss jetzt statt an einem einzelnen Punkt im gesamten
Definitionsbereich der Funktion gelten.) Innerhalb ihres Konvergenzradius konver-
gieren Potenzreihen gleichméfig.

o Gleichméfig konvergente Potenzreihen kénnen Term fiir Term differenziert und in-
tegriert werden

. By _ o k
nh_)rrolo dx <kz_0 aRT > = nlLH;okZ_O </ dx apx )

und Limites (Grenzwerte) vertauschen bei gleichméfiger Konvergenz der Reihe

Jim, Ty f(z,y) = lim lim, f(z,y) .

Der Beweis dieser Aussagen ist ein wichtiger Teil von Vorlesungen in Analysis.

5.4 Taylorreihe

Unser Ziel bei der Einfiihrung von Potenzreihen war es gewesen, moglichst allgemeine
Funktionen als Potenzreihen darzustellen (innerhalb des Konvergenzradius). Wir betrach-
ten eine Reihe aus den Potenzen von z,

o0
flz) = Z apz® = ag + a1z + agr® + azrd + ... (5.5)
k=0

Dazu sind zunéchst die Koeffizienten der Potenzreihe ag, a1, as zu bestimmen. Fiir £k = 0
betrachten wir die linke und rechte Seite von (5.5) bei x = 0.
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[o.¢]
f(x):Zak$k:ao+a1$+a2x2—|—,,,

k=0
E=0: £(0) = ag + a1z|p—0 + a2x?|o—o + . .. = ag ~ ag = f(0)
k=1: f/(0)=a1 +2apx|p—0 + 3a32%|smo + ... = a1 ~a; = f(0)

1
k=2 FP0) =1x2as +32a3x|p—0 +... = 2ay ma2:§f(2)(0)
_ 3. 3)(0) — _ _ e
k=3: f (0)—1><2><3a3+4><3><2a4a;\x:0+...—3!a3 mag—gf (O)
allgemeines k : N ap = %f (n)(o)

Analog kénnen wir auch die Funktion f(x) als Potenzreihe in « — x schreiben, d.h. f(z) =
S22 o ak(z — x0)*, mit neuen Koeffizienten ajy = %f(") (x0). Die Potenzreihen in Potenzen
von x und x — xg sind natiirlich eng miteinander verkniipft: Die Terme der Potenzreihe
(x — xo)™ lésst sich ausmultiplizieren und die Potenzreihe in Potenzen von x schreiben,
wir erhalten dann wieder (5.5) mit den entsprechenden Koeffizienten.

Ist die Funktion f : (a,b) = R beliebig oft differenzierbar und zo € (a,b), heift

© £k (5
Zf k(' 0)(33—$0)k

k=0

die Taylorreihe bei z, ihre Koeffizienten die Taylorkoeffizienten. R, (z) =2 ., %(x—

x0)"* heikt Restglied der Reihe (n-ter Ordnung).
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3!+ 2°/5!

3!

Info: Wir haben nicht gefragt, welche Funktionen sich prinzipiell durch eine konvergen-
te Taylorreihe (5.5) darstellen lassen. Funktionen die (lokal) gleich ihrer Taylorreihe sind
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5.5

heifsen analytisch. Die Frage, welche Funktionen analytisch sind, findet erst im Rahmen
der Funktionentheorie (Theorie von Funktionen komplexer Verdnderlicher) eine zufrieden-
stellende Antwort.

Die komplexen Zahlen

Die Mathematik beruht auf den natiirlichen Zahlen. Um bestimmte Gleichungen 16sen zu

kénnen, wurden bisweilen neue Arten von Zahlen eingefiihrt, z.B. rationale und irrationale

Zahlen oder negative Zahlen. Nur Gleichungen wie 22 = —1 blieben bislang ohne Losung.

Komplexe Zahlen und R?

Wie betrachten den Vektorraum R? = { <Z> ta,b € R} mit der Addition von Vektoren

und Multiplikation mit reellen Zahlen definiert durch
a ad\  [(a+d
(6)+() - G23) o
a Aa
f() = (1) sem
Zusétzlich definieren wir noch eine Multiplikation von zwei Vektoren

(5)-(2) = (e o) .

(5.7)

Diese Multiplikation

ist kommutativ:

hat ein Einselement:

7N
S Q
~__
Il
N
o Q
~__

und erlaubt eine Lésung von z? = —1

hat ein Inverses: (

a’ (a) _ da—-bb\ [(ad —bb\ [a .
v b) \db+ba) \ab+bd/) \b
1

a/

b/

)



Wir schreiben <(1)> als 1 und <(1)> als ¢ mit ¢ -7 = —1. a + ib entspricht dann <Z>

und wird als komplexe Zahl bezeichnet. Jede polynome (algebraische) Gleichung n-ten
Grades (mit komplexen Koeffizienten) hat n Losungen in den komplexe Zahlen.

imagindre Achse

1

reelle Achse

a wird als Realteil, b als Imaginéarteil einer komplexen Zahl a + b bezeichnet. Wir
schreiben @ = R(a + ib) und b = I(a + ib). Es sind also zwei reelle Zahlen nétig um
eine einzelne komplexe Zahl zu spezifizieren. Analog zur Zahlengeraden der reellen Zah-
len, werden komplexe Zahlen graphisch in der Ebene dargestellt (komplexe Ebene oder
Gaufische Ebene); reelle Zahlen liegen dabei auf der z-Achse, rein imaginére Zahlen auf
der y-Achse.

Eine komplexe Zahl z = a + ib kann auch in Polarkoordinaten r = v/a? + b2, § = arctan g
dargestellt werden. r = |z| = Va? + b? wird als Betrag einer komplexen Zahl z bezeichnet,
0 als ihr Argument. z* = a — ib definiert die komplex Konjugierte von z = a 4+ ¢b. Dann
ist z2* = (a +1ib)(a — ib) = a® —iab +iba — (i)b* = a® + b = |2|?

Multiplikation von komplexen Zahlen erfolgt dann einfach durch Ausmultiplizieren

22" = (a+ib)(a' +ib') = ad’ +iab’ + iba' + (i - 1)bb' = (aa’ — V') +i(ab’ +ba’) , (5.9)

* *
EANY s W W2 T
29 22 23 \

das Ergebnis stimmt mit (5.8) iiberein. Fiir die Division gilt nutzen wir

(in Ubereinstimmung mit dem inversen Element der Multiplikation).
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Die Euler-Formel

: i) , x
emEE ( =1l+4+iz——+...
2

i
Pt k!
.k
. ( n (iz)
k! k!
k=0,2,4.6,... k=135.7,..
i 2k+1
=> (-1)F
2 2k ey

=cosz +i¢sinx

Eine Gleichung wie Ostern und
Weihnachten zusammen!

e = cosx +i sinx (5.10)

Die sogenannte Eulerformel verbindet trigonometrische Formeln mit der Exponential-
funktion. Eine komplexe Zahl z mit Betrag » und Argument @ ist damit z = re’?. Das
Produkt zweier komplexer Zahlen z; und zp ist dann zjz9 = riree’?e?®? = T1T2€i(91+92),
d.h. der Betrag des Produktes ist 179, sein Argument ist 61 + 2. Multiplikation komplexer
Zahlen héangt also zusammen mit Drehungen in der komplexen Ebene.

Diese Eigenschaft komplexer Zahlen fiihrt auf ihre wichtigste praktische Anwendung: Bei
Schwingungen und Oszillationen erlaubt die Eulerformel (komplizierte) trigonometrische
Berechnungen mit der (einfachen) Exponentialfunktion zu ersetzen.
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Info: Die komplexen Zahlen erscheinen zunéchst abstrakt und schwer zugénglich. Das
galt fiir die irrationalen Zahlen oder die negativen Zahlen aber sicher auch einmal. In der
Mathematik spielen die komplexen Zahlen wegen der sogenannten algebraischen Abge-
schlossenheit eine wichtige Rolle: Jede algebraische Gleichung von Grad grofer Null hat
eine Losung in den komplexen Zahlen. (Dagegen gibt es Gleichungen, die keine reellen
Losungen haben, wie 22 + 1 = 0.) In der Physik ist der Zusammenhang zwischen Tri-
gonometrie und der Exponentialfunktion zentral bei der Beschreibung von Schwingungen
und Oszillationen (s. Kapitel 6). Und schlieflich wird die Quantenmechanik durch einen
speziellen Vektorraum (Hilbertraum) tiber den komplexen Zahlen beschrieben.
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6.1

Sechs

Differentialgleichungen

Physik ist in weiten Teilen Naturbeschreibung mit Differentialgleichungen: viele Naturgesetze
kénnen mit Gleichungen formuliert werden, die eine Funktion sowie Ableitungen dieser Funktion
enthalten. Wir lernen unterschiedliche Arten von Differentialgleichungen kennen und entwickeln
verschiedene Lésungsstrategien.

Differentialgleichungen in der Physik

Einzelne Messungen kénnen durch Zahlen beschrieben werden, die ihnen zugrundeliegen-
den Prozesse sind jedoch (meist) durch Funktionen beschrieben, z.B. eine Bahnkurve r(t)
oder ein Potential V' (z,y, 2).

Oft gehorchen diese Funktionen Differentialgleichungen

=
m %g = F(7,t) Newton II
V- E = p(7)/e Maxwell 1

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung fiir eine unbekannte Funktion einer
oder mehrerer Variablen, die die Funktion selbst und ihr Ableitungen verkniipft. Die klassi-
sche Mechanik, Elektrodynamik, Quantenmechanik basieren alle auf Differentialgleichun-
gen. Bevor wir unterschiedliche Gleichungen klassifizieren und l6sen lernen, diskutieren
wir mehrere Beispiele.
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6.2

6.3

Terminologie

Eine Gleichung fir eine Funktion, die eine oder mehrere Ableitung enthélt, heiftt Diffe-
rentialgleichung, die hochste Ordnung dieser Ableitungen heiftt Ordnung der DGL.
Die Variable, nach der abgeleitet wird, heifst unabhingige Variable, die Variable, die
abgeleitet wird, heifst abhingige Variable. DGL, die nur Ableitungen nach einer ein-
zelnen Variablen enthalten, heiffen gewohnliche DGL. DGL, die (partielle) Ableitungen
nach mehreren Variablen enthalten, heifsen partielle DGL.

Gewohnliche DGL erster Ordnung

Beispiel: Radioaktiver Zerfall. Die Zahl der pro kleinem Zeitintervall zerfallenden Kerne
ist proportional zur Zahl der vorhandenen Kerne y

dy _

o = @) (6.6)

Die Zahl radioaktiver Kerne nimmt exponentiell mit der Zeit ab: tatsédchlich wird % +
Ay(t) = 0 geldst durch y(t) = yo e~ . Die Konstante yo kann aus der Anfangsbedingung

y(z = 0) = yoe *° = yo bestimmt werden.

An dieser Stelle ist eine konzeptionelle Hiirde zu iiberwinden: die DGL j—g = —\y(t) ist
auf der rechten Seite eine Funktion von y (hier die Funktion y selbst): Die Zahl der pro
Zeiteinheit zerfallenden Kerne ist gegeben durch Ay, proportional zur Zahl der Kerne y.
Die DGL setzt sie gleich der negativen Ableitung von y nach der Zeit. Finden wir allerdings
die Losung y(t) = Ae™ und setzen sie in die DGL ein, steht auf der rechten Seite eine
Funktion von ¢ allein, ndmlich —\Ae~*. Dennoch ist die DGL selbst eine Gleichung, die
explizit y und ¢ enthalten kann, erst ihre Losung etabliert eine Beziehung y = y(t)! .

!Nicht anders ist es bei einer algebraischen Gleichung wie x — 3 = 4. Prinzipiell kann z jeden reellen
Wert annehmen. Aber nur z = 7 16st die Gleichung. In dem obigen Beispiel kann die Zahl der Kerne y(t)
zum Zeitpunkt t jeden Wert annehmen, aber nur y(t) = Ae™** 16st die DGL Z—? = —Xy(t).
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“No Steigung der Striche
g -=--_ in der x,y Ebene
SRR T sei /()

-~ o
Dl

Eine allgemeine DGL kann nach g—g aufgelost werden (linke Seite), auf der rechten Seite
stehen dann Terme, die von der abhéngigen Variable y und vielleicht noch von der abhén-
gigen Variable x abhéngen. In dem Beispiel des radioaktiven Zerfalls ist die DGL (6.6)
bereits nach % aufgelost, auf der rechten Seite steht ein Term, der nur von y abhéngt und
als Funktion von y geschrieben werden kann g—z = f(y(x)) mit f(y) = —Ay. Den letzten
Ausdruck kénnen wir auch als f(y(z)) = y(x) schreiben, f(y) = y betont, dass wir die
rechte Seite dieser DGL kennen wenn wir y kennen (wenn 1000 Atome vorhanden sind,
werden pro kleiner Zeiteinheit 1000\ Atome zerfallen, dazu miissen wir nicht die Uhrzeit

(abhéngige Variable) wissen). Die DGL erster Ordnung zum Beispiel

(A

dx)3 = sin(y(z)) + 23 (6.7)

kann aufgelost werden zu g—g = {/sin(y(z)) + 23. Die rechte Seite ist bekannt wenn y und
x bekannt sind, Z—:yc = f((y(x)),z) mit f(y,x) = /sin(y) + z3.

Allgemeine DGL erster Ordnung kénnen also geschrieben werden als

Y~ fyla), )

indem man die DGL nach der Ableitung erster Ordnung auflést. Im Beispiel des radioakti-
ven Zerfalls (6.6) ist f(y,x) = —Ay. Die Losung dieser DGL lasst sich als eine Kurve y(z)
visualisieren, die tiberall die durch die Funktion f(y,x) vorgegebene Steigung f hat. Eine
solche Kurve kann man geometrisch konstruieren, indem man die zy-Ebene zunéchst mit
kleinen Strichen fiillt, die jeweils die Steigung f(y,x) haben. Gegeben eine Anfangsbedin-
gung y(x) = y, bei einem gegebenen x, konnen wir uns vorstellen den “Strichen zu folgen".
Die entstehende Kurve ist iiberall tangential zu den kleinen Strichen, hat also iiberall die
Steigung f(y(z),x) und 16st damit die DGL.
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6.3.1

6.3.2

Info: Die graphische Darstellung legt auch eine einfache numerische Methode nahe, um
DGL mit Hilfe eines Computers zu lésen. Ausgehend von y(0), das durch die Anfangsbe-
dingung festgelegt sei, suchen wir nach Ndherungen der Losung auf einem diskreten Gitter
x =0,Ax,2Ax,.... Dazu machen wir diskrete Schritte entlang des Gitters. Aus (y(Az) —
y(0))/Az ~ dy/dr = f(y,x) am ersten Gitterpunkt folgt der Wert y(Az) ~ y(0) +
f(y(0),z)Az. Dieser Schritt ldsst sich nun wiederholen um iterativ y(2Az), y(3Az),... zu
bestimmen. Die Schrittweite Az bestimmt die Genauigkeit des Ergebnisses. Mehr dazu in
der Computerphysikvorlesung!

Eindeutigkeit

Sei eine DGL g—g = f(y(x),x) auf einem Rechteck (a,b) X (c,d) definiert, so dass ein
endliches L > 0 existiert mit

If(y,2) — f(g,2)| < (y—9)L VY az,y,y auf dem Rechteck (6.8)

so sind zwei Losungen, die bei einem zy € [a,b] denselben Wert haben, im gesamten
Intervall [a,b] gleich (Satz von Picard-Lindelof).

Die sogennante Lipschitz-Bedingung (6.8) ist in der Praxis fast immer erfiillt. Dann
legt eine Anfangsbedinung die Losung einer DGL erster Ordnung eindeutig fest. Fiir jede
Gleichung, die vorgibt die Natur zu beschreiben, erwarten wir diese Eindeutigkeit: Ge-
geben die Anfangsbedingung und ein Naturgesetz wie das zweite Newtonsche Gesetz, ist
der Zustand des Systems fiir alle weiteren Zeiten eindeutig festgelegt. Gédbe es mehrere
Losungen wire diese Mechanik keine (vollstdndige) Beschreibung des Systems.

Ein Nebeneffekt ist Arbeitsersparnis: Schaffen wir es - egal wie - eine Losung der DGL zu
finden, die die Anfangsbedingung erfiillt, sind wir am Ziel; weitere Losungen gibt es nicht.

Gekoppelte Differentialgleichungen mehrerer Veranderlicher

Die graphische Konstruktion der Losung einer DGL und die Eindeutigkeit der Losung
scheint zunéchst auf DGL erster Ordnung beschrankt. Dieser Zugang lésst sich allerdings
leicht auf DGL hoherer Ordnung verallgemeinern. Dazu definieren wir DGL in mehreren
Veréanderlichen y;(z), y2(x), . . ..

% = f1(y1. 92,93, ) gekoppelte DGL erster Ordnung
x

% = fa(y1, 42,93, %) Vektorschreibweise Z—Z =f(y)
dys

5 = ) ) , L
I f3(y1,92,¥3, )

Man bezeichnet diese Differentialgleichungen als gekoppelt, wenn sie sich nicht als meh-
rere DGL in nur jeweils einer einzelnen Variablen schreiben lassen, d.h. wenn in f; ausser
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6.3.3

y1 noch z.B. yo etc. auftritt. Losungen solcher Gleichungssysteme sind wieder eindeutig,
wenn eine Verallgemeinerung der Lipschitz-Bedingung (6.8) erfiillt ist.

Differentialgleichungen hoherer Ordung lassen sich als gekoppelte DGL erster Ordung
schreiben.

Beispiel:

Wir betrachten das zweite Newtonsche Gesetz als gewohnliche DGL zweiter Ordung.
Indem wir eine neue Variable v(t) = % einfithren erhalten wir zwei gekoppelte DGL
erster Ordnung

d
m d—: = F(y,t) zwei gekoppelte DGL
dy

Separation der Variablen

Eine Losungsmethode existiert fiir einen Spezialfall von DGL erster Ordnung, ndmlich
sogenannte separable Gleichungen

= = h(y)g(x) , (6.9)

bei denen die rechte Seite ein Produkt von Funktionen von z und von y sind. Die ge-
suchte Losung ist eine Funktion y(z), die (6.9) erfiillt. Mit dieser (noch unbekannten)
Funktion y(x) kénnen beide Seiten als Funktion von x verstanden werden. Umformung
und Integration tiber ein Intervall [z, x.] ergibt dann

/ dzg(x / dazdyh (@) = /:::)dyh_l(y). (6.10)

Im letzten Schritt wurde durch Variablensubstitution integriert. Fiir gegebenes x; ergibt
die Auswertung des Integrals links eine Funktion von x., rechts eine Funktion von ., die
nach y. = y(z.) aufgelost die Losung der DGL (6.9) ergibt.
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Beispiel: Wir wenden die Methode der Separation der Variablen auf die Differentialglei-
chung (6.6) an, die radioaktiven Zerfall beschreibt. Anfangsbedingung sei y(t = 0) = yp.
Mit f(y,t) = —Ay = h(y)g(t) schreiben wir h(y) = y und g(t) = —A. Aus (6.10) erhalten
wir mit ¢, = 0

/te dtg(t) = —/\/te dt = Al = —Xt. (6.11)
ty 0

B y(te) L B y(te) 1_ () N B y(te)

_ / L) = / " g = D = n(ote) 1n<yo>—1n( . ) .

Auflésen nach y(t.) ergibt das erwartete Ergebnis y(t) = yoe .

6.4 Gewohnliche lineare DGL

Betrachten wir die gewohnliche DGL n-ter Ordnung fiir y(x) mit einer reellen Veranderli-
chen x )
d"y "y dy _
an(z) o + ap—1(x) g +...a1(2) T + ag(z) y(x) = f(x) (6.12)

Diese DGL heifit lineare DGL da y(z) und seine Ableitungen in jedem Term in erster
Potenz auftreten. Viele fundamentale Gleichungen der Physik sind lineare DGL (Maxwell-
Gleichungen der Elektrodynamik, Schrodingergleichung der Quantenmechanik). Die rechte
Seite f(x) wird als Inhomogenitit der DGL bezeichnet. Die Gleichung lasst sich in der
Form

n dn—l

[an(x) oy + ap—1(x) g +...F+ai(z) % + ao(x)] y(x) = f(x) (6.13)

schreiben, wobei wir den Term in eckigen Klammern als eine Abbildung
L= {an(ac) jgc—nn + ap—1(z) Cg:Till +...+ai(z) % + ao(ac)] (einen Differentialoperator) von
Funktionen auf Funktionen auffassen konnen, mit

y(z)

= ap(x) ZZZ;—% +ap—1(x) —=+ ...+ a1(z) ;l—i + ap(x) y(x) . (6.14)

Der Differentialoperator £ einer linearen DGL ist eine lineare Abbildung (im Raum der
Funktionen), L(ayi(x) + by2(x)) = a Ly (z) + b Lya(z).

Dieser Zugang erlaubt die kompakte Schreibweise der DGL £ y = f. Die Losung y folgt
dann aus der Inversen des Operators £: Gesucht ist y(t), so da der Differentialoperator
angewandt auf y(¢) die Funktion f(t) ergibt.

Aus der Linearitdt von L ergibt sich auch eine wichtige mathematische Eigenschaft, die
alle homogenen (f(t) = 0) DGL teilen. Seien y;(x) und ya(x) Losungen einer linearen,
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homogenen DGL, d.h. Ly; =0, Ly2 = 0. Dann ist auch die Linearkombination a y;+b ys
Losungen der DGL, denn

L(ay;+by)=aLly;+bLy, =0. (6.15)

Ebenso ist Ay; eine Losung. Die Losungen einer linearen homogenen DGL bilden also einen
Vektorraum, man kann sie addieren und mit Zahlen multiplizieren und erhélt wieder eine

Losung der DGL.

Beispiel: Als Beispiel betrachten wir die lineare DGL ‘;2732’ +wiy(t) =0, L= % +wd ist
der dazugehorige (lineare) Differentialoperator, mit ihm kann die Gleichung als Ly = 0

geschrieben werden. Diese homogene lineare gewohnliche DGL beschreibt zum Beispiel

eine Punktmasse an einer linearen Feder, m‘ng = —ky. Sowohl y(t) = cos(wot) als auch

y(t) = sin(wpt) losen diese DGL. Auch y(t) = a cos(wot) + bsin(wopt) ist eine Losung fiir
2

beliebige a,b, denn % = —awg cos(wot) — bw? sin(wot) = —w3y(t).

Diese Linearkombination von Sinus- und Kosinusfunktionen gleicher Kreisfrequenz wie-
derum eine oszillierende Funktion, da

A cos(wot—¢) = A cos(wot) cos(—¢)+ A sin(wot) sin(—¢) = a cos(wot)+bsin(wet) (6.16)

mit Acos(¢) = a und Asin(¢) = —b und damit A = va? + b? und tan(¢) = —b/a (s.
Additionstheorem im Abschnitt iiber komplexe Zahlen 5.5).

Fiir inhomogene Gleichungen gilt etwas dhnliches: Sei y1(x) eine Losung einer inhomogenen
Gleichung Ly; = f und ya(z) eine Losung der dazugehorigen homogenen Gleichung £y =
0, dann ist y;(z) + ayz(x) eine weitere Losung der inhomogenen Gleichung:

Lyi+ay)=Lyp+aly=f. (6.17)

Beispiel: Diese Eigenschaft linearer DGL haben wir bereits bei den Beispielen (6.1) und
(6.2) kennengelernt. Die Losung der inhomogenen Gleichung ‘5732’ = g ist y(t) = gt?/2,
Losungen der dazugehorigen homogenen ‘5732’ = 0 Gleichung sind y(¢) = 1 und y(t) = ¢,
ihre Linearkombination at + b 16st ebenso die homogene Gleichung. Erst die Summe der
Losung der inhomogenen Gleichung und die der homogene Gleichung, y(t) = gt?/2 +
at + b, ist dann die vollstandige Losung der DGL. Die Koeffizienten a und b werden aus
der Anfangsbedingung (Ort und Geschwindigkeit) bestimmt.

Komplexe Losungen linearer DGL Fiir lineare DGL sind Realteil und Imaginér-
teil einer komplexen Losung wiederum Losungen der DGL. Diese Eigenschaft wird ihren
enormen Wert zeigen, wenn wir in Abschnitt 6.4.3 die lineare Bewegungsgleichung des
harmonischen Oszillators 16sen.

100



6.4.1

6.4.2

Sei L ein reeller Operator (die Koeffizienten aller Ableitungen sind reellwertig), z(x) =
zr(z)+1i zr(z) aber eine komplexe Losung der (homogenen) DGL. Aus £z = 0 = 0440 und
der Linearitét des Differentialoperators £ folgt durch Vergleich von Real- und Imaginérteil

0 = L(zr+izr)=Lzrp+iLlz (6.18)
~N Lzp=0,Lz1=0.

Beispiel: Als Beispiel betrachten wir wieder die lineare DGL ‘5712’ +wdy(t) = 0. Sie wird

gelost durch die komplexe Funktion z(t) = ™0t da ‘227%’ = —wieot = —w2z(t). Real-

und Imaginérteil von z(t) = cos(wot) + @ sin(wpt) sind ebenso Losungen der DGL.

Gewohnliche lineare DGL erster Ordnung: homogene Gleichung

dy _ _ -4
T +a(z)y(xz) =0, Ly=0 L= T +a(z) . (6.19)

In Analogie mit der DGL g—g + Ay(z) = 0, die durch die Exponentialfunktion y(z) =
y(0)e=?* gelost wird, versuchen wir zuerst den Ansatz y(z) = y(0) e=*®), Mit

Y — (0 3 () ) O (6:20)

ergibt er allerdings keine Losung der DGL. Der zweite Versuch mit y(z) = y(0) exp {— Jy da’ a(z')} =
y(0) e~ ist allerdings erfolgreich

y(z) =y(0) exp {— /01‘ dw'a(m')} = 4(0) =A@

Z—i =y(0) % (— /Or d:n'a(:n')) e~ A@)
—y(0) a(x) e Al = —a(z)y(x) . (6.21)

Gewohnliche lineare DGL erster Ordnung: inhomogene Gleichung

Als Ansatz zur Losung der inhomogenen DGL
Y+ a@)y(@) = f(a) (622

wihlen wir y(z) = ¢(x)e~4®) mit einer noch zu bestimmenden Funktion ¢(z). Bei der
Ableitung dieses dieses Ansatzes nach x erhalten wir nach der Produktregel 2 Terme:
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g—z = —a(x) c(z) e 4@ ¢ (2) e=A®) . Der erste Term und a(z) y(z) heben sich gegenseitig

—A(z)

weg. Der zweite Term muss dann ¢/ (z) e gleich der rechten Seite von (6.22) sein:

~ Z—y +a(z) y(x) = ¢ (x) e 4@ P2 f(a)

A ) = A(””’f(fc)
/ da' A=) F(2) (6.23)
y(z) = e(z)e A / da? ¢ A@HAG) £ (1)

/ do'G(z, 2" f(2") mit G(z,2') = e~ Al@)+A)

G(z,2') heift die Greensche Funktion dieser DGL. Die einzelnen Werte von f(2’) im
Intervall 0 < 2’ < z bestimmen also y(x) bei einem gegebenen Wert von x. Die Green-
funktion G(z,2’) gibt an, wie y(z) von f(2’) abhingt. Ist = die Zeit ¢, dann beschreibt
die Greensche Funktion G(t,t') den Einfluss von f(t') auf die Losung zu einem spéteren
Zeitpunkt t.

Bei dieser Losung féllt auf, daf es keinen freien Parameter zur Wahl einer Anfangsbedin-
gung gibt, bei = 0 ist y = 0. Addieren wir allerdings zur Lésung der inhomogenen DGL
Linearkombinationen der Losung von Ly = 0, erhalten wir weitere Lésung der inhomoge-
nen DGL (siehe oben). Die Losung fiir beliebige Anfangsbedingung ist dann

y(z) = y(0) e A —I—/ da! e~ A@F+AE) (6.24)
0

Der erste Term in diesem Ausdruck wird als allgemeine Losung bezeichnet (da er nicht
von der speziellen Form der Inhomogenitéit abhéngt), der zweite Term als spezielle Lo-
sung. Bei x = 0 ist der zweite Term gleich null und die Exponentialfuntion im ersten
Term gleich eins, y(z = 0) ist damit gleich der frei gewéhlten Anfangsbedingung. Analog,
wenn die Anfangsbedingung nicht bei x = 0, sondern bei einem anderen Wert von = = a
vorliegt wahlen wir als untere Integralgrenzen den entsprechenden Wert von x und den
Vorfaktor des ersten Term als y(a).

Diese Methode zur Losung von Differentialgleichungen wird (etwas paradoxerweise) als
Variation der Konstanten bezeichnet. Den Vorfaktor ¢(z) der Exponentialfunktion,
der in der homogenen Losung eine Konstante ist, ldsst man nun variieren, um eine Losung
einer inhomogenen Gleichung zu finden.
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6.4.3 Gewdhnliche lineare DGL zweiter Ordnung

Gewohnliche lineare DGL zweiter Ordnung kénnen in die Form

2
Y b are) 2t aofa) (o) = 1) (6.25)
gebracht werden (indem wir beide Seiten durch einen moglichen Koeffizienten as(x) teilen).
Wir beschrénken uns hier auf konstante Koeffizienten (obwohl es, wie bei der DGL erster
Ordnung, wieder Losungen zu allgemeinen Koeffizienten gibt, die Greensche Funktion fiir
diesen Fall ist aber komplizerter). DGL mit konstanten Koeffizienten sind sowohl von den
physikalischen Anwendungen, als auch vom Loésungsansatz her interessant.

6.4.4 Gedampfter hamonischer Oszillator (homogene Gleichung)

Wir beginnen mit der Analyse des Falles ohne externe Antriebskraft, f(t) = 0.

d?z dzx
i —-0. 2
o +bdt +cx(t)=0 (6.27)

Wir erwarten generell als Losung eine sinusférmige Schwingung mit exponentiell abfallen-
der Amplitude und wihlen als Ansatz x(t) = Ae™¢ cos(wt — ¢). Einsetzen dieses Ansatzes
in die DGL (6.27) fiihrt allerdings auf eine aufwéndige trigonometrische Rechnung (aus-
probieren!).
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Wir erinnern uns: bei linearen DGL sind Realteile und Imaginérteile von komplexen Losun-
gen ebenso Losungen der DGL. Der komplexer Ansatz x(t) = Ae™’ A w € C beschreibt
sowohl die Oszillation, als auch den exponentiellen Abfall von x mit t. Mit der Zerlegung
eines komplexen w in Realteil und Imaginérteil w = wg + iw; (wr,ws € R) ist ndmlich

¢! = ettt = (cos(wrt) + isin(wrt))e " | (6.28)

der Realteil von e ist also eine exponentiell abfallende Kosinusfunktion. Eine Phasenver-
schiebung dieser Funktion lisst sich iiber eine komplexe Amplitude A = Ae™ (A, ¢ € R)
beschreiben,
éR[Aeint] _ %[Ae_i¢+int]
= AR[cos(wrt — ¢) + sin(wrt — ¢)]
= Acos(wpt — ¢) . (6.29)

Der komplexe Exponentialansatz ist die wichtigste Anwendung der Eulerformel (5.10) in
der Physik. Die Ableitungen von A e nach t sind jetzt namlich einfach

z(t) = Ae™?

d .

d—f = jwAe!
d*x 2 4 iwt
W = —Ww Ae .

Fiir die DGL (6.27) ergibt der Ansatz x(t) = A ™! dann
(—w? + biw +c) Ae™t =0 Vit
A =0 (triviale Losung)
— W tibw+e=0

Die ersten Losung A ist uninteressant und entspricht einem ruhenden Pendel. Die zweite
Losung fithrt auf eine quadratische Gleichung in w mit den beiden Losungen

Rl = )

) 5 )
—thEV-Fide bi%\/élc—b?. (6.30)
Mithilfe des Exponentialansatzes Ae™? ist es also gelungen, die lineare Differentialglei-
chung (6.27) auf eine algebraische Gleichung zu reduzieren. Die Losung der homogenen
DGL (6.27) ist der Realteil von A, e+t 4 A_e™~t. (Bei linearen DGL beliebiger Ordnung
mit konstanten Koeffizienten wére der Exponentialansatz iibrigens genauso erfolgreich.)
Fiir den Spezialfall ohne Reibung b = 0 erhalten wir die beiden Ldsungen

Wi/ = Fwo = Ve = £Vk/m,
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und somit z(t) = A el 4 A_e~™0t (A, A € C) mit einem Realteil der Form z(t) =
flcos(wot — ¢). Diese Losung hat zwei freie Parameter, A und ¢, die noch aus den An-
fangsbedingungen (Position und Geschwindigkeit) zu bestimmen sind. Die Auslenkung
des Oszillators zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei xg, seine Geschwindigkeit sei vg. Setzen wir in der
Losung z(t) und ihrer Ableitung nach der Zeit diese Anfangsbedingungen ein, erhalten wir

Acos(—¢) = o (6.31)
—woAsin(—¢) = wvp .
(6.32)
Teilen wir die zweite Gleichung durch wp und nutzen cos?(—¢) + sin?(—¢) = 1 erhalten
wir A = /2% + v3 /wd. Teilen wir die zweite Gleichung durch die erste, erhalten wir tan(-

phi) = vg/(xowo), und damit die Phasenverschiebung ¢.
Fiir b > 0 fithren wir eine Fallentscheidung fiir steigendes b (steigende Dampfung) durch

1. Gedimpfte harmonische Schwingung 4c — b > 0

1
Wi/ = Fwr +iwr WR:§\/4C—52 , wr=10/2
Z(t) —_ A+eiw+t + A_eiw,t
mit Realteil Ae™ 1" cos(wpt — @) ,

die Kreisfrequenz wp = %\/ 4c — b% nimmt mit zunehmender Dampfung b ab, die
Abklingrate wy = b/2 wichst mit b.

2. Kritische Dadmpfung 4c — b> = 0

wt = =b
ergibt z(t) = Ape™+!

Da w rein imaginir ist fillt 2z(t) ohne Oszillation exponentiell ab. Uberraschend
ist, dass der Exponentialansatz nur eine Losung findet. Wir bendtigen aber 2 freie
Parameter, um alle Anfangsbedingungen umsetzen zu kénnen. Die zweite Losung
findet sich durch Betrachtung des Grenzfalls b — b, = 2,/c. Wir betrachten eine
Linearkombination der beiden Lésungen ¢™+! und e™~! aus (6.30) und fiihren den
den Grenzfall w; — w_ aus

twyt _ iw_t 1 — etlw——wy)t
. € € . i €
lim — = lim €Zw+t+
W —mwW— W — W W —rwW— Wy — -
_ 1= (1 + (iw_ —iwy )t :
= lim eszrt ( : ( : ) ) — tezw,t
W —rw— Wy — -
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6.4.5

und erhalten eine weitere Losung, die sich nicht einfach aus dem Exponentialansatz
ergibt. Die allgemeine Losung ist dann die Linearkombination der beiden Lésungen

z(t) = Ae™t + Bt e iw=—b/2

mit zwei freien Parametern (Realteile von A, B).

3. Uberdampfter Oszillator 4c — b? < 0

Wy = %bi %}/14(:— B = % (b Vo7~ 1c)

Die allgemeine Losung ist dann gegeben durch

‘T(t) = A+eiw+t + A_eiwft = A+6_w+lt + A_e—w,It )

Wegen w4 > w_ entsprechen die beiden Terme einem (relativ) schnellen und einem
langsamen Abklingprozess, beide ohne Ostzillation. Fiir lange Zeiten ist diese Losung
durch den zweiten (langsamen) Term dominiert.

Zum Schluss vergleichen wir noch das Abklingverhalten unter tiberkritischer Ddmpfung
und kritischer Dampfung. Wegen
_b—=Vb2—4c b

< = =wer (kritisches Abklingen)

-1 2 2

fiihrt kritische Dampfung mit b = b, zum schnellsten Abklingen, bei der nach einer Aus-
lenkung des Oszillators x(t) so schnell wie moglich zur Ruhelage © = 0 zuriickkehrt.

Geddmpfter harmonischer Oszillator (inhomogene Gleichung)

Lr=f .C:d/—z—i-bi—i-w2
ez ' dt Y
Physikalisch beschreibt die Inhomogenitét f(t) eine externe Kraft, die den Oszillator an-
treibt. Wir beschranken uns auf zwei Spezialfille. Wie wir im n#chsten Kapitel sehen
werden, ist deren Losung bereits ausreichend, um die Losung des harmonischen Oszilla-
tors unter einer beliebigen periodischen Antriebskraft zu berechnen.
Der erste Spezialfall ist eine konstante externe Kraft f(¢) = f. Als Ansatz fiir die spezielle
Losung wahlen wir z(t) = A, einsetzen in die DGL ergibt A = f/c.
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6.4.6 Sinusformige externe Kraft

Der zweite Spezialfall ist eine sinusformige externe Kraft. Dieser Fall ist wichtig fiir eine
Vielzahl von Anwendungen (regelméssiges Anschubsen einer Schaukel, regelméssige Wind-
stoke gegen eine Briicke). Im néchsten Kapitel werden wir sehen, wie sich auch nicht-
sinusformige Kréfte aus Sinusschwingungen unterschiedlicher Frequenz zusammensetzen
lassen. Die Kreisfrequenz €2 und Antriebsamplitude F' sind vorgegeben, sie hdngen auch
nicht von den Eigenschaften des Oszillators ab. Gesucht ist also die Losung der DGL

d? dx 9 B Q

ﬁx—l-ba +wjx(t) = F cosQt (6.33)
Wir nutzen wieder die Linearitdt der DGL um eine komplexe Losung zu finden. Hierbei
lassen wir auch eine komplexe Inhomogenitét zu und schreiben die Antriebskraft als Fe®*
(mit reellem © und F'). Denn fiir einen reellen Differentialoperator £ und die DGL Lz =
f- = fr+ 1 fr ist der Realteil einer Losung von Lz = f, eine Losung von Ly = fgr

fR+ifr=L(zp+izr)=Lzr+iLz; ~Lzr= fr. (6.34)

Wir suchen also die Lésung von % x+b Cé—f + cx(t) = Fe™* und nutzen wieder einen
komplexen Ansatz z(t) = Ae™'. Wir erhalten die Gleichung

(—w? 4 ibw+wd) Aet@t = ettt (6.35)

die fiir alle Zeiten ¢ erfiillt sein muss. Dazu muss w = ) gelten, d.h. der Oszillator folgt
der Kreisfrequenz der externen Kraft. Fiir die (komplexe) Amplitude A erhalten wir

- F
A=|Ale™® = 6.36
[Ale WE — Q2+ i (6.36)
mit Betrag |A| = F((wd — Q)2 + Q%p?)~/2 und Phase ¢ = arctan(—g%).
UJO_
Der Realteil dieser komplexen Losung
R(A™ ™) = R(|A|e*H~9) = | A| cos(Qt — ) (6.37)

ist die Losung der inhomogenen Gleichung.

R = |A|/F gibt das Verhéltnis der Antriebsamplitu-
de F' und der Amplitude der inhomogenen Losung
an und hingt ab von der Kreisfrequenz der Antriebs-
kraft 2, der Kreisfrequenz des ungedampften harmo-
nischen Oszillators wy = y/k/m, und dem Damp-
fungsparameter b. Bei kleinen Werten der Damp-
fung kann R fir 2 ~ wqy sehr grofs werden. Dieses

=[A|/F = (W} — Q%) +0%?) "
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6.5

Phénomen wird als Resonanz bezeichnet. Die Ab-

bildung zeigt R fir wp = 1 und b = 0 (rot) und

b=0.2,04,.... Der Effekt lasst sich am einfachsten

mit dem Kind auf der Schaukel illustrieren: Aufga-

be ist mit kleiner Antriebsamplitude A eine grofe

Schwingung der Schaukel zu erreichen. Dies erzielt

ein externer Schaukelanschubser, wenn er der Schau-

kel immer einen Schubs gibt, wenn sich die Schau-

kel gerade ihm weg bewegt. Die Kreisfrequenz der

Schaukel muss also gleich der des Antriebs sein, der

Antrieb muss in Phase mit der Bewegung der Schau-

kel sein. Ist die Kreisfrequenz des Antriebs 2 gleich der Kreisfrequenz des gedampften har-
monischen Oszillators y/w? — b2/4 erreicht R sein Maximum. (Ohne Dampfung liegt dieses
Maximum bei Unendlich. In einem realistischen System wiirde der Oszillator allerdings bei
grofen Auslenkungen Effekte der Nichtlinearitét zeigen.)

Um die vollstindige Losung zu bestimmen, miissen wir zu dieser Losung der inhomoge-
nen Gleichung noch die allgemeine Losung der homogenen Gleichung addieren. Die beiden
freien Koeffizienten der allgemeinen Losung sind dann aus den Anfangsbedingungen zu
bestimmen. Fiir b # 0 féllt die Amplitude der allgemeinen Lésung allerdings exponentiell
ab, fiir grosse Zeiten ist x(t) also asymptotisch durch die Losung der inhomogenen Glei-
chung gegeben. Die Amplitude von von z(t) ist dann konstant | A|, iiber eine ganze Periode
ist die Energie die durch die externe Kraft dem Pendel zugefiihrt wird genau gleich der
Energiedissipation durch Reibung.

Partielle DGL (PDG)

DGL mit Ableitungen nach unterschiedlichen Variablen (partielle Ableitungen) werden
als partielle DGL (PDG) bezeichnet. Die Klassifizierung nach Ordung der DGL, li-
near/nichtlinear ist analog zu gewdhnlichen DGL. PDG treten bei der rdumlichen oder
raumzeitlichen Beschreibung von Feldern auf.
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6.5.1

Diffusionsgleichung
o _ )0
ot 0x?

(s. auch Skizze unten)

fiir die Teilchendichte p(x,t)

Laplacegleichung der Elektrostatik

—+—4+—=—==0 fiir das elektr. Potential ¢(x,y, 2) i

H? 1 92

Wellengleichung Wéb ) @45

Schrédingergleichung der Quantenmechanik

L0 n: 9 , : :
Zﬁaﬂ) =392 P(x,t) + V(x)p(z,t) fiir Wellenfunktion v (z,t) eines Te
plz,t=1t1) plz,t = t3) pla,t =ty

PDG sind generell viel schwerer zu 16sen als gewohnliche Differentialgleichungen, aufserdem
ist die Theorie zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sehr viel komplexer als bei
gewohnlichen Differentialgleichungen (auch wenn wir bei PDG die die Natur beschreiben
davon ausgehen, dass Losungen dieser Gleichungen existieren und eindeutig sind).

Randbedingungen

Zusétzlich zu den Anfangsbedingungen schrinken bei PDF oft Randbedingungen die Lo-
2 2

sung ein. Als Beispiel betrachten wir die Wellengleichung in einer Dimension, % = c% %.

Sie beschreibt zum Beispiel die (kleine) Auslenkung eines Gummibandes, das zwischen

zwei Punkten aufgespannt ist. An diesen Punkten, z.B. x = 0 und = L ist dann
é(x = 0,t) = 0,¢(x = L,t) = 0 fiir alle Zeiten t. Analog in 2D: Eine iiber eine Offnung
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6.5.2

gespannte Membran (Trommel) mit Auslenkung ¢(z,y,t) gehorcht der Wellengleichung
% + %f = C% % Dann ist auf der Offnung (auf der wir die Membran festgezurrt haben)
¢ = 0 fur alle Zeiten t.

Unsere Strategie zur Losung von linearen homogenen PDG (wie die obigen Beispiele)
ist analog zu gewohnlichen DGL. Wir suchen zunéchst unterschiedliche Losungen (ggf.
mit Einschrankungen durch Randbedingungen), und suchen dann die Linearkombination

dieser Losungen, die die Anfangsbedingungen erfiillt.

Separationsansatz

Der Separationsansatz erlaubt eine Vielzahl (aber bei weitem nicht alle) PDG auf ge-
wohnliche DGL zuriickzufiihren, die dann verhdltnisméfig leicht gelost werden konnen.
Samtliche oben aufgefithrte PDG lassen sich durch diesen Ansatz lésen. Vor allem in der
Quantenmechanik stellt sich dieser Ansatz als sehr méchtig heraus.

Als konkretes Beispiel betrachten wir die Wellengleichung in 1D

¢ 1 9%

02 2 92
mit Randbedingung ¢(x = 0,t) = ¢(x = L, t) =0 Vt (z.B. ein Seil, das zwischen zwei
Punkten bei x = 0 und x = L aufgespannt ist, mit kleiner Auslenkung ¢(z,t) in einer
Richtung rechtwinklig zur x-Achse).
Als Ansatz fiir die Losung nutzen wir das Produkt einer (noch zu bestimmenden) Funktion
von z und einer (ebenso noch zu bestimmenden) Funktion von ¢; ¢(z,t) = f(x) g(t). Diesen
Ansatz setzen wir in die Wellengleichung ein und teilen auf beiden Seiten durch f(z) g(t)

(6.38)

2 2
L (F@)90) = 5 5 () (1)
d? 1 d? S
g(t) ) flz)= =2 f(z) p7e] g(t) (Linearitat der PDG)

1 d? 1 1
mwf(l’):c—gﬁﬁg(t)

Funktion von z Funktion von ¢

(durch ¢(z,t) geteilt)

Diese Gleichung muss fiir alle x, t gelten. Die linke Seite ist eine Funktion von x, die rechte
Seite eine Funktion von t. x und ¢ sind unabhéngige Variablen. Die einzige Moglichkeit
ist, dass beide Seiten konstante Funktionen sind

1 & d?
@@= ~ @ =al@
2 d
= 5 4o = o et =)
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Die Konstante « ist noch zu bestimmen. Aus der PDF in zwei Variablen hat der Separa-
tionsansatz zwei gewdhnliche DGL gemacht, die jetzt noch zu lésen sind:

d2
d—;;:af(:”) f(x) = Asin kx kL =mn , neN
d? .
=5 =cag(t g(t) = B
— Beiwt
mit w = ke ~a=—k. (6.39)

Jedes k = 7 mit n € N l6st die DGL mit der obigen Randbedingung und ergibt eine
Losung

o(x,t) = Cy, sin <KLn> T (6.40)

Die Konstante a in (6.39) ist dann durch a = —k? gegeben. Prinzipiell kénnte o auch
positiv sein, dann wire f(z) aber eine Exponentialfunktion e*** und die Randbedingung
f(0) =0, f(L) = 0 liesse sich nicht implementieren.

k = mn/L = 2x/\ wird als Kreiswellenzahl der Losung bezeichnet. n gibt also an,
wieviele halbe Perioden in das Intervall [0, L] passen. Losungen zu hohen Werten von
n haben eine kiirzere Wellenldnge \. Die Kreisfrequenz w = ck héngt ebenso von n ab,
e ¢ = ¢! mit w = wen/L. Eine Losung der Form (6.40) zeichnet sich dadurch aus, dass
¢(z,t) fiir alle Punkte = mit der gleichen Frequenz oszillieren, bei konstanter Amplitude
und relativer Phase zueinander. Eine solche Bewegung bezeichnet man als Normalmode
des Systems.

Da die Wellengleichung (6.38) eine lineare homogene Gleichung ist, 16sen auch Linear-
kombinationen von Lésungen mit unterschiedlichem n die Wellengleichung, die allgemeine
Losung der Wellengleichung ist also

o(z,t) = Z C,, sin (T) el Tt (6.41)

Diese allgemeine Losung ist nicht mehr von der Form f(x) g(t), unterliegt also nicht der
Einschrankung des Separationsansatzes. Die einzelnen Terme in (6.40) sind die Normal-
moden der Wellengleichung. Die Koeffizienten C,, = |Cy|e’® geben die Amplitude und
Phase der Normalmoden an.

Die Abbildung zeigt links eine Periode der ersten Mode (Zeit lduft von oben nach unten),
n =1, mit C; = 1 und C),, = 0 sonst. Die zweite Mode mit doppelt so hoher Kreis-
frequenz (Mitte) hat Cy = 1 und C,, = 0 sonst. Eine sogenannte Uberlagerung oder
Superposition der beiden ersten Moden mit C; = Cy = 1 ist rechts gezeigt.
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n=1 ‘ n=2 , sin (wx /L) et Tt/ L
sin (ma/L) et ™et/L sin (2rz /L) e¥7et/L 4 gin Zﬂ )/L) p2imet/L

h

o
1

¢(x, 1)

l
AR

Grundsétzlich miissen die Koeffizienten €, der Normalmoden aus den Anfangsbedingun-
gen bestimmt werden. In unserem Beispiel der Wellengleichung ist dies die Auslenkung
zum Zeitpunkt t = 0, ¢(xz,t = 0) = ¢g(x), und die Geschwindigkeit jedes Punktes des
Gummibandes zum Zeitpunkt ¢ = 0, d¢/0t(z,t = 0) = vo(x). Die Koeffizienten C), miis-
sen also so gewahlt werden, dass

f: C, sin <%> = ¢o(z) . (6.42)
n=1
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Eine zweite Gleichung erhalten wir, wenn wir die Ableitung von (6.41) nach der Zeit gleich
der Geschwindigkeit vg(x) setzen. Aber 1aft sich iiberhaupt jede Funktion ¢g(x), die die
Randbedingung ¢o(0) = ¢o(L) = 0 erfiillt, als eine Summe von (prinzipiell unendliche
vielen) Sinustermen schreiben? Dieser Frage werden wir im néchsten Kapitel nachgehen.
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Sieben

Fourierreihen

Periodische Funktionen lassen sich zerlegen in Sinus- und Kosinusfunktionen unterschiedlicher
Frequenzen, lassen sich also als eine Reihe von Sinus- und Kosinusfunktionen darstellen. Wir
lernen die Koeffizienten dieser Reihe zu berechnen und interpretieren die Sinus- und Kosinus-
funktionen als eine Basis, die den Vektorraum periodischer Funktionen aufspannt.

Viele periodische Funktionen lassen sich als Linearkombination von Sinus- und Kosinus-
funktion schreiben, also als eine Reihe von Sinus- und Kosinusfunktionen unterschiedlicher
Frequenz. Diese Behauptung wurde 1807 von Joseph Fourier aufgestellt (er meinte sogar,
jede periodische Funktion liefe sich als eine solche Reihe schreiben). Vorlaufer der soge-
nannten Fourierreihen finden sich wohl aber schon in den Arbeiten babylonischer Astro-
nomen.

Wir betrachten zunéchst eine Funktion f(z) mit Periode 27, f(x+ 27) = f(z)Vz. (Durch
Transformation der Variablen x lassen sich dann alle andere Perioden erreichen.) Die
Funktionen cos(nz) und sin(nz) mit n € N haben alle Periode 27, unterscheiden sich
allerdings durch ihre kleinste Periode 27/n, oder durch die Wellenkreiszahl k& = n. Der
Ansatz

flz) = % ap  + aycos(z) + agcos(2x) + azcos3x + . .. (7.1)
+  bysin(z) + by sin(2x) + by sin(3x) + ...

ist eine Uberlagerung (Summe, Linearkombination) aller Sinus- und Kosinusfunktionen mit
kleinster Periode 27 /n, n € N. Sie heift Fourierreihe einer Funktion f(x) mit Periode 2.
Die sogenannten Fourierkoeffizienten {a,, b, } sind noch zu bestimmen. Ebenso werden
wir die Frage stellen, wann diese unendliche Reihe konvergiert, und ob ihr Grenzwert in
der gesamten Doméne von f(x) mit der Funktion {ibereinstimmt.
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Info: Vergleichen Sie diesen Ansatz mit der Taylorreihe (5.5). Die Taylorreihe ist die
Zerlegung einer Funktion f(z) in unterschiedliche Potenzen von z, die Fourierreihe ist
eine Zerlegung in Sinus- und Kosinusterme unterschiedlicher Frequenz.

Anwendungen

e getriebener harmonische Oszillator mit periodischer Antriebskraft, siche 6.4.6. Da die
DGL des harmonischen Oszillators linear ist, konnen wir die Lésung fiir eine beliebige
periodische Inhomogenitét finden, indem wir Linearkombinationen aus Losungen fiir
sinusférmige externe Antriebskraft bilden: Aus der Bewegungsgleichung (6.33) fiir
den getriebenen harmonischen Oszillator folgt durch Zerlegung der externen Kraft
in Fourierkomponenten

Ly(t) = f(t) mitﬁ—d—2—|—bi+
= BT T
= %ao + ay cos(t) + ag cos(2t) + ...
+ by sin(t) + by sin(2t) + . .. (7.2)

Mit (6.37) kennen wir die Losungen der DGL fiir sinus/kosinusférmige externe Kraft
unterschiedlicher Antriebsfrequenz Lyo(t) = 1, Eyga) = cost, Eyga) = cos 2t, etc.
Dann ist aufgrund der Linearitiat von £ (einsetzen!) die Losung von Ly(t) = f(t)
1 b b

y(t) = gaoyo() + a1 yy” (1) + azys” (O + ..+ byt (0) + bagt” (1) .. (73)
Die Losung der DGL mit allgemeiner (aber periodischer) Antriebskraft ergibt sich
also durch Zerlegung der Antriebstkraft in ihre Fourierreihe. Die Losung setzt sich als
Linearkombination aus den Losungen der DGL fiir Sinus/Kosinusformige Antriebs-
kraft zusammen, die Koeflizienten dieser Linearkombination sind die Koeffizienten
der Fourierreihe.

e Anfangsbedingung der Wellengleichung zerlegt in die verschiedenen Moden der Glei-
chung, siehe 6.5.2.

e periodische Funktionen als Elemente eines Vektorraumes mit sin(nz),cos(nz) als
Basis

7.1 Fourierreihe der Rechteckfunktion

Die Berechnung der Koeffizienten der Fourierreihe ldsst sich am besten zunéchst an einem
konkreten Beispiel zeigen. Wir betrachten die sogenannte Rechteckfunktion
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flr)=-1 —r<z<0

flz)=+1 O<z<m
und Periode 2.
Yy
A
—————————————— 1 ‘
: 4 l —
—2m m ™ 2w
Unser Ziel ist die Koeflizienten der Fourierreihe fiir diese Funktion zu bestimmen
1
flz)= 540 + ay cos(x) + ag cos(2z) + ...
+ by sin(z) + by sin(2z) + ... (7.4)
1. Bestimmung von ag
Wir integrieren rechte und linke Seite von (7.4) tiber das Intervall [—m, 7]
™ ™ 1
/ dz f(x) = / dz [iao 4+ ay cosx + ag cos2x + ... + by sinx + by sin2x...] .
—T —T
(7.5)
™
linke Seite dz f(x) =0 (7.6)
_77; 1
rechte Seite / dz [iao 4+ a1 cosx + as cos2x + ... by sinx + by sin2zx.. }
-7

1
:5277@@+a10+a20+...b10+b20...

= Tay maozl/ dz f(x) =0
™

—T

Dieses Ergebnis ist nicht unerwartet, da cos(kx), sin(kx) im Mittel {iber eine oder mehrere
Perioden Null sind, muss ag/2 gleich dem Mittelwert von f(z) tiber eine Periode sein.
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2. Bestimmung von a,, b, n>0
Wir werden die folgende Integrale bendtigen

_ﬂ dz sin?(nz) = _ﬂ dz cos?(nz) = % o2n =n  (da cos?(nz) + sin(nz) = 1)
/ﬂ dz sin(nz) cos(mzx) =0 n,m > 0
/W dz sin(nz) sin(mz) =0 n#m

) dz cos(nx) cos(mx) =0 n#m (7.7)

—T

Die letzten 3 Integrale lassen sich mit Hilfe der Eulerformel (5.10) leicht berechnen. Zum
Beispiel [™_dz cos(nz) cos(ma) = [7_dz 3 (eM® 4+ ") 1 (em® + =), Durch Aus-
multiplizieren erhélt man vier Terme, die alle von der Form sind

™ . 1 o 1 . . 2
dz e = = [e”x] =— <e”” - e_’l“) =—sin(in) =0 Vi=4+n+tm #0. (7.8)
—r 1l ) l

Zur Bestimmung der Koeffizienten der Kosinusterme a,, multiplizieren wir jetzt rechte und
linke Seite von (7.4) mit cos(nz) und integrieren wieder iiber [—, 7]

K s
1
/ dz cos(nz)f(x) = / dz cos(nx) [iao +ay cosxz +ag cos2x + ... + by sinz + by sin2x. ..

" " (7.9)
Von der linken Seite erhalten wir [* dz f(z) cos(nxz) = 0, da (hier) f(z) eine ungerade
Funktion von x ist, cos(nz) aber gerade ist. Auf der rechten Seite stehen Integrale iiber
cos(nz), cos(nz) cos(ma), und cos(nz) sin(mz). Nach (7.7) integrieren alle diese Terme zu
null, bis auf einen einzelnen Term cos(nx) cos(maz) mit n = m, der a,, [7_dz cos?(nx) =
an7 ergibt. Damit ist a,, bestimmt:

0= / dz cos(nz)f(z) = apm ~Na, =0 Vn>0. (7.10)

Zur Bestimmung der Koeffizienten der Sinusterme b,, gehen wir analog vor und multipli-
zieren wir rechte und linke Seite von (7.4) mit sin(nz) und integrieren wieder

m ™

1
dz sin(nx)f(z) = dz sin(nx) [iao +aj cosx + ag cos2x + ... + by sinz + by sin2x. ..

- - (7.11)
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Von der linken Seite erhalten wir

T 0 T
dz sin(nz)f(x) = — dz sin(nx) +/ dz sin(nx)
0

:_; /O " d sin(nz) = —2 E cos(mc)]

_ % n ungerade
B 0 n gerade

™

0

Von der rechten Seite integrieren wieder alle Terme zu Null, bis auf den Term sin(nz) sin(max)
mit n = m, er gibt b, ffw dx sin?(nz) = 7b,. Damit ist

b — f—n wenn n ungerade
"o 0 wenn 1 gerade.

somit ist die Fourierreihe der Rechteckfunktion
4 (. 1. 1.
flz)=— Slnl’—|—§Sln3l’+gSID5l’—|—"' (7.12)
T

Die ersten 3 und die ersten 6 Terme dieser Reihe sind in blau und griin gezeigt.

Y

A

1 1
|
\

6 > X
] / T
|
|
A 1

7.2 Fourierkoeffizienten einer allgemeinen periodische Funktion

Zur Darstellung einer Funktion mit allgemeiner Periode 2L im Intervall [—L, L] gehen wir
analog vor. Die Argumente der Sinus- und Kosinusfunktionen der Fourierreihe sind um
einen Faktor m/L gestreckt

_ap T 2rx 3rx
f(z) = 5 + aj cos( 7 ) + a2 cos( 7 ) + as cos( 7 )+
2rx

. T .
+ by sm(f)+bgsm(T)—|—--- , (7.13)
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so dass jetzt das Intervall [L, L] ein ganzes Vielfaches der Periode der Sinus- und Kosinus-
funktionen ist.

Berechnung von ag: Wir multiplizieren (7.13) mit 1 und integrieren iiber das Intervall
[—L, L]. Die Sinus und Kosinusterme integrieren zu Null, es bleibt

L L
/_Lda:f( x) = <%a0> / da:l—%aox2L—a0L
/ dz f(z (7.14)

Berechnung von ay, b, (n > 0): Wir multiplizieren (7.13) mit cos(T#£), bzw. sin(™#£)

/_LL dz cos (W—;aj) f(x) / dz cos? —3:)

=7 L1
= —/ da’ cos?(na') = tn—5 % 21 = apL
T

~ an = / dz cos >f(:13)

by = E/—L dz sin (Tw) f(z) (7.15)

Intuitiv

Die Formeln fiir die Koeffizienten der Fourierreihe lassen sich als Maf fiir die Ahnlichkeit
zwischen der Funktion f(z) und den Termen der Fourierreihe interpretieren. Z.B. gibt das
Integral zur Bestimmung von b, an, wie “Ghnlich” f(z) der Funktion sin () ist; ist f(z)
dort positiv, wo auch die Kosinus-Funktion positiv ist ergibt das einen positiven Beitrag
zum Integral.

>
—>

f_LL do f(r) sin 7% wird als Uberlapp der Funktion f(z) und der Funktion sin T be-

zeichnet. Terme der Fourrierreihe mit grofem Uberlapp mit f(z) haben dann entsprechend
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grofe Koeffizienten. Diese Interpretation der Ergebnisse (7.15) ldsst sich im Rahmen des
folgenden Bildes noch vertiefen.

Interpretation von Funktionen als Elemente eines Vektorraumes

Funktionen lassen sich addieren und mit Zahlen multiplizieren, das Ergebnis ist wieder eine
Funktion. Funktionen bilden also einen Vektorraum. Betrachten wir f(z) als Element eines
Vektorraumes, der aus Funktionen mit Periode 2L besteht, kann man 1, cos ”T“’d, sin wal als

seine Basisvektoren auffassen.

flz) = % + ap cos (%) + ag cos <27TT$> +--
+b1 sin <7r_a:> + by sin (271_3;) +
L L
Vergl. ¥ = wvi€1 + vos + v3és3 - - - (7.16)

1 [t ™
an = 7 /_L dz f(z) cos <T$>
1 [r . (TN
b, = T /_L dz f(z) sin <f$>
Vergl. v; = & -v (7.17)

Die auftretenden Integrale konnen als Verallgemeinerung des euklidischen Skalarproduk-
tes U W = viwy + vowg + vawz + -+ = Y v;w; mit Y, — %ffL dx aufgefasst wer-
den. Dabei ist es hilfreich eine (beliebige) Funktion f(x) als Vektor f mit Komponenten
f(x1), f(x2), f(x3),...zudenken. Je enger die Stiitzstellen 1,2, x3 . .. liegen, desto besser
beschreibt dieser Vektor die Funktion f(z). Das euklidische Skalarprodukt zweier solcher
Vektoren f und g ist f(x1)g(x1)+ f(z2)g(z2)+ f(x3)g(x3)+. ... Multipliziert man mit dem
Abstand der Stiitzstellen Az erhilt man im Grenzfall Az — 0 das Integral [ dz f(z)g(x).

@y o

Tn i

Die Integrale (7.7) zeigen auferdem, dass die Kosinus- und Sinusfunktionen unterschiedli-
cher Wellenzahl n nach diesem Skalarprodukt orthogonal sind. (7.17) kann dann verstanden
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7.2.1

7.2.2

werden als Bestimmung der Koeflizienten der Basisvektoren cos( ) sin (” ) durch
Berechnung des Skalarproduktes zwischen f(x) und cos ( T ) bezw. sin (T ) analog zu
(1.14).

Konvergenz der Fourierreihe: Die Dirichlet Bedingung

Die Fourierreihe hatten wir als einen Ansatz konstruiert, (7.1) enthélt alle Terme die
mit der Periode einer Funktion kompatibel sind. Aber ldsst sich wirklich jede periodi-
sche Funktion als Fourierreihe darstellen? Wann und wo ist eine allgemeine periodische
Funktion f(z) gleich ihrer Fourierreihe?

Die allgemeinste Anwort gibt folgendes Theorem: Sei f(z) im Intervall [—L, L] quadra-
tintegrabel, d.h. %f_LL dz|f(x)|? ist endlich, dann ist an fast allen Punkten = f(x) gleich
seiner Fourierreihe.

Von Lennart Carleson 1966 (!) bewiesen, gilt dieser Satz als einer der Hohepunkte der
Analysis des letzten Jahrhunderts. An fast allen Punkten bedeutet (grob) tiberall, aufter
moglicherweise an einzelnen isolierten Punkten. Welche einzelnen Punkte problematisch
sein konnen, sagt die Dirichlet- Bedingung (1829), die hier ebenso ohne Beweis zitiert wird:
Ist f(x) periodisch mit Periode 2L, absolut integrierbar, d.h. + f_LL dz|f(x)| ist endlich,
nach oben und unten beschrinkt und lédsst sich in endlich viele Intervalle zerlegen, in
denen f(x) stetig und monoton ist und existiert an den Intervallgrenzen rechter und linker
Grenzwert fy und f_, dann konvergiert die Fourierreihe von f(x) punktweise gegen

f(x) wenn f in x stetig ist
(f—+ f4)/2 wenn f in x nicht stetig ist.

Wenn f(z) in einer Periode also eine endliche Zahl von Maxima, Minima oder Spriingen
aufweist, konvergiert die Fourierreihe. An einer Sprungstelle konvergiert die Fourierreihe
zum arithmetischen Mittel der Funktion rechts und links der Sprungstelle. Definiert man
den Wert von f(x) am Punkt = des Sprunges z.B. gleich dem rechten Grenzwert, konver-
giert die Fourierreihe dennoch zu (f— + f1)/2. Dann ist f(x) an fast allen Punkten gleich
seiner Fourierreihe, nédmlich iiberall aufser am Punkt des Sprunges .

Das Gegenteil des Satzes von Dirichlet gilt iibrigens nicht; es gibt Funktionen die die
Dirichlet-Bedingung verletzen und dennoch konvergente Fourierreihen haben.

Das Gibbs-Phanomen

Approximiert man f(x) durch eine endliche Fourierreihe, bricht also den Ansatz (7.1) nach
einer endlichen Zahl von Termen ab, beobachtet man in der Ndhe von Spriingen deutliche
Abweichungen zwischen f(z) und der endlichen Reihe. Die Rechteckfunktion ist ein gutes
Beispiel, die Abbildung zeigt die Summer der ersten 20 und 50 Terme der Reihe (7.12)
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Die Abbildung zeigt die ersten 5 Terme (griin), 12 Terme @)
(rot) und 25 Terme (blau) der Fourierreihe der Recheck-
funktion (7.12) in der N&he des Sprungs bei z = 0. Wir 1

bebachten ein Uberschwingen der endlichen Fourier-

reihe; in der Ndhe von Spriingen sind die Ausschlége der

endlichen Reihe grosser als der eigentliche Sprung. Das |
liegt daran, dass bei endlichen Frequenzen k = nw/L ~T z T
eine grofke Steigung in einem bestimmten Bereich von
x einhergeht mit einer grofen Amplitude. Die endliche

Fourierreihe erkauft also den korrekten Wert der Stei- 1
gung am Sprung mit einer Abweichung zwischen der end-
lichen Reihe und f(z) kurz vor und hinter dem Sprung
selbst.

Die Uberschwing-Breite nimmt mit zunehmendender Zahl der Terme in der Fourierreihe

ab (geht gegen Null), die Uberschwing-Amplitude bleibt jedoch endlich.

Info: Nutzt man die Fourierreihe zur Darstellung eines Bildes (f(x,y) beschreibt z.B.

Grauwerte), fiihrt das Gibbs-Phédnomen in der Néhe von scharfen Kontrastgrenzen zu so-

genannten "ringing artefacts"
(http://en.wikipedia.org/wiki/File:Asterisk_with_jpg-artefacts.png). Ein Ana-

logon in der Klangverarbeitung sind sogenannte "pre-echos", die als Artefakte bei Aufnah-

men von Perkussionsinstrumenten in MP3-Dateien auftreten, ein Beispiel finden sie auf
http://en.wikipedia.org/wiki/Pre-echo .

Wer selbst mit der Fourierreihe experimentieren mochte, sei auf Wolfram Alpha (www.wolframalpha.com)

verwiesen. Der Befehl 4/Pi Sum[1/n Sin[n x],n,1,9,2] in das Eingabefenster einge-
geben zeigt das Ergebnis der Reihe (7.12) bis zum Term 1/9sin(9z).

7.2.3 Die komplexe Fourierreihe

Die Euler-Formel (5.10) fiihrt auf eine einfache und kompakte Form der Fourierreihe.
Wir beschrianken uns wieder auf Funktionen mit Periode 27. Aus der Euler-Formel ¢?* =

cos(z) + isin(x) erhalten wir cos(nz) = %(eim + e7"%) und sin(nz) = %(eim — gminT),
Setzt man diese Ausdriicke in die Fourierreihe (7.1) ein erhilt man
f@) = co+ 1€ +e1e7 4 e 4 e ge”H 4L (7.18)

mit %aozco, “7"+%:cnund“7"—%:c_nfﬁrn>0.

Wenn f(z) reell ist, erhalten wir ausserdem c_,, = ¢}, denn dann ist ¢, + c_,e
Cne®™ 4 cfe” ™ ¢ R, d.h. der Beitrag der Terme n und —n zur Fourierreihe ist eine reelle
Zahl.

Die Koeffzienten ¢, konnen auch direkt aus der Funktion f(z) bestimmt werden, die
Berechnung folgt dem Schema von (7.15), ist allerdings erheblich einfacher.

—inr __
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Berechung von c¢q:

/7r def(z) = c¢ /ﬂ dzl = 27eg (7.19)

—Tr —T
1 s
~o = oo » def(x) .

Berechung von c¢,,n # 0: Wir multiplizeren (7.18) mit e~ und integrieren iiber das
Intervall [—m, ]

s s
/dxf(x)e_mx = dze " [co + 1€ 4 167 4 09?4 c_geT T 4 ] =c, dz = 2me,
1 i .
N ey = — dzf(x)e™™* (7.20)
27 J_,

Damit ist die komplexe Fourierreihe

f(l‘) _ Z Cnez':cn
cn = % ﬂdxe_i"xf(a:). (7.21)

—T

Die Interpretation des Integrals (7.21) als Skalarprodukt beinhaltet hier (Minuszeichen in
e~1) fiir komplexe Funktionen

(fg) = / " def* (@)l (7.22)

Diese Definition des Skalarproduktes fiir komplexe Argumente stellt sicher, dass das Qua-
drat der Norm eines komplexwertigen Vektors (hier einer Funktion) stets nicht-negativ
ist, (f,f) = J"_|f(2)]*, und dass der einzige Vektor mit Norm Null die Nullfunktion
f(z) = 0Vx ist.

7.2.4 Parsevals Theorem

verbindet 5= [ dz|f(z)> mit dem Betragsquadraten der Fourierreihe von f(z). Wir ge-
hen aus von der komplexen Form der Fourierreihe,

f(a;): Z cnein:c7

n=—oo
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7.3

bilden von beiden Seiten das Betragsquadrat und integrieren iiber eine Periode:

links: dz|f(z)[?

—T

rechts: /7T dx ( i cnei”m> ( i C;’:ne—imx>

n=-—0o m=—00
o g
— § : Cnc;kn dz einm—imx
n,m=—o00 -
00
= E len|? 27,
n=-—0o

wobei wir im letzten Schritt wieder ffﬂ daeime 20 genutzt haben, s. (7.8). Setzen wir
linke und rechte Seite gleich, erhalten wir Parsevals Theorem

' da|f(@))?=2r Y |enl (7.23)

- n=-—00

Mit der Interpretation von f(z) als Vektor, und dem Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren
(7.22) ist die linke Seite von Parsevals Theorem das Quadrat der Norm von f(z), die rechte
Seite ist die Summe der Quadrate der Komponenten von f(z) in einer quadratischen Basis,
analog zu ||v||? = v? +v3 + ...

Ausblick: die Fouriertransformation

Dieser Ausblick (nur wenig redigiert!) war nicht Teil der Vorlesung. Dennoch haben Sie
jetzt die notigen Grundlagen, um den néchsten Schritt nach der Fourier-Reihe zu nehmen.
Daher fiir alle, die wissen wollen wie es weitergeht:

Ausgangspunkt der Fourierreihe (7.1) war eine Uberlagerung aus allen trigonometrischen
Funktion die im Intervall 27, bezw. L periodisch sind. Das Ergebnis waren Fourierkoeff-
zienten a, und b, (bezw. ¢, fiir die komplexe Reihe). Diese Koeffizienten geben an, wie
stark eine Oszillation mit Kreisfrequenz k = nw/L (n € N) in der Fourierreihe vertreten
ist.

Natiirlich sind nicht alle interessanten oder relevanten Funktionen periodisch und wieder-
holen sich nach einem endlichen Intervall 2L. Betrachtet man die Fourierreihe

fl@)= Y cpe™i (7.24)

n=—oo
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einer Funktion mit grofer Periode 2L , dann liegen die Kreisfrequenzen k = nw/L umso
dichter, je grosser die Periode ist. Um nicht-periodische Funktion zu beschreiben, machen
wir einen Ansatz analog zur Fourierreihe (7.24), bei dem die Kreisfrequenzen allerdings
dicht im Frequenzraum liegen

_L > c eikx
fla) = <= /_ k() e (7.25)

Dieser Ansatz kann als Uberlagerung der e**® fiir beliebige Kreisfrequenzen k verstanden
werden. Die Funktion c(k) gibt an, wie stark eine Kreisfrequenz k in (7.25) vertreten ist. Im
Gegensatz zur Fourierreihe einer periodischen Funktion gibt es im Allgemeinen aber keine
niedrigste Frequenz k = /L unterhalb der ¢(k) verschwindet, und die Kreisfrequenzen k
in (7.25) sind im Allgemeinen auch keine Multiplen einer solchen niedrigsten Frequenz.

f(k) = ¢(k) heikt Fouriertransformierte von f(z). Wie bei der Fourierreihe ist noch zu
kléren, fiir welche Funktionen f(z) eine solche Fouriertransformierte f(k) existiert.

Das Gaufische Wellenpaket

Um den Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihrer Fouriertransformierten (FT)
zu verstehen, betrachten wir zunéchst ein konkretes Beispiel

e(k) = F(k) = —— e 3lh0)?/e? (7.26)

Diese sogenannte Gaufische Normalverteilung beschreibt eine Verteilung der unter-
schiedlichen Wellenzahlen k& mit Mittelwert ky. Der Parameter ¢ gibt an, wie breit die
Verteilung ist, bei kleinen Werten von o ist c¢(k) stark um k¢ herum lokalisiert, d.h. bei
Werten von k weitab von kg ist ¢(k) klein. In diesem Beispiel leisten Oszillation mit Wel-
lenzahl k = ko den groften Beitrag zur Funktion f(x).

 c(F)

k

Ziel ist es jetzt die Funktion f(z) zu dieser konkreten Fouriertransformierten f(k) = c(k)
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zu berechnen. Mit (7.25) ist
Fz) = \/L_ / ke Fk) (7.27)

" 270 / dk eXp{ %(k‘ - k‘o)Q} : (7.28)

Das Argument der Exponentialfunktion lasst sich schreiben als

1
ik — 2—2(k ko)? = _@(/@2 — 2kok + ki — 2i0%kx)
1
= — 55 (K = 2klko +io”z] + [ko + io™a]” = [ko + io”a]” + k)
1 . 92 2 . 1 2 2
=53 (k — [ko + i0°x])” + ikow — Jow

Mit dieser sogenannten quadratischen Erginzung ist

2.2

xT

27T0_ / dk exp{ = (k —[ko + z'ax])2} x eikor—30 (7.29)

_2 zkox——”/ k' =3 (7.30)

wobel wir im letzten Schritt die Variablentransformation k' = (k — [ko + iox]) /o durchge-
fiihrt haben.

Info: Der letzte Schritt ist die Auswertung des Integrals iiber k’. Integrale iiber die Gaufs-
sche Normalverteilung lassen sich mithilfe des folgenden Tricks berechnen: wir berechnen
zunéchst das Quadrat des Integrals, also

) 2 ) oo 2m
(/ dz e_%x2> = / dz dy e 2@ = / dr dor e 2 = 27T[_€_%72]80 = 267.31)
e o 0 0

Im dritten Schritt haben wir zu Polarkoordinaten x = r cos¢,y = r sin¢ gewechselt.
In kartesischen Koordinaten ist der Flacheninhalt eines kleinen Rechtecks mit Kanten-
lingen Az und Ay das Produkt Az Ay. Das durch eine kleine Anderung des Winkels ¢
und des Radius r definierte (ndherungsweise) Rechteck hat die Fliache rA¢ Ar, woraus
sich der zusétzliche Faktor r im Integral ergibt. Damit ist f_oooo dz e=2°/2 = V27 und

\/2;—2' Jda e/ =
Nach Auswertung des Integrals iiber &’ in (7.29) erhalten wir

f(z) = \/% exp {—%Jzznz + ikox} (7.32)
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Diese Uberlagerung f(z) von Oszillationen unterschiedlicher Frequenzen, bei denen c(k)
der Gaufverteilung folgt, heift Gaufssches Wellenpaket. Fiir kg = 0 ist f(x) auch wieder eine
Gauf-Kurve, mit Maximum bei z = 0. Allerdings ist die Breite nun durch o~! gegeben;
je breiter die Verteilung der Wellenzahlen c(k), desto schmaler ist also die Funktion f(z),
und umgekehrt. Bei endlichem kg oszilliert f(z) mit Wellenzahl kg, die Amplitude dieser
Oszillation fallt mit e”"**/2 ab. Im Fall ¢ = 0 beschreibt f () ungedédmpfte Oszillationen
mit Wellenzahl kg (so wie wir es fiir ein scharf bei kg lokalisertes c(k) auch erwarten).

Die §-Funktion

Im Fall von grofsen Werten von o ist c(k) eine breite Verteilung, f(x) in (7.27) enhélt

also Beitrdge von vielen unterschiedlichen Wellenzahlen k. Wir betrachten den Fall grofser
2

Werte von o fiir f(k‘) =L o7 3%

(|

1 : 2
flz) = lim — / d 22t = fim 42737 — g(a)” (7.33)

0(x) ist eine “Funktion”, die tiberall Null ist, bis auf = 0. Dennoch ist das Integral von
\/ %6_%02962 fiir beliebige o gleich 1 und damit [ dz 6(z) = 1.

d(z) wird als Delta-Funktion bezeichnet, obwohl §(x) bei # = 0 unendlich ist (und
sonst tiberall null) und damit keine wohldefinierte Funktion ist. §(z) wird verwendet um
punktférmige Objekte zu beschreiben, z.B. die Masseverteilung einer Punktmasse bei x =
0, oder die Ladungsverteilung einer Punktladung. Deren Masse- oder Ladungsdichte ist
iiberall Null, bis auf einen Punkt, ebenso ist das Integral iiber die Dichte endlich. Wir
konnen die §-Funktion als ein Objekt auffassen, das nur innerhalb eines Integrals Sinn
macht (bei einzelnen Rechenschritten mag das Integral dann unterschlagen werden, so
dass man in der Praxis mit 6(x) wie mit einer Funktion rechnet). Zentrale Eigenschaft ist
§(z) = 0 iiberall ausser bei z = 0 und [ dz ;6(z) = 1, und damit fiir eine Funktion g(z)

Jdz;6(x)g(x) = [dx ;0(2)[g(0) +zg'(x) +...] = g(0)

Info: Der mathematisch korrekte Zugang basiert auf sogenannten Funktionalen, Abbil-
dungen von Funktionen auf Zahlen. Ein Beispiel fiir ein Funktional ist die Abbildung von
der Funktion f(z) auf die Zahl [dxf(z)g(z). Eine Funktion g(z) definiert dadurch ein
Funktional. Das ¢-Funktional ist die Abbildung von f(x) auf die Zahl f(0).
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7.3.1

7.3.2

Fouriertransformation und inverse Fouriertransformation

Wir nutzen

1 o0 . 1 .. 1 o0 1912 g
_ dk elk‘(x Z‘o) - hm i dk e 50 k -Hk‘(:c Z‘o)
2 J_ o 2w 0—0 21 J_

1 1
= lim exp {——2(ac - wo)z}
=00 /9702 20

als Integraldarstellung von d(x — xg), also einer §-Funktion, die iiberall Null ist bis auf xg.
Damit zeigen wir nun, dass \/% [ dz e”™* f(x) die Fouriertransformierte von f(z) ist

1 [ . 1 [ - [ k!
— dk e f(k) = — / dk ethr —— / dz e f(2
V2T /_oo JR) V2T J o V21 J f( )

= [ a4 s 5 [aketem)

d(x—a’)

_ /Oo dr' f(2') 6(x — o) = f(z) .

—0o0

Die Fourier-Transformation von f(z) zu f(k) und die inverse Fouriertransformation von
f(k) zu f(x) zeichnen sich also durch eine hohes Maf an Symmetrie aus

fk) = \/% 72 dw ek f(z) Fourier-Transformation (.30
- 7.34
flz) = \/%_W [ dk ek f(k) inverse Fourier-Transformation .

Diese Ausdriicke sind das Analogon zur komplexen Fourierreihe (7.21). In der Tat ist
mit (7.34) die Fouriertransformierte von e*'# die -Funktion §(k — k'), und die Fou-
riertransformierte einer periodischen Funktion eine Reihe von §-férmigen Maxima bei
w/L,2w/L,3n/L,....

Durch die Definition (7.25) treten in beiden Ausdriicken an gleicher Stelle Faktoren von
(2mr)~1/2 auf. (Vorsicht, manche Texte definieren (27r)~/2 f(k) als die Fouriertransformierte

von f(z).)

Anwendungen

Kern aller (?) Anwendungen der Fourier-Transformation in der Physik ist die Eigenschalft,
dass die Fourier-Transformation von % = f'(z) gleich ik f(k) ist.
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# /_O; dz (% f(a:)) e~k — \/%_ﬂ [f(a:) e_ikx}io - #/ dz f(z) % e~ the

— 0, wenn f(x) quadratintegrabel

_ ik / " de f(x) e * =ik f(k)
V2T )
Damit ist auch die FT der n-ten Ableitung von f(z) gleich (ik)"f(k) Ableitungen von
f(z) sind also rein algebraische Operationen der Fouriertransformierten. Lineare Differen-
tialgleichungen lassen sich also durch FT leicht 16sen
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