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Uberblick

“Let me end on a more cheerful note. The miracle of the appropriateness of the language of
mathematics for the formulation of the laws of physics is a wonderful gift which we neither
understand nor deserve. We should be grateful for it and hope that it will remain valid in future
research and that it will extend, for better or for worse, to our pleasure, even though perhaps
also to our bafflement, to wide branches of learning.” (Eugene Wigner)

Diese Vorlesung gibt eine Einfiihrung in mathematische Methoden, derer sich die Phy-
sik (und viele weitere Wissenschaften) bedient. Dabei nutzt die Physik mathematische
Methoden durchaus auch als Handwerkszeug, also um Rechenmethoden fiir ein konkretes
Problem zu finden. Wichtiger noch ist aber die Suche nach dem passenden mathemati-
schen Formalismus um bestimmte physikalische Sachverhalte zu beschreiben. Ein Beispiel
ist das zweite Newtonsche Gesetz F = m. Implizit in diesem Formulierung ist die An-
nahme, dass die Kraft F und die Beschleunigung @ = d2#/dt? Vektoren (im Ortsraum)
sind'. Gemeinsam bilden sie eine Differentialgleichung F = m% , ihre Losung Z(t) sagt
die Bahnkurve voraus, die ein Teilchen unter dieser Kraft nimmt. Ohne Kenntnis von Dif-
ferentialgleichungen und Vektoren ldsst sich diese grundlegende Gleichung der Mechanik
nicht verstehen.

Dabei treten oft dieselben mathematischen Konzepte in unterschiedlichen physikalischen
Zusammenhingen auf. Hier ein kurzer Uberblick verschiedener Teilgebiete der Physik und
verwandter Gebiete, jeweils mit den mathematischen Methoden, die dort Verwendung
finden.

1. Mechanik: Differentialgleichungen (DGL), Vektorrechung
2. Elektromagnetismus: DGL, Vektoranalysis

3. Quantenmechanik: DGL, lineare Algebra

!Das Gleichheitszeichen = bedeutet Gleichheit im Sinne einer Definition. In einer anderen Welt kénnte
die z.B. Kraft auch ungleich der Masse mal Beschleunigung sein, die Beschleunigung ist aber als zweite
Ableitung des Ortsvektors definiert.



4. Relativitatstheorie und Kosmologie: Vektoren und Tensoren, Differentialgeometrie

5. Teilchenphysik und Quantenfeldtheorie: Gruppentheorie, lineare Algebra, Funktionen-
theorie, . ..

6. Meteorologie: DGL, lineare Algebra

7. Geologie: Gruppentheorie, DGL, Statistik

Die kursiv gesetzten Themen bilden ein Grundgeriist mathematischer Methoden fiir die ers-
ten Semester des Physikstudiums, und damit die Themen dieser Vorlesungen. Der erste Teil
dieses Skriptes basiert auf einer Vorlesungsmitschrift von Sebastian Breustedt und Niko-
laus Rademacher, bei denen ich mich herzlich bedanke. Vielen Dank auch an Dennis Finck,
Donald Koéster und Steffen Karalus fiir engagiertes Korrekturlesen und Anmerkungen.
Fehler (bestimmt noch viele) und Anregungen bitte direkt an berg@thp.uni-koeln.de.
Die Lektiire dieses Skriptes ersetzt weder den Vorlesungsbesuch, noch das eingensténdige
Nacharbeiten des Stoffes anhand von Textbiichern, noch das selbststdndige Bearbeiten der
Ubungen.



0.1

Null

Grundlagen

Wir beginnen mit einigen Vorstellungen zum Thema Raum und Koordinaten, der Biihne auf der
sich physikalische Prozesse abspielen. Um das dabei benutzte Vokabular zu definieren, entwi-
ckeln wir die mathematischen Begriffe der Menge, Abbildung, und Gruppe. Diese Uberlegungen
dienen als Vorbereitung auf das erste Kapitel, das sich mit Vektorraumen beschiftigt.

Der physikalische Raum

Alles Geschehen in unserem Universum lduft im Raum ab, Grund genug sich mit dem
dreidimensionalen Raum unserer Wahrnehmung und Erfahrung zu beschéaftigen. Mit der
Definition eines mathematischen Modells dieses Raumes miissen wir bis Abschnitt 1.2
warten; die Uberlegungen hier dienen als Motivation, zunsichst die dazu nétigen Begriffe
zu definieren. Der Inhalt dieses Abschnittes ist ihnen (vermutlich) aus der analytischen
Geometrie bekannt.

Um die Dinge einfach zu halten, betrachten wir uns zunéchst einen eindimensionalen
Raum, konkret eine gerade Linie . Dieser Raum umfasst eine (unendlich grofe)
Menge von Punkten sowie Beziehungen zwischen diesen Punkten, d.h. Angaben wie man
von einem Punkt zu einem anderen Punkt gelangt. Diese Beziehung zwischen Punkten
sind Verschiebungen.

Analoges gilt fiir den zweidimensionalen Raum, zum Beispiel dieses Blatt Papier bezw. die
Oberflache des Bildschirms auf dem Sie diesen Text lesen. Der Horsaal ist ein Beispiel fir
einen dreidimensionalen Raum.

Ein Punkt p in einem solchen Raum kénnte nun die Position einer Punktmasse beschreiben.
Bewegt sich die Punktmasse, so hingt p von der Zeit ab; die Funktion p(¢) gibt zu jedem
Zeitpunkt t den Punkt p = p(t) an, an dem sich die Masse befindet. p(t) beschreibt also die
Bahnkurve an, auf er sich die Punktmasse bewegt. Die Berechung solcher Bahnkurven ist



Ziel der Mechanik, die dazu verwendeten Differentialgleichungen werden wir in Kapitel 4
kennenlernen.

Die Abbildung links zeigt ein Beispiel fiir eine solche Bahnkurve in 2 Dimensionen. Ei-
ne Punktmasse bewege sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit einer einer nicht-verschwindenden
Geschwindigkeit vy horizontal, die Schwerkraft beschleunigt die Punktmasse nach unten.
Wir legen eine zweidimensionale Ebene so, dass die gesamte Bewegung innerhalb dieser
Ebene verlauft (dazu muss die Ebene den Anfangspunkt p(t = 0), die horizontale Achse
der Anfangsgeschwindigkeit, und die vertikale Achse einschlieften). Die Bahnkurve lésst
sich dann in zwei Dimensionen darstellen, links erkennen sie die Form der Wurfparabel.

0.1.1 Koordinaten
—lcm O0Ocm  1cm

Do Zur Beschreibung von Punkten in solchen Raumen sind Koordinaten niitzlich. Im Beispiel
des eindimensionalen Raumes geniigt ein ausgezeichneter Punkt (der Koordinatenur-
sprung), eine Langeneinheit (1 Meter, 1 Zoll, oder 1 Smoot), und eine Richtung um jedem
lem 0em Punkt auf der Linie eine Zahl, seine Koordinate zuzuordnen. Ursprung, Langeneinheit
; und Richtung definieren ein Koordinatensystem fiir den eindimensionalen Raum. Der
Po rote Punkt im Beispiel links hat zum Beispiel die Koordinate x = 0.732 c¢cm. Die Koor-
dinaten eines Punktes hangen natiirlich von der Wahl des Koordinatensystems ab. Die
zweite Abbildung links zeigt denselben Raum mit demselben Punkt. In diesem Beispiel ist
allerdings der Ursprung p{, anders gewihlt, entsprechend ist die Koordinate des Punktes

eine andere, hier 2/ = z — 0.3.

Analog lasst sich jeder Punkt der zweidimensionalen Ebene mit zwei Koordinaten beschrei-
ben. Ein besonders einfaches Koordinatensystem besteht aus einem Punkt pg als Ursprung
., und zwei rechtwinkligen Achsen; solche Koordinaten werden als kartesische Koordinate

il

“bezeichnet. In dem Beispiel links hat der rote Punkt die Koordinaten z = 1 ¢cm und y = 2
cm. Weitere Koordinatensysteme werden wir spéter kennenlernen. Analog ist ein Punkt
im dreidimensionalen Raum durch 3 Koordinaten charakterisiert.

Eine Bahnkurve wie das Beispiel oben kann nun durch eine Funktion angegeben wer-
den, die zu jedem Zeitpunkt ¢ die Koordinaten des Punktes angibt, an dem sich eine
Masse befindet. Im Beispiel mit der Wurfparabel sind diese Funktionen xz(t) = wvgt und
y(t) = —%gt2. Zweifaches Ableiten nach der Zeit fiihrt auf ZQT%’ = 0 und 2273 = —g, die
Beschleunigung in z-Richtung ist also Null, in y-Richtung ist sie die Fallbeschleunigung
—g. Die Koordinaten des Massepunktes gehorchen also Differentialgleichungen (hier dem
zweiten Newtonschen Gesetz, Beschleunigung gleich Kraft durch Masse). Im Kapitel 4
werden wir solche Gleichungen systematisch formulieren und 16sen.
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0.2 Grundlegende Begriffe

Mit diesen einfachen Betrachtungen haben wir bereits recht weit vorgegriffen und Begrif-
fe wie Menge, Funktion, Abbildung verwendet. Im Folgenden werden wir diese Begriffe
definieren und eine einheitliche Notation entwickeln.

0.2.1 Mengen

Die Menge ist ein grundlegender Begriff der Mathematik, er bezeichnet eine Zusammen-
fassung von wohlunterscheidbaren Objekten. Ein Beispiel ist die Menge der natiirlichen
Zahlen, die wir als N = {1,2,3,...} bezeichnen. Die Zahl 13 ist ein Element dieser Menge,
wir schreiben 13 € N. Analog gilt “Donnerstag”’¢ N. Die Teilmenge (oder auch Unter-
menge) einer Menge M enthélt Elemente dieser Menge, z.B. sind die natiirlichen Zahlen
eine Teilmenge der reellen Zahlen R, wir schreiben N C R. Die Teilmenge von M, de-
ren Elemente die Eigenschaft E haben, schreiben wir als {x|z € M, E(x)}. Zum Beispiel
schreiben wir die Menge der geraden Zahlen als {z|z € N,z/2 € N}.

Die Vereinigung zweier Mengen sind alle Elemente, die in der einen oder der anderen
Menge vertreten sind, MUN = {z|z € M oder z € N}. Der Durchschnitt zweier Mengen
sind alle Elemente die in der einen und der anderen Menge vertreten sind, MNN = {x|z €
M und x € N}.

Die Menge, die kein Element enthélt, wird als leere Menge bezeichnet und als @ notiert.
Als néchstes definieren wir das Produkt A x B zweier Mengen A, B, als die Menge
aller geordneten Paare der Elemente aus A und B. Fir A = {Peter, Ida} und B =
{Miiller, Maier, Schmidt} ist Ax B gleich der Menge {(Peter, Miiller),(Peter, Maier),(Peter, Schmidt),
(Ida, Miiller),(Ida, Maier),(Ida, Schmidt)}. Geordnet bedeutet, dass das erste Element ei-
nes solchen Paares aus der ersten Menge A stammt, und das zweite aus der zweiten Menge
B. Die Menge B x A enthélt damit {(Miiller, Peter),...}.

0.2.2 Abbildungen

Eine Abbildung f zwischen zwei Mengen ist eine Zuordnung, die jedem Element einer
Menge X (der Definitionsmenge) jeweils ein Element einer zweiten Menge Y (Zielmenge)
zuweist. Hierflir verwenden wir die folgende Schreibweise f : X — Y;x — f(x), wobei
x € X und f(x) € Y. Im téglichen Gebrauch sind wir meist etwas lax und sprechen von der
Funktion f(x), meinen aber eine solche Abbildung. Sogenannte reelle Funktionen sind
en haufig auftretender Spezialfall, sie haben als Zielmenge die reellen Zahlen R. Oft ist auch
die Definitionsmenge die Menge der reellen Zahlen, die Abbildung f : R — R;z +— f(z) ist
das was Sie bereits als “Funktion einer Verdnderlichen” kennengelernt haben, und wir wer-
den die Sprechweise auch im Alltag beibehalten. Funktionen dieser Art mit f(—x) = f(x)
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0.2.3

Abbildung 0.1: Je ein Beispiel fiir bijektive, eine surjektive, und eine injektive Abbildung
(von links nach rechts).

fiir alle x heiflen gerade Funktionen, solche mit f(—z) = —f(z) heifen ungerade
Funktionen.

Beispiel

Ein Paar reeller Zahlen ist ein Element der Menge R x R. Die Addition von zwei reellen
Zahlen a,b ist eine Abbildung aus der Menge der Paare reeller Zahlen auf die Menge der
reellen Zahlen, also +: R x R — R, (a,b) — a + b. Machen Sie sich klar, dass sich hier RxR
nicht auf die Operation der Multiplikation zweier Zahlen bezieht, sondern auf die Bildung
der Paare reeller Zahlen (die Paare von Zahlen, die dann addiert werden).

Ist jedes Element der Zielmenge genau ein Abbild eines Elementes der Definitionsmenge,
heifst die Abbildung bijektiv. Insbesondere existiert dann ein Inverses dieser Abbildung
1Y = X,y fl(y) = 2. Gibt es eine bijektive Abbildung zwischen zwei Mengen,
so heifen die Mengen gleichméchtig. Mit dieser Definition kann man auch die Anzahl
von Elementen in Mengen mit unendlich vielen Elementen vergleichen.

Tritt jedes Element der Zielmenge mindestens einmal als Abbildung der Definitionsmenge
auf, heifst die Abbildung surjektiv, d.h. {(X)=Y. Eine Abbildung heift injektiv wenn
jedem Element der Zielmenge hichstens ein Element der Definitionsmenge zugeordnet ist.
Damit ist eine Abbildung dann und nur dann bijektiv wenn sie sowohl surjektiv als auch
injektiv ist.

Abbildungen lassen sich hintereinander ausfiihren. Folgt z.B. auf die Abbildung f von der
Menge X auf die Menge Y noch eine weitere Abbildung g von Y auf die Menge Z so
schreiben wir die kombinierte Abbildung X — Z als go f: X — Z,x — z = g(f(x)).

Gruppen

Die minimale Struktur, die man einer Menge sinnvollerweise geben kann, fithrt auf das Kon-
zept der Gruppe. Eine Gruppe ist eine Menge M sowie eine Verkniipfung der Elemente
dieser Menge mit bestimmten Eigenschaften. Diese Verkniipfung nimmt zwei Elemente
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von M und generiert aus ihnen eine neues Element von M. Die Verkniipfung ist also eine
Abbildung M x M — M, (x,y) — z = x x y und sie gehorcht den folgenden Forderungen
(den Gruppenaxiomen 1):

1. dem Assoziativgesetz x % (y *x z) = (z* y) * 2

2. der Existenz eines neutralen Elements e mit z xe = exx = x fir alle x € M.

3. der Existenz von inversen Elementen: fiir alle z € M existiert ein z—! so dass x *

x_lzx_l*x:e.

Dabei ist bereits die Eigenschaft der Verkniipfung M x M — M nichttrivial, sie bedeutet
dass die Verkniipfing stets auf Elemente von M fithrt, und nicht auf andere Objekte. Man
sagt in diesem Zusammenhang, dass M unter der Verkniipfung abgeschlossen ist.

Ein einfaches Beispiel fiir eine Gruppe sind die reellen Zahlen, verkniipft mit der Operation
der Addition. Die natiirlichen Zahlen bis 9 und die Null, M = {0, 1,...,9} bilden allerdings
keine Gruppe unter der Addition, da diese Menge nicht abgeschlossen ist: 3 + 8 ist kein
Element von M. Auch die natiirlichen Zahlen mit Null bilden keine Gruppe unter Addition
(fehlendes Inverses).

Aus diesen Axiomen folgen bereits eine Reihe interessanter Eigenschaften, z.B. kann es
nur ein neutrales Element geben, denn gibe es zwei neutrale Elemente e und €’ dann galte
e=exe =¢ xe=¢. Analog gibt es zu jedem Element z nur ein inverses Element 27!
Angenommen es géibe ein Element a mit zwei Inversen b und ¢, dann gilt unter Nutzung
des ersten Axioms b=bxe=bx* (axc) = (bxa)xc=e*xc=c.

Y(Fiir Puristen:) Diese Forderungen lassen sich noch weiter reduzieren. Zum Beispiel geniigt in 2. die
Forderung, dass z xe = zVz (e wird dann als rechtsneutrales Element bezeichnet). Daraus kann man dann
leicht folgern, dass auch e * z = x; beginnen wir mit « * e = z und multiplizieren links mit = und rechts
mit z.



Beispiel

Gruppen spielen eine zentrale Rolle in der modernen Physik bei der Beschreibungen von Sym-
metrien. Zum Beispiel bildet die Menge der Rotationen um eine feste Achse um Vielfache von
60° eine Gruppe: Ihre Elemente sind 0°,60°,120°,180°,240°, 300°. Die Verkniipfung zweier
Rotationen ist definiert als ihre Hintereinanderausfithrung. Das neutrale Element ist damit
die Rotation um 0°, die Inverse von z.B. 60° ist das Element 300°.

In diesem Beispiel ist die Verkniipfung kommutativ, d.h. x * y = y x x fir alle x,y € M.
Gruppen mit einer kommutativen Verkniipfung heifsen Abelsche Gruppen. Im Allgemeinen ist
allerdings x*y # y+x! Ein Beispiel sind Rotationen um 90° und ihre Vielfache um die z-Achse
oder um die y-Achse. Nehmen sie ein Buch zur Hand (ein Smartphone geht notfalls auch),
legen Sie es auf den Tisch, rotieren Sie es um 90° um die Achse die durch den Tisch geht.
Dann rotieren Sie es um 90° um eine Achse senkrecht dazu. Beginnen Sie noch einmal von
vorn, und fithren Sie nun diese Operationen in umgekehrter Reihenfolge aus. Die Endposition
des Buches wird in den beiden Féllen nicht die Gleiche sein!

Beispiel

Ein weiteres Beispiel einer Gruppe ist die Menge der Permutationen. Eine Permutation
von Objekten ist ihre Anordnung in einer bestimmten Reihenfolge, beziehungsweise eine
Transformation, die die Reihenfolge in der Objekte angeordnet sind, &ndert. Beispiel fiir eine
solche Transformation ist die Transformation, die A, B, C in C, A, B iiberfiihrt. Dabei wurde
das Objekt an erster Stelle an die 2. Stelle umgesetzt, das zweite an die 3. Stelle, und das
letzte Element and die 1. Stelle. Eine Moglichkeit diese Transformation zu notieren ist (2,3,1).
(Vorsicht, diese Transformation iiberfiithrt die Reihenfolge 1,2,3 in 3,1,2.) ¢

Fiir die n = 3 Zahlen 1, 2, 3 gibt die Permutationen (1, 2, 3), (1, 3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2,1).
In jeder Permutation tritt jede der 3 Zahlen genau einmal auf, aber jeweils auf unterschiedli-
chen Positionen. Platzieren wir die Zahl eins zuerst, gibt es fiir sie 3 mogliche Positionen (an
erster, zweiter, oder dritter Stelle), platzieren wir als nichstes die Zahl zwei sind noch zwei
Moéglichkeiten geblieben , und die 3 kommt in die letzte verbliebene Position. Insgesamt gibt
es also 1 x2x3 = 6 Permutationen von 3 Objekten. Fiir n Elementen gibt esn! = 1x2x3...n
Permutationen.

Man kann Permutationen verkniipfen, indem man sie hintereinander ausfiihrt. Nummerieren
wir (willkiirlich) fiir n = 3 die 6 Permutationen in der obigen Reihenfolge mit o1, 02, 03, 04, 05, 0!
Wenn wir jetzt zuerst oo = (1,3,2) anwenden und darauthin o5 = (2,1, 3), dann wird z.B.
das erste Element zunéchst an der 1. Stelle belassen, und dann an die 2. Stelle verschoben.
Das Ergebnis schreiben wir als o5 * o2 (wie bei der Verkniipfung von Abbildungen von rechts
nach links gelesen) und erhalten o3 % o3 = (2,3,1) = 04.

Das erste Element o1 = (1,2, 3) entspricht dem neutralen Element, denn es lisst die Reihen-
folge unverdandert. Permutationen kommutieren nicht, z.B. ist der erste Eintrag von o * o3
gleich 3. Jede Permutation lafst sich durch eine Serie paarweiser Vertauschungen generieren,

bendtigt man eine gerade (ungerade) Zahl von Vertauschungen spricht man von einer geraden
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(ungeraden) Permutation.

“Zur Charakterisierung einer Permutation kann man alternativ auch das Ergebnis der Permuta-
tion auf 1,2,3 nutzen, und in der Vorlesung haben wir das auch gemacht. Die beiden Darstellungen
enthalten die gleiche Information. Die oben genannte Schreibweise ist fiir konkrete Rechnungen prak-
tischer.

Schlieflich noch etwas Notation. In unseren Definition haben wir haufig die Wendungen
“fiir alle x” oder “es existiert” benutzt. Wir kiirzen sie ab mit V als “fiir alle” und 3 fiir “es
existiert”.

Info: Mit ein wenig mehr Struktur als eine Gruppe kommen wir bereits bei Objekten wie
Zahlen an: ein Korper ist eine Menge mit einer als ‘additiv’ bezeichneten Verkniipfung,
die den Gruppenaxiomen gehorcht und kommutativ ist, sowie einer als ‘multiplikativ’
bezeichneten Verkniipfung, die (bis auf das additive Nullelement) ebenso eine Abelsche
Gruppe bildet. Die Menge rationalen Zahlen oder der reellen Zahlen bilden einen solchen
Korper.
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1.1

Eins

Vektoren und Vektorraume

Vektoren spielen eine zentrale Rolle bei der Beschreibung von physikalischen Vorgangen im
dreidimensionalen Raum oder der vierdimensionalen Raumzeit. Wir beginnen mit einem einfa-
chen Beispiel, der Verschiebung in der Ebene, bevor wir uns dem Begriff des Vektorraums auf
allgemeinerem (und etwas abstrakterem) Niveau nahern.

Verschiebungen in der Ebene

Wir betrachten Verschiebungen in der Ebene.

Eine Verschiebung ¢ bildet jeden Punkt p der Ebene
auf einen anderen Punkt p’ ab. Abstidnde der Punk-
te untereinander und ihre Orientierung zueinander
bleiben erhalten. Alle Verschiebungspfeile der Ab-
bildung sind also einander dquivalent, und sollen als
eine einzelne Verschiebung v betrachtet werden.
Zwei Verschiebungen ¢ und @ lassen sich kombinie-
ren ("verkniipfen"), indem man erst ¥ und dann o v
ausfithrt. Das Ergebnis ist eine neue Verschiebung,
die wir « nennen. Wir schreiben

i =10+7. (1.1)

Anstelle des Pluszeichens + hétten wir auch ein be-
liebiges anderes Symbol nutzen kénnen fiir eine Ver-
kniipfung, die aus zwei Verschiebungen eine dritte
generiert. Die Schreibweise mit dem Pluszeichen nutzt aus, dass diese Verkniipfung zweier
Verschiebungen Eigenschaften hat, die uns aus der Verkniipfung zweier Zahlen durch Addi-
tion geldufig sind. Wir bezeichnen sie daher auch als die ‘Addition’ zweier Verschiebungen.
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1.1.1

Es gilt ndmlich @ = ¥+ o, also ¥+ @ = & + ¥ und ebenso (¥ + @) + & = ¥ + (W + ),
die Hintereinanderausfiihrung von Verschiebungen ist also kommutativ und assoziativ. Es
existiert auch eine Verschiebung, die jeden Punkt auf sich selbst abbildet (das sogenannte
Nullelement). Diese Eigenschaften hat die Hintereinanderausfithrung von Verschiebungen
gemeinsam mit der Addition von Zahlen: Die Verschiebungen bilden eine Gruppe, wenn
man sie durch Hintereinanderausfithrung verkniipft (wir sagen auch sie bilden eine Gruppe
unter Hintereinanderausfithrung).

Diese Figenschaften von Verschiebungen haben wir

iibrigen nicht bewiesen. Diese folgen aus unserer All-

tagserfahrung; streng genommen handelt es sich um i
experimentelle Ergebnisse, aus denen wir fordern die

Verkniipfung von Verschiebungen in der Ebene moge

kommutativ und assoziativ sein.

g

Zusatzlich zur Addition von zwei Verschiebungen
lasst sich die Multiplikation einer Verschiebung o w
mit einer Zahl A als Streckung von ¥ um einen Fak-

tor A definieren. Dabei ist dann ¢ 4+ ¢ = 2¢. Bei

A < 0 ist die Streckung in Gegenrichtung gemeint.

Es gelten A0+ vt = (A + v)¥ und A(v¥) = (Av)0 (wieder experimentelles Ergebnis, bzw.
Forderung).

<y

Durch Addition von Verschiebungen entsteht wie-
der eine Verschiebung (und nicht ein anderes Ob-
jekt), ebenso wie durch die Multiplikation einer Ver-
schiebung mit einer Zahl wieder eine Verschiebung
entsteht. Kurz: Verschiebungen kann man addieren
(definiert durch Hintereinanderausfithrung) und mit
Zahlen multiplizieren (definiert durch Streckung).
Weitere physikalische und mathematische Objekte
mit diesen beiden Eigenschaften werden wir im Ab-
schnitt 1.3 finden. Solche Objekte werden wir dort
als Vektoren bezeichnen. So bildet die Menge der
Verschiebungen mit den Operationen Hintereinanderausfithrung und Streckung einen so-
genannten Vektorraum.

Basissysteme von Verschiebungen

Basissysteme erlauben, Verschiebungen durch Zahlen zu beschreiben, was konkrete Rech-
nungen stark vereinfacht.
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Wir beginnen damit, zwei ausgezeichnete Richtungen in der Ebe-

ne (‘rechts’ und ‘oben’) und eine Lingeneinheit (‘1m’) zu wéhlen. €2
Die Verschiebung é) verschiebe alle Punkte um eine Léngenein- ~ “—5—>-----
heit nach rechts, € verschiebe alle Punkte um eine Léngeneinheit
nach oben. Alle Verschiebungen lassen sich dann durch Streckungen von é7 und €3 und
Hintereinanderausfithrung der resultierenden Verschiebungen generieren, z.B. v = 2€; +€5.
Ein Basissystem aus Verschiebungen, die senkrecht aufeinanderstehen (dazu spater mehr)
bezeichnet man als kartesische Basis. Haben die Verschiebungen auch noch alle die
gleiche Lange spricht man von einem orthonormalen Basissystem. Eine Basis muss al-
lerdings nicht aus solchen orthonormalen Verschiebungen bestehen, in der Praxis hat eine
solche Basis jedoch klare Vorteile (einen werden wir in Abschnitt 1.5.1 kennenlernen).
Jede Verschiebung v'in der Ebene ist damit durch 2 Zahlen charakterisiert, v = vi€14v2és .
Diese Zahlen v1 und vy heifsen Komponenten von ¢ in der Basis €7, €5. Die Komponenten
der Verschiebung ¢ lassen sich in Spaltenschreibweise zusammenfassen,

wobei v aus den Komponenten der Verschiebung in der gewéhlten Basis besteht. v wird
auch als Darstellung der Verschiebung ¢ in der gewéhlten Basis bezeichnet, oder als Ko-
ordinatenvektor. Die Komponenten werden dann als Koordinaten des Vektors bezeichnet
(nicht zu verwechseln mit den Koordinaten eines Punktes im Raum aus Abschnitt 0.1.1).
Gegeben die Basis, bezeichnet jedes v eindeutig eine Verschiebung ¢. Trotzdem handelt es
sich um unterschiedliche Objekte, U bezeichnet eine Verschiebung (ist also unabhéngig von
der Wahl einer Basis), v die Komponenten von ¥ in einer bestimmten Basis!'. Basisvek-
toren haben in ihrer Basis stets die Darstellung (1,0,0,...),(0,1,0,...),.... Die Aussage
e = (1,0,...) ist korrekt, aber recht inhaltsleer, wenn nicht gesagt wird was é; ist (z.B.
horizontale Verschiebung Richtung Osten um 1m).

Fiir die Addition zweier Verschiebungen gilt nun

T+ wW= (1)151 + 1)252) + (wlél + w2€2) = (?}1 + w1)€1 + (?}2 + w2)€2 (1.2)

(der zweite Schritt folgt aus der Assoziativitdt der Addition von Verschiebungen und der
Forderung AU + v = (A + v)¥U an die Streckung). In Komponentenschreibweise

V4w = <”1 +“’1> . (1.3)

Dieses Ergebnis ist nicht zu unterschétzen! Wir haben nun eine Rechenregel, die die Ad-
dition (Hintereinanderausfithrung) von Verschiebungen durch die Addition von Zahlen

Tn Textbiichern wird oft kein Unterschied zwischen diesen Objekten gemacht, der Sinn erschliefit sich
allerdings meist aus dem Kontext.
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1.2

beschreibt: Gegeben zwei Verschiebungen, addieren wir einfach ihre Komponenten und
erhalten die Komponenten der Summe der Verschiebungen.

Aufgabe

Zeigen Sie analog, dass die Verschiebung @ = A die Komponenten wy = Av; und we = Avg
hat.

Info: Beim Rechnen mit Vektoren und ihren Komponenten treten héufig Summen auf,
zum Beispiel v1€] + v2€5 + v3e3. Um unndtige Schreibarbeit zu vermeiden, nutzen wir das
Summenzeichen ) . Zum Beispiel ist 1 + 2 + 3 die Summe der natiirlichen Zahlen i von 1
bis 3, was wir kompakt als Zf’:li schreiben. Statt ¢ hidtten wir natiirlich auch eine andere
Variable nutzen kénnen. Analog ist v1€1+wv28s+v3€3 = Z?:l v;€;. Die Grenzen der Summe
schreiben wir oft nicht mit, wenn sie aus dem Kontext folgen (z.B. in 3 Dimensionen wenn
i von 1 bis 3 lauft). Doppelte Summen wie Z?:1 22:1 1j schreiben wir noch kompakter

3 ..
als 37,y 1J.

Raumpunkte und Verschiebungen

Es mag verwunderlich erscheinen, dass wir als Beispiele fiir Vektoren Verschiebungen ge-
nutzt haben, aber noch nicht iiber ‘Ortsvektoren’ gesprochen haben. Tatséchlich sind die
Punkte einer Ebene oder des dreidimensionalen Raumes keine Elemente eines Vektor-
raumes, denn man kann Punkte im Raum nicht sinnvoll addieren. Mit der Wahl eines
ausgezeichneten Punktes, des sogenannten Ursprungs kénnen wir jedoch jeden Punkt im
Raum durch eine Verschiebung beschreiben.

Beispiel

Die Universitdt befindet sich in Koln-Siilz am Punkt p. Anstatt der Beschreibung dieses
Punktes im Raum, z.B. durch ein Koordinatensystem, kann man aber genauso gut angeben,
welche Verschiebung 7 uns vom Koordinatenursprung pg (der in diesem Beispiel natiirlich am
Dom liegt) zur Universitdt bringt, wir schreiben p = pg + 7 und haben damit jedem Punkt
einen Vektor (und nur einen) zugeordnet.

Nach Wahl eines Ursprungs lassen sich Punkte im Raum als Verschiebungen vom Ursprung,
und damit als Vektoren beschreiben. Etwas praziser: jeder Punkt entspricht genau einer
Verschiebung, und jede Verschiebung genau einem Punkt. Die Verschiebung 7 wird als
Ortsvektor bezeichnet. Sie beschreibt einen Raumpunkt allerdings nur bei gegebenem
Ursprung.

Eine wichtige Anwendung des Konzepts des Ortsvektors sind sogenannte Bahnkurven.
Denken wir an eine Punktmasse, die sich durch den Raum bewegt. Zu jedem Zeitpunkt ¢
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befindet sie sich an einem anderen Punkt p im Raum. Die Bahnkurve ist also durch eine
Funktion der Zeit p(t), oder dquivalent bei Wahl eines Ursprungs durch den zeitabhéngigen
Ortsvektor 7(t) beschrieben. Wahlen wir nun noch eine (feste, zeitlich unverénderte) Basis
fiir die Ortsvektoren, beschreiben die Komponenten r(t) die Bewegung der Punktmasse.
Verschiebungen in der Ebene sind durch ein Zahlenpaar charakterisiert, kompakt schreiben
wir v € RxR = R?. Als Beispiel fiir Abbildungen nutzen wir noch einmal die obige Raum-
kurve r(t). Formal betrachtet ist eine Raumkurve in zwei Dimensionen eine Abbildung aus
den reellen Zahlen R auf die Verschiebungen in der Ebene R?,

r(t):R — R?
t — r=r()= (Z;EIED . (1.4)

Beispiel

Betrachten wir einen Punkt der sich mit
gleichférmiger Geschwindigkeit auf einem
Halbkreis mit Radius 1 bewegt. Zur Zeit ¢t =
********** ‘ 0 beginne die Bewegung, zur Zeit ¢t = 1/2 sei
l das Ziel erreicht. Legen wir py in das Zen-
\ trum des Halbkreises und wéahlen die Basis
} entlang der Achsen wie in der Abbildung, ist

=y
~
~

die Bahnkurve

ma 0=(0ntm) - 09

Aufgabe

Berechnen Sie die Komponenten einer dreidimensionalen spiralférmigen Bahnkurve um die
z-Achse (Wendeltreppe, Korkenzieher). Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit

cos(2mt)
r(t) = | sin(27t) | . (1.6)

v,t
Info: Fiir den physikalischen Raum (ohne Wahl eines Ursprungs) ist ein sogenannter

affiner Raum die addquate Beschreibung. Ein affiner Raum (M, V,+) ist eine Menge M
von Punkten, ein Vektorraum V und eine Verkniipfung +

MxV —- M
(p,0) —p+veM
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1.3

mit der Eigenschaft p + (@ + ¢) = (p + @) + ¢. Zudem existier zu jedem Paar p,q € M
genau ein Vektor ¥ € V,p = ¢ + 7.

Das heifit, Punkte p,q € M des affinen Raumes konnen subtrahiert werden, p — q = ¥
(das Ergebnis ist die Verschiebung von ¢ nach p). Punkte des affinen Raumes konnen aber
nicht addiert werden, und bilden daher auch keinen Vektorraum.

Als Alternative zu den Koordinaten aus Abschnitt 0.1.1 kann als Koordinatensystem eines
affinen Raumes auch ein ausgezeichneter Punkt py (der Koordinatenursprung) und eine

Basis {€;} = €1,€5,... von V genutzt werden. Jeder Punkt p € M kann dann als
k
P=po+ > vié; (1.7)
i=1

geschrieben werden, und wird mit dem Verschiebungsvektor ¢ von pg nach p identifiziert. ¢
kann dann als Ortsvektor bezeichnet werden. Diese Zuordnung ist allerdings nur moglich,
nachdem wir pgo (willkiirlich) gewéhlt haben, wihrend die Punkte im Raum unabhéngig von
einer solchen Wahl existieren; es handelt sich beim Ortsvektor ¢ also um eine Darstellung
von p beigegebenen pg.

Axiome des Vektorraums

Mengen, fiir deren Elemente eine Additionsoperation und eine Multiplikation mit Zahlen
existiert treten in den unterschiedlichsten Zusammenhédngen auf. Als konkretes Beispiel
werden wir zwar weiter die Menge der Verschiebungen benutzen, es lassen sich allerdings
auch fiir ganz andere Objekte die Operationen Addition und Multiplikation mit Zahlen
definieren; sie bilden also auch Vektorrdume. Daher ist eine formale Definition des Vek-
torraums sinnvoll; sie erlaubt eine einheitliche Beschreibung dieser Mengen.

Ausgeriistet mit den Begriffen zu Mengen und Gruppen aus Abschnitt 0.2.1 und 0.2.3
konnen wir den Begriff des Vektorraumes prézise fassen. Ein Vektorraum iiber den reellen
Zahlen R ist eine Menge V' von Elementen (genannt Vektoren) und zwei Verkniipfungen.
Die erste Verkniipfung ist die Addition von zwei Vektoren. Diese Verkniipfung bildet zwei
Vektoren (ein Element von V' x V) auf ein Element von V' ab. Die zweite Verkniipfung
ist die Multiplikation einer rellen Zahl mit einem Vektor, sie bildet also ein Element von
R x V auf V ab.

Ein Vektorraum tiber den reellen Zahlen R ist ein Tripel (V, 4+, x) bestehend aus einer
Menge V und zwei Verkniipfungen + und X.

VxV—V (0,0)—0+d (7,00 €V)

RxV — V,(\7) — AxFAER,TEV)

mit den folgenden Eigenschaften:
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1. (V,+) bildet eine Gruppe

2. U4+ =0+ 0V, v € V (Kommutativitit)
3 A+ pu) xT=AXUT+puxv

4. A X (ux 0) = (A X p)v

5. AX (U4 W) =AX T+ A xd

6.

Das Multiplikationszeichen wird haufig weggelassen, A7 = A x .

Aufgabe

Priifen Sie, ob die Verschiebungen in der Ebene, mit den Operationen der Hintereinander-
ausfiihrung und der Streckung, die Axiome des Vektorraumes erfiillen.

Beispiel

e Verschiebungen (mit Hintereinanderausfiihrung als Addition, Streckung als Multipli-
kation)

e Geschwindigkeiten; als Verschiebungen pro Zeit lassen sich Geschwindigkeiten genauso
addieren und mit Zahlen multiplizieren wie Verschiebungen. Ein Massepunkt der sich
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt und pro Zeitintervall 7 um s verschoben wird
hat die Geschwindigkeit §/7.

e n-Tupel von reellen Zahlen (1-Tupel: einzelne Zahl, 2-Tupel: ein Paar von Zahlen,
...) mit Addition definiert als Addition der Komponenten der Tupel, und analog der
Multiplikation. Zum Beispiel gilt fiir 3-Tupel

T T+ T2
X=\1 vy |, X1 +X2=| y1+Yy2
z 21+ 29

Damit bilden auch die Vektorkomponenten einen Vektorraum.

e Funktionen f(z); durch Addition f(z)+g¢g(x) oder Multiplikation Af(x) fiir alle x entste-
hen neue Funktionen. Folgende Uberlegung mag hilfreich sein: Approximieren wir eine

Funktion f(z) durch diskrete Funktionswerte bei x1, za, 3, . . .. Diese Funktionswerte
f(z1)
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1.4

bilden unter der Addition von Funktionen und der Multiplikation von Funktionen mit
Zahlen einen Vektorraum (er ist gleich dem Raum der n-Tupel im obigen Beispiel). Legt
man die diskreten Funktionswerte x1,x2,xs,... beliebig dicht, so approximiert man
die Funktion f(x) beliebig gut. Daraus folgt auch, dass der von Funktionen gebildete
Vektorraum unendlichdimensional ist.

e Und hier noch ein Beispiel fiir etwas, das kein Vektorraum ist: einzelne Kugeln Eis ver-
schiedener Sorten. Die Menge { Vanille, Erdbeere, Schokolade } bildet keinen Vektor-
raum, weil keine (sinnvolle) Additionsregel fiir Eiskugeln existiert, bei der die Addition
von zwei Kugeln wieder eine Eiskugel ergibt.

e Permutationen bilden ebenso keinen Vektorraum, sie lassen sich nicht mit Zahlen mul-
tiplizieren.

e Ein weiteres Beispiel einer Menge die keinen Vektorraum (iiber den reellen Zahlen)
bildet sind die natiirlichen Zahlen N = {1,2,3,...}. Die Zahlen 3 und 5 sind Elemente
dieser Menge, aber 3 + (—1)5 ist es nicht.

Die Elemente der Menge V' werden als Vektoren bezeichnet, verkiirzend spricht man oft
vom Vektorraum V und meint das Tripel (V,+, x). Schreibt man « — ¥ fiir u+ (—17), und
% fiir (%)ﬁ, so sind auch Subtraktion und Division definiert. Gelten diese Axiome auch
fiir eine Untermenge (Teilmenge) U C V, spricht man von einem Unterraum (U, +, X).
Dann generieren Addition und Multiplikation von Vektoren aus U nur Vektoren aus U.
Zum Beispiel bilden Verschiebungen entlang einer Geraden bilden einen Unterraum der
Verschiebungen in der Ebene. Begriffe wie ,,Lange®, ,Richtung” tauchen in diesen Axiomen

nicht auf, sie lassen sich auch nicht fiir alle Vektorrdume definieren.

Basissysteme

Vektoren €7,€5,€3,...€, € V nennt man ein Erzeugendensystem, wenn man jeden
Vektor ¥ € V' schreiben kann als

U = v1€] + Vo€ + V3€3 + ... U, E01,... 0, ER (1.9)

Durch Multiplikation dieser Vektoren mit Zahlen vq1,vs,...,v, und Addition der Vekto-
ren lésst sich also jedes Element des Vektorraumes erzeugen. Man bezeichnet (1.9) als
Linearkombination der Vektoren €1, ¢é5,€3,...é, € V.

Die Beispiele i)-iii) sind alle Erzeugendensysteme der Verschiebungen in der Ebene, iv)
allerdings nicht.
Vektoren €1, €5 . .. €, heiffen linear unabhingig, wenn gilt

sei V161 + V28 + V3E3 + ... V€ =0 ,dann gilt vy =v9=...=v, =0. (1.10)
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Anders ausgedriickt kann aus einer Menge linear unabhéngiger Vektoren kein Element als
Linearkombination der anderen Vektoren geschrieben werden. Beispiele i) und ii) zeigen
linear unabhéngige Vektoren, nicht aber iii) oder iv).

Vektoren €1, és, ... €, bilden eine sogenannte Basis von V', wenn sie sowohl ein Erzeu-
gendensystem sind als auch linear unabhéngig sind. Denn dann kann jeder Vektor ¢ auf
eine einzige Art als eine Summe ¥ = v1€] + v2€5 + ... Vi€ ausgedriickt werden: Erstens
kann jeder Vektor als Linearkombination dieser Basisvektoren ausgedriickt werden, denn
die Basisvektoren bilden ein Erzeugendensystem. Und zweitens, wére die Darstellung nicht
eindeutig dann hétten wir v = Zle ;€ = Zle vi€; mit v; # v} fiir mindestens ein 1.
Damit hétten wir Zle(vi — ))& = 0 mit v; — v} # 0 fiir mindestens ein 4, dann wiren
die Vektoren €1, €, ... € aber (im Widerspruch zur Annahme) nicht linear unabhéngig.

Gegeben eine Basis €7, €3, ... € ist also jeder Vektor ¥ eindeutig durch das Tupel v =
U1

v2 bestimmt. Jedem @ ist genau ein v zugeordnet ist, und umgekehrt jedem v
VU

genau ein v, die Abbildung zwischen Vektoren und ihrer Darstellung ist also bijektiv. Die

Zahl der Basisvektoren k heift die Dimension des Vektorraumes. Interessanterweise ist

sie unabhéngig von der Wahl der Basis (was wir aber nicht beweisen werden, siehe z.B.

Fischer und Kaul Abschnitt 6.4, oder Kerner und v. Wahl 7.3.10).

Gegeben eine Basis €7, €5, ... ergeben sich aus den Axiomen des Vektorraumes Rechenre-
geln fiir die Komponenten von Vektoren. Damit 14ft sich (zumindest in endlichdimensiona-
len Vektorrdumen) mit Vektoren wie mit Zahlen rechnen. Zum Beispiel sind zwei Vektoren
Z und ¢ dann und nur dann gleich, wenn ihre Komponenten gleich sind, denn die Darstel-
x1

lung eines Vektors Z in einer Basis als x = <
T2

> ist eindeutig. Weitere Rechenregeln

™
™
)
A
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sind

(1.11)

Aufgabe

Leiten Sie den Rest der Rechenregeln aus den Axiomen des Vektorraumes her.

1.5 Das Skalarprodukt und die Norm
Beispiel

Betrachten wir die Verschiebung ¢’ eines Massepunktes gegen eine konstante Kraft®. In einer
Dimension ist die Arbeit, die die Kraft am Massepunkt verrichtet, definiert als vF'. v und F
sind die Komponenten der Verschiebung und Kraft. In mehr als einer Dimension tragt nur die
Komponente der Verschiebung parallel zZur Kraft zur Arbeit bei.
Zerlegt man Kraft und Verschiebung in die Kompo-

nenten einer orthonormalen Basis (aus Vektoren der

Lénge eins, die senkrecht aufeinander stehen, siehe

unten), F_; = Ie; + Fyey + Fgég und ¥ = viey + o

€
v9€o + v3€3 kann man die Punktmasse zunéchst um U ’
die Distanz v; entlang von €7 verschieben, dann um
vg entlang von €, und schlieflich um vz entlang €. P &
Die dabei insgesamt an der Punktmasse verrichtete
Arbeit ist
v F1 + vo by + v3F3 . (112)

“Warum ist die Kraft ein Vektor? Die Beschleunigung ist ein Vektor, implizit aus dem zweiten
Newtonschen Gesetz ist damit auch die Kraft gleich Masse (Skalar) mal Beschleunigung ein Vektor.
Siehe 2.4.1.

Formal handelt es sich bei der Arbeit um eine Abbildung von zwei Vektoren (Verschiebung,
Kraft) auf eine reelle Zahl (Arbeit, eine sogenannte skalare Grofe). Wir fithren eine neue
Verkniipfung von zwei Vektoren auf die reellen Zahlen ein, das sogenannte Skalarprodukt
oder innere Produkt V' x V' — R, (¥, W) + ¥ - .

Wir beginnen im dreidimensionalen (affinen) Raum und wéhlen einen Ursprung und ein
Basis aus drei rechtwinklig zueinander stehenden Vektoren der Lénge eins. Eine solche
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1.5.1

Orthonormalbasis ldsst sich aus einem kartesischen Koordinatensystem konstruieren (sie-
he 0.1.1), indem man vom Ursprung aus jeweils eine Verschiebung eine Léngeneinheit in
Richtung der z-,y-, und z-Achsen betrachtet?.
In orthonormaler Basis definieren wir das Skalarprodukt von zwei Vektoren v und w,
als

U-W=v-W=vw) + vws + v3w3z + ... VpWy, (1.13)

Damit ist Arbeit definiert als das Skalarprodukt von Kraft und Verschiebung. Réume, in
denen das obige Skalarprodukt definiert ist, heifsen euklidisch, (1.13) wird auch als das
euklidische oder kanonische oder Standard-Skalarprodukt bezeichnet.

Aus dem Skalarprodukt eines Vektors mit sich selbst lasst sich die sogenannte Norm |||
definieren, die Lange des Vektors ¢

18]l = V&7 = o} +0d+ 0} +.... (1.14)

Geometrische Interpretation

Das Skalarprodukt hat eine geometrische Interpretation: Wéhlen wir
die (orthonormalen) Basisvektoren €1, €5 in der Ebene, die von v, @
aufgespannt wird, und €; parallel zu «, dann gilt v = viw; +vows +
vgws + ... = viwy = (|[7]] cos())([|w][) = [|U]|[|w]| cos(¢) Damit gibt
das Skalarprodukt an, wie stark sich zwei Vektoren “&hnlich” sind:
o - @/(||9]] ||W]|) ist 1, wenn ¥ = &, es ist O wenn die beiden Vektoren
senkrecht aufeinander stehen, und —1 wenn ¥ = —. In euklidischen

[|9]] sin(¢)

Réaumen gilt damit die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Sly

~

|7 ] < [[a]] || -

Skalarproduktraume

Skalarprodukte treten in einem breiteren Kontext auf als Kraft und Arbeit; in nicht-
euklidischen Rdumen kann oft ein Skalarprodukt definiert werden, das festlegt wann zwei
Vektoren ‘orthogonal’ sind oder welchen ‘Winkel’ sie einschliessen. Mit Hilfe der Norm
wird dann definiert was mit der ‘Lénge’ eines Vektors gemeint ist.

Ein Vektorraum V iiber R heifst Skalarproduktraum, wenn fiir alle Vektoren ¥, i, w7, wy €
V ein Skalarprodukt (7, @) definiert ist mit

o (U, aw + Pul) = a(¥, W) + B(V, W)

2Zur Konstruktion der kartesischen Basis bendtigen wir Achsen, die senkrecht aufeinander stehen; um
eine Definition dieses Begriffes kommen wir also nicht herum. Wenn wir Lidngen messen konnen, ist das
leicht zu erreichen: Zwei Achsen stehen senkrecht aufeinander wenn die beiden Punkte die jeweils eine
Lingeneinheit vom Ursprung entfernt sind die Distanz v/2 haben.
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o (G, = (i, )

e (#,7) >0 und wenn (7,7) =0~ 7 =0

Beispiel

Wir definieren das Skalarprodukt zwischen zwei Funktionen f(z) und g(z) als (f,g) =
[dz f(x) g(x). Uberzeugen Sie sich, dass diese Definition die obigen Forderungen erfiillt.

Aufgabe

Zeigen sie, dass das euklidische Skalarprodukt (1.13) diese Forderungen erfiillt.

Diese allgemeinen Eigenschaften helfen z.B. auch das Skalarprodukt von zwei Vektoren in
einer nicht-kartesischen Basis {€;} auszurechnen, wenn die Skalarprodukte der Basisvek-
toren untereinander bekannt sind. Das Skalarprodukt von zwei Vektoren @ = ), u;€; und

U=73_,v;€ ist

S wen, Y vie) 23 vi(d e &)
7 7 7

J

D3 @ > we
7 )

=S i@ e) 2D uiyleng) (1.15)
i i

Sind also die Skalarprodukte zwischen allen Paaren von Basisvektoren €, €; bekannt, kann
mit diesem Ausdruck das Skalarprodukt zwischen # und ¥ aus ihren Komponenten in
der Basis {€;} berechnet werden. Dabei ist das Skalarprodukt zwischen diesen Vektoren
unabhéngig von der Wahl der Basis, denn Norm und Winkel &ndern sich ja nicht unter
durch eine Anderung der Basis. Allerdings &ndert sich durch die Wahl der Basis ggf.
der Zusammenhang (1.15) zwischen dem Skalarprodukt und den Komponenten in einer
gegeben Basis. Wenn die Basis {€;} orthonormal ist, erhalten wir aus (1.15) mit (€, €};) =

0, wenn ¢ #j

> Ui
In einer orthonormalen Basis konnen mit Hilfe des Skalarproduktes auch leicht die Kom-
ponenten eines Vektors berechnet werden

& -v=6- () vEj) =) v;&-&=u. (1.16)
J J

1 =7
{ ) WERE=Je d;j wieder das euklidische Skalarprodukt (1.13), . u;v;(€;,€;) =
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1.6 Das Kreuzprodukt

Ein weiteres Produkt von zwei Vektoren kann im dreidimensionalen Raum definiert werden.
Als Ergebnis dieser neuen Multiplikation von zwei Vektoren erhalten wir einen weiteren
Vektor. Am leichtesten 1afit sich das sogenannte Kreuzprodukt in einer kartesischen Basis
definieren. Wir betrachten eine sogenanntes rechtshindiges kartesisches Basissystem im
dreidimensionalen Raum, bei der die Basisvektoren €7, €5, €3 orthonormal sind und wie
Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger IThrer rechten Hand angeordnet sind. Das Kreuz-
produkt zwischen v, w € R3 ist in einer solchen Basis definiert als

U1 w1 V2wW3 — V3W2
VXW= (%] X w2 = V3w — U1W3 (1.17)
U3 w3 V1w2 — V2Wq

Geometrische Interpretation

1. v x w ist ein Vektor, der senkrecht auf v und w steht.

V- (V X W) = V1V2W3 — V1V3W2
+U2U3W1 — V2V W3

+U3V1 Wy — V3V2W1

W X T
=0, (1.18)
und analog fiir w - (v x w). v
2. |lvxw| = ||v]|||w]|| sin ¢, wobei ¢ der Winkel zwischen @ g
v und w ist.
v xw|?+ (v-w)? = viw? — 2vwzvzwy + vws (1.19)
—ngw% — 2ugwiviws + v%w%
—H)%w% — 2v1wev2w1 + v%w%
+(v1w1 + vowoy + 1)311)3)2
= (v} 4+ v3 +03)(w] + w3 + w3)
= |vI*Iw]®
Ay xwl? = IvIPw]? = (v w)? = (1 = cos® ¢)|[v]]*[[w]?

= sin® ¢[v|*[[wl?
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Damit ist das Kreuzprodukt von zwei Vektoren v und w ein Vektor, der senkrecht auf der
von v und w aufgespannten Ebene steht.

3. Diese geometrische Interpretation léasst allerdings noch die Richtung des Kreuzproduktes
frei. Nach der Definition (1.17) folgt diese der “Rechte-Hand-Regel": Daumen = v; Zeige-
finger = w; Mittelfinger = v x w. Daraus folgt auch die wichtigste algebraische Eigenschaft
des Kreuzproduktes, es ist antikommutativ, v x w = —w X v.

Das Kreuzprodukt zweier Verschiebungen v x w ist selbst keine Verschiebung, denn die
Einheiten sind [Lénge|? nicht [Linge]. Es beschreibt vielmehr eine Fiiche, nimlich das von
seinen beiden Argumenten aufgespannte Parallelogramm. Dabei beschreibt die Richtung
von v X w die Orientierung des Parallelogramms im Raum, die Norm von v X w seinen
Flécheninhalt.

Info: Das Kreuzprodukt héngt in zwei Punkten von der Wahl der Basis ab: in seiner
Orientierung senkrecht zur von ¥, w, aufgespannten Oberfliche und in seiner Norm durch
die Wahl der Langeneinheit. Es ist nur in drei Dimensionen definiert. Trotz dieser klaren
Méngel wird ihnen das Kreuzprodukt an vielen Stellen begegenen. Wen diese Beschrén-
kungen irritieren: eine allgemeine Definition findet sich im Rahmen des Cartan-Kalkiils
(Vorlesungen “Differentialgeometrie” oder “Geometrie in der Physik”).

Das Kreuzprodukt und Flichen und Volumina

Das Kreuzprodukt v x w ist niitzlich um die Flache des von
v und von @ aufgespannten Parallelogramms zu berechnen
(durch die Norm von v x w). Eine weitere wichtige Anwen-
dung aus der Geometrie betrifft den von drei Vektoren @, v, @
aufgespannten Korper, der sogenannte Spat oder das Par-
allelepiped. Sein Volumen ist die Grundfliche (das von ¥, W
aufgespannte Parallelogramm), mal die Hohe des Parallelepi-
peds (senkrecht zur Grundflache, gepunktete Linie in rot).
Da v x w senkrecht zur Grundflache steht ist das orientier-
te Volumen damit u - (v x w), da das Skalarprodukt von u
und v X w gleich der Grundfliche mal die Komponente von
@ senkrecht zur Grundfliche ist®. Welches Paar der Vekto-
ren 4, ¥, w man zur Definition der Grundfliche nimmt kann dabei keine Rolle spielen, wir
erwarten alsou- (vxw)=v-(wxu)=w-(uxv)*

3Das orientierte Volumen gibt iiber das Vorzeichen aufier dem Volumen noch die Orientierung der
Elemente des Spats an: das orientierte Volumen hat einen positiven Wert, wenn die 3 Elemente des Spats
ein rechtshindiges System bilden, einen negativen Wert fiir ein linkshéndiges System. Das Volumen des
Spats ist dann einfach der Betrag des orientierten Volumens.

4Bei diesen zyklischen Vertauschungen bleibt die Reihenfolge der drei Vektoren @, @, w erhalten.
Damit bleibt die Orientierung des Spats erhalten, z.B. bilden ¥, @, @ ein rechtshéndiges System wenn @, ¥, W
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Das Kreuzprodukt und Rotationen

Die wichtigste Anwendung des Kreuzproduktes in der Mechanik liegt in Verbindung mit
Rotationen. Betrachten wir eine sich drehende Scheibe und konstruieren einen Vektor w,
der senkrecht zur Scheibe steht und als Norm die Winkelgeschwindigkeit hat (27 /Drehperiode).
Jeder Punkt auf der Scheibe bewegt sich nun mit einer anderen Geschwindigkeit v. Legen
wir den Ursprung in den Scheibenmittelpunkt, bewegt sich jeder Punkt auf der Scheibe
senkrecht zu seinem Ortsvektor und senkrecht zu dem Winkelgeschwindigkeitsvektor w,
die ihrerseits senkrecht aufeinanderstehen. Betrag der Geschwindingkeit is ||r||||w|| und
somit

V=wXr. (1.20)

Aufgabe
sin(o)||71)|

<
7

&L

Hier haben wir uns auf eine Scheibe beschrinkt, so
dass 7 und & senkrecht aufeinander stehen. Betrach-
ten Sie einen rotierenden Zylinder, um zu zeigen, dass
dieses Ergebnis allgemein gilt. (Hinweis: Nutzen Sie
dass der Abstand eines Punktes von der Rotations-
achse sin(¢)||7]| ist.) Zeigen Sie, dass dieses Ergebnis
fiir beliebiger Korper bei Rotation mit fester Dreh-
achse gilt.

ein rechtshandiges System bilden.

27






/wei

Analysis

Analysis beinhaltet die Themen Grenzwerte, Differentiation und Integration. In der Physik
spielen diese Themen eine zentrale Rolle bei der Beschreibung der Verdnderung physikalischer
GroBen in Raum und Zeit: die Position eines Teilchens als Funktion der Zeit in der Mechanik,
oder die rdumliche und zeitliche Anderung elektromagnetischer Felder. Wir diskutieren die
Differentiation von Funktionen einer und mehrerer Veranderlicher sowie Integrale iiber eine und
mehrere Variablen.

Einiges dieser Themen ist Thnen aus der Schule geldufig, wir beginnen daher nur mit
einem kurzen Abriss der Themen Folgen und Reihen, Grenzwert, Differentiation und Inte-
gration von Funktionen einer Verdnderlichen. Eine tiefere Darstellung bleibt den Analysis-
Vorlesungen vorbehalten, die die meisten von Ihnen héren werden. Zentraler Begriff ist der
Grenzwert einer Folge oder einer Funktion. Mit Hilfe des Grenzwerts einer unendlichen Fol-
ge von Zahlen lernen wir Summen mit einer unendlichen Zahl von Termen zu berechnen.
Praktische Anwendungen liegen in der Entwicklung von Funktionen als Potenzenreihen,
sogenannte Taylorreihen; weite Teile der theoretischen Physik fufien auf kunstvollen Rei-
henentwicklungen.
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2.1 Folgen

B, =1/n
1 °
.5 '1
;1\‘
‘ . . € = ]./].0
€ = 1/5 C . o<{oo B e S S
\ \ \ \ n
0 5 10 15 20

Wir betrachten eine (unendliche) Folge von Zahlen Bj, Bs, Bs,.... Ein Beispiel ist die
Folge 1,1/2,1/3,... mit B,, = 1/n. Die Abbildung zeigt, wie die Terme B,, fiir wachsendes
n immer ndher an Null heranriicken, ohne die Null fiir endliche n je zu erreichen. Dennoch
riickt 1/n fiir wachsende n beliebig nahe an die Null heran. Dieses “beliebig nahe” lasst
sich prézise fassen: egal wie klein man € > 0 wahlt, gibt es immer ein N, so dass fiir alle
n > N die Differenz zwischen B,, und einer Zahl B kleiner ist als e. (Hier ist B = 0.) Die
Abbildung zeigt Beispiele fiir e = 1/5 und 1/10. Existiert fiir eine Folge fiir jedes € > 0 ein
N € N, so dass fiir alle n > N gilt |B,, — B| < €, so nennen wir die Folge konvergent mit
Grenzwert oder Limes B und schreiben lim,,_,oo B,, = B. Diese Definition beschreibt
das Verhalten der Folge B,, fiir unendliche n, kommt aber selbst eleganterweise vollig ohne
den Begriff “unendlich” aus.

Beispiel

Wir zeigen, dass der Grenzwert lim,,_, 1/n gleich Null ist. Fiir ein gegebenes ¢ > 0 wihlen
wir N € N grofer 1/e. Also gilt fiir alle n > N dass |B, — B| =|1/n—0/=1/n < 1/N <,
wobei die erste Ungleichung aus n > N, die zweite aus N > 1/¢ folgt. (Uberzeugen Sie sich,
dass dies fiir andere Werte von B als Null nicht gilt.)
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2.2

2.2.1

Reihen

Wir betrachten Folgen, deren einzelne Terme durch Summen gebildet werden. Eine Folge
von Zahlen, die durch die Teilsummen by, by + ba, b1 + b + b3, ... gebildet wird,

B, = Zbk , (2.1)
k=1

heifst Reihe. Ist die Folge dieser Teilsummen konvergent, sprechen wir von einer kon-
vergenten Reihe. Damit lafst sich auch einer Summe mit unendlich vielen Termen ein
Wert zuweisen, ndmlich der Grenzwert der Folge By, B, Bs, . ... Informell bezeichnet man
b1 +ba + b3+ . .. als Reihe und meint die Folge der Teilsummen (denn nur dann kann man
Konvergenz definieren).

Beispiel

Als Beispiel betrachten wir die sogenannte geometrische Reihe

oo

> @ =1401+0.01+0001+...=11111... fiir 2 = 0.1 (2.2)
k=0

=14+2+4+8+... firz=2.

Ob die unendliche Reihe Y 72 x* konvergent ist oder nicht hiingt also von z ab. Die Summe
B,, der ersten Terme bis ™ dieser Reihe lésst sich leicht berechnen

(1-—2z)B,=(1—-2) ixk = ixk - ixkﬂ (2.3)

k=0 k=0 k=0

=(l4+z+22+. . +2")—(z+2>+.. . Fa2"+2")=1—2"!
1_xn+1

B, =———

" 1—=z
. 1.

~B = lim B, = fir x| < 1

n—00 1—=x

Das letzte Gleichheitszeichen der zweiten Zeile ergibt sich, weil sich alle Terme in y_,_, ok
und — Y°)_, 2" gegenseitig wegheben, bis auf den ersten und den letzten Term. Fiir n — oo
geht z* gegen Null, wenn |z| < 1. Die geometrische Reihe konvergiert also fiir |z| < 1 und
divergiert fiir |z| > 1.

Potenzreihen

Reihen Zk:o apz® = ag + a1z + ax® + - -+, ai € R aus unterschiedlichen Potenzen einer
Variablen heiffen Potenzreihen. Die geometrische Reihe (2.2) ist ein Beispiel fiir eine
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Potenzreihe, mit ap = 1Vk. Bricht man die Reihe nach einer n Termen ab, so erhélt man
ein Polynom n — 1-ter Ordnung.

Grund sich mit Potenzreihen zu beschéftigen ist, dass sich eine Vielzahl von Funktionen
durch unendliche Potenzreihen darstellen ldsst. Bricht man die Potenzreihe nach einer
endlichen Zahl von Termen ab erh&lt man oft eine niitzliche Ndherung, wir werden diesem
Gedanken noch in Abschnitt 2.5 nachgehen.

Der Konvergenzradius

Héngen die Terme einer Reihe von einem Parameter x ab, kann es also sein, dafs die Reihe
fiir bestimmte Werte von x konvergiert, fiir andere aber nicht. Mit der geometrischen Reihe
(2.2) haben wir ein Beispiel kennengelernt.

Nehmen wir an, eine Potenzreihe in ), apx® konvergiere fiir einen bestimmten Wert von
x =z # 0. Also ist \aka;'f\ < C Vk, wobei C € R eine endliche Konstante ist, denn akx’f

k
kann nicht beliebig mit k wachsen. Aus > 32 apx® = Y 7_, apxh <:c£1> folgt ausserdem,

dass jeder Term in ) apx” ist betragsmiRig kleiner als die Terme in
o
>.C
k=0

Fiir |z| < |z1| konvergiert diese geometrische Reihe, und da Reihe °, axz® nur betrags-
méfig kleinere Terme enthélt konvergiert auch sie. D. h. wenn eine Reihe fiir einen Wert
von x = x1 konvergiert, muss sie das fiir alle betragsméfig kleineren Werte auch tun.

Zu jeder Potenzreihe 72 apx® gibt es also ein p € [0, 00] mit der Eigenschaft, dass die
Reihe fiir || < p konvergiert, und fiir 2 > p divergiert. p heift Konvergenzradius. Uber
das Verhalten der Potenzreihe bei x = p macht dieser Satz iibrigens keine Aussage, dort
gibt es auch kein allgemeine giiltiges Verhalten: es gibt Reihen die am Konvergenzradius
konvergieren, Reihen die divergieren, oder sogar an einem Punkt konvergiere, an einem
anderen divergieren.

k

T
1

Ausblick (ohne Beweise)

e Der Konvergenzradius lasst sich durch einen Grenzwert p = lim,, s ‘a“ﬁ‘ bestim-
mn

men, wenn ab einem bestimmten n alle a, von Null verschieden sind, und wenn
der Grenzwert existiert. (Fiir den Fall, dass er nicht existiert, s. Satz von Cauchy-
Hadamard.)

e Eine Reihe heifst absolut konvergent, wenn auch die Reihe ihrer Absolutbetréige
konvergiert. > 22 by ist absolut konvergent, wenn » - |bx| konvergiert. Innerhalb
ihres Konvergenzradius ist jede Reihe absolut konvergent.
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2.3

2.3.1

e Absolut konvergente Reihen kénnen Term fiir Term multipliziert werden

k k!

e cine Potenzreihe Y 77 apx” heift gleichmiikig konvergent in einem Bereich D C
R wenn

Ve>0dN € N: Vn> NVx € D <€

n (o]
ORI SO

k=0 k=0

(Ein strengeres Kriterium als Konvergenz an jedem einzelnen Punkt z; eine Bezie-
hung zwischen N und € muss jetzt statt an einem einzelnen Punkt im gesamten
Definitionsbereich der Funktion gelten.) Innerhalb ihres Konvergenzradius konver-
gieren Potenzreihen gleichméfig.

o Gleichméfig konvergente Potenzreihen kénnen Term fiir Term differenziert und in-
tegriert werden

. [ R k
nh_)I{)lo dx <kz_0 aRT ) = "ILH;O,CZ_O (/ dx apx >

und Limites (Grenzwerte) vertauschen bei gleichméfiger Konvergenz der Reihe

Jim, Ty f(z,y) = lim lim, f(z,y) .

Der Beweis dieser Aussagen ist ein wichtiger Teil von Vorlesungen in Analysis.

Grenzwert von Funktionen

Grenzwert einer Funktion bei unendlichem Argument

Die Definition der Konvergenz einer Folge lasst sich leicht auf Funktionen verallgemeinern.
Damit kénnen wir dann das Verhalten einer Funktion (z.B 1/x) fiir groke Werte des Ar-
guments charakterisieren. Eine Funktion f(x) hat den Grenzwert F' bei unendlich, wenn
man fiir jedes € > 0 ein Wert von z (nennen wir ihn §) existiert, so dass sich rechts von
diesem Wert die Funktion weniger als € von F' unterscheidet. In kompakter Form hat die
Funktion f fiir £ — oo den Grenzwert F', wenn Ve > 039 : Vo > J|f(x) — F| < e. Man
sagt auch die Funktion konvergiert fiir x — oo gegen F'.
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2.3.2

Beispiel

Wir suchen den Grenzwert von 1/z bei unendlich und priifen ob dieser gleich Null ist. Fiir
jedes € > 0 konnen wir ein § angeben, so dass fiir z > § 1/x weniger als € von null abweicht,
némlich § = 1/e.

Es gibt Funktionen, die ohne obere Schranke im Unendlichen anwachsen, z.B. f(x) = =.
Fiir jedes T gibt es also ein Zahl (nenne wir sie wieder ), so dass rechts davon die Funktion
stets grosser als T ist. Man sagt der Grenzwert von f bei x — oo ist unendlich, wenn
VT35 : Vo > 6f(x) > T. Analog kann mit mit f(z) < T der Grenzwert —oo definiert
werden.

Der Grenzwert einer Funktion bei —oo ist analog definiert, nur dass nun fiir x<<d , |f(z) —
F| < € gefordert ist, bezw. x<0 , f(z) > T.

Grenzwert einer Funktion bei endlichem Argument

Oft sind auch Grenzwerte bei endlichem Argument interessant, z.B. wenn die Funktion an
einem bestimmten Punkt nicht definiert ist. Ein Beispiel werden wir im néchsten Abschnitt
kennenlernen.

Betrachten wir als Beispiel g(z) = (z — 20)2. (Dort ist tats¢hlich die Funktion bei zg
definiert.) Nahert sich x dem Wert g, néhert sich g(x) der Null an. Was bedeutet das
“nihert sich der Null an”? Eine Abweichung von 107'° von Null? Oder 10~190?

Der Sachverhalt ldsst sich wieder préziser formulieren: Fordern wir, dass der Abstand
zwischen g(x) und 0 einen Wert € > 0 nicht iibersteige. Dabei kénnen wir € so klein
wahlen wie wir wollen. Dann gibt es in unserem Beispiel einen Wert 9, so dass sobald z
ndher als § an zg liegt, diese Forderung erfiillt ist, d.h. |g(x)| < e. Geometrisch betrachtet
liegt die Funktion innerhalb eines Kastens mit Seitenlénge 20 und Héhe 2¢ um zg und den
Grenzwert 0.

Diese Denkweise wird zur Definition des Grenzwertes einer Funktion genutzt: Sei X eine
Teilmenge von R und xyp € R ein Punkt, bei dem in jeder Umgebung unendlich viele
Elemente von X liegen'. Gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein §, so dass fiir alle x € X mit
0 < |z—x0| <0 gilt |g(z) — G| < ¢, dann bezeichnen wir G als Grenzwert von g(z) fir «
gegen g, oder limy,_,,, g(x) = G. Der Unterschied zwischen dem Funktionswert g(x) und
dem Grenzwert wird also beliebig klein, wenn man z geniigend nahe bei xg wéhlt. Dazu
muss g(x) bei z¢ nicht einmal definiert sein.

'Hier fehlt noch der Begriff der Umgebung eines Punktes. Fiir reelle Zahlen ist das einfach, gegeben
ein € > 0 ist die e-Umgebung von z¢ die Menge aller Punkte mit |z — x| < e.
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Abbildung 2.1: Grenzwert von g(z) = 2 fiir z — 0. Fiir G = 0 und € = 1/25 existiert ein
J, so dass fiir —§ < x < ¢ gilt |g(x) — G| < € (dunkelgraue Flidche (ein solches § lasst sich
fiir jedes € < 0 finden). Fiir G = 0.4 allerdings lésst sich fiir € = 1/25 kein solches § finden
(hellgraue Féche).

Beispiel

In unserem Beispiel g(z) = (z—z0)? ist g(z)—0 < € fiir alle Werte von z mit |z—z0| < § = /€.
g(x) — G < e fiir alle Werte von x im Intervall g —§ < x < x¢+ 6 ldsst sich nur mit G = 0 fiir
alle Werte von ¢ erfiillen. G = 0 ist daher als Grenzwert eindeutig bestimmt, siehe Abbildung.

Aus diesem Beispiel entnehmen wir, daf sich Grenzwerte nicht einfach “ausrechnen” lassen,
wir haben zundchst G geraten und verifiziert. (Wir hétten aber auch nicht geraten, dass
(x — x9)? nahe bei xg andere Werte als solche nahe bei Null annimmt.)

An Punkten, bei denen die Funktion einen Sprung hat, gibt es nach dieser Definition keinen
Grenzwert. Ein Beispiel ist die Funktion sgn(z), die das Vorzeichen von z angibt und bei
x = 0 von —1 nach 1 springt. Hier ist die Definition eines rechtseitigen und ein linksseiten
Grenzwertes sinnvoll. Wir ersetzten 0 < |z — x| < § durch 0 < z — 29 < § zur Definition
des rechtsseitigen Grenzwertes und durch 0 > x — xg > —4§ zur Definition des linksseitigen
Grenzwertes. Geometrisch ist die damit einfach die “Kiste” mit Breite 20 um z¢ herum
ersetzt durch ihre rechte bezw. linke Hélfte. Damit hat sgn(x) bei = 0 den rechtsseiteigen
Grenzwert 1 aber den linksseitgen Grenzwert —1, wir schreiben lim,_,o+ sgn(z) = 1 und
lim,_,q- sgn(z) = —1.

35



2.4 Differentiation

2.4.1 Differentiation von Funktionen einer Veranderlichen

Die Ableitung f/(x) einer Funktion f(x) beschreibt
die Steigung s = f'(x = x¢) von f(z) am Punkt x.
Diese Formulierung verdeckt allerdings, wie niitzlich
das Konzept der Ableitung in der Praxis ist: Fiir eine
hinreichend “glatte” Funktion schmiegt sich f(z) bei
o an die Gerade durch den Punkt mit Koordinaten
(xo, f(zo)) mit Steigung s, f(z) kann also nahe xg
durch diese Gerade approximiert werden. : —
Info: Der Unterschied zwischen der Funktion f(x) und der besclifiebenen Géraden ist
wieder eine Funktion von z — xg, die bei x = =z verschwindet. Schreiben wir diesen
Unterschied als (z — x0)¥(z) und approximieren v (z) wiederum durch eine Gerade, und
fithren dieses Prinzip iterativ fort, kommen wir auf eine Néherung fiir f(x), die im Prinzip
beliebig genau sein kann. Diese Idee fithrt in Abschnitt 2.5 auf die sogenannte Taylor-
Reihe. Wie konnen wir diese Ableitung (Steigung der Tangente zu f(z) an einem Punkt
x) bestimmen? Eine Gerade durch die Punkte mit Koordinaten (zg, f(x)) und (z1, f(x1))
(genannt Sekante) hat Steigung S = w. Je ndher x1 bei xg liegt, desto besser
approximiert S die Steigung von f(z) bei xy. Setzt man aber einfach x; = z ist allerdings
der Nenner dieses Bruchs Null! Wir nutzen daher den Grenzwert: Der Grenzwert f(z) =

limg, o+ W heifit (rechte) Ableitung einer Funktion f(z) (f : R — R) am

Punkt = (wenn der Grenzwert existiert). Analog definiert limg, _,o- w die linke
Ableitung, die sich von der rechten aber nur unterscheidet wenn f(x) bei 2y einen Knick
hat.

In der Néhe von zg ldsst sich dann die Funktion

durch eine Gerade f(z) =~ f(zo) + (x — x¢)s mit

Steigung s = f’(xg) ndhern. Zur Herleitung geniigt f(z)
es ein Dreieck mit Kantenlingen Ax = x — x¢ und

sAx zu betrachten (sieche Abbildung rechts). Die ge-

strichelte blaue Linie gibt den Fehler an, den wir f(@o) + sAz
machen, wenn wir die Funktion f(z) bei z¢ durch

eine Gerade néhern. Schreiben wir diesen Fehler als

¢(z) erhalten wir

/ f(xo) Ao
f(x) = flzo) + (2 — x0) [(w0) + p(x) , (24
Umstellen der einzelnen Terme fithrt auf f'(zg) = xo
! (xa)::i (()xo) — f_(z)o Wir betrachten den Limes x — g
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dieser Gleichung, zusammen mit der Definition der Ableitung erhalten wir lim,_,, j_(“?o =

0. Damit ist nicht nur ¢(zp) = 0, sondern der Fehler der linearen Naherung ¢(z) ver-
schwindet bei xq schneller als  — xg. Bei xg ist ¢(x) von der Ordnung (z — x0)? oder
kleiner, wir schreiben f(z) = f(x0) + (z — x0)f'(x0) + O((x — x0)?). O(2") bedeutet
"von der selben Ordnung wie 2™ im Grenzfall z — 0", préziser f(z) = O(g(x)) wenn
0 < lim,—o f(x)/g(x) < co. (Dieselbe Notation wird auch verwendet um die Asymptotik
einer Funktion bei £ — oo zu beschreiben, welche Asymptotik gemeint ist folgt aus dem
Kontext.)

Beispiel

Die Funktion f(z) = 322+152%+172% ist fiir kleine 2 von der Ordnung 22, denn lim, o fg) =
lim, 0(3 + 15z + 1722) = 3 liegt zwischen 0 und oo, also ist f(z) = O(2?) (fir z — 0).
Analog ist auch f(z) = 322 + O(2?), womit wir notieren, dass wir bei kleinen Werten von x

den Beitrag 1523 + 172 zu f(z) gegeniiber dem Beitrag 3z% vernachlissigen kénnen.

Beispiel
Betrachten wir die Funktion f(z) = 2. Mit (x + §z)? = 22 + 2xdx + §2? ist

_ 2 2
faton) = fl@) g, @H00) =" owton) =22, (25)
520 ox 52—0 ox 52—0

Die Ableitung hoherer Polynome lésst sich analog herleiten. Bei der Ableitung von Exponen-
tialfunktionen f(z) = a® erhalten wir

& &
, L am—i— T _ a;ﬂ . a T _ 1
f'(z) = lim ——— =d” lim
dx—0 ox dx—0 ox

(2.6)

Ableitung der Exponentialfunktion ist also die Exponentialfunktion selbst, mal eine Konstan-
te. e = 2.7182818284590. . . ist definiert als die einzige positive Zahl fiir die diese Konstante
den Wert eins hat; limy,_,q eh—};l = 1, damit ist die Exponentialfunktion e” gleich ihrer Ablei-

tung.

Fiir die Ableitung von Summen, Produkten und Quotienten gelten Regeln, die sie aus
der Schule kennen, und sich mit (2.4) herleiten lassen. Als Beispiel betrachten wir die
Kettenregel (g o f)(z) = ¢'(f(z)) f'(z), oder Lg(f(x)) = ¢'(f(x))f'(x). Wir schreiben
d(z) = (x — zo)(x), aus limg_, 4, o) — 0 folgt ¥(zg) = 0. Analog zu (2.4) schreiben wir

r—x0

9(y) = 9(wo) + (v — vo)g' (o) + (v — vo)12(y) (2.7)
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und setzen dann y = f(z). Aus (2.4) erhalten wir y — yo = (z — o) f'(z0) + (x — o) (2),
setzten wir diese Ergebnis in (2.7) ein, erhalten wir
9(f(x)) = g(f(x0)) (2.8)
+ [(x = 20) f'(z0) + (z — 20)(2)] g'(f(w0)) + [(& — @0) f'(w0) + (& — @0)¥(2)] Y2 (f (2)) -
Bilden wir daraus die Ableitung von g(f(x)) erhalten wir die Kettenregel
d (f(z)) — 9(f(x0))

—9(f(a)) = Jim o a0) (2.9)
= (@) f (@o) + lim (¥(2) ¢/(f(20) + F (w0} @) + v(w)ia(f(x))

= g'(f(20))f'(x0) -

Etwas lockerer schreiben wir auch

9(f(z +02)) = g (f(z) + 62f'(x) + O(62?)) = g(f () + ¢'(f (2))dzf (z) + (9(5:1;2) )
2.10

woraus wieder die Kettenregel folgt.

Ableitung eines Vektors

Diese Definition der Ableitung funktioniert ohne Modifikation auch fiir die Ableitung eines
Vektors, der von einer Veranderlichen abhangt. Beispiel ist eine Bahnkurve, die die Bewe-
gung eines Massepunktes beschreibt, siche Abschnitt 1.2. Mathematisch beschreiben wir
diese Bahnkurve durch die (vektorwertige) Funktion 7(t). Der Vektor 7(t+dt) —7(t) (Diffe-
renz zweier Vektoren) gibt die Verschiebung des Massepunktes zwischen den Zeitpunkten ¢
und ¢ + 6t an. Teilen wir durch ét erhalten wir im Grenzfall 6t — 0 die Vektorgeschwin-
digkeit

ar .. Ft+0t) —7(t)

dt G0 ot ’
Bei zeitlich konstanten Basisvektoren sind die Komponenten der Vektorgeschwindigkeit
leicht zu bestimmen,

(2.11)

. d -~ dr;
v(t) = ZWZ’ == Zm’(t)a- = d—tlej- ; (2.12)
i=1 1=1 i=1
und somit sind die Komponenten der Vektorgeschwindigkeit v;(¢) = %. Ihre Einheiten

sind (wegen des Faktors dt) in (2.11) [Lénge/Zeit|, nicht wie bei dem Ortsvektor [Lange].
Trotzdem ist die Vektorgeschwindigkeit wiederum ein Vektor: Es handelt es sich um die
Differenz zweier Ortsvektoren (Differenz zweier Vektoren ist ein Vektor), multipliziert mit
1/6t, einer skalaren Grofe. Wiirden wir also eine neue Basis nutzen, so daf sich die Kom-
ponenten von 7 d&ndern, dann wiirden sich die Komponenten von ¢ auf die gleiche Art und
Weise éndern wie die von 7.
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2.4.2

Beispiel

Wir kehren zuriick zu der Bahnkurve aus Abschnitt 1.2, die die gleichférmige Bewegung eines
Massepunktes entlang eines Halbkreises beschreibt

_ (cos(2mt)
r(t) = (sin(27rt)) . (2.13)
Die Geschwindigkeit des Massepunktes ist dann

_ (—(2n) sin(27t)
v(t) = ( (27) cos(2rt) > (2.14)

und die Beschleunigung a(t) = ffl—‘t’

a(t) = (‘QW)Q CF’S(Q”)) . (2.15)

Damit stehen Geschwindigkeit und Ortsvektor bei der kreisférmigen Bewegung senkrecht

zueinander, und die Beschleunigung ist parallel und in Gegenrichtung zum Ortsvektor.

Das 2te Newtonsche Gesetz, F = ma ist also nicht nur eine Verkniipfung der Grofsen
Kraft, Masse und Beschleunigung, sondern enthélt auch implizit die Forderung, dass die
Kraft ein Vektor ist. Bei einer Basisinderung miissen sich die Komponenten der Kraft also
genauso dndern wie die Komponenten eines Ortsvektors.

Die partielle Ableitung

Auch fiir Funktionen mehrere Verénderlicher kon-
nen Ableitungen definiert werden. Betrachten wir
zunéchst eine Funktion f(x,y), die von zwei Varia-
blen abhéngt. Diese Funktion kann als gekriimmte
Oberflache tiber der x,y-Ebene visualisiert werden.
Bei konstantem y = ¢ hingt f(x,y = ¢) = f.(x)
nur von x ab, so dass wir f/(z) definieren konnen.

Steigung %

Eine zweite Ableitung kann gebildet werden, wenn f(z,y)
statt y die Variable x = ¢ konstant gehalten wird. Yy
Ist f(x1,x9,x3,...2y,) eine Funktion auf einem (of-
fenen) Quader C R™, heifit der Grenzwert y = ¢ (konstant)
x
1- f(x1,$2,...,$i+5$i,..-)_f($1,$2,...,$i,...)_8f
im =
dx;—0 (SZ'Z aLL’Z

(2.16)
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partielle Ableitung ng von f nach z; (wenn der Grenzwert existiert).

Beispiel

0
87@:13 + T1T0x3 + 2520) = 375 + xox3 + 22120
1

—(sin(z122)) = 21 cos(x122)
€2

Die partiellen Ableitung gibt an, wie sich der Funktionswert von f unter einer kleinen
Verénderung von z; dndert; f(...,z; + dxgy...) = f(o..,24,...) + g—i(...,xi,...)éxi +
(9(5:1722). Geometrisch gibt g—xfz die Steigung der durch f definierten Oberflache in Richtung
der z;-Koordinate an.

Auch wenn sich zwei Variablen x; und z; verédndern ist die Anderung des Funktionswertes
f in linearer Naherung durch die beiden partiellen Ableitungen definiert (da alle anderen
Variablen konstant gehalten werden, schreiben wir sie im Folgenden gar nicht mit). Wir
dndern erst x; um 0z; (bei konstantem x;), und dann x; (bei konstantem x; 4 dx;). Die
Reihenfolge spielt dabei keine Rolle, denn der Funktionswert héngt nur von den Variablen
x;,; ab, nicht davon wie wir von einem Punkt zu einem anderen gekommmen sind. Bei
dem ersten Schritt &ndert sich der Funktionswert um 5:171-5—{2_(3:2-,:173') + O(62?), bei dem
zweiten Schritt um 53:]-887];(@ + 0z, ;) + O(0xF) = (595]-597];(@, ;) + O(623) + O(6x;dx5).

Im letzten Schritt haben wir %(:ﬂl + 6x;,x;) wiederum durch eine lineare Néherung

approximiert. Nehmen wir die Anderungen in den beiden Schritten zusammen erhalten
wir

0
f(a;, + 53:,~,xj + 5$]) = f(a;i,xj) + 5%18—;:(%“%]) + 5a:j

of
87]_(@,9;]—) +0(0a7,;) . (2.17)
Auch dieses Ergebnis lafst sich geometrisch interpretieren, die Steigungen in den beiden
Richtungen definieren eine Ebene, die am Punkt z;, x; tangential zu f ist, in erster Ord-
nung in éx;,0x; wird f durch diese Ebene beschrieben. Dieses Argument laft sich leicht

auf Anderungen in mehr als zwei Variablen verallgemeinern.

Ableitungen hoherer Ordnung sind durch Hintereinander-Ausfiihrung von a%i und a%j

definiert. Dabei gilt die Schwarzsche Regel

0 9 0 0 B 52
Ox; <8—% ) T dxy <8az,f> - 3xi8xjf ’ (2.18)
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2.5

die sich wie folgt herleiten lasst

0 af . 1 af(l‘l,...,$i+5$i,...ﬂj‘j) af(ﬂj‘lilﬁll‘])
— | = lim
al‘i 8:Ej

- 6x;—0 5$2

8:Ej al‘j

= 6};1}30691%130 m (f(zi + 0y, xj + 0xj) — f(xy + 0wy, ) — f(as, x5 4+ 0x5) + f(24,25))

wenn die Grenzwerte vertauschen:

1 0  of

= lim lim
0x;—06x;—0 (SLEZ(SZ']

Einen Beweis (der nicht auf Vertauschung der Grenzwerte beruht) gibt Kerner und v. Wahl
in 9.2.8. Dort wird gezeigt dass dieser Satz gilt, wenn die zweite Ableitung von f stetig
ist.

Taylorreihe

Unser Ziel bei der Einfithrung von Potenzreihen war es gewesen, moglichst allgemeine
Funktionen als Potenzreihen darzustellen (innerhalb des Konvergenzradius). Wir betrach-
ten eine Reihe aus den Potenzen von z,

o0
f(z) = Zakwk = ag + a1z + aga”® + azx® + ... (2.19)
k=0

Dazu sind zunéchst die Koeffizienten der Potenzreihe ag, a1, as zu bestimmen. Fiir £ =0
betrachten wir die linke und rechte Seite von (2.19) bei x = 0.

o
f(x):Zakxk:ao+a1x+a2x2+...

k=0
k=0: f(0) = ag + a1z|p—o + aga?[o—o + ... = ag ~ ag = f(0)
k= : f/(o):al+2a2$|x:0+3a3x2|m:0+...:(11 mn a] = /(0)

1
k=2: FP0)=1x%x2a9+2 % 3a3x|p—0 +... = 2ay ma2=§f<2>(0)
_3. 3)(0) — _ _ 1o
k=3: f (O)—1><2><3a3+4><3><2a4a;\x:0+...—3!a3 mag—gf (O)

1
allgemeines k : ~ap = Ef(")(O)

Analog kénnen wir auch die Funktion f(z) als Potenzreihe in « — x schreiben, d.h. f(z) =
S ope g ak(z — x0)*, mit neuen Koeffizienten ay = %f(") (z9). Die Potenzreihen in Potenzen
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von x und z — xg sind natiirlich eng miteinander verkniipft: Die Terme der Potenzreihe
(x — xp)™ lésst sich ausmultiplizieren und die Potenzreihe in Potenzen von x schreiben,
wir erhalten dann wieder (2.19) mit den entsprechenden Koeffizienten.

Ist die Funktion f : (a,b) = R beliebig oft differenzierbar und zo € (a,b), heift

> k)
§?f£@@—mﬁ
k=0 ’

die Taylorreihe bei z¢, ihre Koeffizienten die Taylorkoeffizienten. R, (z) = > 72 | %(x—
x0)"* heikt Restglied der Reihe (n-ter Ordnung).

Beispiel

Die Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen. Die Exponentialfunktion ehat
eine besonders einfache Taylorreihe, da ihre erste Ableitung (sowie alle weiteren Ableitungen)
e” sind, damit ist die Taylorreihe bei x = 0 gleich 1+x+ %x2 + g—? + ﬁ—? +. ... Fir kleine Werte
von z gibt die Taylorreihe oft bereits nach einer kleinen Zahl von Termen eine brauchbare
Niherung; e* = 1+ + O(z?) (Taylorreihe bis zur ersten Ordnung in z), €* = 1 +z + 22 /2 +
O(x3) (Taylorreihe bis zur zweiten Ordnung in z, etc).

x

e
WY n=4
10 A
n=2
5,
n=2~0
f T T > T
-1 0 1 2

Die Abbildung zeigt die Exponentialfunktion und ihre Taylorentwicklung bei x = 0 bis zur
n-ten Potenz von z fiir n =0,1,2,3,4.

Als weiteres Beispiel noch die Taylorreihen fiir die trigonometrischen Funktionen bei zy =
0. Mit f(z) = cos(z), % = —sin(x), % = —cos(z) erhalten wir die Taylor-Reihe der
Cosinus-Funktion 1 — ””—22 + 9 - %—T + ..., und analog die Taylor-Reihe der Sinus-Funktion
R T S
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2.6

T202/20 4 a4 /41 ‘ ; -
/ / A —/2 /2 \Sin(m)

A\
— cos(z) \
/ N1 — 2% /2 + 2t /4l — 25 /6!

x—2%/3

Der Konvergenzradius der Taylorreihe der Exponentialfunktion und der trigonometrischen
Funktionen ist unendlich: Fiir jedes x wéchst n! schlieflich viel schneller mit n als z".

Info: Wir haben nicht gefragt, welche Funktionen sich prinzipiell durch eine konvergente
Taylorreihe (2.19) darstellen lassen. Funktionen die (lokal) gleich ihrer Taylorreihe sind
heifsen analytisch. Die Frage, welche Funktionen analytisch sind, findet erst im Rahmen
der Funktionentheorie (Theorie von Funktionen komplexer Verinderlicher) eine zufrieden-
stellende Antwort.

Integration

Die Idee der Zerlegung einer Grofe in eine grofe Zahl (kleiner) Summanden tritt in den
unterschiedlichsten Zusammenhéngen auf, und fiihrt stets auf eine Art von Integral. Der
Ihnen bekannte Fall, das Problems die Flache unter einer Kurve zu bestimmen, ist das
prominenteste Beispiel. Dabei wird die Fliache unter einer Kurve in eine (grofe) Anzahl
von Streifen zerlegt, die Fliache der (kleinen, daher fast rechteckigen) Streifen berechnet,
und die Flache der Teilstiicke aufaddiert.

Betrachten wir z.B. eine Ladung @, die sich auf einem Draht befindet. Gegeben die La-
dungsdichte p(z) auf dem Draht pro Lange Draht (ein kleines Teilstiick des Drahtes der
Lange Ax hat also Ladung p(z)Az) ist die Gesamtladung ein Integral der Ladungsdichte
tiber die Lange des Drahtes. Ist der Draht gerade, kommen wir auf ein Integral [ dzp(z)
vom Typ “Flache unter der Kurve”. Die Idee des Zerlegens und Aufsummierens kleiner
Terme funktioniert aber auch fiir einen gebogenen Draht, oder eine zweidimensionale
Oberflache oder ein dreidimensionales Volumen. Solche Probleme werden wir in Kapi-
tel 5 behandeln. Oberflichen- und Volumenintegrale fithren auf Mehrfachintegrale, die wir
hier diskutieren.
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2.6.1 Integrale von Funktionen einer Verdnderlichen

Wir beginnen natiirlich mit einem einfachen Fall, und greifen auf die Idee der “Fléche unter
einer Kurve” zurtick. Zur physikalischen Motivation kénnen wir uns die Funktion f(z) als
eine (lineare) Dichte in einer Dimension denken, die Masse oder Ladung eines kleinen
Teilstiicks der Lange Az ist dann f(z)Ax, oder, geometrisch gedacht, die Flidche eines
schmalen Rechtecks mit Breite Az und Héhe f(x). Klein bedeutet hier zunéchst so klein,
dass die Verdnderung von f(x) im Intervall Az vernachlissigt werden kann. Letztendlich
werden wir den Grenzfall Az — 0 betrachten.

Zur Berechnung der Fliche unter der Funktion f(x)
zwischen z, und xp betrachten die Zerlegung des \
Intervalls [x4,xp] in eine grofe Anzahl N von Teil-
stiicken; g = x4, 8y = xp und 1 < 2 < T3... 1
liegen zwischen z, und x,. Die Werte xg, x1, o, . .. L
werden auch als Stiitzstellen bezeichnet. Die Sum- £(2)
me iiber alle Teilstiicke der Lange z1 — z¢ (erstes
Teilstiick), zo — x1 (zweites Teilstiick) ..., jeweils Flache Ax; f(x;)
multipliziert mit f(xg), f(x1), ... ergibt die Sum-

me2

\

Zq T Ty
N— Axl

N-1
(@ip1 — @) f(z:) = ) Awif(wi)  (2:20)
0 i=0

[y

1=

mit Az; = z;41 — x;. Diese Summe wird als Riemann-Summe bezeichnet. Im néchsten
Schritt machen wir die Langen der Teilstiicke sehr klein; die Rechtecke der Abbildung
approximieren die Flache unter der Kurve also immer besser. Den Grenzfall bei dem die
Langen der Teilstiicke Az; gegen Null gehen, bezeichnen wir als das Riemannintegral

N-1

b
/ Qe f@) = lm 3" Awif(xi) (2.21)
a T

In diesem Grenzfall geht natiirlich auch die Zahl der Teilstiicke gegen unendlich. Wie genau
der Grenzfall Az; — 0 fiir alle Ax; durchzufiihren ist, ist damit noch nicht gesagt. Es stellt
sich als ausreichend heraus, die Lange des langsten Teilstiickes max;(Ax;) gegen Null zu
fithren (siehe z.B. Kerner und von Wahl). Funktionen, fiir die das Integral (2.21) existiert,
heifsen Riemann-integrierbar. Nach dieser Definition ist das Integral einer Funktion mit
nur negativen Funktionswerten negativ, sind die Funktionswerte genausohdufig positiv

2 Hier kann man fragen ob nicht f(x;y1) statt f(z;) der korrekte Ausdruck wire. Kernpunkt des
Beweises der Existenz des sogenannten Riemann-Integrals ist, dass der Unterschied zwischen diesen beiden
Féllen im Grenzfall N — oo verschwindet.
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2.6.2

wie negativ ist das Integral null: Bei negativen Funktionswerten trigt die Fléache iiber der
Kurve negativ zum Integral bei. Unter Vertauschung der Integrationsgrenzen dndert das
Integral sein Vorzeichen, da die Ax; alle ihr Vorzeichen &dndern.

Das Integral und die Stammfunktion

Betrachen wir die Fldche unter der Kurve im Intervall [0,z] als Funktion von x, und
nennen diese Funktion F(z). Vergrofern wir nun das Intervall durch Hinzufiigen eines
(beliebig kleinen) Teilstiicks Az, vergrofert sich die Fliache um Az f(x), also F(x+ Ax) =
F(z) + Az f(x) + O(Ax?) und somit

dF
—=1@). (2.22)

Aus dieser Gleichung ist die sogenannten Stammfunktion F(x) von f(x) nur bis auf eine
additive Konstante bestimmt. Bei der Subtraktion von Stammfunktionen verschwindet
diese Konstante allerdings und fiir allgemeine Integralgrenzen gilt dann

b
/ dz f(z) = F(b) — F(a) . (2.23)

Diese Aussage wird als Fundamentalsatz der Analysis bezeichnet. Integration und Differen-
tiation sind also inverse Operationen; um das Integral einer Funktion f(z) zu bestimmen,
suchen wir die Funktion F'(z), deren Ableitung nach x gleich f(z) ist. Wir schreiben
auch das sogannte unbestimmte Integral ohne die Integrationsgrenzen anzugeben als
[dz f(z) = F(x) (Gleichheit verstanden als “bis auf eine unbestimmte Konstante”).

Techniken zur Berechnung von Integralen

Wichtigste Technik ist die Ableitungen vieler Funktionen zu kennen, und so die Stamm-
funktion zu raten und zu verifizieren: Eine allgemeine Methode um systematisch zu einer
beliebigen Funktion die Stammfunktion anzugeben gibt es nicht. Wir diskutieren einige
niitzliche Strategien.

Partielle Integration

Partielle Integration ist eine niitzliche Technik, wenn der Integrand f(z) sich als Pro-
dukt zweier Funktionen schreiben ldsst. Sei f(x) = u/(z)v(z). Aus der Produktregel der
Ableitung erhalten wir L (u(z)v(z)) = v/(z)v(z) + u(z)v'(z). Umstellen der Terme und

Integration auf beiden Seiten ergibt

/a ' el (o) = / ' % (u(z)o(z))— / " dru(e) (2) = [u(e)o()] / ' deu(e) (z)
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Bei geschickter Wahl von u(x) und v(z) ist das resultierende Integral oft einfach zu be-
stimmen.

Integration durch Substitution

Dieses Integrationsprinzip folgt aus der Kettenregel der Differentialrechnung. Gegeben sei
eine Funktion f(x) mit Stammfunktion F(x). Wir betrachten nun eine Funktion z(y) mit
Umkehrfunktion y(z) und definieren eine weitere Stammfunktion G(y) = F(z(y)) mit
Ableitung g(y). Nach der Kettenregel ist % = ﬁ—ig—z, bezw. g(y) = f(x(y))g—z. Integration
iiber z ergibt

y(b) dx y(b)
/y(a) dy dyf( z(y)) :/y(a) dy g(y) = [G(y)]zg?) = [F(x(y))]zgg)) / de f(z
225)

Ist f(z) schwer zu integrieren, kann eine geschickt gewéhlte Substitution auf eine Funktion
fl—z f(z(y)) fihren, die leichter zu integrieren ist.

Beispiel

Gesucht sei das Integral der Funktion /1 — 22 {iber das Intervall [0,1]. Da /1 —sin(t)2 =
cos(t) erwarten wir, dass eine trigonometrische Variablensubstitution niitzlich kénnte. Wir
fithren eine neue Variable sin(y) = x, bezw. y = arcsin(z) ein und erhalten mit 2—2 = cos(y)

arcsin( dz /2
dzv1—2a?%= / dy — /1 —sin?(y) = / dy cos’(y) , 2.26
[ v d 1=t = [ W, (@22

resin(0)

das mit Hilfe partieller Integration berechnet werden kann. Oder mit der trigonometrischen

Formel cos?(y) = 1+C+=(2y)

Im obigen Beispiel und in (2.25) muss z(y) bijektiv sein, damit wir die Integralgrenzen nach
der Substitution y(a) und (b) angeben konnen (durch Aufteilen in Intervalle auf denen z(y)
dann bijektiv ist ldsst sich das leicht beheben). Umkehrbarkeit ist allerdings nicht bei jeder
Variablensubstitution notig. Wenn ein Integrand in der Form f dx df; f(y(x)) geschrieben

werden kann fithrt Variablensubstitution auf fyy((a) dy f(y) ohne dass eine Umkehrfunktion
gebraucht wurde.

Die Variablensubstitution kann geometrisch interpretiert werden. Ein f; daf(z) = >, Axf(x;)
unterteilen wir das Integrationintervall in Teilintervalle konstanter Linge Ax mit “Stiitz-
stellen” bei 0, Ax,2Ax, . ... Dasselbe Intervall l4sst sich mit neuen Stiitzstellen bei y(0), y(0)+
Ay, y(0)+2Ay, ... beschreiben, die Intervalllingen in beiden Féllen sind durch Az ~ Ayg—z

verkniipft. Eine Merkregel fiir die Variablensubstitution (2.25) ist dy = dxfil—g (eine Aussage
die hier nur unter dem Integral Sinn macht).
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2.7

Differenzieren nach einem Parameter

Wenn der Integrand durch Ableitung nach einem Parameter aus einer Funktion hervorgeht,
kénnen wir das ausnutzen.

Beispiel

T

Gesucht sei das Integral [ dzze™™, das wir als [° dz ze™ " mit a = 1 schreiben.

d —ar dx (— —ax _ (_ drxe—o=
~/0 e ~/0 ’ ( doa )6 ( doz) ~/0 e

d 1 —Qax]oo d —1 1
- _ %z - = — 2.27
da[ o’ Io da a? (2.27)
Im zweiten Schritt haben wir Integration und Ableitung vertauscht. Fiir die endliche Rie-
mannsumme (2.20) ist dies natiirlich zulédssig. Fiir das Riemannintegral ist es das mit Ein-
schrénkung auch (der Integrand muss stetig sein und seine Ableitung ebenso, siehe z.B. Kerner

und von Wahl).

Mehrfachintegrale

Ziel ist es, das Integral als Riemannsumme {iber eine Variable zu verallgemeinern. An-
statt (kleine) Intervalle einer Geraden (z-Achse) aufzusummieren, konnen wir dann klei-
ne Flachenelemente oder Volumenelemente addieren. Damit kénnen wir dann auch iiber
Oberflachen und Volumen integrieren.

Beispiel

In einem sehr beschrinkten Sinne haben
wir bereits ein Oberfachenintegral berech- f(x)
net. Die Flidche unter der Kurve f(z) im In-

tervall [x4, xp] ldsst sich nicht nur in schmale \
Rechecke mir Fliache Az f(x) zerlegen, son-
dern auch in kleine Flachenelemente mit Fla-
che Az Ay. Diese Fliachenelemente haben ih-
re linke untere Ecke bei z;, y; und eine Fl&- Y Ay;
che Az Ay. Als Riemannsumme ist dann die Y
Flache unter der Kurve f(z) die Summe der
Flachen aller Elemente. Die Zahl der Fla- Ti, Y
chenelemente entlang der y-Achse hingt hier
von f(z) ab, Ny(i) = f(x;)/Ay fiir konstan-

te Ay,. Ta TR
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Schreiben wir die Funktion f(z fo (@) dy, dann ist die Fliche unter der Kurve

/dxf /dx/f(x)dy_// dzdy (2.28)

Bei dieser Berechnung der Fliche wurden einzelne Fldchenelemente aufsummiert. Das
ist natiirlich ein sehr eingeschrinktes Problem. Auf einer 2D Oberfliche S koénnte sich
aber zum Beispiel elektrische Ladung mit einer Ladungsdichte p(z,y) pro kleiner Fliache
befinden. Die Riemannsumme der Gesamtladung ist dann ZZJ-VJ”-”’N?’ Az;Ay;jp(x;,y;) und
fiihrt im Grenzfall beliebig kleiner Flachenelemente auf das Mehrfachintegral

Np—1,N,—1

(wenn der Grenzfall existiert)?. Zur konkreten Berechnung der Riemannsumme kénnte man
zundchst die Summe auf Spalten mit konstantem x beschrinken, und dann die Beitrédge
der Spalten addieren, oder umgekehrt zunéchst die Beitrdge von Zeilen mit konstantem
y addieren und dann die Beitrage aller Zeilen zusammennehmen. Im Grenzfall Ax; —
0,Ay; — 0 erhalten wir im ersten Fall zunéchst ein Integral [ dyf(z,y) das dann noch
iiber z integriert werden muss, und umgekehrt im zweiten Fall. Fiir Summen mit unendlich
vielen Termen ist die Gleichheit nicht selbstverstandlich. Der Satz von Fubini

| [ dztupte.n = [ a ( / dyp(:my)) ~ [ < / dwp(w,y)> - (2.30)

(s. Kerner und von Wahl) gilt fiir stetige Funktionen p(z,y) und besagt, dass es keine
Rolle spielt, ob das Mehrfachintegral zunéchst {iber die z-Variable oder iiber die y Variable
ausgewertet wird.

Beispiel
Wir berechnen die Masse einer rechteckigen Platte S mit Begrenzung durch die Linien z = 0,

x =3,y =0, y =2 mit Dichte pro Fliche p(x,y) = xy. Die Masse eines kleinen rechteckigen
Teilstiicks mit Kangenlingen Az, Ay ist ~ xyAzAy, die Gesamtmasse

Mz//sdxdy(xy) :/03 /Ozd:vdy(xy) - (/O3dx:v> (/jdyy) —9/2x4/2=9. (231)

3 Da klar ist wie viele Variablen hier integriert werden schreibt man auch S s dzdyp(z,y), S bezeichnet
die Fléache iiber die integriert wird.
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2.7.1

Diese Vertauschbarkeit der Integrationen fiihrt uns auf S
das Thema der Integrationsgrenzen, die bei Mehrfachin-
tegralen komplizerter sein konnen als bei Integralen ei-
ner Verdnderlichen. In (2.29) haben wir die Integrations-
grenzen nicht spezifiziert, und einfach ein Integral iiber
die Fléache S angegeben. Die expliziten Integrationsgren-
zen eines Mehrfachintegrals hdngen davon ab, in welcher
Reihenfolge wir die beiden Integrationen auswerten (das
Ergebnis selbst héngt nicht von der Reihenfolge ab), also ob wir die Flachenelemente
in horizontale oder vertikale Streifen zusammensetzen. Werten wir im Beispiel oben zu-
nichst das Integral (2.28) iiber y (bei konstantem x) aus, sind die Integrationsgrenzen

einfach f o f @) Werten wir zunsichst das Integral tiber = (bei konstantem y) aus sind
die Integratlonsgrenzen bei diesem Beispiel komplizierter. Einige Oberflichen zerlegt man
sinnvollerweise in Teilstiicke, die separat ausgewertet werden (s. rechts).

Das Volumenintegral

Die gleiche Denkweise wie beim Integral {iber eine Oberflache 1dsst sich auch auf Volumina
anwenden. Das Volumen eines Quaders mit Kantenldngen Ax;, Ay;, Az ist Ax;Ay;Azy.
Gibt p(z,y,z) zum Beispiel eine Dichte pro kleinem Volumenelement an, dann ist die in
in einem Volumen V enthaltene Masse durch die Riemannsumme

4,5,k

approximiert, wobei die Summe iiber die Indizes i, 7,k alle (kleinen) Volumenelemente
addiert. Im Grenzfall unendlich kleiner Volumenelemente lima,—0,Ay—0,A2—0 erhalten wir
das Volumenintegral

/ dedydzp(zx,y, 2 /d;z:/dy/dzp T,Y,2) . (2.33)

Wieder konnen die Integrationen in beliebiger Reihenfolge vorgenommen werden (unter
milden Forderungen an den Integranden).

Substitution der Variablen in Mehrfachintegralen

Mehrfachintegrale sind also prinzipiell nicht schwieriger zu berechnen als Integrale von
Funktionen einer Verdnderlichen. Allerdings kénnen die Integrationsgrenzen Schwierigkei-
ten machen. Geschickte Anderung der Integrationsvariablen kann hier helfen. Mit einer
Variablensubstitution kénnen Symmetrien eines Problems ausgenutzt werden, z.B. wenn
Integrationsgrenzen oder der Integrand eine bestimmte Symmetrie aufweist. Als konkretes
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Beispiel betrachten wir die Variablentransformation von kartesischen Koordinaten (z,y)
zu Polarkoordinaten (r,6) in zwei Dimensionen.

Bei dem Flédchenintegral iiber die Kreisfla-

che mit Radius 1 Y,

1 V1—z2
/ dzdyp(z,y) = / dz / dyp(z,y) N
S -1 —/1—z2

(2.34) T
ist vor allem der Fall interessant, bei dem -+
auch der Integrand nur von der Entfernung
r eines Punktes p von der Kreismitte ab- r
héngt, p(z,y) = p(r). Dann koénnen so- ~ 1 ] "
wohl der Integrand als auch die Integra-
tionsgrenzen durch eine einzelne Variable
ausgedriickt werden. Wir definieren 2 neue
Variablen, die sogenannten Polarkoordi- I
naten. Die erste Koordinate ist die Radi-
alkoordinate r(z,y) = /22 + y2, die den
Abstand vom Ursprung angibt. Die zweite !
Koordinate, die Winkelkoordinate ¢, ist
definiert durch den Winkel, den die Linie
vom Ursprung zum Punkt p mit der positiven x-Achse einschliesst, tan ¢ = y/x. Mit der
Umkehrfunktion des Tangens und Kenntnis in welchen der vier Quadranten p liegt kann
die Winkelkoordinate leicht bestimmt werden.

Unser Ziel ist es, durch eine Variablensubstitution das Integral iiber die Kreisfliche als
Integral iiber r und ¢ zu schreiben. Eine Vielzahl von Problemen weist eine Art von Sym-
metrie auf (hier: Symmetrie des Integranden und der Integrationsgrenzen unter Rotation),
nutzt man neue Variablen erhélt man oft einfacher zu l6sende Integrale.

Jeder Punkt in der Ebene ist eindeutig durch ein Paar (z,y) und ein Paar (r, ¢), ¢ € [0, 27]
beschrieben (bis auf einen einzelnen Punkt, den Ursprung, dort ist ¢ nicht eindeutig defi-
niert); die Abbildung von (z,y) auf (r,¢) ist also invertierbar. Die Linien mit konstanter
Variable r bilden Ringe, Linien mit konstantem ¢ bilden radial nach auften laufende Gera-
den mit Steigung tan(¢). Eine kleine Anderung der Koordinaten (z,v) zu (z+ Az, y+ Ay)
definiert ein kleines Rechteck der Fliche AzAy. Eine kleine Anderung der Koordinaten
r, ¢ definiert eine Intersektion aus Ring und Kuchenstiick, sieche Abbildung. Die Flache
dieses Objekts ist (fiir kleine Anderungen Ar, A¢, wenn dieses Objekt fast ein Recheck
ist) Ar(rAg¢). Damit ist das Integral (2.34)

/dedyp(a:,y) = /01 /027r drdgrp(r) = 2n /01 drrp(r) . (2.35)
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Der zusétzliche Faktor r ergibt sich aus der Substitution der Variablen, man kann ihn
als hoherdimensionales Equivalent des Faktors fil—; in (2.25 ) auffassen. Weitere Variablen-

transformationen dieser Art werden in den Ubungen diskutiert. Den Transformationssatz,
der allgemeine Variablentransformationen behandelt werden wir im néchsten Semester
kennenlernen.
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3.1

Drei

Komplexe Zahlen

Thema dieses Kapitels ist die Erweiterung der reellen Zahlen auf die komplexen Zahlen.

Die natiirlichen Zahlen bilden die Basis, auf der weitere Zahlenkorper aufbauen. Zum
Beispiel wurden ganze Zahlen ..., —3,—2,—1,0,1,2,3, ... eingefiihrt um Gleichungen wie
x + 3 = 2 16sen zu kénnen. Analoge Erweiterungen der natiirlichen Zahlen fithrten auf
die rationalen Zahlen und die irrationalen Zahlen. Nur Gleichungen wie 22 = —1 blieben
bislang ohne Losung. Zur Losung dieser Gleichungen fithren wir einen Zahlenkorper mit
einem neuen Element i ein, das die Eigenschaft 2 = —1 hat.

Komplexe Zahlen und R?

Wie betrachten den Vektorraum R? = { <Z> ta,b € R} mit der Addition von Vektoren

und Multiplikation mit reellen Zahlen definiert durch
a ad\  [(a+d
(6)+ () - (o) o)
a Aa
\(0) = (%) e
Zuséatzlich definieren wir noch eine Multiplikation von zwei Vektoren

() (4) = (car ) s
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(3.2)

Diese Multiplikation



3.2

ist kommutativ:

a\  (da-=Vb\ [ad —-bb\ [a . a’
b) \db+ba) \ab+bd) \b v

hat ein Einselement: <1
hat ein Inverses: <

und erlaubt eine Lésung von z? = —1

Wir schreiben <(1)> als 1 und <(1)> als ¢ mit ¢-¢ = —1. z = a+4b mit a,b € R entspricht dann

<Z> und wird als komplexe Zahl bezeichnet. Jede polynome (algebraische) Gleichung

n-ten Grades (mit komplexen Koeffizienten) hat n Losungen in den komplexe Zahlen
(Fundamentalsatz der Algebra). Mit der Erweiterung auf die komplexen Zahlen sind wir
also am Endpunkt einer Entwicklung angekommen: alle algebraischen Gleichungen sind
nun 16sbar!.

Realteil und Imaginarteil, Betrag und Argument komplexer Zahlen

a wird als Realteil, b als Imaginérteil einer kom-

plexen Zahl z = a + ib bezeichnet. Wir schreiben 3(z),
a = R(a+1ib) und b = I(a+1b). Es sind also zwei re-
elle Zahlen n6tig um eine einzelne komplexe Zahl zu
spezifizieren. Analog zur Zahlengeraden der reellen
Zahlen, werden komplexe Zahlen graphisch in der
Ebene dargestellt (komplexe Ebene oder Gaufi-
sche Ebene). Reelle Zahlen liegen dabei auf der
x-Achse, rein imaginére Zahlen auf der y-Achse. 0

Eine komplexe Zahl z = a+1ib kann auch in Polarko- >
ordinaten 7 = Va2 + b2, tanf = g dargestellt wer- R(z)

den. r = |z| = Va? + b? wird als Betrag einer kom-

plexen Zahl z bezeichnet, 6 als ihr Argument. z* = a — ib definiert die komplex Konju-
gierte von z = a+ib. Dann ist z 2* = (a+ib)(a—ib) = a®—iab+iba—(i)*? = a®+b* = |z|?

z=a+1b

!Das heift natiirlich nicht, dass nicht noch weitere Zahlenkérper definiert werden kénnen oder keine
interessanten Eigenschaften haben.
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Multiplikation von komplexen Zahlen kann einfach durch Ausmultiplizieren erfolgen

zz' = (a+1ib)(a’ +ib') = ad + iab' + iba’ + (i - i)bb' = (aa’ — bV') + i(ab +ba’) , (3.4)

das Ergebnis stimmt mit (3.3) iiberein. Fiir die Division gilt nutzen wir j—; = z—; == 212 |2
3

N

(in Ubereinstimmung mit dem inversen Element der Multiplikation).

3.3 Die Euler-Formel

Wir nutzen die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion, um die Exponentialfunktion auch
fihr komplexe Zahlen zu definieren.

e :Z o —1+zw—§+...
k=0

B (w:)k (zm)k

- Z k! + Z k!
k=0,2,4,6,... k=1,3,5,7,..
i p2k+1

=) (-1)F
— 2k: 2k: + 1)

=cosz +isinx

Eine Gleichung wie Ostern und
Weihnachten zusammen!

e =cosx +i sinx (3.5)
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3.4

Die sogenannte Eulerformel verbindet trigonometrische Formeln mit der Exponential-
funktion. Eine komplexe Zahl z mit Betrag r und Argument 6 ist damit z = re®®. Das
Produkt zweier komplexer Zahlen z; und zy ist dann 2129 = rirgetf1eif2 = 7‘17‘2€i(01+02),
d.h. der Betrag des Produktes ist 172, sein Argument ist 61 +605. Multiplikation komplexer
Zahlen wird also durch Drehungen in der komplexen Ebene beschrieben.

Diese Eigenschaft komplexer Zahlen fiithrt auf ihre wichtigste praktische Anwendung: Bei
Schwingungen und Oszillationen erlaubt die Eulerformel (komplizierte) trigonometrische
Berechnungen mit der (einfachen) Exponentialfunktion zu fiihren.

Beispiel

Eine einfache Anwendung der Eulerschen Formel sind die trigonometrischen Additionstheo-
reme

cos(zx +y)+isin(x+y) = e Tty) = ¢iw oty

(cosx + i sinz)(cosy + i siny) (3.6)

= cosxcosy —sinxsiny + i(sinx cosy + sinycosx) .

Aus dem Realteil dieser Gleichung erhalten wir cos(z + y) = cosx cosy — sin sin y, aus dem
Imaginérteil sin(z + y) = sinx cosy + siny cos x.

Wurzeln komplexer Zahlen und der komplexe Logarithmus

Die Eulerformel erlaubt auch Wurzeln und Logarithmen komplexer Zahlen zu definieren.
Fiir die n-te Potenz einer komplexen Zahl z = re® gibt die Eulerformel (3.5)

2 = et (3.7)

ein Ergebnis das auch als Formel von de Moivre bezeichnet wird. Diese Beziehung lasst
sich nutzen, um auch die n-te Wurzel einer komplexen Zahlen zu definieren. Dabei muss
allerdings beachtet werden, dass man auf der rechten Seite von (3.7) noch 1 = €™ mit
k€ {0,1,...,n — 1} hinzufiigen kann. Entsprechend ist die Wurzel einer komplexen Zahl
nicht eindeutig

2
Un — pi/m exp{i%} , (3.8)

z
sondern eine komplexe Zahl hat n komplexe n-te Wurzeln.

Aufgabe

Malen sie die 2-ten, 3-ten und 4-ten Wurzeln von 1 in der komplexen Ebene auf.
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Eine komplexe Zahl w mit ¥ = z heifst der komplexe (natiirliche) Logarithmus von z.
Damit ist auch eine Zahl w + 2k7¢ mit ganzzahligem k ein Logarithmus von z, d.h. es
gibt eine unendliche Zahl von komplexen Logarithmen. Diese Mehrdeutigkeit spiegelt die
Periodizitat der komplexen Exponentialfunktion wider. Oft ist es sinnvoll, sich auf einen
dieser Logarithmen zu beschénken. Konvention ist es, den Imaginérteil von w auf das
Intervall | — 7, 7] zu beschrinken. Der so definierte Logarithmus heifst Haupwert von w.
“Vergisst” man die Mehrdeutigkeit der komplexen Wurzel oder des Logarithmus, kann dies
allerdings absurde Ergebnisse nach sich ziehen. Kurz: 1 = > aber daraus folgt nicht
log(1) =0 = 2nki Vk € Z.

Info: Die komplexen Zahlen erscheinen zunéchst abstrakt und schwer zuganglich. Das
galt fiir die irrationalen Zahlen oder die negativen Zahlen aber sicher auch einmal. In der
Mathematik spielen die komplexen Zahlen wegen der sogenannten algebraischen Abge-
schlossenheit eine wichtige Rolle: Jede algebraische Gleichung von Grad grofser Null hat
eine Losung in den komplexen Zahlen. In der Physik ist der Zusammenhang zwischen Tri-
gonometrie und der Exponentialfunktion zentral bei der Beschreibung von Schwingungen
und Oszillationen. In Kapitel 4 werden wir davon extensiv Gebrauch machen. Und schliefs-
lich kann man auch einen Vektorraum iiber den komplexen Zahlen definieren, also einen
Vektorraum dessen Elemente (statt mit reellen Zahlen) mit komplexen Zahlen multipliziert
werden konnen. Ein solcher Vektorraum spielt die zentrale Rolle in der Quantenmechanik.
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4.1

Vier

Differentialgleichungen

Poincare map https://www.youtube.com/watch?v=CgFVRVB7jM0

Physik ist in weiten Teilen Naturbeschreibung mit Differentialgleichungen: viele Naturgesetze
kénnen mit Gleichungen formuliert werden, die eine Funktion sowie Ableitungen dieser Funktion
enthalten. Wir lernen unterschiedliche Arten von Differentialgleichungen kennen und entwickeln
Strategien zur Lésung von Differentialgleichungen.

Differentialgleichungen in der Physik

Einzelne Messungen kénnen durch Zahlen beschrieben werden, die ihnen zugrundeliegen-
den Prozesse sind jedoch (meist) durch Funktionen beschrieben, z.B. die Bahnkurve r(t)
eines Teilchens oder ein Potential V(x,y, 2).

Oft gehorchen diese Funktionen Differentialgleichungen

=
m %g = F(7t) Newton II
V- E = p(7)/e Maxwell 1

Eine Differentialgleichung (DGL) ist eine Gleichung fiir eine unbekannte Funktion, in der
Ableitungen dieser Funktion auftreten. Die klassische Mechanik, Elektrodynamik, Quan-
tenmechanik basieren alle auf Differentialgleichungen. Bevor wir unterschiedliche Arten
von DGL zu klassifizieren und lésen lernen, diskutieren wir mehrere Beispiele.

Das zweite Newtonsche Gesetz in einer Dimension, beschrieben durch die Variable y

d*y(t)

dt? ’
verbindet die Beschleunigung einer Punktmasse mit der Kraft die auf die Punktmasse
wirkt. Letztere kann sowohl von der Zeit, als auch vom Ort abhéngen. Wir betrachten
mehrere Spezialfélle.

F(y(t),t) = ma(t) =m
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4.2

1. Konstante Kraft F = mg. Diese Fall beschreibt die Bewegung eines Teilchens
in einem konstanten Gravitationsfeld
d%y

a2 =9 (4.1)

Diese DGL ist eine Gleichung fiir eine Funktion y(¢) der Zeit, d.h. rechte und linke Seite
sind Funktionen der Zeit (die rechte Seite ist in diesem Beispiel eine konstante Funktion).
Die gesuchte Losung, eingesetzt in die linke Seite der Differentialgleichung, muss fiir alle
Zeiten t gleich der rechten Seite sein. Gesucht ist eine also Funktion y(t), deren zweite
Ableitung nach t fiir alle Zeiten gleich g ist.

y(t) = 3 gt*> + bt + a lost diese Gleichung, da %(gt2/2) = ¢ und %(at +0b) =0.
Die Koeffizienten a und b sind aus den Anfangsbedingungen y(t = 0) = yo, %(0) =g zZu
bestimmen: Einsetzen von ¢ = 0 gibt a = yp und b = vy.

2. Zeitabhingige Kraft F' = Am cos(2t). Dieser Fall beschreibt ein Teilchen, das
einer oszillierenden Kraft unterworfen ist
d?y

ol A cos(Q2t) (4.2)

y(t) = —% cos(t) + at + b 16st die Gleichung, da % cos(Qt) = —02 cos(2t) und %(at +
b

3. Ortsabhingige Kraft F'(y) = —ky. Dieser Fall beschreibt eine Punktmasse an
einer linearen Feder.

2

=Ly =—udyt), o
Diese DGL unterscheidet sich qualitativ von den ersten beiden Beispielen. Gesucht ist eine
Funktion y(t), deren zweite Ableitung nicht gleich einer bekannten Funktion ist, sondern
proportional zur gesuchten Funktion selbst. Wir werden effektive Strategien zur Losung
solcher DGL kennenlernen, hier erraten wir die Losung. Wir erwarten eine Oszillation der
Masse an der Feder mit zeitlich konstanter Amplitude; y(¢) = A cos(wot — ¢). Einsetzen in
die DGL zeigt, dass dieser Ansatz tatséchlich die DGL 16st, da zweifaches Ableiten einer
Kosinus oder Sinusfunktion wieder eine Kosinus/Sinusfunktion ist.

k
m

(4.3)

Terminologie

Eine Gleichung fiir eine Funktion, die eine oder mehrere Ableitung enthélt, heifst Diffe-
rentialgleichung, die hochste Ordnung dieser Ableitungen heiftt Ordnung der DGL.
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4.3

Die Variable, nach der abgeleitet wird, heifst unabhingige Variable, die Variable, die
abgeleitet wird, heifst abhingige Variable. DGL, die nur Ableitungen nach einer ein-
zelnen Variablen enthalten, heiffen gewShnliche DGL. DGL, die (partielle) Ableitungen
nach mehreren Variablen enthalten, heifsen partielle DGL.

Gewohnliche DGL erster Ordnung
Beispiel

Radioaktiver Zerfall. Die Zahl der pro kleinem Zeitintervall zerfallenden Kerne ist proportio-
nal zur Zahl der vorhandenen Kerne y

dy _

U () (4.4)

Die Zahl radioaktiver Kerne nimmt exponentiell mit der Zeit ab: tatséchlich wird % +y(t)
0 geldst durch y(t) = yo e~ *. Die Konstante yo kann aus der Anfangsbedingung y(z = 0) =

yoe_)‘o = 9o bestimmt werden.

An dieser Stelle ist eine konzeptionelle Hiirde zu iiberwinden: die DGL g—z = —\y(t) ist
auf der rechten Seite eine Funktion von y (hier die Funktion y selbst): Die Zahl der pro
Zeiteinheit zerfallenden Kerne ist gegeben durch Ay, proportional zur Zahl der Kerne y.
Die DGL setzt sie gleich der negativen Ableitung von y nach der Zeit. Finden wir allerdings
die Losung y(t) = Ae ™ und setzen sie in die DGL ein, steht auf der rechten Seite eine
Funktion von t allein, ndmlich —\Ae~*. Dennoch ist die DGL selbst eine Gleichung, die
explizit ¥ und ¢ enthalten kann, erst ihre Losung etabliert eine Beziehung y = y(t)! .
Die rechte Seite einer DGL wie (4.4) kann also sowohl von der unabhéngigen Variablen
abangen, hier ¢, als auch von der abhéngigen Variable, hier y.

!Nicht anders ist es bei einer algebraischen Gleichung wie x — 3 = 4. Prinzipiell kann z jeden reellen
Wert annehmen. Aber nur z = 7 16st die Gleichung. In dem obigen Beispiel kann die Zahl der Kerne y(t)
zum Zeitpunkt t jeden Wert annehmen, aber nur y(t) = Ae™** 16st die DGL ‘fi—? = —Xy(t).
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“No Steigung der Striche
g -=--_ in der x,y Ebene
SRR T sei /()

-~ o
Dl

Eine allgemeine DGL kann nach g—g aufgelost werden (linke Seite), auf der rechten Seite
stehen dann Terme, die von der abhéngigen Variable y und vielleicht noch von der unab-
héngigen Variable x abhéngen. In dem Beispiel des radioaktiven Zerfalls ist die DGL (4.4)
bereits nach % aufgelost, auf der rechten Seite steht ein Term, der nur von y abhéngt und
als Funktion von y geschrieben werden kann g—z = f(y(x)) mit f(y) = —Ay. Den letzten
Ausdruck kénnen wir auch als f(y(z)) = y(x) schreiben, f(y) = y betont, dass wir die
rechte Seite dieser DGL kennen wenn wir y kennen (wenn 1000 Atome vorhanden sind,
werden pro kleiner Zeiteinheit 1000\ Atome zerfallen, dazu miissen wir nicht die Uhrzeit

(abhéngige Variable) wissen). Die DGL erster Ordnung zum Beispiel

(A

dx)3 = sin(y(z)) + 23 (4.5)

kann aufgelost werden zu g—g = {/sin(y(z)) + 23. Die rechte Seite ist bekannt wenn y und
x bekannt sind, Z—:yc = f((y(x)),z) mit f(y,x) = /sin(y) + z3.

Allgemeine DGL erster Ordnung kénnen also geschrieben werden als

W~ fyw)a) (16)
indem man die DGL nach der Ableitung erster Ordnung auflést. Im Beispiel des radioakti-
ven Zerfalls (4.4) ist f(y,x) = —Ay. Die Losung dieser DGL lasst sich als eine Kurve y(z)
visualisieren, die tiberall die durch die Funktion f(y,x) vorgegebene Steigung f hat. Eine
solche Kurve kann man geometrisch konstruieren, indem man die zy-Ebene zunéchst mit
kleinen Strichen fiillt, die jeweils die Steigung f(y,x) haben. Gegeben eine Anfangsbedin-
gung y(x) = y, bei einem gegebenen x, konnen wir uns vorstellen den “Strichen zu folgen".
Die entstehende Kurve ist iiberall tangential zu den kleinen Strichen, hat also iiberall die
Steigung f(y(z),x) und 16st damit die DGL.
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Info: Diese graphische Darstellung legt auch eine einfache numerische Methode na-
he, um DGL mit Hilfe eines Computers zu 16sen. Ausgehend von y(0), das durch die
Anfangsbedingung festgelegt sei, suchen wir nach Néherungen der Losung auf einem
diskreten Gitter z = 0,Ax,2Az,.... Dazu machen wir diskrete Schritte entlang des
Gitters. Aus (y(Az) — y(0))/Az ~ dy/dx = f(y,z) am ersten Gitterpunkt folgt der
Wert y(Az) ~ y(0) + f(y(0), z)Az. Dieser Schritt ldsst sich nun wiederholen um itera-
tiv y(2Az), y(3Ax), ... zu bestimmen. Die Schrittweite Az bestimmt die Genauigkeit des
Ergebnisses. Mehr dazu in der Computerphysikvorlesung!

4.3.1 Eindeutigkeit

Sei eine DGL g—g = f(y(z),z) auf einem Rechteck (a,b) x (¢, d) definiert, und ein endliches
L > 0 existiert mit

|f(y7 $) - f(ga $)| S (y - g)L v z,Y, :’j auf dem Rechteck (47)

so sind zwei Losungen, die bei einem xg € [a,b] denselben Wert haben, im gesamten
Intervall [a, b] gleich.

Info: Dieser Eindeutigkeit der Losung kann recht leicht bewiesen werden: Integration auf
beiden Seiten der DGL (4.6) ergibt die Integralgleichung y(x) —y(x¢) = f;) da’ f (2!, y(2)).
Nehmen wir an, daft wir zwei Funktionen y(z) und Y (z) mit dieser Eigenschaft gefunden
haben. Wir betrachten nun ein x mit x —xg < ﬁ und bezeichnen den gréfiten Unterschied
zwischen y(z) und Y'(x) im Intervall [z, zo] mit S. Dann gilt

Y(@)-y(@) < [ @Y @)~ o) £ L [ Y (@) -y(e')] < LS(a—z0) < 5)2.
(4.8)
Durch Auswertung bei dem Maximum von |Y(z) — y(x)| erhalten wir S < S/2, ein Wi-
derspruch, der sich nur durch S = 0 auflésen léasst. Die beiden Funktionen sind also im
Intervall [z, x] gleich.
Die Existenz der Losung wird mit dem Satz von Picard-Lindel6f bewiesen. Man beginnt
mit yo(z) = y(zo), d.h. einer konstanten Funktion, die die Anfangsbedingung erfiillt. Dann
nutzt man die Iterationsvorschrift vy, 11(x) = y(xo) + ffo d2’ f(2', yn(2')) und zeigt, dass
die Folge von Funktionen y,(x) konvergiert, der Grenzfall n — oo 16st damit die DGL (s.
Kerner und von Wahl).
Die sogennante Lipschitz-Bedingung (4.7) ist in der Praxis fast immer erfiillt. Damit
legt eine Anfangsbedingung die Losung einer DGL erster Ordnung eindeutig fest. Von einer
Gleichung, die die Natur zu beschreiben soll, erwarten wir diese Eindeutigkeit: Gegeben die
Anfangsbedingung und ein Naturgesetz wie das zweite Newtonsche Gesetz, ist der Zustand
des Systems fiir alle weiteren Zeiten eindeutig festgelegt. Gabe es mehrere Losungen wére
diese Theorie keine (vollstandige) Beschreibung des Systems.
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4.3.2

4.3.3

Ein Nebeneffekt ist Arbeitsersparnis: Schaffen wir es - egal wie - eine Losung der DGL zu
finden, die die Anfangsbedingung erfiillt, sind wir am Ziel, weitere Losungen gibt es nicht.

Gekoppelte Differentialgleichungen mehrerer Veranderlicher

Die graphische Konstruktion der Losung einer DGL und die Eindeutigkeit der Losung
scheint zunéchst auf DGL erster Ordnung beschrankt. Dieser Zugang lésst sich allerdings
leicht auf DGL hoherer Ordnung verallgemeinern. Dazu definieren wir DGL in mehreren
Verénderlichen y; (), y2(x), .. ..

d

% = f1(y1,v2,y3, ) gekoppelte DGL erster Ordnung
x

dys _

= 2 y2,u8,2)

dys

dx - f3(y17y27y37x)

In Vektorschreibweise konnen wir dieses Gleichungssystem kompakt als % = f(y, ) schrei-
ben. Man bezeichnet diese Differentialgleichungen als gekoppelt, wenn sie sich nicht als
mehrere DGL in nur jeweils einer einzelnen Variablen schreiben lassen, d.h. wenn in f; aus-
ser y1 noch z.B. ys etc. auftritt. Losungen solcher Gleichungssysteme sind wieder eindeutig,
wenn eine Verallgemeinerung der Lipschitz-Bedingung (4.7) erfiillt ist.
Differentialgleichungen héherer Ordnung lassen sich als gekoppelte DGL erster Ordnung
schreiben.

Beispiel

Wir betrachten das zweite Newtonsche Gesetz, eine gewohnliche DGL zweiter Ordnung. In-
dem wir eine neue Variable v(t) = % einfilhren erhalten wir zwei gekoppelte DGL erster
Ordnung

dv .

me = F(y,t) zwei gekoppelte DGL

dy

— t) .

o = v()

Wir werden uns in Abschnitt 4.4.5 noch néher mit gekoppelten DGL beschéftigen.

Separation der Variablen

Eine einfache Losungsmethode existiert fiir einen Spezialfall von DGL erster Ordnung,
namlich sogenannte separable Gleichungen

W~ o) | (19
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4.3.4

bei denen die rechte Seite ein Produkt von zwei (bekannten) Funktionen von z und von y
ist.

Beispiel

Hier zwei einfache Beispiele. % = sin(z) cos(y) ist separabel, denn mit h(y) = cos(y) und
g(x) = sin(x) lasst sich diese DGL in die Form (4.9) bringen. Dagegen ist % = sin(x) +cos(y)

nicht separabel.

Die gesuchte Losung ist eine Funktion y(x), die (4.9) erfiillt. Mit dieser (noch unbekannten)
Funktion y(x) konnen beide Seiten als Funktion von z verstanden werden. Umformung und
Integration tiber ein Intervall [z}, z.] ergibt dann

Te Te y(xe)
| dogo) = [T @l @) = [T a ) (4.10)

b b €z (xp)

Im letzten Schritt wurde durch Variablensubstitution integriert. Fiir gegebenes x; ergibt
die Auswertung des Integrals links eine Funktion von z., rechts eine Funktion von ., die
nach y. = y(z.) aufgelost die Losung der DGL (4.9) ergibt.

Beispiel
Wir wenden die Methode der Separation der Variablen auf die Differentialgleichung (4.4) an,

die den radioaktiven Zerfall beschreibt. Anfangsbedingung sei y(t = 0) = yo. Mit f(y,t) =
=y = h(y)g(t) schreiben wir h(y) = y und g(¢t) = —A. Aus (4.10) erhalten wir mit t, =0

/te dtg(t) = —)\/te dt = A[f]l = —Ate (4.11)
ty 0

B y(te) . B y(te) 1_ Yt B B y(te)

= [ = [Ty = i = () <o) = 1 (4 )

Auflésen nach y(t.) ergibt das erwartete Ergebnis y(t) = yoe .

Gewohnliche lineare DGL erster Ordnung

Ein weiterer wichtiger Spezialfall sind lineare DGL. Eine gewohnliche lineare DGL erster
Ordnung ist von der Form

Z—z +a(x)y(z) = f(x) . (4.12)

Die Terme y(x) und % treten in erster Potenz auf, die Gleichung ist also linear in y(x)
und seiner Ableitung. Der Term f(z) auf der rechten Seite wird als Inhomogenitét der
DGL bezeichnet. Ist die rechte Seite gleich null spricht man von einer homogenen DGL.
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Loésung der homogenen Gleichung

Wir suchen die Lésung von

— +a(z)y(x) =0. (4.13)

In Analogie mit der DGL g—g + Ay(x) = 0, die durch die Exponentialfunktion y(z) =
y(0)e=?* gelost wird, versuchen wir zuerst den Ansatz y(x) = y(0) e~*®)*  Mit

dy d

2~ —y(0) o (aw) 2) )7 (414

ergibt er allerdings keine Losung der DGL. Der zweite Versuch mit y(z) = y(0) exp {— [ dz’ a(2’)} =
y(0) e=A®) ist allerdings erfolgreich

y(z) =y(0) exp {— /Ox da:'a(x')} = 4(0) =A@

Z—z = y(0) % (— /01‘ d:z:'a(x')) e~ A@)
= —y(0) a(z) e~ = —a(2) y(z) . (4.15)

Losung der inhomogenen Gleichung

Als Ansatz zur Losung der inhomogenen DGL

dy

Lt af@)y(e) = f() (416)
wihlen wir y(z) = c(z) e~4®) mit einer noch zu bestimmenden Funktion c¢(z). Bei der
Ableitung dieses Ansatzes nach x erhalten wir nach der Produktregel 2 Terme: g—g =
—a(z) c(z) e 2@ + () e~ 4@ Der erste Term und a(z) y(x) heben sich gegenseitig weg.
Der zweite Term muss dann ¢ (z) e=4(®) gleich der rechten Seite von (4.16) sein:

~ Z—y +a(z) y(x) = ¢ (x) e 4@ P2 f(a)

A ) = A(’”’f(rc)
/dm (2 (4.17)
y(z) = e(z)e / da? ¢ A@HAG) £ (1)

/ dx’ G(z, x ) mit G(:E,:E/) — ¢~ A@+A)
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4.4

G(z,2') heifst die Greensche Funktion dieser DGL. Die Werte von f(z') im Intervall
0 < 2/ < x bestimmen also y(x) bei einem gegebenen Wert von x. Die Greenfunktion
G(z,2') gibt an, wie y(z) von f(2’) abhéngt. Ist  die Zeit ¢, dann beschreibt die Greensche
Funktion G(t,t') den Einfluss von f(#') auf die Losung zu einem spéteren Zeitpunkt .
Bei dieser Losung fallt auf, dafs es keinen freien Parameter zur Wahl einer Anfangsbedin-
gung gibt, bei x = 0 ist y = 0. Addieren wir allerdings zur Lésung der inhomogenen DGL
die Losung der homogenen Gleichung, erhalten wir weitere Losung der inhomogenen DGL:
Ist y1 () eine Losung der inhomogenen DGL und y,(z) eine Losung der homogenen DGL,
dann ist auch y(z) = y1(x) + by2(x) eine Losung, da

Z—i +a(z)y(z) = %(ZA(:E) + bya(x)) + a(x)(y1(x) + bya(x)) (4.18)
= [% + a(z) y1 ()] + b[% + a(z) ya(z)] = f(x) .

Im letzten Schritt haben wir ausgeniitzt, dass y; die inhomogene Gleichung %—i—a(z) yi(x) =
f(z) 16st und y2 die die homogene Gleichung % + a(z) y2(x) = 0. Die Losung mit der
Anfangsbedingung y(z = 0) = b ist dann

y(x) :/ da! e ADFAE) 121y 4 peA@) (4.19)
0

Der zweite Term in diesem Ausdruck wird als allgemeine Losung bezeichnet (da er
nicht von der speziellen Form der Inhomogenitidt abhéngt), der erste Term als spezielle
Losung. Bei x = 0 ist der erste Term gleich null und die Exponentialfuntion im zweiten
Term gleich eins, b = y(z = 0) ist damit gleich der frei gewéhlten Anfangsbedingung.
Analog, wenn die Anfangsbedingung nicht bei = 0, sondern bei einem anderen Wert von
x = a vorliegt, wiahlen wir als untere Integralgrenzen den entsprechenden Wert von x und
den Vorfaktor des zweiten Term als y(a).

Diese Methode zur Losung von Differentialgleichungen wird als Variation der Kon-
stanten bezeichnet?. Den Vorfaktor ¢(z) der Exponentialfunktion, der in der homogenen
Losung eine Konstante ist, ldsst man nun variieren, um eine Lésung einer inhomogenen
Gleichung zu finden.

Gewohnliche lineare DGL

Wir betrachten die gew6hnliche DGL n-ter Ordnung fiir y(z) mit einer reellen Verander-
lichen x

n n—1

an () daz—g + ap—1(x) % +...a1(x) Z—z +ap(x) y(x) = f(x) . (4.20)

2Leider ein reichlich widersinniger Ausdruck.
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Diese DGL heifit lineare DGL, da y(x) und seine Ableitungen in jedem Term in erster
Potenz auftreten. Viele fundamentale Gleichungen der Physik sind lineare DGL (Maxwell-
Gleichungen der Elektrodynamik, Schrodingergleichung der Quantenmechanik). Die rechte
Seite f(x) wird wieder als Inhomogenitéit der DGL bezeichnet. Die Gleichung lésst sich
in der Form

dn dn—l

[an@c) b ana(e) o b a(e) ao<x>] yw) = fl)  (421)

schreiben, wobei wir den Term in eckigen Klammern als eine Abbildung
L= [an(:n) % + ap—1(x) Cg:n—ill +...+ai(x) % + ao(:n)] (einen Differentialoperator) von
Funktionen auf Funktionen auffassen konnen, mit
n n—1

y(x) N an () fl:z:—g + ap—1(x) d:n"—li + ...+ ai(x) j—i + ap(x) y(x) . (4.22)
Der Differentialoperator £ einer linearen DGL ist eine lineare Abbildung (im Raum der
Funktionen), L(ayi(z) + by2(x)) = a Ly () + b Lya(x).
Dieser Zugang erlaubt die kompakte Schreibweise der DGL £ y = f. Die Losung y folgt
dann aus der Inversen des Operators £: Gesucht ist y(t), so dafs der Differentialoperator
angewandt auf y(¢) die Funktion f(¢) ergibt.
Aus der Linearitdt von L ergibt sich auch eine wichtige mathematische Eigenschaft, die
alle homogenen (f(t) = 0) DGL teilen. Seien y;(x) und ya(z) Losungen einer linearen,
homogenen DGL, d.h. Ly; =0, Ly = 0. Dann ist auch die Linearkombination a y1+b yo
Losungen der DGL, denn

L(ay;+by)=aLly+bLy, =0. (4.23)

Ebenso ist Ay; eine Losung. Die Losungen einer linearen homogenen DGL bilden also einen
Vektorraum, man kann sie addieren und mit Zahlen multiplizieren und erhélt wieder eine
Losung der DGL.

Info: Dieses Ergebnis folgt aus der Linearitét von L: die Losungen linearer homogener
Gleichungen bilden einen Vektorraum. Diese Eigenschaft ist also nicht auf Differentialglei-
chungen beschrankt.

Beispiel

Als Beispiel betrachten wir die lineare DGL %—i—w%y(t) =0,L= j—;—i—wg ist der dazugehorige

(lineare) Differentialoperator, mit ihm kann die Gleichung als Ly = 0 geschrieben werden.
Diese homogene lineare gewthnliche DGL beschreibt zum Beispiel eine Punktmasse an einer

linearen Feder, m% = —ky. Sowohl y(t) = cos(wot) als auch y(t) = sin(wot) 16sen 2diese
DGL. Auch y(t) = acos(wot) + bsin(wpt) ist eine Losung fiir beliebige a,b, denn % =
—awd cos(wot) — bwj sin(wot) = —way(t).

Diese Linearkombination von Sinus- und Kosinusfunktionen gleicher Kreisfrequenz wiederum
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eine oszillierende Funktion, da
A cos(wot — @) = A cos(wpt) cos(—@) — Asin(wot) sin(—¢) = a cos(wot) + bsin(wot) (4.24)

mit Acos(¢) = a und Asin(¢) = b und damit A = va? + b2 und tan(p) = b/a (s. Additions-
theorem (3.6)).

Fiir inhomogene Gleichungen gilt etwas dhnliches: Sei y; (x) eine Losung einer inhomogenen
Gleichung Ly; = f und ya(z) eine Losung der dazugehorigen homogenen Gleichung £y =
0, dann ist y1(x) + ay2(z) eine weitere Losung der inhomogenen Gleichung:

Ly +ay)=Lyr+aLly:=f. (4.25)

Beispiel

Diese Eigenschaft linearer DGL haben wir bereits bei den Beispielen (4.1) und (4.2) ken-
nengelernt. Die Losung der inhomogenen Gleichung ‘ng = g ist y(t) = gt?/2, Lésungen der
dazugehorigen homogenen % = 0 Gleichung sind y(¢) = 1 und y(¢) = ¢, ihre Linearkombina-
tion at+b 16st ebenso die homogene Gleichung. Erst die Summe der Lésung der inhomogenen
Gleichung und die der homogene Gleichung, y(t) = gt?>/2 + at + b, ist dann die vollstindi-
ge Losung der DGL. Die Koeffizienten a und b werden aus der Anfangsbedingung (Ort und
Geschwindigkeit) bestimmt.

Komplexe Losungen linearer DGL Fiir lineare DGL sind Realteil und Imaginér-
teil einer komplexen Losung wiederum Losungen der DGL. Diese Eigenschaft wird ihren
enormen Wert zeigen, wenn wir in Abschnitt 4.4.1 die lineare Bewegungsgleichung des
harmonischen Ostzillators 16sen.

Sei L ein reeller Operator (die Koeffizienten aller Ableitungen sind reellwertig), z(x) =
zr(x)+1i z7(z) aber eine komplexe Losung der (homogenen) DGL. Aus £z = 0 = 0440 und
der Linearitét des Differentialoperators £ folgt durch Vergleich von Real- und Imaginérteil

0 = L(zr+izr)=Lzrp+iLlz (4.26)
~N Lzrp=0,Lz1=0.

Beispiel
Als Beispiel betrachten wir wieder die lineare DGL % + wdy(t) = 0. Sie wird geldst durch
die komplexe Funktion z(t) = e™“°! da % = —wieot = —w2z(t). Real- und Imaginirteil

von z(t) = cos(wpt) + i sin(wpt) sind ebenso Losungen der DGL.
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4.4.1

4.4.2

Gewdhnliche lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Gewohnliche lineare DGL zweiter Ordnung konnen in die Form

2
TY ta1@) 4 aoe) o) = (@) (1.27)
gebracht werden (indem wir beide Seiten durch einen moglichen Koeffizienten as(x) teilen).
Wir beschrénken uns hier auf konstante Koeffizienten (obwohl es, wie bei der DGL erster
Ordnung, wieder Losungen zu allgemeinen Koeffizienten gibt, die Greensche Funktion fiir
diesen Fall ist aber komplizerter). DGL mit konstanten Koeffizienten sind sowohl von den
physikalischen Anwendungen, als auch vom Losungsansatz her interessant.

Beispiel

Eine Masse m an einer Feder mit Federstirke k£ bewege sich in einer Dimension durch ei-
ne viskose Fliissigkeit (Reibungskraft proportional zur Geschwindigkeit) und wird von ei-

ner externen Kraft Fey(t) angetrieben. Aus der Newtonschen Bewegungsgleichung m ‘5729” =
—kx — v 42 + Foy(t) erhalten wir mit b =~/m,c=k/m, f(t) = Foxt/m
d*x dx

W—I—ba—l—cx:f(t). (4.28)

Gedampfter hamonischer Oszillator (homogene Gleichung)

Wir beginnen mit der Analyse des Falles ohne externe Antriebskraft, f(¢) = 0.

d2z dx
ﬁ‘i‘baﬁ-ct’ﬂ(ﬂ =0. (4.29)

Wir erwarten generell als Losung eine sinusférmige Schwingung mit exponentiell abfallen-
der Amplitude und wihlen als Ansatz 2(t) = Ae™¢ cos(wt — ¢). Einsetzen dieses Ansatzes
in die DGL (4.29) fiihrt allerdings auf eine aufwéndige trigonometrische Rechnung (aus-
probieren!).

Wir erinnern uns: bei linearen DGL sind Realteile und Imaginérteile von komplexen Losun-
gen ebenso Losungen der DGL. Der komplexer Ansatz z(t) = Ae™’ A, w € C beschreibt
sowohl die Oszillation, als auch den exponentiellen Abfall von x mit ¢t. Mit der Zerlegung
eines komplexen w in Realteil und Imaginérteil w = wr + iwy (wWg,w; € R) ist ndmlich

et = eWrle=wrt — (cos(wpt) + i sin(wpt))e 1t (4.30)

der Realteil von e™! ist also eine exponentiell abfallende Kosinusfunktion. Auch eine Pha-
senverschiebung dieser Funktion ldsst sich mit einer komplexen Amplitude A = Ae™*

70



(A, ¢ € R) beschreiben, Ae™rt = Ae~@+wrt — Alcos(wpt — ¢) + isin(wgrt — ¢) mit
Realteil A cos(wrt — ¢).

Der komplexe Exponentialansatz ist die wichtigste Anwendung der Eulerformel (3.5) in
der Physik. Die Ableitungen von A e nach t sind jetzt namlich einfach

z(t) = Ae™?

d .

d—f = jwAe!
d*x 2 A iwt
W = —Ww Ae .

Fiir die DGL (4.29) ergibt der Ansatz x(t) = A ™! dann

(—w? + biw +¢) Aet =0 Vit
A =0 (triviale Losung)
—w? +ibw+c=0

Die ersten Losung A ist uninteressant und entspricht einem ruhenden Pendel. Die zweite
Lésung fiihrt auf eine quadratische Gleichung in w mit den beiden Lésungen

btV e i 1
L Vb S lba ViR (4.31)

W /- = 5
Mithilfe des Exponentialansatzes Ae™? ist es also gelungen, die lineare Differentialglei-
chung (4.29) auf eine algebraische Gleichung zu reduzieren. Die Losung der homogenen
DGL (4.29) ist der Realteil von A e+t + A_e™~t. Dieser Ansatz 16st lineare DGL mit
konstanten Koeffizienten, unabhéngig von der Ordnung der DGL.

Wir betrachten nun die Lésung des harmonischen Oszillators in unterschiedlichen Regimes.
Fiir den Spezialfall ohne Reibung b = 0 erhalten wir die beiden Lésungen

wy/o = Fwo = Ve =E£VEk/m,

und somit z(t) = Ay et 4 A_e~™0t (A, A € C) mit einem Realteil der Form z(t) =
/Nlcos(wot — ¢). Diese Losung hat zwei freie Parameter, A und ¢, die noch aus den An-
fangsbedingungen (Position und Geschwindigkeit) zu bestimmen sind. Die Auslenkung
des Oszillators zum Zeitpunkt ¢t = 0 sei xg, seine Geschwindigkeit sei vg. Setzen wir in der
Losung x(t) und ihrer Ableitung nach der Zeit diese Anfangsbedingungen ein, erhalten wir

Acos(—p) = g (4.32)
—wodAsin(—¢) = wp .
(4.33)
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Teilen wir die zweite Gleichung durch wp und nutzen cos?(—@)+sin?(—¢) = 1 erhalten wir

%ﬁvﬂvﬂv \/azo + v /w3. Teilen wir die zweite Gleichung durch die erste, erhalten wir tan(—¢) =

vo/(zowp), und damit die Phasenverschiebung ¢.
Wir fiithren nun eine Fallentscheidung fiir steigendes b (steigende Dampfung) durch

1. Gedimpfte harmonische Schwingung 4c — b > 0

1
w+/_:j:wR+z'w1 OJR:§\/4C_b2 , wr=10/2
( ) _ A+e’iw+t +A eiwft
mit Realteil Ae™“T" cos(wgt — @) ,

" TXUAUAUAVQY die Kreisfrequenz wgr = %\/ 4¢ — b% nimmt mit zunehmender Dampfung b ab, die
Abklingrate wr = b/2 wichst mit b.

2. Kritische Dampfung 4c — b> =0

wt = =b

ergibt z(t) = Ape™=+!

Da w rein imaginir ist fillt xz(t) ohne Oszillation exponentiell ab. Uberraschend
(1) &, ist, dass der Exponentialansatz nur eine Losung findet. Wir benétigen aber 2 freie
Parameter, um alle Anfangsbedingungen umsetzen zu kénnen. Die zweite Losung
findet sich durch Betrachtung des Grenzfalls b — b. = 2/c. Wir betrachten eine
Linearkombination der beiden Lésungen e“+! und ¢! aus (4.31) und fiihren den
den Grenzfall w; — w_ aus

twyt _ iw_t 1 — etlw——wy)t
. € € . i €
lm ———— = lim ™+ t+
W —mwW— W — W W —rwW— Wy — -
, 1= (1 + (iw_ —iwy )t :
— lim eszrt ( : ( : ) ) —_ tezw,t
W —rw— Wy — -

und erhalten eine weitere Losung, die sich nicht einfach aus dem Exponentialansatz
ergibt. Die allgemeine Losung ist dann die Linearkombination der beiden Losungen

z(t) = Ae™' + Bte™! iw=—b/2
mit zwei freien Parametern (Realteile von A, B).

72



4.4.3

4.4.4

3. Uberdampfter Oszillator 4c — b? < 0

wWay = %bi %}/\4(;— w2l = % (b Vo2~ 1c)

Die allgemeine Losung ist dann gegeben durch

x(t) = A-}-einrt + A_eiwft = A+6_w+lt + A_e—w,It )

Wegen w4 > w_ entsprechen die beiden Terme einem (relativ) schnellen und einem
langsamen Abklingprozess, beide ohne Ostzillation. Fiir lange Zeiten ist diese Losung
durch den zweiten (langsamen) Term dominiert.

Zum Schluss vergleichen wir noch das Abklingverhalten unter {iberkritischer Dampfung
und kritischer Dampfung. Wegen

b—Vb2—4c b

w_y = —5 < 3= wer  (kritisches Abklingen)
fihrt kritische Dampfung mit b = b, zum schnellsten Abklingen, bei der nach einer Aus-
lenkung des Oszillators x(t) so schnell wie moglich zur Ruhelage © = 0 zuriickkehrt.

Gedampfter harmonischer Oszillator (inhomogene Gleichung)

d? d
+b— + Wi

Lx=f E:W 7

Physikalisch beschreibt die Inhomogenitét f(t) eine externe Kraft, die den Oszillator an-
treibt. Wir beschrénken uns auf zwei Spezialfille. Wie wir im Zusammenhang mit der
Fourieranalyse sehen werden , ist deren Losung bereits ausreichend, um die Losung des
harmonischen Oszillators unter einer beliebigen periodischen Antriebskraft zu berechnen.
Der erste Spezialfall ist eine konstante externe Kraft f(¢) = f. Als Ansatz fiir die spezielle
Losung wéhlen wir x(t) = A, einsetzen in die DGL ergibt A = f/c.

Sinusférmige externe Kraft

Der zweite Spezialfall ist eine sinusférmige externe Kraft. Dieser Fall ist wichtig fiir eine
Vielzahl von Anwendungen (regelméfiges Anschubsen einer Schaukel, regelmésfige Wind-
stofe gegen eine Briicke). Im néchsten Kapitel werden wir sehen, wie sich auch nicht-
sinusformige Krafte aus Sinusschwingungen unterschiedlicher Frequenz zusammensetzen
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lassen. Die Kreisfrequenz €2 und Antriebsamplitude F' sind vorgegeben, sie hingen auch
nicht von den Eigenschaften des Oszillators ab. Gesucht ist also die Losung der DGL
E b 4 Bt = F cost (4.34)
—= — +wgx(t) = F cos .
dt? dt "
Wir nutzen wieder die Linearitdt der DGL um eine komplexe Losung zu finden. Hierbei
lassen wir auch eine komplexe Inhomogenitét zu und schreiben die Antriebskraft als Fe*
(mit reellem 2 und F'). Denn fiir einen reellen linearen Differentialoperator £ und die DGL
Lz = f, = fr+ 1 fr ist der Realteil einer Losung von Lz = f, eine Lésung von Ly = fr

frRtifr=L(zr+izr)=Lzr+iLz; ~Lzr= fr. (4.35)
Wir suchen also die Lésung von % T+ bcé—f + cz(t) = Fe® und nutzen wieder einen
komplexen Ansatz z(t) = Ae™!. Wir erhalten die Gleichung

(—w? 4 ibw+wd) Aet@t = Fetft (4.36)

die fiir alle Zeiten t erfiillt sein muss. Dazu muss w = () gelten, d.h. der Oszillator folgt
der Kreisfrequenz der externen Kraft. Fiir die (komplexe) Amplitude A erhalten wir

- F
A=Al = —— — 4.37
Ale™ = i (4.37)
mit Betrag |A| = F((w? — Q%) + Q%?)~1/2 und Phase ¢ = arctan(wﬁbm).
0
Der Realteil dieser komplexen Losung
R(Ae™M) = R(|A|™H1%) = | A| cos(Qt — ) (4.38)

ist die Losung der inhomogenen Gleichung.

R = |A|/F gibt das Verhaltnis der Antriebsamplitu-
de F' und der Amplitude der inhomogenen Loésung
an und hingt ab von der Kreisfrequenz der Antriebs- 4
kraft 2, der Kreisfrequenz des ungedampften harmo-
nischen Oszillators wy = y/k/m, und dem Damp-
fungsparameter b. Bei kleinen Werten der Damp-
fung kann R fir € ~ wqy sehr grofs werden. Dieses
Phénomen wird als Resonanz bezeichnet. Die Ab-
bildung zeigt R fir wp = 1 und b = 0 (rot) und
b=0.2,04,.... Der Effekt lasst sich am einfachsten
mit dem Kind auf der Schaukel illustrieren: Aufga-
be ist mit kleiner Antriebsamplitude A eine grofe

=|A|/F = (w2 — Q%)% + Q?%p?) "
0
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4.4.5

Schwingung der Schaukel zu erreichen. Dies erzielt

ein externer Schaukelanschubser, wenn er der Schau-

kel immer einen Schubs gibt, wenn sich die Schau-

kel gerade ihm weg bewegt. Die Kreisfrequenz der

Schaukel muss also gleich der des Antriebs sein, der

Antrieb muss in Phase mit der Bewegung der Schau-

kel sein. Ist die Kreisfrequenz des Antriebs 2 gleich der Kreisfrequenz des gedampften har-
monischen Oszillators y/w? — b2/4 erreicht R sein Maximum. (Ohne Dampfung liegt dieses
Maximum bei Unendlich. In einem realistischen System wiirde der Oszillator allerdings bei
grofsen Auslenkungen Effekte der Nichtlinearitét zeigen.)

Um die vollstédndige Losung zu bestimmen, miissen wir zu dieser Losung der inhomoge-
nen Gleichung noch die allgemeine Losung der homogenen Gleichung addieren. Die beiden
freien Koeffizienten der allgemeinen Losung sind dann aus den Anfangsbedingungen zu
bestimmen. Fiir b # 0 fallt die Amplitude der allgemeinen Losung allerdings exponentiell
ab, flir grofe Zeiten ist x(t) also asymptotisch durch die Losung der inhomogenen Glei-
chung gegeben. Die Amplitude von von z(t) ist dann konstant |A|, {iber eine ganze Periode
ist die Energie die durch die externe Kraft dem Pendel zugefiihrt wird genau gleich der
Energiedissipation durch Reibung.

Gekoppelte lineare DGL und Normalmoden

Wir betrachten als Beispiel ein ungedampftes gekoppeltes Federpendel, bei dem zwei
Punktmassen an linearen Federn noch durch eine weitere Feder gekoppelt sind. Die Aus-
lenkungen der beiden Massen von der Ruheposition sind durch die beiden Variablen x
und z9 beschrieben. Die Bewegungsgleichungen sind

d2$1
W = —]{71(131 + k2($2 — IEl)
d2x2
mW —klxg + kg(xl — xg) . (4.39)

Bei der Losung einer solchen gekoppelten DGL mit mehreren abhédngigen Variablen stehen
wir vor der Schwierigkeit, dass wir die Losung einer Variablen kennen miissten um die DGL
in der anderen Variablen zu losen.

| | 2000
I I E////
k1= mw% 1 ke =mk 1 k1= mw% 757

In diesem Fall erhalten wir jedoch durch eine einfache Variablentransformation eine DGL
ohne Kopplung zwischen den Variablen! Wir betrachen neue Variablen y; = (21 + 2)/v/2
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und yo = (71 — 22)/v/2. Durch Addition der Gleichungen (4.39) und durch Subtraktion

der Gleichungen erhalten wir

d*y
e —wiy (4.40)
d*ys
o —wiys (4.41)

mit w% = k1/m und w% = k1/m + k. Diese beiden Gleichungen sind entkoppelt und lassen

sich unabhéangig voneinander l6sen. Wi

r erhalten y; = Ae™'! und y = Be™?! wobei A

und B aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden miissen (siche harmonischer Oszil-
lator ohne Reibung). Danach transformieren wir zuriick zu den urspriinglichen Variablen
1 = (y1 + y2)V2 und 22 = (y; — y2)v/2. Wir spielen diese Vorgehensweise fiir drei un-
terschiedlichen Anfangsbedingungen durch: 1. z1(0) = 22(0) und dd%(O) = %(0); beide

Massen haben zu Beginn die gleiche Auslenkung und Geschwindigkeit. Damit ist y2(0) = 0
und 92 (0) und yo(t) fiir alle Zeiten null. Wir erhalten z1(t) = 29(t) = A/v/2e1t, 2.

dt
x1(0) = —x2(0) und %(0) = _dd%(o)’

beide Massen sind zu Beginn in unterschiedliche

Richtungen gleich stark ausgelenkt und haben entgegengesetzte Geschwindigkeiten. Da-
mit ist y1(0) = 0 und %(0), y1(t) fiir alle Zeiten null und z1(t) = —z2(t) = B/v/2e™2t,
3. 1(0) = a,z2(0) = und dd%(O) = d[“f—f(O) = 0. Wir erhalten y;(t) = a/v2e“1! und

yo(t) = a/+/2e™2" und damit

z1(t) = (y1(t) + y2(t))/V2

mithwlTwundAwE%.DieA

Term cos(Awt) mit Kreisfrequenz Aw *

— g(eiwlt_i_eiwgt)
2
a

wlfw
= —e

2¢
2
2 )

= ae™ cos(Awt) (4.42)

.w1+w2
1—5—=1

LWw_wo .
(ez 5 t+e 7

mplitude der Schwingung e®* oszilliert durch den

Im ersten Beispiel bewegen sich beide Massen mit Kreisfrequenz w; und mit gleicher Pha-
se, im zweiten Beispiel mit Kreisfrequenz ws und mit einer Phasenverschiebung von
(Gegenphase). Eine solche Dynamik, bei der alle Komponenten eines Systems mit gleicher
Frequenz schwingen, mit konstanter Amplitude und relativer Phase, bezeichnet man als
Normalmode des Systems. Mit den Anfangsbedingungen 1. und 2. wurden also jeweils
zwei unterschiedliche Normalmoden angeregt, die Anfangsbedinung 3. regt eine Kombina-

tion der beiden Normalmoden an.

3Das akustische Gegenstiick zu dieser Bewegung wird als Schwebung bezeichnet, gut beobachten kann
man es bei zwei Tonen sehr dhnlicher Frequenz, wie sie beim Stimmen von Instrumenten auftreten. Ein
Beispiel ist hier https://www.youtube.com/watch?v=5hx(DAmdNWE.
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4.5

Spéter werden wir einfache Techniken der linearen Algebra nutzen, um die Normalmoden
von allgemeinen System zu finden.

Partielle DGL (PDG)

DGL mit Ableitungen nach unterschiedlichen Variablen (partielle Ableitungen) werden
als partielle DGL (PDG) bezeichnet. Die Klassifizierung nach Ordnung der DGL, li-
near/nichtlinear ist analog zu gewohnlichen DGL. PDG treten bei der raumlichen oder
raumzeitlichen Beschreibung von Feldern auf.

Diffusionsgleichung
op 0%p . . .
5 Pz fiir die Teilchendichte p(x,t)

(s. auch Skizze unten)

Laplacegleichung der Elektrostatik

—++=5=0 fiir das elektr. Potential ¢(x,y, 2) i

0? 1 9

Wellengleichung @qﬁ =3 EQS

Schrodingergleichung der Quantenmechanik

L0 n? 92 ; : .
zﬁaw =532 P(z,t) + V(x)(x,t) fiir Wellenfunktion v (z,t) eines Te
plx,t =t px,t = t3) plx,t = to)

PDG sind generell viel schwerer zu l6sen als gewohnliche Differentialgleichungen, aufserdem
ist die Theorie zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sehr viel komplexer als bei
gewohnlichen Differentialgleichungen (auch wenn wir bei PDG die die Natur beschreiben
davon ausgehen, dass Losungen dieser Gleichungen existieren und eindeutig sind).
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4.5.1

4.5.2

Randbedingungen

Zuséatzlich zu den Anfangsbedingungen schrinken bei PDF oft Randbedingungen die Lo-
sung ein. Als Beispiel betrachten wir die Wellengleichung in einer Dimension % = c% %
Sie beschreibt zum Beispiel die (kleine) Auslenkung eines Gummibandes, das zwischen
zwei Punkten aufgespannt ist. An diesen Punkten, z.B. x = 0 und « = L ist dann
¢(x = 0,t) = 0,¢(x = L,t) = 0 fiir alle Zeiten ¢. Analog in 2D: Eine iiber eine Offnung
gespannte Membran (Trommel) mit Auslenkung ¢(x,y,t) gehorcht der Wellengleichung
% + % = C% %. Dann ist auf der Offnung (auf der wir die Membran festgezurrt haben)
¢ = 0 fir alle Zeiten ¢.

Unsere Strategie zur Losung von linearen homogenen PDG (wie die obigen Beispiele)
ist analog zu gewohnlichen DGL. Wir suchen zunéchst unterschiedliche Losungen (ggf.
mit Einschrankungen durch Randbedingungen), und suchen dann die Linearkombination

dieser Losungen, die die Anfangsbedingungen erfiillt.

Separationsansatz

Der Separationsansatz erlaubt eine Vielzahl (aber bei weitem nicht alle) PDG auf ge-
wohnliche DGL zuriickzufiihren, die dann verhéltnisméfbig leicht gelost werden konnen.
Samtliche oben aufgefithrte PDG lassen sich durch diesen Ansatz l6sen. Vor allem in der
Quantenmechanik stellt sich der Separationsansatz als sehr méchtig heraus.

Als konkretes Beispiel betrachten wir die Wellengleichung in 1D

¢ 1 0%

2o (4.43)

mit Randbedingung ¢(z = 0,t) = ¢(z = L,t) = 0 Vt (2.B. ein Seil, das zwischen zwei
Punkten bei x = 0 und & = L aufgespannt ist, mit kleiner Auslenkung ¢(z,t) in einer
Richtung rechtwinklig zur z-Achse).

Als Ansatz fiir die Losung nutzen wir das Produkt einer (noch zu bestimmenden) Funktion
von z und einer (ebenso noch zu bestimmenden) Funktion von ¢; ¢(z,t) = f(x) g(t). Diesen
Ansatz setzen wir in die Wellengleichung ein und teilen auf beiden Seiten durch f(z) g(t)

0? 1 02
9.2 [ @) 9() = 5 =5 (f(2) 9(1))

t i _ 1 i t Li itéat der PDG
o(0) 5 1) = 5 () S (1) (Lineaxitit der PDG)
1 & 1 1 d2 :
o) a2 (z) = Z 50 12 q(t) (durch ¢(x,t) geteilt)

Funktion von x Funktion von ¢
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Diese Gleichung muss fiir alle x, t gelten. Die linke Seite ist eine Funktion von z, die rechte
Seite eine Funktion von . x und ¢ sind unabhéngige Variablen. Die einzige Moglichkeit
ist, dass beide Seiten konstante Funktionen sind

1 & d?
@ @ f @ = ~ gl =ef@
d d
2 5 0 =0 ~ e =)

Die Konstante « ist noch zu bestimmen. Aus der PDF in zwei Variablen hat der Separa-
tionsansatz zwei gewdhnliche DGL gemacht, die jetzt noch zu 16sen sind:

2
%:af(a;) f(z) = Asin kz kL =mn , neN
x
d2 ikc
=5 =cag() g(t) = Be'
:Beiwt
mit w = ke ~a=—k*. (4.44)

Jedes k = 7 mit n € N 16st die DGL mit der obigen Randbedingung und ergibt eine
Losung

¢(x,t) = Cp sin (%) et (4.45)

Die Konstante a in (4.44) ist dann durch a = —k? gegeben. Prinzipiell kénnte o auch
positiv sein, dann wire f(z) aber eine Exponentialfunktion e®** und die Randbedingung
f(0) =0, f(L) = 0 lieke sich nicht implementieren.

k = mn/L = 2r/\ wird als Kreiswellenzahl der Losung bezeichnet. n gibt also an,
wieviele halbe Perioden in das Intervall [0, L] passen. Losungen zu hohen Werten von
n haben eine kiirzere Wellenldnge \. Die Kreisfrequenz w = ck héngt ebenso von n ab,
eI ¢ = ¢! mit w = men/L. Eine Losung der Form (4.45) zeichnet sich dadurch aus, dass
¢(z,t) fiir alle Punkte = mit der gleichen Frequenz oszillieren, bei konstanter Amplitude
und relativer Phase zueinander. Eine solche Bewegung ist also wieder eine Normalmode
des Systems.

Da die Wellengleichung (4.43) eine lineare homogene Gleichung ist, lésen auch Linear-
kombinationen von Lésungen mit unterschiedlichem n die Wellengleichung, die allgemeine
Losung der Wellengleichung ist also

o(z,t) = i C,, sin (%) el Tt (4.46)
n=1
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Diese allgemeine Losung ist nicht mehr von der Form f(z) g(t), unterliegt also nicht der
Einschrankung des Separationsansatzes. Die einzelnen Terme in (4.45) sind die Normal-
moden der Wellengleichung. Die Koeffizienten C,, = |Cy|e’® geben die Amplitude und
Phase der Normalmoden an.

Die Abbildung zeigt links eine Periode der ersten Mode (Zeit lduft von oben nach unten),
n =1, mit C; = 1 und C, = 0 sonst. Die Kreiswellenzahl k ist gleich 7/L, so daf
genau eine halbe Sinusfunktion in das Intervall [0, L] passt. Die Kreisfrequenz w = ck
ist we/L, bist zur letzten Zeile erste Mode genau eine Periode durchlaufen, dort ist also
met/L = 27 oder t = 2L/c. Die zweite Mode mit doppelt so hoher Kreiswellenzahl und
Kreisfrequenz (Mitte) hat Cy = 1 und C,, = 0 sonst. Eine sogenannte Uberlagerung
oder Superposition der beiden ersten Moden mit C; = Co = 1 und C,, = 0 sonst ist
rechts gezeigt.

Grundsétzlich miissen die Koeffizienten C',, der Normalmoden aus den Anfangsbedingun-
gen bestimmt werden. In unserem Beispiel der Wellengleichung ist dies die Auslenkung
zum Zeitpunkt ¢ = 0, ¢(x,t = 0) = ¢g(x), und die Geschwindigkeit jedes Punktes des
Gummibandes zum Zeitpunkt ¢t = 0, d¢/0t(x,t = 0) = vo(x). Die Koeffizienten C), miis-
sen also so gewahlt werden, dass

i C,, sin (%) — ¢o(z) . (4.47)
n=1

Eine zweite Gleichung erhalten wir, wenn wir die Ableitung von (4.46) nach der Zeit gleich
der Geschwindigkeit vg(z) setzen. Aber 1Rt sich iiberhaupt jede Funktion ¢g(x), die die
Randbedingung ¢g(0) = ¢o(L) = 0 erfiillt, als eine Summe von (prinzipiell unendliche
vielen) Sinustermen schreiben? Dieser Frage wird uns spéter auf das Thema der Fourier-
analyse fiihren.
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Funf

Vektoranalysis

Wir fiihren Vektorfelder ein, die jedem Punkt im Raum einen Vektor zuordnen. Anwendungen
sind Kraftfelder, wie z.B. das elektrische oder magnetische Feld. Wir diskutieren die Integration
von solchen Feldern iiber Linien, Oberflichen und Volumina. Zur Beschreibung dieser Felder
verallgemeinern wir das Konzept der Ableitung einer Funktion und fiihren eine Reihe von Dif-
ferentialoperatoren ein.

Bisher haben wir uns mit den Elementen von Vektorrdumen beschéftigt um Verschiebun-
gen, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen (o< Kriften) eines Massepunktes zu beschrei-
ben. Mehrere Massepunkte kénnten dann durch mehrere Vektoren beschrieben werden.
Viele physikalische Situationen bendtigen eine Erweiterung, die iiber den Vektorraum hin-
ausgeht: ein Vektorfeld ordnet jedem Punkt im Raum einen Vektor zu.

Beispiel

e Zur Beschreibung eines stromenden Gases miissen wir beriicksichtigen, dass Richtung
und Geschwindigkeit der Gasteilchen vom Ort abhidngen. Jedem Punkt im Raum ist
also ein Vektor zugeordnet, der angibt in welche Richtung und mit welcher Geschwin-
digkeit sich Teilchen des Gases an diesem Punkt bewegen. Die Geschwindigkeitsvekto-
ren an benachbarten Punkten sind nicht unabhéngig (wenn z.B. Gasteilchen erhalten
bleiben).

e Das elektrische Feld E = F /q hat an unterschiedlichen Punkten im Raum unterschied-
liche Richtungen und Stédrken. Die Vektoren E an unterschiedlichen Punkten sind nicht
unabhéngig, sie gehorchen den Maxwellgleichungen. Der Begriff des Vektorfeldes is zen-
tral fiir den Elektromagnetismus.

e Analoges gilt fiir das magnetische Feld und fiir das Gravitationsfeld.
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Sei M ein (affiner) Raum (s. 1.3), dann ist ein Vektorfeld ¢(p) auf M eine Abbildung
v: M — V,pr— U(p) , (5.1)

die jedem Punkt in M ein Element ¢ eines Vektorraumes V' zuordnet. Damit “sitzt” auf
jedem Punkt des affinen Raumes ein Vektorraum. Die Wahl eines Vektors fiir jeden Raum-
punkt definiert ein konkretes Vektorfeld. Haufig haben der Raum M und der Raum V die
gleiche Dimension. Ein Vektorfeld lasst sich in einer Basis darstellen, indem man fiir jeden
Punkt im Raum eine Basis wéhlt.

Hier ist exemplarisch fiir alle Punkte p des Raumes M an drei Punkten pq,po,ps eine
kartesische Basis definiert. Zusétzlich haben diese Basisvektoren jeweils dieselbe Orientie-
rung relativ zu einem kartesischen Koordinatensystem. Man spricht daher auch von einer
raumfesten Basis. Aus nichtkartesischen Koordinaten kann man Basisysteme definieren,
die nicht raumfest sind.

Mit einer Basis an jedem Punkt p kann nun der Vektor ¢ an jedem Punkt dargestellt
werden durch

Vi) = (1))t 6) = a)er) + vl 62)

und analog in hoherdimensionalen Raumen.
Wahlen wir fiir den affinen Raum M einen Ursprung pg und schreiben p = py + 7, dann
ist das Vektorfeld in zwei Dimensionen charakterisiert durch

Ul(r) U1 (:Evy))
= = , 5.3
vio = () = (e 53
in drei Dimensionen entsprechend
U1 (:Ev Y, Z)

v(r) = | va(z,y, 2)
'U3(:E7 Y, Z)
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5.1

5.2

In zwei Dimensionen ist ein Vektorfeld also durch zwei Funktionen von zwei Variablen
charakterisiert, in drei Dimensionen durch drei Funktionen von drei Variablen.

Analog zum Vektorfeld definieren wir ein skalares Feld, das jedem Punkt im Raum eine
skalare Grofte zuordnet, d.h. eine Abbildung

f:M—R,p— f(p). (5.4)
Ein skalares Feld ist durch eine Funktion der Koordinaten charakterisiert, z.B in 3D

f(I') = f(x,y, Z) : (55)

Ein Beispiel fiir ein skalares Feld ist die Dichte eines Gases, dessen Konzentration an
unterschiedlichen Stellen unterschiedlich hoch sein mag, oder die Temperatur, die im Raum
variiert.

Integration von skalaren und vektoriellen Feldern

Das Integral f:fab da f(x) gibt z.B. das Gewicht eines geraden Stabes, wenn dessen lineare
Dichte f(z) ist. x beschreibt die Position entlang des Stabes, f(z)Az ist dann das Gewicht
eines kleinen Teilstiicks der Linge Az des Stabes bei z, und das Integral ergibt sich aus
dem Limes bei dem die Lange aller Teilstiicke gegen null geht. Wie konnte man nun sein
Gewicht berechnen, wenn der Stab gebogen wére? Die Zerlegung des Stabes in eine grofse
Zahl kleiner Teilstiicke fiihrt auf das sogenannte Linienintegral. Eine wichtige Anwendung
dieses Integrals liegt in der Berechnung der Arbeit, die ein Kraftfeld entlang einer gege-
benen Bahnkurve Bahnkurve verrichtet. Die Verallgemeinerung auf Integrale von Feldern
iiber Oberflichen und Volumina fiihrt auf Flachen und Volumenintegrale. Sie spielen eine
wichtige Rolle in der Elektrodynamik, wo z.B. elektrische Felder iiber Oberflichen oder La-
dungsdichten iiber Volumina integriert werden. Diese Integrale werden wir in Abschnitt 5.4
und 5.5 definieren.

Linienintegrale

Bleiben wir zunéchst beim Beispiel des eindimensionalen gebogenen Drahtes mit rdumlich
verénderlicher Dichte. Der Draht bilde eine Kurve C' im Raum. Die Dichte f pro Lénge
eines kurzen Teilstiicks hdngt nun vom Ort p ab, an dem sich das Teilstiick befindet.
Zerlegen wir die Kurve C' in kleine Intervalle zwischen den Raumpunkten pg, p1,p2,...,DN
auf der Kurve C. Ar; = p;4+1 — p; gibt die Verschiebung von p; nach p;+1 an. Die Masse
des i-ten Teilstiicks ist dann die Lénge des Teilstiicks mal die Dichte, ||A7||f(pi). Die
Gesamtmasse als Riemannsumme (vgl. die Riemannsumme (2.20)) ist damit

N-1 N-1
Sl ivr —p)llf (i) = > IIAF]f(pi) - (5.6)
i=0 1=0
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Zur Auswertung dieser Riemann-Summe im Grenz-
fall bei dem die einzelnen Schritte klein werden,
||A7;|| — 0, definieren wir zunéchst eine Parame- )
trisierung der Kurve C. Eine Parametrisierung ei- / pa = p(ta)
ner Raumkurve C' ist eine Funktion p(t), die jedem
t € [ty,te] einen Punkt auf C' zuordnet (b fiir Be- .
ginn, e fiir Ende). Etwas formaler ist eine Parame- * b2 = })7 (t2)
trisierun i Go = po = p(to) = p(ty) =" P1 = p(h

g p(t) einer Kurve C (als Punktmenge)
eine differenzierbare Abbildung mit p([t,t.]) = C,
p(ty) = qo (Anfangspunkt), p(t.) = ¢1 (Endpunkt) und P#0 VYV te€ [tyte]. Beige-
gebenem Ursprung p,, mit p = p, + ¥ nutzen wir auch 7‘( ) als Parametrisierung der
Kurve.
Eine Parametrisierung einer Raumkurve kénnen sie durch Ameise visualisieren, die im
Zeitintervall [ty, t.] die Raumkurve C' (gebogener Draht) entlang krabbelt. Im kleinem Zei-

tintervall At; = t;11 —t; legt sie die Strecke ~ At; digi)

~ At; drg i f (p(t;)) zur Gesamtmasse des Drahtes bei. Dabei haben wir kleine Teilstiicke
durch Geraden approximiert (lineare Approximation), p(t;+1) — p(t;) = 7(tit1) — 7(t;) =
At L O(A2).
Im Grenzfall At; — 0Vi geht die Zahl dieser Teilstiicke gegen unendlich und wir definieren
das Linienintegral als

py= [ a5t
tp
(5.7)

Bei der Notation [, drf(7) kann man sich dr als die Lénge eines sehr kurzen Teilstiicks
denken.

zuriick, dieses Teilstiick trigt dann

L= tim annm = Jm ZNI o

||A7]|—

Beispiel

Wir setzen f(p) = 1 um die Bogenlinge L des Halbkreises mit Radius 1 zu berechnen,
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L = [, dr (s. Beispiel in 1.2)

7(t) = cos(27t)é1 + sin(27t)é,
cos(27t)
r(t) = <sir?(27rt))

1/2 -
/dm :/ dt’ dr
c 0

1

dt

dr — sin(27t) dr - 3 7 _
i 27 ( cos(2rt) ) , ”E” = /(27 sin(27t))? + (27 cos(27t))? = 27
2 4 1/2
:/ at) :27r/ dt =« (5.8)
0 dt 0

Die Parametrisierung der Raumkurve C' erlaubt also die Auswertung eines Linienintegrals
als (Riemann-) Integral tiber eine Variable, den Parameter der Raumkurve. Eine wichtige
Frage ist allerdings, ob die Definition des Linienintegrals (5.7) von der Wahl der Parame-
trisierung 7(t) abhédngt. Wir betrachten dazu eine zweite Parametrisierung einer Kurve C,
w(u).

q1

0.3
0.2
0.1 (1)

q0

Dann existiert eine differenzierbare Funktion ¢(u), die jedem wu ein ¢ zuordnet, so dass
w(u) = 7(t(u)). Jeder Schritt At > 0 fithrt 7(¢) weiter auf der Kurve C' von ¢ nach ¢,
und ebenso jeder Schritt Aw. Daher ist dt/du > 0 entlang der Raumkurve und mit der
Kettenregel 42 = L7(t(y)) = fl—i j—i erhalten wir

du — du”
Ue
/ du
up

Ein Wechsel der Parametrisierung lafst sich also als Variablensubstitution der Parametri-
sierungsvariablen interpretieren.

dr

dt

dw

du

dr
dt

) = [ du\ FEe) (59)

b

“ et = / |

Das Linienintegral eines Vektorfeldes

Gesucht sei die Arbeit, die ein Kraftfeld F(7) an
einer Punktmasse verrichtet, die sich entlang einer
Raumkurve C' bewegt. Bei der Parametrisierung der
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Raumkurve konnen Sie wieder an eine Ameise den-
ken, die im Zeitintervall At; die Strecke Ar; =~
At; dré:i) zuriicklegt. Dabei verrichtet das Kraftfeld

die Arbeit ~ A7 - F(7(t;)) ~ At 9000 F(i7(t,)).

Wir definieren das Linienintegral eines Vektorfeldes

[t dr
/Cdr-F(r):/t dt@-F(r(t)) (5.10)

b

t t t
kart. Basis ¢ dx ¢ dy /e dz
= dt—F,(r(t)) + dt—F, t)) + dt—F,(r(t
/tb dt (r( )) /tb dt y(r( )) t dt (r( ))

Bei der Notation fC dr - F(r) konnen sie sich dr als kleinen Vektor entlang eines Teilstiicks

der Kurve C denken.
Beispiel

Wir betrachten ein Kraftfeld in 2 Dimensionen, F(r) = _xny> Ein Massepunkt bewegt

sich entlang einer Parabel C' : y = 2? vom Punkt (0,0) zu (1,1). Wir berechnen die am
Massepunkt verrichtete Arbeit W mit der Parametrisierung z(¢) = ¢,y(t) = t* und damit

dz
% = <CZ_§> = (2115) Wir erhalten
t

W = /Cdr -F(r) = /01 dt% -F(r(t)) = /01 dt <21t) : (_t;)
= /Oldt(t?’ —2t%) = [%t‘1 - %t"’]é = % - % = —11—2 : (5.11)

Aus dem Spezialfall eines Feldes mit nur einer Komponente F,(7) = f(7) lasst sich das
Linienintegral iiber eine ausgezeichnete Koordinate definieren

/dxf(?) = [ dtz—ff(f(t)) . (5.12)

tp

Hierbei werden bei der Zerlegung der Raumkurve C' die Anderungen der z-Komponente
entlang der Teilstiicke aufsummiert.

Beispiel

te - da(t e
c ty dt Ty ®
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5.3

Im zweiten Schritt wurde das Integral durch die Substitution = = x(t) ausgewertet.

Und schliefilich 14sst sich analog zum Linienintegral mit dem Skalarprodukt auch ein In-
tegral mit Kreuzprodukt definieren.

/dr < F(r) = /t ‘ dt% < F(x(t)) (5.14)

b

Dieses Integral tritt zum Beispiel bei der Berechnung des magnetischen Feldes eines strom-
durchflossenen Drahtes auf.

Differentialoperatoren I: Der Gradient

Wie verindert sich die Komponenten v eines Vektorfeldes v(r) unter einer (kleinen) An-
derung von r 7 Wie dndert sich der Wert eines skalaren Feldes f(r) unter einer solchen
kleinen Anderung? Vektorfelder in drei Dimensionen werden durch drei Funktionen die
von drei Verdnderlichen abhéngen beschrieben, und analog wird ein skalares Feld von
einer Funktion von drei Verénderlichen beschrieben. Entsprechen ist das Konzept der Ab-
leitung von Feldern mathematisch reicher als das der Ableitung einer einzelnen Funktion
einer Variablen.
Wir werden drei sogenannte Differentialoperatoren auf Feldern diskutieren, die jeweils un-
terschiedliche Aspekte von Feldern charakterisieren; den Gradienten eines skalaren Feldes
(ergibt ein Vektorfeld), die Rotation eines Vektorfeldes (ergibt ein Vektorfeld, siche 5.6),
und die Divergenz eines Vektorfeldes (ergibt ein skalares Feld, siehe 5.7).
Fiir eine Funktion einer Verdnderlichen hatten wir in Abschnitt 2.4.1 die Ableitung als
lineare Niherung einer Funktion f(z) an einem Punkt verstanden, f(z + Ax) = f(x) +
%A:p + O(Az?). Der Gradient verallgemeinert die Ableitung und gibt an, wie sich ein
skalares Feld f(r) unter einer (kleinen) Anderung Ar dndert.

T
Sei f(x1,x2,x3,...) eine Funktion R" —» R, x = [ 22 | — f(x), und z1,z2,...,z, karte-

sische Koordinaten des R™ des Punktes py + x, dann heifst der Spaltenvektor
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of [0
o1 /0
Vi=|as0m (5.15)

der Gradient der Funktion f(z1,x9,23,...) = f(r) am Punkt p = py + x.

Betrachten wir die Funktion am Punkt p und an einem zweiten Punkt p + Ax. Das Ska-
larprodukt von Vf mit einem Verschiebungsvektor Ax gibt die Anderung von f(x) zu
f(x+ Ax) in linearer Ndherung an

o , ) ‘ : ‘

Af=f(x+ Ax) — f(x) = Z 8/—ij¢ + O(||Ax|]*) = Vf - Ax + O(||Ax|]?) . (5.16)
i=1 "

Der Gradient einer Funktion mehrerer Veranderlicher f(z1,zs,...), bzw. f(x) kann also

als Verallgemeinerung der Ableitung einer Funktion einer Variablen betrachtet werden.

Zur Visualisierung des Gradienten stellen wir eine Funktion f(p) durch Konturlinien dar,

die wie Hohenlinien einer Landkarte Punkte mit gleichem Wert der Funktion f verbinden.

Konturlinien zu gleichem f
lokales Maximum

Dann steht der Vektor V f senkrecht auf den Konturlinien, denn fiir ein Ax entlang einer
Kontour ist Vf - Ax = 0. Betrachten wir alle Ax mit konstanter (kleiner) Norm. Da das
Skalarprodukt zweier Vektoren konstanter Linge dann maximal ist, wenn beide Vektoren
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5.3.1

in dieselbe Richtung zeigen, zeigt Vf in die Richtung maximaler Verdnderung von f (in
linearer Niherung, also fiir kleine ||Ax||). Der Gradient zeigt damit in die Richtung der
grofiten Verdnderung von f.

Beispiel

f(@,y,2) = Va2 +y* + 22

of /ox 1 2x v
vi=lofoy|=—— 1 (2]=X
af/0z 2y/12 + 92 + 22 25 ‘I‘H

Hier bilden die Punkte mit gleichem Wert der Funktion f kugelférmige Schalen, entsprechend
zeigt V f radial nach aufen. In zwei Dimensionen ist auch noch eine alternative Visualisierung
moglich: Betrachtet man f(z,y) = /22 + y? als Hohenprofil iiber der zy-Ebene erhélt man
einen Trichter mit Mittelpunkt beim Ursprung.

Gradientenfelder

Ein Vektorfeld v(r) heifit Gradientenfeld, wenn eine Funktion f(r) existiert, so dass
v(r) = Vf(r) (5.17)

Ein allgemeines Vektorfeld aus d-dimensionalen Vektoren wird durch d Funktionen be-
schrieben, ein Gradientenfeld ist also ein sehr spezielles Vektorfeld, denn es ist durch die
eine Funktion f(r) vollstindig beschrieben. Jedes Gradientenfeld weist eine Beziehung
zwischen den partiellen Ableitungen seiner Komponenten auf: Sei v(x) = V f ein Gradi-

entenfeld. Aus der Schwarzschen Regel fiir partielle Ableitungen 8:?2_281; - = 8:083-25:02- gilt fiir
die Komponenten v; = g—i und v; = (?Tfj auch gz = g;’;
Ein Gradientenfeld im R? hat damit
Ov,  Ovy
-——=0 5.18
dy 0z ( )
Ovg B ov, 0
0z or
Ovy  Ovy
ox oy

In einfach zusammenhéngenden Raumen (grob ausgedriickt: ohne Locher) stellt sich her-
aus, dass diese Bedingung auch hinreichend fiir ein Gradientenfeld ist. Zwei skalare Funk-
tionen f(r) und f(r)+ C generieren dasselbe Gradientenfeld.
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5.4

Sei F(x) ein Gradientenfeld, d.h. F(r) = V f(x). Dann gilt fiir sein Linienintegral entlang
einer Linie C

te dx d dx
[ dx-F) = / W F () ) =V

te d te
_ / dt—(f(x(1))) = [f (<)

Damit ist das Linienintegral eines Gradientenfeldes wegunabhéngig, es hédngt nur von
Anfangs- und Endpunkt ab. Das Gravitationsfeld ist ein Gradientenfeld, ebenso das von
statischen Ladungen erzeugte elektrische Feld. Die von einem Gradientenfeld verrichtete
Arbeit um eine Punktmasse von Punkt gy zu g, zu bringen ist also unabhéngig vom kon-
kret gewahlten Weg. Die skalare Funktion f wird in diesem Zusammenhang als Potential
bezeichnet.

Beispiel

Ein Beispiel fiir ein Gradientenfeld ist das Kraftfeld der Schwerkraft. Im Zusammenhang
von Kraftfeldern spricht man auch von einem konservativen Feld. Erstes Beispiel ist ein
homogenes Kraftfeld in Richtung der z-Achse, F = —mge,. Dieses Vektorfeld ist ein Gradi-
entenfeld, da F = —VV(r) mit V(r) = V(z,y,2) = mgz. V wird in diesem Zusammenhang
als Gravitationspotential bezeichnet. Die Arbeit, die das Kraftfeld an einer Punktmasse ver-
richtet, die entlang einer Kurve C' mit Anfangspunkt p und Endpunkt ¢ bewegt wird ist
W = [,dr-F(r) = —mg(zq — 2p). Der Wert des Graviationspotentials an einem Punkt wird
auch als potentielle Energie bezeichnet. Ist die an der Punktmasse verrichtete Arbeit positiv
(z.B. wenn die Masse im Gravitationspotential fallt), wird potentielle Energie in kinetische
Energie umgewandelt. Ist die Arbeit negativ, wird kinetische Energie in potentielle Energie
umgewandelt — die Masse wird abgebremst.

Ein zweites Beispiel ist das Kraftfeld einer zweiten Punktmasse mit Masse M am Ursprung,
F = —mT—%GH—;H Die Vektoren dieses Feldes zeigen radial nach innen, ihre Norm wird mir
zunehmendem Abstand von Ursprung immer kleiner. Das entsprechende Potential ist V (r) =

mMG/||r||.

Das Oberflachenintegral

Das Oberflachenintegral erlaubt Vektor- und Skalarfelder auf Oberflichen zu integrieren.
Wir benétigen dazu das Konzept der Mehrfachintegrale aus Abschnitt 2.7. Ein Beispiel ist
die Berechnung der Gesamtladung auf einer gekriimmten Oberfliche mit gegebener Dichte
pro kleiner Fliache. Weitere wichtige Anwendungen in der Elektrostatik sind Oberflichen-
integrale des elektrischen Feldes im Zusammenhang mit dem Gaufischen Integralsatz, den
wir in Sektion 5.8 diskutieren werden.
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Wir zerlegen wieder eine Oberflache in kleine Teilfla-

chen, iiber die wir dann summieren werden. Bei ei- ..
ner einzelnen kleinen Teilfliche nutzen wir, dass ihr ..
Beitrag zum Integral lediglich von ihrem Flédchenin- ’.
halt und von ihrer Orientierung im Raum abhéngt:

ist die Teilfliche hinreichend klein, dann ist der In-
tegrand (z.B. eine Dichte oder ein Vektorfeld) kon-
stant iiber die Teilfliche. Die genaue Form der Teil-
flache (dreieckig, rund, elliptisch, ...) ist dann irrele-
vant. Zur Charakterisierung des Flacheninhalts und
der Orientierung einer Teilfliche AS definieren wir
einen Vektor AwvecS, der senkrecht zur Teilfliche AS
steht, und dessen Lénge || AvecS]| gleich ihrem Fla-
cheninhalt ist. Dieser Vektor wird als vektorielles
Oberflichenelement oder Oberflaichenelement
bezeichnet. Die Orientierung von AvecS wird von Fall zu Fall unterschiedlich gewihlt
. Bei geschlossenen Oberflichen wihlt man die Richtung von AvecS meist so, dass die
Oberflachenelemente nach aufien zeigen.

Die Summe iiber N solcher kleinen Flachenelemente fiihrt uns im Grenzfall N — oo auf
die Flachenintegrale

N—oo

/ dvecS - vecF (veer) = lim Z AvecS; - vecF (vecr;) eines Vektorfeldes vecF (vecr)
S

Teilflichen ¢
(5.19)
/ dSf(vecr) = lim Z || AvecS;|| f (vecr;) eines skalaren Feldes f(vecr)
s N=oo Teilflichen ¢
(5.20)

Bei einer Fliissigkeit konstanter Dichte mit Fliefgeschwindigkeit vecF (vecr) gibt das Fla-
chenintegral tiber vecF (vecr) den Gesamtfluss pro Zeit iiber S an. Bei einer Dichte pro
kleiner Fléche eines diinnen Bleches, gibt das Flachenintegral {iber f(vecr) die Masse eines
Bleches mit Oberflache S an.

Zur konkreten Definition und Berechnung solcher Integrale bendtigen wir wieder eine Pa-
rametrisierung. Zweidimensionale Oberflichen benétigen zwei Variablen (u,v) um einen
Punkt p = pg + 7 auf der Oberfliche eindeutig festzulegen. Eine Parametrisierung

'Es gibt auch Oberflichen, fiir die keine solche Orientierung méglich ist, wir also nicht eine Seite als
‘auffen’ und die andere als ‘innen’ bezeichnen kénnen, genausowenig wie man eine Seite blau und die andere
rot malen kénnte. Der berithmte Mobiusstreifen ist ein Beispiel. Fiir solche Oberflichen kénnen wir kein
Oberflachenintegral definieren.
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einer Oberfliche S (als Punktmenge) ist eine bijektive Abbildung von D C R? auf S,
(u,v) € D — wvecr(u,v) : po + vecr(u,v) € S, die stetig differenzierbar ist und deren
Inverses ebenso stetig differenzierbar ist.

D c R?

v

A —————
Parametrisierung

Wir zerlegen nun D in kleine rechteckige Teilstiicke mit Kantenldngen Auw;, Av;, wie bei
der Definition des Mehrfachintegrals in 2.7. Diese Zerlegung von D definiert auch eine
Zerlegung der Oberflache S in kleine Teilstiicke. Ndherungsweise (kleine Awu;, Av;) handelt
es sich dabei um Parallelogramme mit Kanten %Au und %Av. u+ Au,v

Zur Berechnung des Vektors des entsprechenden

Fliachenelementes AvecS nutzen wir das Kreuzpro- . p
dukt 7(u + Au,v) — Au,v)

u+ Au,v + Av

or or

AS = %AU X %AU \ Flu, v + Av) — 7(u, v)
Or Or Punkt auf der Oberfliche S
=—x=—]A A 5.21
<8u x 81}) vy (5:21)

Po
Gegeben eine Parametrisierung r(u,v) erhalten wir damit fiir die Oberflichenintegra-

le (5.19)
/SdS-F(r) = /Ddudv <% x %) F(r(u,v))

. Or Or
/Sde(r) :/Ddudv % = 90 fr(u,v)) (5.22)
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Beispiel

Wir betrachten das Integral der Funktion f(r) = 1 iiber eine ebene quadratische Oberflédche
in der z-Ebene. S = {(z,y,2) e R*|0 <2 <1,0<y <1,z =0}. Die einfachste Parametri-

u
sierung dieser Oberflache ist z(u,v) = u,y(u,v) = v, z(u,v) = 0, also r(u,v) = | v
0
or 1 or 0 »
v\ v\o y
0
or " or 0 L
1

15 ov .
1 1
/dS:/dudv:/du/ dv=1 0 1 x
s D 0 0
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Beispiel

Ein weniger einfaches Beispiel ist die Oberflache einer Kugel mit Radius R. Zur Parametrisie-
rung nutzen wir die sphirischen Koordinaten oder Kugelkoodinaten in 3D. Die beiden
Winkelparameter 0, ¢ (statt u,v) sind so definiert, dass der Ortsvektor r mit der z-Achse
den Polarwinkel 6 einschliefst, und seine Projektion auf die xy-Ebene mit der z-Achse den
Azimutwinkel ¢ einschliefst.

x(0, @) Rsinf cos ¢
r(6,¢0)=[y(0,¢) | = | Rsinfsin¢ (5.23)
z(0, ¢) Rcosf

Die Werte des Polarwinkels 6 liegen zwischen 0 (Nordpol) und = (Siidpol), die des Azimut-
winkels ¢ zwischen 0 und 27. Die Ableitung des Ortsvektors nach diesen Parametern ergibt

or cosf cos ¢ or — sinfsin ¢
5 = R | cosfsing 7 =R | sinfcos¢ (5.24)
—sind 0

und damit das Kreuzprodukt

or  or R?sin? 0 cos ¢ sin 6 cos ¢
5% < 95 = R?sin? @ sin ¢ = R%*sinf | sinfsing | . (5.25)
¢ R? cos 0 sinf(cos? ¢ + sin? ¢) cos

Das Resultat ldfst sich auch in der
Form Rsinfr(d,¢) schreiben (s. De-
finition der Kugelkoordinaten oben).
Das vektorielle Oberflachenelement
AS = (% X g—;) AOA¢ zeigt also ra- _ '
dial nach aufsen, wie auf einer Kugel Qﬂe ‘

zu erwarten. Auch sein Fliacheninhalt >

R?sin 0AOA G 14kt sich geometrisch verste- @ Rsin0A¢
hen. Ein Kreis mit konstantem Polarwinkel Ara N \

6 hat Radius Rsinf. Das kleine Rechteck, /S Y\ |\ EAd
dass durch kleine Anderungen A6 und A¢ ¢ / Vo
definiert ist hat also Seitenldngen R sin0A¢ //;/ |
und RA6 und damit den Flacheninhalt A |
R?sin AOA. o~
Mit diesem Ergebnis kénnen wir das Fla- L \\ >
chenintegral leicht berechnen und erhalten N

or  Or - o [T 2
ds dfd¢|| = x —|| = [ dAdpR*$inf = R dfsing [ do
S D a0 6¢ D 0 0
= R?[—cosd|j[p]d" = 4nR? . (5.26)

w
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5.5

Das Volumenintegral

Das Volumenintegral ermoglicht ein Skalarfeld ¢(r) oder ein Vektorfeld F(r) tiber ein Vo-
lumen zu integrieren. Ein Beispiel ist das Integral einer Ladungsdichte iiber ein Volumen.
Zur Definition des Volumenintegrals gehen wir vor wie bei der Definition des Linien- und
Oberflachenintegrals und unterteilen das Volumen in eine grofie Zahl kleiner Volumenele-
mente mit Volumen AV Innerhalb eines Volumenelements ist der Integrand ¢(r) oder F(r)
néherungsweise konstant, so dass wir von jedem Volumenelement AV mit dem Integrand
multiplizieren, und diese Beitridge aller Volumenelemente aufsummieren. Im Grenzfall bei
dem AV aller Volumenelemente gegen null gehen erhalten wir das Volumenintegral.

Die Parametrisierung eines Volumens erfordert drei Variablen (u,v,w), ein Raumpunkt
ist also durch eine Funktion 7(u,v,w) festgelegt mit (u,v,w) € D C R3. Die Kurven
7(u, v, w) bei denen jeweils alle Parameter bis auf einen festgehalten werden kann man sich
(ndherungsweise) als Netz aus lauter kleinen Parallelepipeden visualisieren. Diese Paral-
lelepipede nutzen wir als Volumenelemente.

Das Volumen eines kleinen Parallelepipeds, das durch die Vektoren g—gAu, gZAv und
%Aw aufgespannt wird ist
AV = y@ (% ar> |Au Av Aw . (5.27)

Das Spatprodukt hat eine Orientierung (ist positiv fiir einen rechtshiandigen Spat, negativ
fiir einen linkshéndigen, s. 1.6); daher ist das Volumen des von 3 Vektoren aufgespannten
Parallelepipeds der Betrag des Spatproduktes.

u, v, w + A

i

Rl u+ Az, v,w

uvq—Avw

l"’

r(u,v,w)

AV gibt das Volumen eines kleinen Volumenelementes an
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Fithren wir nun die Zahl der Volumenelemente gegen unendlich und die Au, Av, Aw fiir
jedes einzelne Element gegen null, erhalten wir als Definition des Volumenintegrals

/VquS(r) E/Ddu dv dw %. (% « S—D‘ o (x (v, 1)) (5.28)
[ avE() E/Ddu dv duw %- (% « a%)' F(x(u, v, w)) (5.29)

Fiir kartesische Koordinaten ist das Spatprodukt eins, fv dVe(r) = fv dedydzo(x,y, 2).
Eine Anderung der Parametrisierung, z.B. von kartesischen Koordinaten zu Kugelkoor-
dinaten, kann auch wieder als Variablensubstitution der Parametrisierungsvariablen ver-
standen werden.

Beispiel

Als Beispiel berechnen wir noch das Volumen einer Kugel mit Radius R. Zur Parametrisierung
bieten sich wieder Kugelkoordinaten an

x(r, 0, ¢) rsin 6 cos ¢
r(r,0,¢6) = | y(r,0,¢) | = | rsinfsing (5.30)
2(r, 0, ) rcos 6

mit einer Radialkoordinate r = \/x2 4+ y2 + 22, die den Abstand eines Punktes vom Ur-
sprung im Kugelmittelpunkt angibt. Durch Ableitung nach der Radialkoordinate erhalten wir

sin 6 cos ¢
% = | sinfsin¢ |, und zusammen mit dem Ergebnis aus dem Beispiel zum Flachenintegral
cos ¢
in 6 cos ¢
P P sin
T~ 25ing sin 6 sin ¢ (5.31)
09 0
cos @

erhalten wir das Spatprodukt

Or (0Or Or 9
— .= x =) =7%sind . .32
3 <89X8¢> r° sin (5.32)
Das Volumenelement in Kugelkoordinaten ist also 72 sin 0ArAfOA¢. Auch dieses Ergebnis

liasst sich aus geometrischen Uberlegungen herleiten; die Kanten des kleinen Quaders, der
durch Koordinatendnderungen Ar, A@ und A¢ generiert wird sind Ar,7Af und rsin 6Ap.
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5.6

Das Volumen der Kugel ist dann

Jr (Or Or

R T 27
4
/ dr df dér? sinf = / drr? / dfsind / d¢ = —7R* . (5.33)
D 0 0 0 3

Die Rotation (engl. “curl”)

In 3 Dimensionen und kartesischen Koordinaten lésst sich fiir ein Vektorfeld v(x) ein Feld
von Spaltenvektoren definieren, die sogenannte Rotation von v(x), mit Komponenten

ov, _ Ovy
dy 0z
Vxv=|%=_ v (5.34)
& _ Oug
ox oy
0/0x Uy
V x soll an das Kreuzprodukt | 9/0y | x | v, | erinnern. Die Komponenten der Rotation
0/0z Vs

sind uns bereits begegnet, aus (5.18) hat ein Gradientenfeld damit die Rotation Null, V x
Vf=0Vf(x), oder kurz V x V = 0. Ein Vektorfeld, dessen Rotation nicht verschwindet,
kann also kein Gradientenfeld sein, Linienintegrale iiber ein solches Vektorfeld sind also
vom Weg abhéngig.

Beispiel

v(r) = (—:v) o
0 /6 @T"_’ é\
P9 _ I (—x) 0 ® /~
oy Oz ®
9 9 T 1® |
Vxv= ) 52U — 8—%0 =10 |® 1 !
2z 9 ®
2| V' @
\@  ® e

id

p—
8

Die Rotation gibt an ob und wo “Wirbel” im Vektorfeld auftreten. Wirbel wie in dem
obigen Beispiel fithren dazu, dass Linienintegrale iiber ein Vektorfeld wegabhéngig sind.
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5.7

In dem Beispiel oben ist das Linienintegral entlang C' von einem Punkt zuriick zu sich
selbst abhéingig davon, wie oft und in welcher Richtung C' den Ursprung umlduft. Die
Rotation eines Vektorfeldes lasst sich visualisieren;v(x) sei das Geschwindigkeitsfeld einer
stromenden Fliissigkeit. V x v(x) beschreibt, wie ein kleiner Ball mit festem Mittelpunkt
x rotiert. ||V X v|| ist proportional zur Winkelgeschwindigkeit, die Richtung von V x v
gibt die Drehachse an.

9vy und 2% haben unterschiedliche Vorzeichen:
. . oz dy

Ovg vy
j} :>W—a—y7é0

Die Rotation spielt eine wichtige Rolle in der Magnetostatik, eines der Maxwell-Gesetze
verbindet die Rotation des Magnetfeldes mit der Flussdichte des elektrischen Stroms.

Die Divergenz

ist eine Abbildung von einem Vektorfeld v(x) auf ein skalares Feld, definiert in kartesischen
Koordinaten als

_ 0vy % Ov,

V'V:%+ oy * 0z

(5.35)
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5.8

(und analog in n Dimensionen). Die Notation V- soll an das Skalarprodukt erinnern:

0/0x Uy
V-v=1[09/0y |- | vy (5.36)
0/0z vy

Wie die Rotation spielt auch die Divergenz eine wichtige Rolle im Eletromagnetismus.
Eine der Maxwellgleichungen verbindet die Divergenz des elektrischen Feldes mit der elek-
trischen Ladungsdichte.

Beispiel
f” 1
v<x>—<y> /
z
_Ovy  Ovy, Ov., Or Oy 0z >
VVE e eyt T eyt :|E

x
Damit ist die Divergenz des Vektorfeldes (y) konstant.

z

Auch die Divergenz hat eine intuitive Interpretation: v(x) beschreibe die Bewegung einer
Fliissigkeit oder eines Gases und sei gleich dem Geschwindigkeitsfeld. Die Zahl der Teilchen,
die eine kleine Fléche pro Zeit und Flacheninhalt durchstromt ist dann v(r) - S (wobei S
ein Einheitsvektor senkrecht zur Oberflache ist). V - v gibt an, wieviele Teilchen netto
aus einem kleinen Volumen hinausflieflen (pro Volumen). Dieses Bild werden wir beim
Gaufsschen Integralsatz weiter ausbauen.

Integraltheoreme

Der Fundamentalsatz der Analysis

/a ' e (%F@:)) = F(b) — F(a) (5.37)

X

verbindet die Werte von F'(z) an den Réndern des Intervalls [a, b] mit dem Integral von %

tiber das Intervall [a, b] (s. 2.6.1). In hoheren Dimensionen existieren Verallgemeinerungen
dieses Satzes, die z.B. Integrale {iber ein Volumen einer Ableitung mit einem Integral iiber
den Rand dieses Volumens (eine Oberflache) verbinden. Dabei spielen Differentialopera-
toren wie die Rotation und die Divergenz die Rolle der Ableitung auf der linken Seite.
Wichtige Anwendungen dieser Integralsitze liegen in der Elektro- und Magnetostatik.
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5.8.1 Der Gaulische Integralsatz

Wir betrachten ein Vektorfeld in 3 Dimensionen in kartesischer Basis und kartesischen
Koordinaten
(% (:Ea Y, Z)
V(I‘) = ’Uy(l',y,Z) (538)
(% (:Ea Y, Z)

v(r) konnte zum Beispiel ein Stromungsfeld sein, wobei v - AS angibt, wie viele Teilchen
pro Zeit durch ein kleines Fléchenelement AS stromen. Wir betrachten nun einen (kleinen)
Quader mit Kantenldnge Ax, Ay, Az.

1
1
1
1
I
P R

Der Netto-Fluss in z-Richtung aus dem Quader heraus ist

(vals — va1)Ay Az~ %A:p Ay Az

In y- und 2-Richtung ist der Netto-Fluss:
Oy
Ay
Ov,
0z

Ax Ay Az durch die hintere und vordere Wand

Ax Ay Az durch obere und untere Wand

%—i-ay—i—aZ)AwAyAz:V-vAxAyAz (5.39)

ist der gesamte Netto-Fluss aus dem Quader heraus. Dieser Netto-Fluss lasst sich auch als
Oberflachenintegral schreiben.

<8vx % Ov,

1 2
\ / 1. —AS; - ¥]1  (Fluss hinein)
ASe—| L . AS, 2.AS, - U]z Fluss hinaus

Frontalansicht:
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Der Netto Fluss in z-Richtung aus dem Quader hinaus ist also AS; - v|; + ASy - v|s.
Summiert man die Beitrdge von den 6 Seiten des kleinen Quaders erhélt man den Netto
Fluss aus dem Quader hinaus [ dS - v und damit

V-vAz Ay Az = / dS - v(r) fiir kleine Quader (5.40)
S

Fiir ein Volumen V| das sich in viele (kleine) Quader zerlegen
lasst, summieren wir dieses Ergebnis fiir einen Quader tiber die
vielen Teilquader. Im Inneren des Volumens heben sich die Ober-
flichenintegrale auf der rechten Seite gegenseitig weg und so er-
halten wir den Gaufsschen Integralsatz

(5.41)

/dVV-v(r): dS-v
\% )%

wobei S = 9V die Oberflache beschreibt, die das Volumens V

begrenzt. Dieser Satz ldsst hat eine einfache geometrische Inter-

pretation. Hat ein Vektorfeld v eine Quelle innerhalb des Volumens V', dann fiihrt diese
Quelle zu einem Netto-Fluss aus dem Volumen heraus. Liegen mehrere Quellen innerhalb
des Voluments, addieren sich ihre Beitrdge zum Netto-Fluss. Liegt die Quelle aber aus-
serhalb von V, fiilhrt der Fluss nach V hinein und wieder hinaus, trigt also nicht zum
Nettofluss bei.
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Beispiel

Der Gaufssche Integralsatz findet wichtige Anwendungen in der klassischen Feldtheorie, zum
Beispiel in der Elektrostatik und in der Graviationstheorie. Das Gravitationsfeld g(r) =
F(r)/m hat keine Quellen, sondern sogenannte Senken, die durch Massen entstehen: V- g ist
also proportional zur Massendichte p(r). Das Gauksche Gravitationsgesetz postuliert V- g =
47Gp(r). Die Schwerkraft im Abstand r zu einer Punktmasse am Ursprung lisst sich leicht
herleiten, indem wir ein kugelférmiges Volumen V' mit Radius 7 um den Ursprung betrachten.
Das Volumenintegral iiber die Massendichte p(r) ist

1
- oL ds (r)*——1 dS()*——14 (r)r?
N 471G Jav 8= "G oV I = "IN

Im zweiten Schritt haben wir das Gaufssche Gravitationsgesetz genutzt, im dritten den Gauf-
schen Integralsatz. Zur Auswertung des Oberflachenintegrals haben wir genutzt, dass das
Gravitationsfeld einer Punktmasse radial nach innen zeigt (Kugelsymmetrie des Problems)
und seine Norm auf OV konstant ist, d.h. dS - g = dSg(r). Damit erhalten wir die bekannte
Beziehung g(r) = —GM/r?.

Diese Methode Felder auszurechnen stellt sich als sehr méchtig heraus, wenn die den Fel-
dern zugrundeliegende Masseverteilung eine Symmetrie aufweist. Erstes Beispiel ist eine ku-
gelsymmetrische Masseverteilung p(r) = p(r), wir erwarten ein kugelsymmetrisches Feld
g(r) = g(r)t. Wir betrachten wieder ein kugelférmiges Volumen V mit Radius » um den
Ursprung und berechnen das Volumenintegral iiber die Massendichte

p— _— _1 . f— ——1 2
My = /Vde(r)— e avds g(r) = 4ﬂ_G47rg(r)r . (5.43)

mit denselben Schritten wie bei dem Beispiel mit der Punktmasse. Wir erhalten g(r) =
—GMy /r?, wobei My nun die von V eingeschlossene Masse ist! Das Graviationsfeld g(r)
einer kugelsymmetrischen Masseverteilung ist also gleich dem Feld einer Punktmasse, die
so gross ist wie die innerhalb einer Kugel mit Radius r eingeschlossene Masse. Die Masse
ausserhalb r triagt dahingegen nicht zum Graviationsfeld bei. Wenn wir das Graviationsfeld
einer Kugel berechnen, kénnen wir also die Kugel als Punktmasse behandeln ohne einen Fehler
zu machen, selbst wenn der Abstand von der Kugeloberfliche nicht grof ist (im Vergleich zum
Radius der Kugel).

Ebenso lasst sich das Graviatationsfeld im Inneren einer massiven Kugel mit Radius R und
konstanter Dichte berechnen. Wir betrachten nun ein Volumen V mit Radius » < R und
erhalten My = Z7r® und mit (5.43) g(r) = —37Gr, das Feld steigt also innerhalb der
Kugel linear an. Auch das Graviationsfeld einer Hohlkugel lésst sich auf diese Weise schnell
bestimmen: eine Volumen V im Inneren der Hohlkugel schliesst keine Masse ein, das Feld ist
also null.

Diese Methode findet auch in der Elektrostatik breite Anwendung; die erste Maxwellglei-
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5.8.2

chung V-E = pg(r)/ey besagt, dass elektrische Ladungen Quellen fiir das elektrische Feld
E(r) sind. Diese Gleichung ist von derselben Form wie Gaufssche Gravitationsgesetz.

Bei Ladungsverteilungen oder Masseverteilungen, die einer bestimmten Symmetrie unter-
liegen, lassen sich oft Volumina/Oberflachen finden, so dass sich das Feld durch den Gaufs-
schen Integralsatz leicht berechnen ldsst. Man bezeichnet diese Oberflachen als Gaufssche
Volumina/Oberflichen.

Info: Der Vollstandigkeit halber noch eine Herleitung des Gaufischen Gravitationsgeset-
zes. Wir beginnen mit einem Massepunkt M im Ursprung und einem Volumen V', das
den Ursprung enthélt und auf dessen Oberflache jeder Punkt mit einer geraden Linie vom
Ursprung erreicht werden kann, ohne dass die Linie vorher die Oberfliche schneidet (ein
sogenanntes sternartiges Volumen). Das Oberflachenintegral

dS-g(r)=—-GM [ dS-#/r? (5.44)
)% )%

erscheint nun sehr viel schwieriger zu berechnen, da das Feld g(r) nicht mehr auf der
Oberflache OV konstant ist. Ausserdem zeigen die vektoriellen Fldchenelemente AS nicht
mehr radial nach aussen. Doch auch dieses Integral lasst sich leicht berechnen. Wir nutzten
Kugelkoordinaten: die Oberfliche 0V ist dann durch eine Funktion (6, ¢) beschrieben,
die angibt, wie weit Punkte auf der Oberflache in einer bestimmten Richtung vom Ur-
sprung entfernt sind. Bei gegebenen Koordinaten 6, ¢ beschreibt dann Af und A¢ ein
Flachenelement, dessen Projektion in radialer Richtung AS - # gleich dem Flécheninhalt
r?sin(0)AOA¢ ist. Integration iiber # und ¢ gibt fiir das Oberflichenintegral —47GM. Ad-
dieren wir weitere Punktmassen trigt jede Punktmasse —4nGM zum Oberflichenintegral
bei, da das Volumen beliebig gewéhlt war muss die Masse auch nicht im Ursprung liegen.
Fiir eine beliebige Masseverteilung erhalten wir [, dS-g(r) = —4nG [, dVp(r). Aus dem
Gauflschen Integralsatz folgt fv dVV.g = —4rG fv dVp(r), da dieses Ergebnis fiir beliebi-

ge (sternférmige) Volumina gilt miissen die Integranden gleich sein, also V-g = —47Gp(r).

Beschreibt man das Feld durch ein Potential, g = —V¢, so erhélt man die sogenannte
Poissongleichung A¢ = V- V¢ = —47Gp. Dabei haben wir aus den beiden Differential-
operatoren V und V- einen neuen Differentialoperator definiert. Der sogenannte Laplace-
Operator A bildet ein skalares Feld auf ein skalares Feld ab, in dem er zunéchst den Gradi-
enten eines skalaren Feldes generiert und dann die Divergenz dieses Gradientenfeldes bildet.
In kartesischen Koordinaten und drei Dimensionen ist A¢ = (;—;2 +68—y22 + g—;)qﬁ(x, y, z). Der
Laplace-Operator tritt in der klassischen Feldtheorie auf, aber auch als Diffusionsoperator
in der Warmeleitung. Er spielt auch eine zentrale Rolle in der Quantenmechanik.

Das Greensche Theorem in der Ebene
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Wir beschranken uns zunéchst auf 2 Dimensionen, um
einen einfachen Integralsatz herzuleiten, der Oberfli- ¥
chenintegrale mit Linienintegralen um den Rand der
Oberfliche verbindet. Wir betrachten zwei Funktionen ¢ T —— 4
von z und y, P(x,y) und Q(z,y), mit kontinuierlichen
partiellen Ableitungen. Diese Funktionen sind frei ge- ¢ L N
wahlt und &ndern ihren Wert als Funktion von z,y.
Auf einer besonders einfachen Fléiche, einem Rechteck A,
werden wir nun ein konkretes Oberflachenintegral iiber l T, x
A mit einem konkreten Linienintegral iiber den Rand

dieses Rechtecks 0 A vergleichen.

Oberflachenintegral:

// dz dy / / dy— :/ dy [Q(b,y) — Q(a,y)] (5.45)

Wegintegral:

d c d
ﬁAdy Ql.y) = / dyQ(b.y) + /d dyQa.y) = / ay(Q(b.y) - Q(ay)]

($,.4 bezeichnet das Integral iiber die geschlossene Kurve 9A.)

N / / dx dy— 7{ dyQ(z,y) fiir das gewéhlte Rechteck (5.46)

Analog? : — // dx dy— :74 dzP(x,y) (5.47)

m// dz dy <% _ 2—1;) ]éA(de(az,y)+dyQ(:n,y)) (5.48)

Dieses Ergebnis gilt natiirlich zunéchst nur
fiir rechteckige Fldachen. Betrachten wir
aber eine ebene Flache A beliebiger Form

0A

(ohne Locher), die in eine Menge (belie- N

big kleiner) Rechtecke zerlegt werden kann.

N

Summieren wir (5.46) iber all diese Recht- /T

J—

ecke, so heben sich Beitrédge der Linienin-
tegrale aus dem Inneren von A gegenseitig

A\d

weg. Die Summe von (1) iiber alle Recht-
ecke, in die A zerlegt wurde ergibt dann
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5.8.3

auf der linken Seite ein Oberflacheninte-
gral, auf der rechten Seite erhalten wir ein
Linienintegral iiber den Rand von A. Un-
ter milden Bedingungen (die Kurve die den
Rande von A beschreibt, darf sich nicht schneiden) erhalten wir

/ dz dy <8_Cj - %_1;) = éA(dx P(z,y) +dy Q(=,y))

Dieses Ergebnis heifit Greensches Theorem in der Ebene.

Beispiel

Betrachten wir als konkretes Beispiel die Funktionen Q(z,y) = « und P(z,y) = 0.

Adxdy(a—Q—a—P> //da:dy

74 (dz P(z,y) + dy Q(z. ) = 74 dy @
0A OA

Dieses Ergebnis kann genutzt werden, um die Berechnung
des Flidcheninhaltes von A zu ersetzen durch durch die Be-
rechnung eines Linienintegrals. Auf diesem Prinzip basieren
alte mechanische Apparate zur Bestimmung von Fléichenin-
halten (http://de.wikipedia.org/wiki/Planimeter). Als Beispiel
berechnen wir das entsprechende Linienintegral um den Vier-
telskreis mit Radius eins.

e Teilstiick 1: x = 0 ~ kein Beitrag zum Integral

(5.49)

o Teilstiick 2: % 0 ~ kein Beitrag zum Integral 0 1
- y(f) = sinf
o Teilstiick 3: 2(8) = cos b
(0

foﬁ/z de dz(e) ) = fﬁ/z dfcos?f =7 /4

Satz von Stokes

Betrachten wir wieder ein rechteckiges Flachenelement und

legen die z-Achse senkrecht zu seiner Oberfliche. Wir be- z
trachten ein Vektorfeld v(r) und nutzen das Greensche Theo-
rem mit Q(z,y) = vy(x,y,2z = 0) und P(z,y) = vy(z,y,2 = y
0). (z = 0 ist konstant auf dem Rechteck.)
Ay
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0Q _oP\ _ vy Ovy _/
//Ad”“’dy<ax ay)‘//Adxdny ay)‘ A5V
(5.50)

z-Komponente von V x v .

Fiir das Linienintegral iiber den Rand von A erhalten wir

7{ (dx P(z,y) +dy Q(z,y)) = 7{ dz ve(z,y, 2) +dy vy(x,y, 2) +dz v.(z,y,2)
0A 0A

:j{ dr-v(r) . (5.51)
0A

Der letzte Schritt folgt aus dz/dt = 0 fiir jede Parametrisierung des Rechtecks. Aus dem
Greenschen Theorem folgt fiir dieses Rechteck

/ dS-(Vx V)= jé dr-v(r) . (5.52)
A 0A

Als Beziehung zwischen Vektoren gilt dieser Ausdruck unabhéngig von der Wahl der kar-
tesischen Basis (auch wenn wir zur Herleitung eine konkrete Basis genutzt haben, in der
das Rechteck in der zy-Ebene liegt).

Fiir eine Oberflache, die man in (viele) kleine Rechtecke zer-

legen kann, heben sich die Beitrage kleiner Rechtecke im In-

neren von A gegenseitig weg. Aus der Summe von (5.52 iiber

diese Rechtecke erhalten wir damit den Satz von Stokes

(math.: Stokes-Kelvin-Theorem)

/AdS-(V X v) :74 dr-v(r) . (5.53)

0A

Analog zum Gaufsschen Integralsatz findet der Satz von Sto-

kes Anwendung in der Magnetostatik.

Info: Mit dem Satz von Stokes kénnen wir auch den Zusam-

menhang zwischen Vektorfeldern v(r) mit Rotation Vxv =0

und Gradientenfeldern zeigen. Fiir ein Vektorfeld mit verschwindender Rotation sind nach
(5.53) Linienintegrale um eine geschlossenen Kurve null. Damit sind auch Linienintegra-
le vom Weg unabhéngig: Wir teilen eine geschlossene Kurve C' in ein Teilstiick C'; von
Punkt py zu ps und ein Teilstiick Co von py zu p; und schreiben das Linienintegral von
v entlang einer Linie C' als I¢. Aus I, + Ic, = Ic = 0 folgt dann I, = —I¢,. Drehen
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wir nun die Integrationsrichtung in einem der Teilstiicke um, erhalten wir aus zwei unter-
schiedlichen Integrationswegen von p; nach po dasselbe Ergebnis, Linienintegrale sind also
wegunabhéngig. Mit diesem Ergebnis ldsst sich auch f(r) konstruieren, so dass v = V f:
f(r) = fc(p07p0+r) dr - v(r). Dabei beschreibt C(pg,po + r) eine beliebige Kurve vom Ur-
sprung zum Punkt py + r. Nach dem obigen Ergebnis hidngt das so definierte skalare Feld
nur vom Anfangs- und Endpunkt dieser Kurve ab. f(r) ist nur bis auf eine additive Kon-
stante bestimmt, die durch die Wahl des Ursprungs festgelegt wird.

Randnotiz: Dass Vektorfelder mit Rotation null Gradientenfelder sind gilt fiir einfach
zusammenhiingenden Riume (vereinfacht: Riume ohne Locher wie z.B. R3; genau-
er Rdume in denen fiir alle Punktpaare ein Weg existiert der sie verbindet, und jeder
geschlossene Weg auf einen Punkt zusammengezogen werden kann). In nicht einfach zu-
sammenhéngenden Rdumen kann nédmlich noch im Inneren einer berandeten Oberflache
ein weiterer Rand existieren, auf dem das Linienintegral ggf. nicht verschwindet.
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