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Aufgabe 1: Ising-Modell — Magnetisierung
(7 Punkte)

Gesucht ist die Temperaturabhéngigkeit der Magnetisierung, M (T'), des eindimen-
sionalen Ising-Modells mit der Hamiltonfunktion

H({si})=—-J Z— SiSiy1 — thi : (1)

Dabei wurde die Hamiltonfunktion um den Term h ZZ]\LI s; erweitert. Dieser Term
entspricht einem zusétzlichen Magnetfeld und fiithrt dazu, dass (fir A > 0) die
Ausrichtung der Spins in +S5*-Richtung bevorzugt wird.

Berechnen Sie die Magnetisierung durch exakte Summation iiber alle 2V Spinkonfi-
gurationen, also

M(T) =Y w({s:})M({s}) ,
{si}
mit

w(fsi}) =  esp(=BH({s:})
und der Zustandssumme
Z =Y exp(—BH({s:}))
{si}

fiir die folgenden Parameter: J = 1, N = 12, T im Bereich 0.1 < T < 5 und
h €{0.1,0.2,0.3,1.0} (kg wird = 1 gesetzt). Stellen Sie das Ergebnis graphisch dar.



Aufgabe 2: Ising-Modell — Metropolis-Algorithmus
(10 Punkte)

Fiir das Ising-Modell Gl. (1) soll jetzt mit Hilfe des Metropolis-Algorithmus eine
Markov-Kette aus Spin-Konfigurationen {s;}!, I = 1,..., L, erzeugt werden. Die
einzelnen Schritte des Metropolis-Algorithmus lauten folgendermaflen:

e wiihle eine Zufallszahl k € {1,..., N};
e drehe den k-ten Spin um (,Spin-Flip“): {5;} = (s!, ..., —sk, ..., sly);

e berechne

und wihle eine Zufallszahl € [0, 1];
e Fallunterscheidung:

— falls @ > +: Spin-Flip wird akzeptiert, d.h. {s;}*! = {5;};
— falls a < 7: Spin-Flip wird abgelehnt, d.h. {s;}}™! = {s;}".

Fiir die Magnetisierung bei der im Metropolis-Algorithmus verwendeten Temperatur
T (enthalten in w({s;})) ergibt sich:
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a) Schreiben Sie ein Programm, welches ausgehend von einer zuféllig gewéhl-
ten Spinkonfiguration {s;}' eine Markov-Kette entsprechend dieser Regeln er-
zeugt. Berechnen Sie damit die Magnetisierung M (7)) fir J = 1, h = 0.1,
N =12 und L = 2'? und T-Werte im Bereich 0.1 < T' < 5 und vergleichen Sie
das Ergebnis mit dem aus Aufgabe 1. (10 Punkte)

Hier wurde also dieselbe Zahl an Summanden gewéhlt wie in der exakten Aufsumma-
tion von Aufgabe 1. Wie man an dem Ergebnis sieht, ist das Monte-Carlo-Verfahren
fiir kleine Werte von N nicht von Vorteil.

Fiir N = 100 ist die exakte Aufsummation jedoch nicht mehr méglich (2'%° Terme!).

b) Fiir welche L-Werte erhdlt man mit dem Metropolis-Algorithmus bereits gut
konvergierte Ergebnisse fiir M(T") (N = 100)?



