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Aufgabe 42: Eichinvarianz der Lagrangegleichungen

Ein physikalisches System mit nur einem Freiheitsgrad und der generalisierten Ko-
ordinate ¢ wird durch die Lagrangefunktion L(g, ¢,t) beschrieben. Betrachten Sie
nun eine Lagrangefunktion L'(q,¢,t), die sich aus L durch Multiplikation mit ei-
nem konstanten Faktor ¢ # 0 und Addition der totalen zeitlichen Ableitung einer
beliebigen Funktion f(q,t) ergibt:

: , d
L,(Qa Q7t) = CL(Qa Q7t) + af(cb t) .
Zeigen Sie, dass eine Bahn ¢(t), die die Lagrangegleichungen 2. Art fiir L(q,q,1)

erfiillt, ebenfalls die Lagrangegleichungen 2. Art fiir L'(q, ¢,t) erfiillt.
(4 Punkte)

Aufgabe 43: Ebene Bewegung mit Zentralkraft, Erhaltungsgrofien
y A

Wir betrachten die Bewegung eines Teilchens der Masse m in einem Potential V()
mit r = |7]. Abgesehen von der Einschrankung auf die z-y-Ebene (siehe Abbildung)
liegen keine weiteren Zwangsbedingungen vor.

a) Bestimmen Sie die Lagrangefunktion dieses Systems mit den generalisierten
Koordinaten r und ¢.

b) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen (Lagrangegleichungen 2. Art).

¢) Welche Koordinate ist bei der ebenen Bewegung mit Zentralkraft zyklisch?
Welche physikalische Grofse ist damit erhalten?



d) Da die Lagrangefunktion nicht explizit von ¢ abhéngt folgt, dass die Grofse
L->", c]ig—.Li ebenfalls eine Konstante ist. Hierbei sind {¢;} die generalisierten
Koordinaten des Problems. Berechnen Sie diese Konstante fiir das vorliegende
Problem und geben Sie deren physikalische Bedeutung an.

(5 Punkte)

Aufgabe 44: Brachistochrone

Ein Massenpunkt mit Anfangsgeschwindigkeit Null soll in einem allgemeinen Poten-
tial U(y) entlang der Bahn y(x) reibungsfrei von P, = (x1, 1) nach Py, = (29, y2) lau-
fen. Schreiben Sie die dafiir benétigte Zeit At als Funktional At[y] = [ daxFly,y/, z].
Wie lauten die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen?

(4 Punkte)

Aufgabe 45: Variationsrechnung auf Zylindermantel

Auf dem Mantel eines Zylinders mit Radius R seien die zwei Punkte P, = (¢4, 21)
sowie Py = (9, 22) gegeben. Berechnen Sie den kiirzesten Weg zwischen diesen
beiden Punkten.

Hinweise: Parametrisieren Sie den Weg als Funktion z(¢) und schreiben Sie die
Strecke As als Funktional As[z]. Die Bahn ergibt sich dann aus der Loésung der
zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen.

(6 Punkte)



