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Aufgabe 1: Additionstheorem

(2 Punkte)

Stellen Sie mit Hilfe der Eulerschen Formel eiϕ = cosϕ+i sinϕ ein Additionstheorem
für sin(3ϕ) auf, d.h. stellen Sie sin(3ϕ) durch eine Kombination aus sinϕ und cosϕ
dar.

Aufgabe 2: δ-Funktion – Funktionenfolgen

(6 Punkte)

Die δ-Funktion lässt sich definieren als Limes einer Funktionenfolge fn(x):

δ(x) = lim
n→∞

fn(x) , mit fn(x) =

{

n : |x| < 1

2n
,

0 : sonst .

Im Folgenden soll die Gültigkeit einiger Rechenregeln für die δ-Funktion in dieser
Darstellung und für die Funktion g(x) = a+ bx2, mit a, b ∈ R gezeigt werden.

a) Zeigen Sie, durch explizite Berechnung der Integrale
∫

∞

−∞
g(x)fn(x)dx und an-

schließender Limesbildung (limn→∞), dass gilt:
∫

∞

−∞

g(x)δ(x) dx = g(0) . (1)

(2 Punkte)

b) Zeigen Sie analog, dass
∫

∞

−∞

g(x)δ(αx) dx =
1

|α|
g(0) , α ∈ R \ {0} . (2)

(2 Punkte)

c) Zeigen Sie (ebenfalls analog), dass
∫

∞

−∞

g(x)δ(x− x0) dx = g(x0) . (3)

(2 Punkte)
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Aufgabe 3: δ-Funktion

(6 Punkte)

Für Integrale über die δ-Funktion gelten die folgenden Rechenregeln (siehe auch
Aufgabe 2):

∫

∞

−∞

ψ(x)δ(x) dx = ψ(0) ,

∫

∞

−∞

ψ(x)δ(αx) dx =
1

|α|
ψ(0) , α ∈ R \ {0} ,

∫

∞

−∞

ψ(x)δ(x− x0) dx = ψ(x0) .

Dabei ist ψ(x) eine beliebige Funktion. Berechnen Sie mit Hilfe dieser Rechenregeln
die folgenden Integrale:

a)
∫

∞

−∞

cos(x)δ(x− π) dx , (1 Punkt)

b)
∫

3

−1

e2xδ(2x) dx , (1 Punkt)

c)
∫

∞

−∞

(x+ x2) [δ(1− x) + δ(2 + x)]dx , (2 Punkte)

d)
∞
∑

n=1

∫

4

0

δ(x− n+ 1/2)dx , (2 Punkte)

Aufgabe 4: Schwerpunkt einer Massenverteilung

(5 Punkte)

Der Schwerpunkt ~R einer Massenverteilung ρ(~r) ist definiert als

~R =
1

M

∫

d3r ~rρ(~r) , mit M =

∫

d3r ρ(~r) .

Berechnen Sie den Schwerpunkt für

a) eine konstante Massendichte ρ0 in einem Würfel mit Kantenlänge L:

ρ(~r) =

{

ρ0 : 0 ≤ x ≤ L , 0 ≤ y ≤ L , 0 ≤ z ≤ L ,
0 : sonst , (2 Punkte)

b) und für eine diskrete Massenverteilung:

ρ(~r) =
4

∑

n=1

mδ(~r − ~rn) , mit ~rn =





n
1 + n
n2



 . (3 Punkte)
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