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Aufgabe 1: Losung des harmonischen Oszillators

Der Hamiltonoperator des eindimensionalen harmonischen Oszillators lésst sich
schreiben als:

1
H = 4 moy? :m(a*a+§)

2m

Seien auch hier 1, mit n € N die normierten Eigenfunktionen zum Zé&hloperator
n=ala.

a) Die Grundzustandswellenfunktion ldsst sich aus der Bedingung ayy = 0 be-
stimmen. Losen Sie die Differentialgleichung ayy = 0 durch Einsetzen des
Ansatzes 1y = by exp (— (agz?) /2). Verwenden Sie hierzu (i, 1) = 1.

In der Vorlesung haben Sie die Rekursionsrelation a't, = v/n + 11,1 kennenge-

lernt. D.h. durch die bekannte Losung vy der Gleichung aiy = 0, kénnen wir alle
angeregten Zustdnde rekursiv berechnen.

b) Jeder Zustand v, ldsst sich schreiben als 1, = Oni/io- Bestimmen Sie On
c¢) Berechnen Sie nun den ersten angeregten Zustand 1 = a')y.

d) Zeigen Sie, dass )y und v orthogonal sind, also (11,%g) = 0.

Hinweis zu a): [~ exp (—A#) dz = /2 mit Re(A) >0, z€ C (6 Punkte)

Aufgabe 2: Leiteroperatoren (Drehimpuls)
In Analogie zu den Operatoren @, a' beim harmonischen Oszillator definiert man
be—boily, bo—P.—il,

wobei ZALI, fly, L, die kartesischen Komponenten des Drehimpulsoperators sind.



a) Zeigen Sie die Vertauschungsrelationen

B b )= 2k (B Bo] = +his

A

~ 1 - A~ o~ ~
die Identitiit L” = SLelo+L L)+
sowie [L?, L+] = 0.

Nun fithren wir die Kugelflichenfunktionen Y, mit [ € N und m €
{=l,—=l+1,...,1} ein. Sie sind Eigenfunktionen zum Drehimpulsoperator und
erfiillen die Eigengleichungen

5,2 -

b) Zeigen Sie analog zu den Auf- und Absteigeoperatoren, dass Ly angewendet
auf Y}, die Quantenzahl m um Al erhijhAt oder erniedrigt. Bestimmen Sie hierzu
die Quantenzahl m indem Sie L. auf L.Y},, anwenden und die erste Relation

aus a) verwenden. (iin,m = ¢ X Y ma1
(6 Punkte)

Aufgabe 3: Eigenfunktionen des Drehimpulsoperators; Kugelflichen-
funktionen

2+ (= [mD') "

imao :
47 (L + m])! v ()er mit

Allgemein gilt: Y, (9, ¢) = (—1)(mHImb/2 [

1 d

d™ P,
m l(‘r) _ WF(:CQ _ 1)[
. axr

dam

B(9) = (sin )

, und P(x)

r=cos ¥

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Formeln die Funktionen Y} ;,Y; ¢ und Y; _;.
(2 Punkte)



